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13.
Sur quelques propriétés des déterminants gauches.
(Par Mr. 4. Cayley de Cambridge.)

L

Je donne le nom de determinant gauche, a4 un déterminant formé par un
systeme de quantités A, , qui satisfont aux conditions
() A, = —h, [rs]
Jappelle aussi un tel systéme, systéme gauche. On obtiendra des formules
plus simples (quoique cette supposition ne soit pas essentielle), en considé-
rant seulement les systémes pour lesquels on a aussi
@ A.=1
Je suppose dans tout ce qui va suivre, que le ‘déterminant est de
Iordre m, et que par conséquent les suffixes variables , s etc. s’étendent
toujours depuis l'unité jusqu'a n.
En posant les équations
3) bz =P, =i,z =0,
jexprime les systémes inverses qui déterminent les P, Q par les @, de la
maniére suivante:
4) Kz, = x4,,P, o Kz, = 34,0,
ou K désigne le déterminant formé d’avec les quantités 4, ., et A, , le coéf-
ficient différentiel de K par rapport a 4, ,; bien entendu, que la différen—
tiation doit étre effectuée avant d’avoir particularisé ces quantités par les équa-
tions (1), (2). On sait que ces fonctions 7 satisfont aux conditions
Zhe oy =0 s,
Zrlr.sdr.s = K,
O) | =4, 4., =0 rer,
Es )'r.sAr.s‘ = K.
Je tiré des équations (4), en échangeant et s dans la derniére de ces équations:
©® =4.,P =Z4,.,0.
Et de la, en multipliant respectivement les différentes équations de ce systéme
par A, ., et prenant la somme de. ces produits:
(O Z(Zhe, 4, )P, = Z(Zh.,A4,.)0
16 *
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On a d’abord par les équations (5)
B =(Ehe,4,,)0, = KOQ..
Puis par Ies équations (1 et 2)
O She,d, = 24y, — Sk o, ,,
c’est-a-dire par les équations (5):
Sk, A, =24, §Fs et
0 Az, = 24— K;

|

ce qui donne
(11) Es(zr}'s'.r/jr.a)l’s = 2(2?*4.9’.31)8)'—— Kps"
Substituant les équations (8 et 11) dans la formule (7), on obtiendra, en
écrivant » au lieu de ¢':

(12) KQ. = 2(2/1, .P,)—KP,,
et également

(13) KP, = 2(=,4,.0,)—KQ..

Posant maintenant
Ke, , = 24, , r *s el
A9 \Ke,, — 24, .—K:
les formules (12), (13) se changeront en 4 :
(15) O, = %,,P, et P,= =0, ,0.:

équalions qui sont nécessairement équivalentes. On a done identiquement
o gE,a,_sa,_s, =0 s=4,

= a0, =1,
(16) ;2&,3 s =0 r=Fr,
@ “
o, = 1:

c’est-a-dire, on a trouvé un systéme de (n*) quantités «, ,, fonclions ex-
plicites et rationnelles d’un nombre }n(n—1) de variables indépendantes, qui
satisfont identiquement aux formules (16,1) ou (16,2). On sait qu’en géo-
métrie cela veut dire que pour » =2 ou n =3 de tels systémes donnent
les coéfficients propres a effectuer la transformation de deux systémes de coor-
données rectangulaires; nous dirons par analogre, ‘que des systémes qui satis—
font aux équations (16.) pour une valeur quelconque de nm, sont propres a
effectuer la transformation entre deux systemes de coordonnées rectangulalres
On .a donc le théoréme suivant:

Les coéfficients propres a la transformation de coordonnées rectangu-
laires, peuvent étre exprimés rationnellement au moyen de quantités ar-
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bitraires 4, ,, soumises aux conditions

Ay=—h, [r=ks]; A.,=1
Pour les développer, il faut d’abord former le déterminant K de ce
systéme, puis le systéme inverse 4, ,, ... et écrire

Kar.szzdr.s [r¢‘s‘]; Kar.rzzAr.r—K;
ce qui donne le systéme cherché.

Soit par exemple # = 3. Kcrivons pour le systéme des quantités 4, ,:

19 Vy —Hy
(kD) —7, 1, A,
Hy —i, 1,

ce qui donne K =124 u*4+?% et pour le systeme des fonctions A, ,
142, Autv, vi—upu,
(18) %w——% 14u’, wv+a,
viduw, pv—i, 149
Dela on obtient pour le systéme de coéfficients e, 3, y; o, 3,95 &, 3", ¥+
Ko=—1+42—uw*'—»*, Ko'=2(Au-+tv), Ke'=2@wi—u),
(19) %Kﬂ=2(lﬂ—v), KB = (141 —v'—1), KB"=2(uv+4),
Ky—=20itu), K/=2ur—i),  K'—=(4r—i—w);
ce qui se rapporte a la transformation |

z = ax,+} Byt vz, x = ertdytds,
& % y = ot Byity%, yn=petpfy+p's,
g = 'z Bty wo=yEtyy s,

de deux systémes de coordonnées rectangulaires. En effet, les coéfficients 2, u, v
ont une signification géométrique: Les axes Az,, Ay,, A2, vont coincider
avec les axes Ax, Ay, A=z, par la rotation 6 autour d’un certain axe AR
(qu'on peut nommer ,Axe résultante”). En prenant f, g, & pour les incli-
naisons de cet axe a Ax, Ay, Az, on a A==tang}fcosf, u=—rtang}f cosy,
v =tang 40 cosh. Ceite .expression de I'axe AR est due a Kuler; les quan-
tités 4, u, v. ont été introduites pour la premiere fois, par M. Olinde Rodrigues,
dans un mémoire ,Sur les lois géométriques qui regissent les déplacements d’un
systéme solide” (Liouville Tome V.), ou il donne les expressions qu'on vient
de trouver ici, pour les coéfficients de la transformation, en termes de 4, u, ».
Ces mémes quantités 4, u, ». (il y a a remarquer cela en passant) sont liées de
la maniére la plus étroite avec celles de la belle théorie de Sir W. Hamilton
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sur les Quaternions. Je les ai appliquées a la théorie de la rolalion d’un
corps solide. Avant de donner une idée des résultats auxquels je suis parvenu,
je passe aux formules de transformation qui se rapportent au cas de n =4.
Je prends ici pour le systéme des quantités 4:
i, a, b, ¢,
1) —a, 1, —4, g,
_b-) h, 1s ""f’
—C, —9, f’ 1 ’
ce qui donne, en meitant pour abréger af-}-bg--ch=24,

R) K=1+4a&+v+++g+r+0,
et puis pour les quantités 4, , le systéme
1+f°+9*+#,  [0+a+bh—cg, gO+b+cf—ak, hO+c+ag-bf,
23) —f0—a-+bh—cyg, 1++06°+¢*, —cO0—h+[fg—ab,  bO+g—hf—ca,
—yg0—b+cf—ak,  cO+h+fg—ab, 1+g*+c*+a’, —al—f+gh—bc,
—hO0—c+ag—-bf, —bO—g-+hf—ca, ab+[f+gh—bc, 1+8+a*+b7
de maniere que pour
K¢, Ko, Ko', Ko,
(24) Kﬂ’ K ’, Kﬁﬂ, Kﬂl!l’
Ky, Ky, Ky', Ky",
Ko, KJ&, KJ', KJ",

on obtient le systéme suivant:

14 12+¢° +h*—a’—=b*—c?, 2(f8-+a+bh—cy), 2(y90+b+cf—ah), 2 (h6+c+ag—0f),
95 2 (—f8—a-+bh—cg), 140 4-c*—g*>—h?*—a? 2 (—ch—h-+fy—ab), 2(b6-+g—hf—ca),
( ) 2(—g6—b+cf —ah), 2(c60+h+fy—abd), “ +g’+c’+n'—-f’-h"—b’), 2 (—ab—f-+-gh—bc),
2 (—h6—c-+ag—bf), 2(—U0—gthf—ca),  2(ab-+f+gh—bo), Ao’ b—f'—g—c?),

et ainsi de suite pour des valeurs quelconques de n.

IL
Maintenant je vais citer les formules que j’ai présentées dans le Journal
de Cambridge Tome III. p. 225, pour la rotation d’un corps solide autour d’un
point fixe. Mettant, comme & I'ordinaire les vitesses angulaires autour des axes
principaux == p, ¢, r; les moments du corps pour ces mémes axes = A, B, C et
la fonction des forces ="V les équations citées pourront étre écrites sous la forme

_.dp __dq dr __di__du___dv
- (26) dl-—:F-....—g— —————
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ou
P = L (B—Oygr [+ 15 +tutn g +r—0 ),
0 = F(C—yrp T 4+ A4 )d g},

@D (B = (A—Bry+i{ortm g+ w—ng + AN T,

A = (14 )p+ (p—»)g+(rtu)r),
M = §((urtv)p+ 1 +u) g4 (wv—nr),
= }((A—Wp+rtng+1A+»)r).

En effet, pour obtenir ces formules, il n’y a qu'a chercher au moyen
de A, u, v et de leurs derivées par rapport aux temps A’, ', »' Pexpression de
la fonction T'={(4p’+ B¢*+ Cr*) [qui exprime la demi-somme des forces
vives]: cela fait, les formules générales que Lagrange a données pour la solu-
tion des problémes de dynamique, conduisent immédiatement aux équations en
question. Dans le mémoire cité j’ai intégré ces équations pour le cas ou la
fonction V est zéro, et en prenant, comme dans la théorie ordinaire, le plan
invariable pour plan des deux axes. Ce n’est que derniérement que j’ai
trouvé la maniére convenable de trailer ce systéme d’équations; je le fais au
moyen de deux nouvelles variables £2, v, entre lesquelles je trouve une équa-
tion différentielle dont les variables sont séparées, et j’exprime en termes de
celles-ci les autres variables du probléme, y compris le temps; et cela sans
aucune supposition particuliére, relative a la position des axes des coordonnées
par rapport au plan invariable. Le developpement de cette théorie paraitra
dans le prochain N°. du ,,Cambridge et Dublin Mathématical journal.” Je m’oc-
cupe aussi de la recherche des formules pour les variations des constantes
arbitraires relatives aux forces perturbatrices. Il serait bien intéressant (comme
probléme d’analyse pure) d’étendre ces recherches au cas d’une valeur quel-
conque de n; il faudrait pour cela, chercher les valeurs des quantités analogues
a p, ¢, r, former une fonction T}, en prenant la somme des carrés de chacune

de ces quantités, chaque ‘carré multiplié par un coéfficient constant, et puis
d dT dT

former les équations A= 0 etc., analogues aux équations de Dyna-

mique. Mais je n’ai encore rien trouvé sur ce sujet.
Cambridge 24*"¢ Févr. 1846.
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