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13.
Sur quelques proprietes des determinants gauches.

(Par Mr. A. Caylcy de Cambridge.)

I.
«Je donne le nom de determinant gauche, a un determinant forme par un
sysleme de quantites hrt(} qui satisfont aux eonditions

(1) *r.. = -Α..Γ [Γ=Φ*]·
J'appelle aussi un tel Systeme, sysleme gauche. On obtiendra des formules
plus simples (quoique cette supposition ne soit pas essentielle), en conside-
rant seulement les systemes pour lesquels on a aussi

(2) i r . r=l.
Je suppose dans tout ce qui va suivre, que le determinant est de

l'ordre n, et que par consequent les Suffixes variables r, s etc. s'etendent
toujours depuis l'unite jusqu'a n.

En posant les equations
(3) Srlrt.xr = PO Σ9λ,.9χ9 = (?Γ,

j'exprime les systemes inverses qui determinent les JP, Q par les x, de la
maniere suivante:

(4) Kxr = Σ,Λ,.,Ρ, et Kxs = ΣΓΛΓ.80,,
o JfiC designe le determinant forme d'avec les quantites λΓ β θ , et ArfS le coef-
ficient differentiel de K par rapport a r < s ; bien entendu, que la differen-
tiation doit dtre effectuee avant d'avoir particularise ces quantites par les equa-
tions (1), (2)» On sait que ces fonctions Λ satisfont aux conditions

rlr..A^. = 0 r 4 r',
^r.e-^r.*· = -̂ ·

Je tire des equations (4) , en echangeant r et s dans la derniere de ces equations :
(6) Σ8Λ^Ρ8 = S.A,.rQ..

Et de la, en multipliant respectivement les differentes equations de ce Systeme
par λβ,,Γ, et prenant la somme de ces produits:

(7) X.(Srl^Ar..)P. «= 2,(Srl*.TA..rW..
16*
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120 45· Cayley9 sur les determinants gauches.

On a d'abord par les equations (5)
(8) J^A<.,

Puis par les equations (l et 2)
(9) 2rls,.rArtS

c'est-a-dire par les equations (5):
5 * ' * e t

ce qui donne

Subsiituant les equations (8 et 11) dans la formule (7), on obtiendra, en
ecrivant r au Heu de s':

(12) KQr =
et egalement

(13) KP8 =
Posant maintenant

,m. = 2^r.e r =M et

les formules (12), (13) se changeront en
(15) Qr = -ΣΧ..Ρ. et Ps == 2rarm.Qr:

equaiions qui sont necessairement equivalentes. On a donc idenliquement
i 57 ff ff O

(1) * ' ' " ' " ~ U

(2)
{ ^8arfSarf& =

c'est-a-dire, on a trouve un Systeme de (n2) quantites ar,s, fonctions ex-
plicites et rationnelles d'un nombre %n(n—1) de variables independantes, qui
satisfont identiquement aux formules (16,1) ou (16,2). On sait qu'en geo-
metrie cela veut dire que pour n = 2 ou fr*=:3 de tels systemes donnent
les coefficients propres a effectu€ir la transforination de deux systemes de coor-
donnees rectangulaires; nous dirons par analogie, !que des systemes qui satis-
font aux equations (16*) pour ujie valeur quelconque de », sont propres a
effectuer la transformation entre deux systemes de coordonnees rectangulaires.
On a (Jonc le theoreme suivant:

Les coefficients propres a la transfoftnation de cdordonnees rectangu-
laires, peuvent etre exprimes rationnellement au moyen de quantites ar-
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15. Cayley, sur les detertftinants gauckes. 121

bitraires λ Γ < Α , soumises aux conditions
*,·.. = — λ,.Γ [r4«fl; *r., = i-

Pour les developper, il faut d'abord former le determinant K de ce
Systeme, puis le Systeme inverse Ar,s, ... et ecrire

ee qui donne le Systeme cherche.

Soit par exemple n = 3. fierivons pour le Systeme des quantiles λ Γ β « :
, l, ι/, —μ,

(17) j -?, l, λ,
( μ, —λ, l,

ce qui donne Κ = 1-\-λ2-\-μ2-\-ν2, et pour le Systeme des fonctibns ^f r > ?

i l-j-λ2, λμ-^ν, νλ — μ,
λμ-r, 1 + μ\ μν+λ,
νλ-\-μ, μν — λ^ l-j-i'2.

Dela on obtient pour le Systeme de co fficients a, > γ; β', f, γ' ; a", ", γ":
/Κα=1+λ2— μ*— ν1, Κα'==2(λμ-\-ν^ Ka"=t Ζ(νλ — μ),

(19) !«·/? = 2(A^-y), Α^=.(1+^-^-Α2), ΛΓ/^=2(/*ν + Α),
tjfy=2(^ + ̂ )i JC/=2(^ — λ), jK"/'=(l+^2— λ2— ̂ 2);

ce qui se rapporte a la transforraation
x =
y =

de deux systemes de coordonnees rectangulaires. En eflFet, les coefficients λ, μ, ν
ont une signification geometrique : Les axes AxL, Ay^ AzL vont co'incider
avec les axes Ax, Ay, A%> par la rotation θ autour d'un certain axe AR
(qu'on peut nommer „Axe resultante"). En prenant f, g, h pour les incli-
naisons de cet axe a Ax9 Ay, Az, on a A = tang^ cos/, ^ = tang| cos^
y = tang^ cos/i. Cette *expression de Paxe-4 est due & Euler; les quan-
tites λ, μ, v ont ete introduites pour la premiere fois, par M. OKnde Rodrigues,
dans un memoire ^Sur les lois geometriques qui regissent les deplacements d'un
Systeme solide" (Liouville Tome V.) , p il donne les expressions qu'on vient
de trouver ici, pour les coefficients da la transformation, en termes de λ^ μ> ν.
Ces memes quantites λ^ μ, v (ii y a a remarquer cela en passant) sont liees de
la maniere la plus etroite avec celles de la belle theorie de Sir W. Hamilton
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122 i&* &®ylvy> *w les determinants gauches,

sur les Quaternions. Je les ai appliquees a la tbeorie de la rolation d'un
corps solide. Avant de donner une idee des resultats auxquels je suis parvenu,
je passe aux formules de transformation qui se rapportent au cas de n = 4.
Je prends ici pour le Systeme des quantites λ:

i l, «i b, c,
-a, l, -h, g,
-*, A, l, -Λ
— c, —9·> Λ *>

ce qui donne , en mettant pour abreger af-\- bg~\-ch=0,
(22) K = l+a>+p+c*-\-F+f-\-tfi-e\

et puis pour les quantites Ar^ le Systeme
+a+bh-cg, ^+b+ cf-ah , /ιθ+ c+ag-bf,

ab, be+g-hf-ca,
-ge-b+ cf-ah, cO+A+fy-ab, l +/+c2+«2, -αθ-f+gh-bc,
-Λ0- c+ag-bf, -bQ-g+hf-ca, αθ+f+gh-bc , l +A2+r

de maniere que pour
Κα, Κα', Κα", Κα'",
Κβ, Κβ', Κβ", Κβ>",
Κγ, Κ/, Κγ", Kf,
Kd, Kdf, Kd", Kd"',

on obtient le Systeme suivant:
i+fM-sr'-l-ft2—·«*—&2~c

-hf— en),

et ainsi de suite pour des valeurs quelconqties de it.

II,
Maintenant je vais citer les formules que j'ai presentees dans le Journal

de Cambridge Tome III. p. 225, pour la rotation d'un corps solide autour d'un
p iiit fixe. Mettant, comme a l'ordinaire les vitesses angulaires autour des axes
principaux =/?, y, r/ les moments da corps pour ces momes axes ̂ A,B9C et
la fonctfon des forces ±= F: les dquations citees pourront dtre ocrites sous la forme

ro ^ A* dp dg dr αλ du dv(26) rfi=- = - s = . = - = - = ,
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(27)
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P = ^((β_0),Γ+φ + *)^

Q =

R = UiA-B»v+*{w+ri%^
Λ =

Εη eifet, pour obtenir ces formules, il n'y a qu'a chercher au moyen
de λ, μ, v et de leurs derivees par rapport aux temps λ', μ'> vf Fexpression de
la fonclion T = \ -(Ap1 -f- Bq2 -j- CV2) [qui exprime la demi-somme des forces
vives] : cela fait, les formules generales que Lagrange a donnees pour la solu-
tion des problemes de dynamique, conduisent immediatement aux equations en
question. Dans le memoire cito j'ai integre ces equations pour le cas ou la
fonction V est zero, et en prenant, comrae dans la theorie ordinaire, le plan
invariable pour plan des deux axes. Ce n'est que dernierement que j'ai
trouve la maniere convenable de trailer ce Systeme d'equations; je le fais au
moyen de deux nouvelles variables Q, v, entre lesquelles je trouve une equa-
tion differentielle dont les variables sont separees, et j' exprime en termes de
celles-ci les autres variables du probleme, y compris le temps; et cela sans
aucune supposition particuliere, relative a la position des axes des coordonnees
par rapport au plan invariable. Le developpement de cette theorie paraitra
dans le prochain N°. du „Cambridge et Dublin Malhematical Journal." Je m'oc-
cupe aussi de la recherche des formules pour les variations des constantes
arbitraires relatives aux forces perturbatrices. II serait bien interessant (comme
probleme d'analyse pure) d'etendre ces recherches au cas d'une valeur quel-
conque de n; il faudrait pour cela, chercher les valeurs des quantites analogues
a Pf <l> r> former une fonction T, en prenant la somme des carres de chacune
de ces quantites, chaque carre multiplie par un coefficient constant, et puis

former les equations —-^ — ̂ - = 0 etc., analogues aux equations de Dyna-

mique. Mais je n'tii encore rien trouve sur ce sujet.
Cambridge 24*me Fevr. 1846.
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