
68 10. Hesse, zur Theorie der Elimination.

W.
Über die Elimination der Variabeln aus drei algebrai-

schen Gleichungen vom zweiten Grade mit zwei
Variabein.

(Von Heim Dr. Otto Hesse > Privatdocenten an der Universität zu Königsberg.)

1) W enn man aus zwei gegebenen vollständigen Gleichungen mit einer
Variable vom mien und wten Grade diese Variable auf irgend eine Weise
eliminirt, so erhält man eine Gleichung zwischen den Coefficienten der gege-
benen Gleichungen, welche erfüllt wird, sobald ein Werth der Variable den
beiden gegebenen Gleichungen zugleich genügt. Wenn umgekehrt diese Glei-
chung zwischen den Coefficienten erfüllt wird, so braucht nicht immer ein Werth
der Variable zu existiren, der den beiden gegebenen Gleichungen zugleich
genügt. Durch eine geschickt angestellte Elimination der Variable kann man
aber eine Bedingungsgleichung zwischen den Coefficienten der gegebenen
Gleichungen finden, unter welcher jedesmal ein Werth der Variable existirt,
welcher den gegebenen Gleichungen zugleich genügt, und die erfüllt wird,
wenn ein Werth der Variable die beiden gegebenen Gleichungen zugleich
erfüllt. Diese Gleichung, die in allen durch Elimination der Variable ent-
standenen Gleichungen als Factor enthalten ist, führt den Namen der End-
gleichung, während die ändern Factoren mit dem Namen der überflüssigen
Factoren bezeichnet werden. Durch-Euler (Mem. d. Berl Akad. an. 1748
und 1760) ist bekannt, dafs die Endgleichung homogen ist und in Rücksicht
auf die Coefficienten der Gleichung vom wten Grade bis auf den nten, in
Rücksicht auf die Coefficienten der Gleichung, vom wten Grade bis auf den
wten, endlich in Rücksicht auf alle Coefficienten der gegebenen Gleichungen
bis auf den (m -j- w^ten Grad steigt. Unter den bekannten Verfahrungsweisen,
die Endgleichung zu bilden, verdient die Zurückführung der Aufgabe auf die
Elimination der Unbekannten aus linearen Gleichungen, welche der Herr Pro-
fessor Richelot als einer Entdeckung des Herrn Sylvexter in dem 21ten Bande
dieses Journals erwähnt, und welche ich ohne sie zu kennen im 27ten Bande
wieder aufgenommen habe, unstreitig den Vorzug.
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JO. Hesse, zur Theorie der Elimination. 69

Für drei Gleichungen mit zwei Variabein ist, soviel ich weifs, Ähn-
liches noch nicht geleistet worden. Ich werde daher im Folgenden die Euler-
sche Methode zu verallgemeinern suchen.

2) Es seien:
1. /!(#,r) = o, 2. 9>(*,r) = 0, 3. ytor) = °

drei vollständige Gleichungen zwischen den beiden Variabein und yf vom wten,
nten und /rten Grade. Diesen Gleichungen wird man im Allgemeinen nicht durch
ein Wurzelnpaar und genügen können, wenn nicht eine bestimmte Relation
zwischen den Coefficienten der gegebenen Gleichungen stattfindet, und wenn
diese Relation stattfindet, wird man immer ein Wurzelnpaar finden, welches
den gegebenen Gleichungen zu gleicher Zeit genügt. Um diese Relation zu
finden, welche im Folgenden den Namen der Endgleichung führen wird, suche
man die Bedingung zwischen den Coefficienten der 3ten Gleichung, unter welcher
ein Wurzelnpaar der beiden ersten Gleichungen der dritten Gleichung genügt

Unter der Voraussetzung, dafs m.n die Anzahl der Wurzelnpaare der
beiden ersten Gleichungen ist, was Euler an dem genannten Orte bewie-
sen hat, ist die gesuchte Bedingung:

4. = (a?,, yO-vOr,, y2) · · · · VO*·».*, ym.n) = 0,
wenn man durch a?19 3^; x^ >y> · · · · a?Wen , ym.n die Wurzelnpaare der ersten
und zweiten Gleichung bezeichnet. Denn wenn ein Wurzelnpaar der beiden
ersten Gleichungen zugleich der dritten genügt, so wird auch die Gleichung
(4.) erfüllt; und umgekehrt, wenn die Gleichung (4.) erfüllt wird, so giebt
es immer ein Wurzelnpaar der beiden ersten Gleichungen, welches der dritten
Gleichung genügt. Entwickelt man. den linken Theil der Gleichung (4.) nach
Potenzen und Producten der Coefficienten der dritten Gleichung, welche Entwick-
lung mit bezeichnet werden mag, so wird die Gleichung = in Rücksicht
auf die Coefficienten der dritten Gleichung homogen und vom Grade m.n und
die Coefficienten dieser Potenzen und Producte werden bestimmte Functionen
der Wurzeln der beiden ersten Gleichungen sein., Es bleibt also noch übrig,
diese Functionen in der Entwicklung durch die Coefficienten der beiden
ersten Gleichungen auszudrücken, um die gesuchte, von jedem überflüssigen
Factor freie Endgleichung zu erhalten.

3) Wenn man auf irgend eine Weise aus den drei gegeben Gleichun-
gen die Variabein eliminirt, so erhält man eine Gleichung

5. P = 0,
welche immer erfüllt wird, sobald ein Wurzelnpaar den drei gegebenen Glei-

Brought to you by | University of California
Authenticated

Download Date | 6/6/15 10:10 AM



70 JO. Hesse* zur Theorie der Elimination.

chungen zugleich genügt. Den drei gegebenen Gleichungen wird aber durch
ein Wurzelnpaar genügt, wenn die Gleichung (4.) erfüllt wird. Daraus folgt,
dafs die Gleichung (5.) erfüllt wird, wenn die Gleichung (4.) erfüllt wird.
Angenommen, dafs man die Gleichung (5.) gefunden habe., und dafs sie in
Rücksicht auf die Coefficienten der dritten Gleichung homogen und vom Grade
m. n sei. Da dieselbe für alle Werthe der Coefficienten der dritten Gleichung
erfüllt wird, welche der Gleichung (4.) genugthun, so folgt hieraus, dafs
die Ausdrücke P und nur durch einen von den Coefficienten der dritten
Gleichung unabhängigen Factor von einander verschieden sein können. Be-
zeichnet man daher das in der Function von den Variabein x> freie Glied
mit € und den Coefficienten cm-n in der Entwicklung der Function P mit y,
so wird man

6. — =r
haben, woraus sich durch Gleichsetzung der Coefficienten gleicher Potenzen und
Producte der Coefficienten der dritten Gleichung auf beiden Seiten der angeführten
Gleichung die gesuchten Functionen der Wurzeln, ausgedrückt durch die Coef-
ficienten der beiden ersten Gleichungen, ergeben. Es kommt also darauf an,
aus den drei gegebenen Gleichungen durch eine geschickt angestellte Elimina-
tion der Variabein eine homogene Gleichung P=0 vom iwwten Grade in
Rücksicht auf die Coefficienten der dritten Gleichung abzuleiten. Man wird
sogleich sehen, wie dies auszuführen sei, wenn die 3te Gleichung vom er-
sten Grade ist.

4) Es sei die gegebene dritte Gleichung
7. vitor) = ***+*!/+** = o

linear. Alsdann geht die Gleichung (4.) in
8. ' 5 =( 2# + *2^ + *0( *#2 + ̂

über. Man eliminirt aber die Variable y aus den gegebenen drei Gleichungen,
indem man aus der letzten den Werth

~~ h
in die beiden ersten setzt, wodurch man, wenn man mit brn und b* multiplicirt,
folgende in Rücksicht auf , * , € homogene Gleichungen

erhält. Diese Gleichungen sind in Rücksicht auf aj/fti , € respective vom
mten und YWÄ ftten Grade, so wie auch in Rücksicht auf die Variable x.
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iO. Hesse, zur Theorie der Elimination. 71

Eliminirt man daher die noch brig bleibende Variable χ nach der bekannten
Methode, so wird man eine Gleichung

10. Ρλ == 0
erhalten, welche in R cksicht auf die Coefficienten in f, φ, ψι respective
vom nten, mien und iw.wten, in R cksicht auf die Coefficienten in /"und φ
vom m -f-nten und in R cksicht auf alle Coefficienten homogen und vom Grade
m-\-n-\-m.n ist. Bezeichnet man daher durch g den Coefficienten von c™'n
in der Entwicklung des nach Potenzen und Producten der Gr fsen #λ, b^ €λ
geordneten Ausdrucks P;i, der in R cksicht auf die Coefficienten in /"und φ
vom raten und vom mien und in R cksicht auf beiderlei Coefficienten vom
Grade m-\-n ist, so erh lt man:

11. Q = ψλ.9
Entwickelt man beide Seiten der Gleichung nach Potenzen und Producten der
Gr fsen a^ Αλ, €λ und setzt die Coefficienten gleicher Potenzen und Producte
auf beiden Seiten der Gleichung einander gleich, so erh lt man Functionen der
Wurzeln der beiden ersten Gleichungen, welche sich in der Entwicklung Ψ
der Gleichung (4.) wiederfinden, ausgedr ckt durch die Coefficienten jener
beiden Gleichungen. Auf diese Weise kann man aber nur gewisse Functionen
der Wurzeln, welche in der Entwicklung Ψ enthalten sind, durch die Coef-
ficienten der beiden ersten Gleichungen ausdr cken. Um alle jene Functionen
der Wurzeln auszudr cken, nehme man statt der linearen Gleichung (7.) nach
einander die linearen Gleichungen

Vitoy) = °» V2ter)=o, . . . . yvtor) — ° >
welche aus jener entstehen, indem man f r den Index λ nach einander die
Indices l, 7, .... p setzt, und bilde die ihnen entsprechenden Gleichungen
(8. bis 11.)5 welche durch die entsprechenden Indices bezeichnet werden
sollen. Endlieh nehme man an, dafs die gegebene dritte Gleichung in die
linearen Factoren Vi(a%y)9 'Vatox)* · > · · · Wtoy) zerf llbar sei.

5) Wenn die gegebene dritte Gleichung
12. yL(x, y) , ·φΊ(χ, y)., . ψρ(χ9γ) = 0

ist, so geht die Gleichung (4.) in
13. Ψ, Ψ,.... Ψρ = 0

ber, und wenn ein Wurzelnpaar den Gleichungen (l,), (2.)> (12.) zugleich
gen gt, so hat man

14V PtP^...PP = 0,
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72 10. Hesse, zur Theorie der Elimination.

Dennoch wird die Gleichung (14.) erfüllt für alle Werthe von ÄM *2, CL,
«2, 62, ---- , welche der Gleichung (13.) genügen. Es können daher die lin-
ken Theile derselben, welche in Rücksicht auf die genannten Gröfsen homogen
und von demselben Grade sind, nur durch einen von 0i9 6i9 .... unabhängigen
Factor sich von einander unterscheiden. Bezeichnet man also durch 0 und
P0 die linken Theile jener Gleichungen, so hat man

Entwickelt man beide Theile dieser Gleichung nach Potenzen und Producten
der Gröfsen a{ , bL , CL , a2, #2 , .... und setzt die Coefficienten gleicher Po-
tenzen und Producte auf beiden Seiten 'der Gleichung einander gleich, so er-
hält man gerade die gesuchten Functionen der Wurzeln der beiden ersten
Gleichungen, welche in der Entwicklung des linken Theils der Gleichung (4.)
vorkommen, ausgedrückt durch die Coefficienten der Gleichungen (1.) und (2.).
Alle diese Ausdrücke haben den gemeinschaftlichen Nenner y, welcher in
Rücksicht auf die Coefficienten der ersten und zweiten Gleichung homogen und
respective vom np und //i/?ten, und überhaupt vom (m -\- n)/?ten Grade ist.
Da nun, wie man gesehen hat, die Coefficienten der Entwicklung von nach
Potenzen und Producten von a^ , b^ , in Rücksicht auf die Coefficienten der
ersten und zweiten Gleichung vom nten und mlen Grade sind, so wird
respective vom np und mplen und in Rücksicht auf alle Coefficienten der er-
sten und zweiten Gleichung vom Grade (m-\-n)p sein. Dasselbe gilt von
den Zählern der Ausdrücke für die genannten Functionen der Wurzeln der
ersten und zweiten Gleichung.

6) Die aus den gegebenen Gleichungen (1.), (2.), (3.) hervorgehende
Endgleichung erhält man nun aus der entwickelten Gleichung (4.), wenn man
darin die Ausdrücke der Functionen der Wurzeln der beiden ersten Gleichun-
gen substituirt und mit dem gemeinsamen Nenner gp derselben multiplicirt. Aus
dieser Bildungsweise der Endgleichung ergiebt sich aber folgender

Lehrsa tz 1.
Die durch Elimination zweier Variabein aus drei algebraischen

Gleichungen vom mten, nten und pfen Grade hervorgehende Endgleichung
ist in Rücksicht auf alle Coefficienten dieser Gleichungen homogen und
vom Grade mn-\ n p f p m, und in Rücksicht auf die Coefficieaten der
einzelnen Gleichungen ebenfalls homogen und von den Graden m n, npy p m.
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10. Hesse; zur Theorie der Elimination. 73

7) Obwohl die auseinandergesetzte Eliminationsmethode immer zum Ziele
führt, so lassen sich die angewendeten Operationen wegen ihrer Unsymmetrie
doch zu wenig verfolgen, als dafs man daraus die wahre Natur der End-
gleichung mit Leichtigkeit erforschen könnte. Da die Endgleichung, selbst in
dem Falle wo die gegebenen Gleichungen sämmtlich nur vom zweiten Grade
sind, aus einer nicht übersehbaren Menge von Termen besteht, welche Bezout
in seiner Theorie der algebraischen Gleichungen nicht ohne Mühe berechnet
hat, so wird man es nicht versuchen, aus der Endgleichung selbst Nutzen zu
ziehen, vielmehr symmetrische und leicht zu verfolgende Eliminationsmetho-
den sich schaffen müssen, die eine Einsicht in die Natur der Endgleichung
gestatten. Für den Fall dreier Gleichungen vom zwreiten Grade mit zwei
Variabein werde ich eine solche Methode entwickeln, und zugleich Folgerungen
ziehen, die für die Theorie der Wendepuncte der Curven dritter Ordnung
wichtig sind. Denn während die Bestimmung der Wendepuncte der Curven
dritter Ordnung auf eine Gleichung vom 9teri Grade führt, bietet die ge-
nannte Eliminations - Methode Öie Mittel, diese Gleichung vom 9ten Grade
durch eine vom 4ten und eine Gleichung vom 3ten Grade zu ersetzen. Von
den geometrischen Eigenschaften der Curven dritter Ordnung, welche sich aus
dieser Eliminations -Methode ergeben, führe ich vorläufig nur diese an: „Dafs
die Wendepuncte aller Curven dritter Ordnung, von denen jede durch sämmt-
liche Wendepuncte einer und derselben Curve derselben Ordnung hindurchgeht,
mit den Schniltpnncten zusammenfallen."

8) Wenn man durch / , /o, /J drei gegebene homogene Functionen vom
zweiten und durch und t// zwei gegebene homogene Functionen vom dritten
Grade der drei Variabein J?A, ar2, #3 bezeichnet, so kann man immer drei
lineare homogene Multiplicatoren J(l), J(2), Jo) und* einen constanten Multi-
plicator p so bestimmen , dafs

ist. Denn wenn man die Coefficienten gleicher Potenzen und Producte der Varia-
bein auf beiden Seiten der entwickelten Gleichung einander gleich setzt, so erhält
man 10 lineare Gleichungen zwischen den 9 in Ji(1), A&\ J(3) enthaltenen Con-
stanten und der lOten p. Bestimmt man daraus die unbekannten 10 Constanten,
so stellen sich die Werthe derselben als Brüche dar, mit demselben Nenner R.
Dieser Nenner ist unabhängig von den Coefficienten der Variabein in der Function

; er ist homogen und linear in Rücksicht auf die Coefficienten in ; ferner
ist er homogen und vom 3ten Grade, sowohl in Rücksicht auf die Coefficienten
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74 *0. Hesse , zur Theorie der Elimination.

in /Ι, als in R cksicht auf die Coefficienten in fa und/;; endlich ist er homogen
und vom lOten Grade in R cksicht auf alle in /l, /2, fz und φ enthaltenen Coef-
ficienten. Was den Z hler des Werthes der Unbekannten p betrifft, so kann
man die Bemerkung machen, dafs er unabh ngig von den Coefficienten in φ
ist, homogen aber und vom ersten Grade in R cksicht auf die Co fficienten
in V, homogen und vom dritten Grade sowohl in R cksicht auf die Coeffi-
cienten in /Ί als in f2 und fe ; endlich homogen und vom l Oten Grade in
R cksicht auf alle in /l, /"2, £>, -ψ enthaltenen Coefficienten.

Die Nenner der unbekannten Ooefficienten lassen sich vermeiden, wenn
man R. ψ statt ψ setzt, wodurch die in Rede stehende Gleichung in

16. Ρφ + ΑΦΚ+Α<»Κ + Α<»Κ = R,y
bergeht. Denn bestimmt man in der angegebenen Weise die unbekannten

Coefficienten in dieser Gleichung, so werden dieselben gleich den Z hlern der
unbekannten Coefficienten in der vorhergehenden Gleichung, und folglich zu
ganzen Functionen der in /i, /), /£', φ und t/> enthaltenen Coefficienten.

Da die Gr fse R unabh ngig von den Coefficienten in t/> ist, so wird
sich dieselbe auch nicht ndern, wenn man f r ψ das Product χχ.χλ.χμ setzt,
wo *r, λ, μ irgend welche gleiche oder ungleiche unter den Zahlen 1 , 2 , 3
bedeuten. Die ndern Multiplicatoren werden sich aber ndern und m gen
durch Ρχ,λ,μ, ^λ,μ'ί -^*?;,/<5 ^\μ bezeichnet werden, wobei angenommen
werden soll, dafs die verschiedenen Zeichen, welche aus den angegebenen
durch Permutation der unteren Indices unter einander entstehen, immer f r
dieselbe Gr fse gelten, so dafs z. B.

Ρχ,λ,μ == Ρχ,μ,λ == Ρλ,χ,μ ===

ist. Dasselbe soll auch k nftig f r alle hnlichen Bezeichnungen gelten.
Demnach hat man

17. ^^9 + ̂ A/./i + 4^ + -4%/; = *.*a*ii,
woraus sich, wenn man f r κ, λ, μ alle Combinationen der Zahlen l, 2, 3
mit Wiederholung setzt, 10 verschiedene Gleichungen ergeben. Dia Gleichung
(17.) stellt also ein System von 10 Gleichungen mit 30 Multiplicatoren A und
10 Multiplicatoren p dar. Nimmt man nun an, dafs die gegebene Function φ

-f 3<?2, 7, l #2#2 XL +3l?2f ?, 3 X2 #2 Xz +^^3,3, l #3 #3 #1 +^3, 3, 2 #3 #3#2 -f 6cl} 2> 3 XL X^ .

sei, welcher Ausdruck kurzer durch Σν^μ &κΧιΧμ bezeichnet werden kann, da
man aus dem Gliede €^μ χ^χλχμ- die ganze Summe erh lt, wenn man f r*, λ, μ
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10. Hesse* zur Theorie der Elimination. 75

nach einander die Combinationen der Zahlen l, 2, 3 mit Wiederholung und
ihre Permutationen setzt und addirt, auch wie oben annimmt, dafs cv 3 ,. =ι Ί Xy Aj μ

cX}IUii = ---- sei: so kann man die Multiplicatoren in der Gleichung (16.)
durch die 40 Multiplicatoren in dem Systeme von Gleichungen (17.) auf fol-
gende Art ausdr cken:

p = Σ€κΛμ :ΡχΛμ , JC2)

9) Es bleiben noch die 40 Multiplicatoren des durch (17.) dargestell-
ten Systems von Gleichungen zu bestimmen brig. Da hierzu die Kenntnifs
der gegebenen Functionen erforderlich ist, so nehme man an, es sei

"

wo Λ^1 = «?,« und f r κ, λ die Combinationen der Zahlen l, 2, 3 zu zweien
mit Wiederholung und ihre Permutationen zu setzen sind. Multiplicirt man
nun die Gleichung (17.) mit dem unbestimmten Factor ηχ^μ und bildet ein
System von Gleichungen, indem man f r *, λ, μ alle Combinationen der Zah-
len l, 2, 3 mit Wiederholung und die Permutationen derselben setzt, so, er-
h lt man durch Addition:
20. φ^,^π»,^+Λ^Α,.*.Α,.+Λ^

Die 10 unbestimmten Facloren π lassen sich aber so» bestimmen, dafs den
drei Gleichungen

Σ^\μπ,Λμ = Ο; ΣΑ^μπ^μ = Ο; ΣΑ^π.^ =0
Gen ge geschieht, worauf die Gleichung (20.) in

bergeht. Jede der drei ersten Gleichungen zerf llt, da dieGr fsenJi lineare
und homogene Functionen der Variabein sind, von welchen die Bestimmung
der, Factoren π unabh ngig sein mufs, in drei andere, so dafs man zur Be-
stimmung der 10 Factoren π nur 9 Gleichungen hat. Bemerkt man nun, dafs
die letzte Gleichung unabh ngig von den besondern Werthen der Variabein
stattfindet, so folgt hieraus, dafs die Gr fsen * den entsprechenden Gr fsen n
proportional sind. Setzt man daher einen der Factoren π, z.B. πΜ,ι, der
willk rlich bestimmt werden kann, gleich 6J}1>1, so werden auch die brigen

r fsen n den mit gleichen Indices behafteten Gr fsen * gleich sein. Dieses
10*
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76 40., Hesse, zur Theorie der Elimination.

vorausgesetzt, so folgt aus der letzten Gleichung und den drei vorhergehenden:
R = ΣρΧ9ιμ&^ι9μι

'*,2,„ =0, ΣΛζ\μ^^μ = 0, ΣΑ^μ^λίμ — Ο.
Man kann die 10 Factoren π aber auch bestimmen, indem man mit v

irgend eine der Zahlen I, 2, 3 bezeichnet, nemlich aus den Gleichungen
f\ ^Sk7 A *· ' _—— ff V

l>/" *>^?j" ^^ ' *>*>/* Χ,^ίΡ ===^ ttiLv·)
Tf i\ 5̂·̂  ^^ >y - /\

von denen jede, mit Ausnahme der ersten, in drei andere zerf llt. Mit R ck-
sicht auf diese Gleichungen geht die Gleichung (20.) in

ber, woraus man durch Gleichsetzung der Coefficienten gleicher Potenzen und
Producte der Variabein auf beiden Seiten der Gleichung die gesuchten Werthe
der Factoren n erh lt. Setzt man diese Werthe der Factoren π in die obigen
4 Gleichungen, so erh lt man

^r,a,r«il = °>

wobei zu beachten ist, dafs die Summenzeichen sich nur auf die verschiede-
nen Werthe der Indices #, λ, f r welche man die Combinationen der Zahlen
l, 2, 3 zu zweien mit Wiederholung und deren Permutationen zu setzen hat,
aber nicht auf die verschiedenen Werthe von v beziehen; welches auch f r
die folgenden Gleichttigen (23.) und (24.) gilt.

Aus den Gleichungen (22.) erh lt man ein neues System, wenn man
f r die oberen Indices (1.), (2.), (3.) respective (2.), (3.), (1.) setzt, inemlich:

woraus endlich durch dieselbe Ver nderung der oberen Indices folgende Glei-
chungen entstehen :

« = o,
welche beiden Systeme auf gleiche Weise wie das System (22.) aus (20.)
h tten abgeleitet werden k nnen.

Die Gleichungen (21. bis 24.) enthalten alle Elemente zur Bestimmung
der 40 Multiplic toren p und A, welche in dem durch (17.) dargestellten
Systeme enthalten sind. Denn da aus jeder der Gleichungen (22. bis 24.)
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ίΟ. Hesse, zur Theorie der Elimination. 77

drei hervorgehen, indem man f r v nacheinander die Zahlen l , 2, 3 setzt, so
hat man, wenn man die Gleichungen (21.) hinzurechnet, im Ganzen 40 Gleichun-
gen, in welche die zu bestimmenden Multiplicatoren auf lineare Weise eingehen.

10) Da von den 40 Multiplicatoren p und A nur die 10 Multiplicatoren
p in der folgenden Untersuchung eine Rolle spielen, so gen gt es, die Glei-
chungen zusammenzustellen, deren Aufl sung die Werthe dieser Multiplicatoren
giebt. Sie sind folgende:

(25.) R = ΣΡκΛμΛ,Λμ·,
0 = -2flr.a,i<i; 0 = Σρ^α^ Ο =
Ο = Σρ^α<£λ· <> = ^.,2,2«$; ° =
Ο = ^M<V, Ο = :£·/ν,3<ν, Ο =

woraus sich R als die Determinante der Coefficienten der Gr fsen p ergiebt.
Nimmt man an, dafs die Functionen /Ί, /*2, /*3 f r die Werthe der

Variabein xl = x, x2 = y, #3 = l verschwinden, dafs also die drei Gleichun-
gen /;(a?,y,J) = 0, /iOr, >·,!) = (), f3(x,y, 1) = 0 stattfinden, so geht die
Gleichung ($7.) in

26.

ber, woraus f r die genannten Werthe der Variabein die Proportion
X l X± X l · ΧΊ **'2 *^2 · 3 *^3 *^3 · *^*l *̂ 1 *^*2 * · · · · · *^1 *^2 *^3 " ' '

folgt. In der That sind auch die Verh ltnisse der Gr fsen p von der Func-
tion φ unabh ngig; was schon in No. 8. bemerkt wurde und auch aus der
Gleichung (26.) zu entnehmen ist. Beil ufig mag bemerkt werden, dafs die
Verh ltnisse der Gr fsen p unbestimmt werdef· m ssen , wenn den drei Glei-
chungen noch ein zweites Werthenpaar a?, y gen gt. Nimmt man ferner
an, dafs φ eine Function sei, welche f r die Werthe xt=x, x2=y, #3= l
ebenfalls verschwindet, so mufs auch R verschwinden. Es wird also unter
dieser Annahme R — 0 zu dem Resultat der Elimination der Variabein x, y aus
den drei Gleichungen /; (x, y, l ) = 0, fe (x, y, l ) = 0, fr (x, y, 1 ) = 0. Dem-
nach ist es f r die Elimination der Variabein aus drei gegebenen Gleichungen
vom zweiten Grade wichtig, eine passende Function vom dritten Grade zu
haben, welche f r dasjenige Werthenpaar verschwindet, so den drei gege-
benen Gleichungen gen gt. Eine solche Function soll in der folgenden Num-
mer n her untersucht werden.

11) Die drei Functionen /i, /?, /*3 kann man, wenn man der K rze
wegen ti?} statt --:*— setzt, weil sie homogen und vom zweiten Grade sind,
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78 *0* Hesse, zur Theorie der Elimination.

so darstellen:
Lx^ + x^ + v^ = 2/1,

27. Ja^ + ̂ M-^rf = 2/2,
U^ + ̂ tiro + ̂ ii?) = 2/;„

Betrachtet man die in diesen Gleichungen explicite und linear vorkom-
menden Variabein a?19 o?2, x3 als die Unbekannten und löset die Gleichun-
gen nach ihnen auf, so stellen sich die Werthe derselben als Brüche dar, mit
gleichen Nennern. Dieser gemeinschaftliche Nenner, der mit dem Namen der
Determinante der Functionen /i , f \ , /, bezeichnet zu werden pflegt, und wel-
cher in dem vorliegenden Falle in Rücksicht auf die in ihm enthaltenen Va-
riabein vom dritten Grade ist, soll von jetzt an mit dem Zeichen bezeichnet
werden, unter welchem Zeichen bis dahin eine beliebige Function vom dritten
Grade zwischen den Variabein a?19 ar29 #3 verstanden wurde. Dieses vor-
ausgesetzt, ist:
28. = « 1} {*42) «?}— «?M2)| + «2

(1) K} tt?}— ni3) ti{2)} + n$° {u<2> t43)— *43)z42)j
und wenn man auf die angegebene Art die Gleichungen (27.) auflöset, so
erhält man:

|* =2/ { 4'>«?^
29. {*29=2/;{^ii$l>-i41^} +2/S{n$3M1)-iil)ttP)} +2/;{iii3>if$l>-tii1>i43)},

UsV===2/;{tiiM>-f4M)}+?/5{«4l)itf>-^^^
woraus folgt:

L e h r s a t z 2.
IFieim .rfm homogene Functionen zweiten Grades von drei Va-

riabein für ein System von Werthen dieser Variabein verschwinden, so
verschwindet auch die Determinante dieser Functionen für dasselbe Sy-
stem von Werthen.

Dieser Lehrsatz gilt nicht allein für drei homogene Functionen vom 2ten
Grade von 3 Variabein, sondern auch für eine beliebige Zahl von homogenen
Functionen irgend welcher Grade mit einer gleichen Zahl Variabein.

Durch partielle Differentiation der ersten Gleichung (29.) nach den
Variablen xl oder o?2 erhält man , wenn man der Kürze wegen durch die
Differentiation der Determinante 9, nach genommen, andeutet:

2 K} {n?} n?} -
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iO. Hesse, zur Theorie der Elimination. 79

2 [«is - «P «<"} -f- «.?> {«« »p) _ M0) „

Es ist leicht zu bemerken, dafs in der ersten Gleichung der erste Theil
rechts vom Gleichheitszeichen nach (28.} gleich 2 ist, und dafs in der zwei-
ten Gleichung der entsprechende Theil von selbst verschwindet. Berücksichtigt
man dieses, so stellen sich die differenzierten Gleichungen (29.) wie folgt dar:
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80 40. Hesse, zur Theorie der Elimination.

Diese Gleichungen geben folgenden
L e h r s a t z 3.

Wenn drei homogene Functionen zweiten Grades von drei Varia-
beln f r ein System von Werthen dieser Variabein verschwinden, so ver-
schwinden auch die partiellen Differentialquotienfen der Determinante dieser
Functionen, nach den Variabein genommen, f r dasselbe System von Werthen.

Dieser Lehrsatz gilt allgemein f r eine beliebige Zahl homogener Func-
tionen mit einer gleichen Zahl von Variabein, wenn die Functionen s mmtlich
von einem und demselben Grade sind.

12) Die Coefficienten der Entwicklung der Determinante φ .nach den
Potenzen und Producten der Variabein wollen wir mit bx^^, in der Art be-
zeichnen, wie es in (19.) geschehen ist. Dieses vorausgesetzt, so ist die
Bemerkung zu machen, dafs φ in R bergeht, wenn man φ nach Polen -*»
und Producten der Variabein entwickelt und f r jedes Product χκχλ^
der Entwicklung ρχ^,μ setzt. Dieses lehrt die Gleichung'(25.). Zweitens
bemerke man, dafs, wenn man irgend eine der Functionen /i, /2

einer der Variabein x^ #2, ^3 multiplicirt9 nach Potenzen undtr**duc*
ten der Variabein entwickelt, und px^^ f r jedes Product xx «elzt,
der dadurch erhaltene Ausdruck verschwindet. Dieses ergiebt sich aus
der Ansicht der Gleichungen (26.).

Entwickelt man nun die identischen Gleichungen (30.) nach Potenzen
und Producten der Variabein und setzt f r jedes Product χχχλχμ das ent-
sprechende Ρχΐ,μΐ so verschwinden, nach der zweiten Bemerkung, die Glieder
rechts von den Gleichheitszeichen und man erh lt:

3l.

Diese Gleichungen beweisen, dafs die Ausdr cke φ; α?^; Λ·2^2; ^3^3 in
R bergehen, wenn man nach Potenzen und Producten der Variabein
entwickelt und f r jedes Product χχχλχμ der Entwicklung ρΧ}^μ setzt;
und dafs die 6 Ausdr cke #29Pu #3 φ i? ^iPa? ^iSP29 ^1^3 und x^ durch
dieselbe Operation verschwinden.

Von diesen Gleichungen, so wie von den Gleichungen (26.), wird im
Folgenden h ufig Gebrauch gemacht werden.
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/Λ Η esse > zur Theorie der Elimination. 81

13) Es sind "durch /i, /*2, /"3, φ^ φ2, φ3 im Vorhergehenden folgende
Ausdr cke bezeichnet worden:

f (γ, . l ' fq\ l ft\ l Λ (γ\ ι π {γ\ \· Λ f ι\• · - j /ΛΛ.^) <τ· or· . ι /*\Jy τ* if* .ι l /~i\ J Ύ* t* , ι _ * ti^· ' nf* nf* _1 }/i^) m* m* —l_ jfi\*i nf* nf*ι ~ —,; . f et ι | ·€/ ι M> | ~r" W·) o*·/o «*/o ^~ C*-i 3 «l/ -i ««/3^^ X ff o a %*/<> «Λχ» ·~Γ~ -iC*-i < «*χ·> «*/ i ~T~X€«| ο «Α· ι »*/ο ·ΟΛ I » J ' s 1 1 1 ! - > ' £ ' i z l ·»? J J Λ | ^ j 3 Z J j ύ,Ι ό Λ. l J , ̂  l χ! }

F*j,3,i^3+2*iAla?!la?j-f2*j)1>1ar,ar1-}-2iIA1ar1a;J,
P2 + *3,V^3^3H-2*2J3)2^^3+2 3,',2;F3^1 + 2 1)Va?jia?2,

Betrachtet man in diesen Gleichungen die 6 Producfe
... xLx2 als 6 Unbekannte, so erh lt man durch Aufl sung der Gleichun-
gen nach diesen Unbekannten:

^

,2^2 +

Denr ^t?nvman die Werthe der Unbekannten aus (33.) in (32.), so erh lt
man duidh? Gleichsetzung der Coefficienten von φη φ2, y>3 die Gleichungen
(26.) und (31.), und durch Gleichsetzung der Coefficienten von f^ /;, fr auf
beidea Seiten der Gleichungen folgende Gleichungen

34.
' 0 = JS"<£\. ̂  ; 0 = Sf . e£\ ; =

35. J 0 =

Diese beiden Systeme Gleichungen dienen zur Bestimmung der 18 Coef-
ficienten q. Was die Coefficienten p der Gleichungen (33.) betrifft, so betr gt
die Zahl der von einander verschiedenen nur 10; wegen welchen Umstandeis
eben die Gleichungen ( 2.) und ihre tifl sungeii (33.) merkw rdig sind.

s 14) Nitamt man an, dafs fir ein System Wfethe der Variabein xv = x,
#2 =? y, x±. fc= l die Fuhcti nert /i, fr, /*3 vet»di^indei, so ·»folgt aus dem
Lelirtafese i(3i) ^ dafe. f r / dasselbe Sf st m WerUte aiich φι, φ2 f φ3 v«rsiiiwiii-
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82 Htszc, zur Theorie der Elimination.

den, und aus (33.)v dafs ft verschwindet. Es ist demnach R = 0 das Resultat
der Elimination der Variabein ans den drei Gleichungen fi(x, y, t) 0= ö,
f*(x> y> D = 0, fa(x, y, 1} = 0« Da aber R die Determinante der Coefficienten
der 6 Producte x^x^ &*&*+ · * · · #1^2 i« d^n Gleichungen (32.), also in Rück-
sieht auf alle Coefficientea homogen und vom 6ten Grade , in Rucksicht auf
die Coefficienten in den einzelnen Gleichungen aber linear ist : so wird man,
wenn man für die Coefficienten b ihre Werthe setzt, welche in Rücksicht
auf die Coefficienten der drei ersten Gleichungen Ausdrücke vom 3ten Grade
und in Rücksicht auf die Coefficienteu jeder einzelnen dieser Gleichungen
lineare Ausdrücke sind, die Gleichung R = 0 in Rücksicht auf die Coefficien-
ten der drei Gleichungen / (x, y, \ ) = 0 , fi (x, y, 1) = 0, fr(x, y, 1) = 0
homogen und vom 12ten Grade, und in Rücksicht auf die Coefficienten jeder
einzelnen Gleichung* vom *4ten Grade finden. Die angegebenen Eigenschaften
der Determinante Ä und der Gleichung R = 0 ergeben sich ebenfalls aus
der Zusammensetzung» der Determinante aus den Coefficienten der Gröfsen p
in den Gleichungen (25.) und (26.). Dieses sind aber nach Lehrsatz 1. die
Criterien fflr die Emlg-leichung, welche aus der Elimination dei* Varfebeln aus
den genannten drei Gleichungen hervorgeht. Demnach läfst sich die angedeu-
tete Elifflinationsmethode in Form eines Lehrsatzes wie folgt ausdrücken :

Lehrsa tz 4.
Wenn ärei Gleichungen vom dritten Grade fL(x; y) = 0, ft(x, jr)'===O,

fc(x, y)===0 zwischen den VärmKeln x, y gegeben sind, so erhält man
die aus der ßKmmution dieser Variabein hervorgehende ftndgleickung,
wenn man die Determinante der* Funetionen

aus den 6 GleLclutnyen

*»

die t !; Producte ^ ^ ovkj · ·/· ^^i ^Uminirt^ wie wenn sie di? £/H-
bekannten wären.

Da dte genannten Imidiieie in die Glelchui^en nur Uneär eingehen,
so ist drurchi den voirh0rfohe«Äen Lehrsatz die Elimination der Variabein au»
dm Gleichfungen YOIU zvr^en (Swwte auf $e EftmfaMrtion der Utibekaiiütwi
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10. Hesse , zur Theorie der Ellimna on. 83

linearen Gleichungen, oder, was dasselbe ist, auf die Bildung der aus den Coef-
ficienten linearer Gleichungen zusammengesetzten Determinante «w ckgief iirL

15) Bisher bedeuteten die Zeichen f^f^f% ganz beliebige iwmogene
Functionen zweiten Grades von den Variabein a? lf- #?, o?3, «und φ die Deter-
minante jener Functionen. Von nun an sollen mit denselben Zeichen die par-
tiellen Differentialquo enten von der homogenen Function

dritten Grades, nach den Variabein a?19 #2, ^genommen, und mit φ die
Determinante jener partiellen Differentialquotienten,bezeichnet werden; welche
Determinante wir der Kurze wegen die Determinante der Function f nen-
nen wollen. Dieses vorausgesetzt, so gelten die in den vorhergehenden Num-
mern entwickelten Gleichungen, wenn man berall Άακ^>μ tatt Λ£= ^ setzt, wo-
durch das System (32.) bergeht in:

ri/i == 0,)1)ltf1#1+«2?>2jl#2a?2+^ 9
2+Α3,3,2 '̂3#3+2#2,3,2^2Λ?3+2#3}ιί2Λ?3*2?1+^1,2,2^1*^2 5

QO*J *'* -*,I,J-I-A l -:x^,a--^"2+^3,3,^3^:t+2 2,3,3^2^3+2 3yii3J?3a?l^2ajlj2>3a?ia?2,
0-4. f

1+ .

L set man dieses in R cksicht auf die 6 Producte χ ι x^ #2^29 · · · · x&$
lineare System von Gleichungen nach diesen Producten auf, ab ob sie die Un-
bekannten w ren, so erh lt man die Gleichung (33*)· Zur Bestimmung von R
und der 18 Greisen <f, welche letztere enthalten, dienen dana die Gleichun-
gen (35.) und folgende:

UR -** Sf a.,^, 0 = 2t ax,^ 0 «
34* j 0 = -Γ9?ΛΛ1; i/l « ̂ >*Λ2; 0 =

( o == ̂ Χ,,ι; 0= ^Ss.,25 i« =
Zwischen den 10 Gr fsen /> und /l hat man die Relationen (31.) und

/ O = -ΣΛ,ΜΑ,ΛΙ; Ο = ^^;ί1«χ>λί2; Ο =
26* j ^= ΣρΧ)λ),αΧ)^ Ο = ^>β|1|2·β,Λ2; Ο =

|θ ««β ^^,1,3^,1,15 Ο ζ** £ρΧ)λ>^λ^ Ο «=

Nachdem man die Werthe von R und der 10 Gr fsen p gefunden,
kann man eich die Aufgabe stellen: Die Werthe der Gr fsen 6 zu bestimmen,
welche nur den Gleichungen '(31.) gen gen. Da die Zahl der zu bestimmen-
den Gr fsen * gleich 10, dagegen die Zahl der bestimmenden Gleichungen 9

11*
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84 W. Hesse, zur Theorie der Elimination.

ist, so werden die gesuchten Gr fsen s mmtlich eine willk rliche Constante
enthalten. Bezeichnet man diese willk rliche Constante mit m , so wird der
allgemeine Ausdruck der gesuchten Gr fsen, welcher, f r ύ^μ in (31.) ge-
setzt, diesen Gleichungen gen gt,

sein; was aus (26.) und (31.) erhellet. Hieraus folgt : da fs jede homogene Func-
tiony=2c)(fi3f4a:i(XiXfi dritten Grades von den Variabein a^, j?2, a?3, deren
Coefficienten c statt b in die Gleichungen (31.) gesetzt diesen Gleichun-
gen gen gen, von der Form t// = tpA^mf oder, wenn man in der Gleichung
(31.) R eine beliebige Gr e bedeuten l fsf. von der Form y — mfA-ηφ
ist. In der folgenden Nummer soll nachgewiesen werden, dafs die Determinante
der Determinante von der Function / diese Eigenschaft hat.

16) Wenn man der K rze wegen durch ν(
κ
λ} den partiellen Differential-

Λ Α

quotienten ^ — ~— zweiter Ordnung bezeichnet, so ist

36. / / Λ » \ 2 3 2 3 / ~ | ~
<*

'-^(^M^-^MM-^C^M^-^M'O+^^^-^M^
Μ «Λ/ j . , U Λ 2 · U JL »

Diese Gleichungen gelten auch allgemein f r jede beliebige homogene Func-
tion φ 3ter Ordnung von drei Variabein. Aus diesen identischen Gleichungen
geht ein System von 9 Gleichungen durch Differentiation nach den drei Variabein
hervor, welches in der vorliegenden Untersuchung eine Anwendung finden wird.

Bezeichnet man ferner mit y ^=z ΣοΧ)ι)μχχχιΧμ die Determinante der
partiellen Differentialquotienten der Punction c/>, welche k rzer die Determinante
der Function φ oder die Determinante der Determinante der Function f
genannt wird; so ist klar, dafs, wenn man statt der Gr fsen a die entsprechen-
den Gr fsen b setzt, dadurch f in φ, φ in i//, fx in φκ, φχ in t//x und u^\

welches = ·τ-~ί— ist. in v(** bergeht. Macht ^man diese nderung in dendxxdxi · ' x &

Gleichungen (30.), entwickelt hierauf beide Seiten der Gleichungen nbch Po-
tenzen und Prod cten der Variabeln omd setzt i r jedes Product a^ar^ der
Entwicklung/^jt^ so verschwinden^ weil dadurch die Ausdr cke x^φ^, χΊφ^
&i<p$> den, Werth R und,χ%ϊρ^, ar3ψ\^ &itpi, X((pi, XI<P$^ χ^ψϊ den Werth,0
annehmen r mit R cksicht auf die durch Diflerentation der Gleichungen (
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abgeleiteten Gleichungen die Tbeile rechterhand der s mmtlichen Gleichungen
und man erh lt:

P = ΣρΧί1)1€Χίλί1, 0 =.^,,z,i^, , 2 9 0 =
37. 0 — Σρκ)λ)2€Χ)λ)1, $P = Σρ,9^€,Λ^ Ο =

0 = Σ Λ ο , ι Ο =

^
Diese Gleichungen beweisen , dafs die Gleichung (31.) erf llt wird, wenn
man c statt b setzt und statt R eine bestimmte andere Gr fse Pf woraus
denn nach der obigen Bemerkung folgt:

38. ' €χΛμ = me^-ffi»,^,
und dafs die Determinante t// der Function ψ von der Form

39. ψ = mf-^ηφ
ist; was sich auf folgende Art ausdr cken l fst:

Lehrsatz 5.
Die Determinante der Determinante einer gegebenen homogenen

Function dritten Grades von drei Variabein ist gleich der Sumtne der
gegebenen Function und ihrer Determinante, jede mit einem passenden
constanten Factor multiplicirt.

Es ist noch zu bemerken, dafs
40. P = nR

ist; welche Gleichung man erh lt, wenn man die Werthe von cM)ijfl aus (38.)
in (37.) setzt und die Gleichungen (26.*) und (31.) zu H lfe nimmt.

17) Nimmt man an, dafs die Gr fsen ρΧίι,μ in ^^ und R in S
bergehen, wenn man f r die Gr fsen a die entsprechenden Gr fsen b setzt,

so gehen die ^Gleichungen (26.*) in \
J O = .Γ^Α,ι,ι; 0 = 2qx^bx>^ 0 =

41. (Ο =± -2^^2*»,Λΐί 0 = -^«,2, 2*«, a,»; ° =
(θ = ^,^,ί,,^ι; 0 = -2fr, a, 3**, i, 2; 0 =

ber und man erh lt aus (31.): ,

42. 0 =? ΣηχΛ 2 c^ a, i ·. ; i — Σ^ λί a ̂ , a, 2 ; 0 =

Darch Substitution der Werthe von ι^}/4 aus (380 in diesen Gleichungen
v mit Rucksicht Mf (41.):
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86 Hesse, *ur Theorie der Elimination,

Ο =
Ο == *, a, ι ; , «

44* m ρ R = S.
Aus den Gleichungen (41.) ist ersichtlich, dafs, wenn man die Func-

tion <p, oder die Producte einer der Punctionen φ{, y2, φ3 und einer der
Variabel» or0 #2, #3* nach Potenzen und Producten der Variabein ent-
wickelt und *}*^μ f r- jedes Product Φκχλα;μ setzt) die dadurch entste-
henden Ausdr cke verschwinden.

Eben so geht aus den Gleichungen (43.) hervor, dafs die nach Po-
tenzen und Producten der Variabein entwickelten Ausdr cke fr xtf^
#2/25 #3jf3 den Werth yR annehmen, wenn man </Χ)ιίμ f r χχχλχμ setzt,
und dafs auf gleiche Weise die 6 Ausdr cke x2<pi, a?3y2^ #3^2^ &\φι·>
#ι<Ρ35 #2^3 verschwinden.

Auf gleiche Weise, wie die Systeme (35.) und (34.*) die Gr fsen ̂
bestimmen, ergeben sich aus (41.) und (43.) die {jr fsen der Werthe — ^fx^,^·
Mit ndern Worten: die beiden letzten Systeme erh lt man aus den beiden
ersten, wenn man ~-^χ^μ f r ^λ setzt, woraus

folgt.

33.*

45, ^

Setzt man diese Werthe von
l l '

in (30.), so erh lt man

?
£

JL^
Q
t_

^'9
l

9
J.

_!

J,·

Jl
9
l

Wen» man lvo m dem Syst nt £32.*) *> β Producte x^x^ a?2or29 . i i
... fl?! o?2 α/.f ^ Unbekannten betwditet, so erh lt man durch Aufl sung
<fer 43t#ttbu*ffen nach diesen unbekannten die Glewkunym (33.*). Das
Merkw rdige an diese Gleichungen besteht vwB gtich darin,, dafs,
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fO. Hesse, zur Theorie der Elimination. 87

einen nur 20 verschiedene Cofcfficienten a und b enthalten, die ndern eben-
falls nur 20 verschiedene Co fficienten p und — . g haben.

Q
Wenn man in den Gleichungen (41.) und (43.), durch welche die

Gr fsen — q^^ vollst ndig bestimmt sind, f r b^^ die Gr fsen α^ι,μ setzt,,
wodurch gleichzeitig b^^ in ma^i^-^nb^^ und R in S=^mQR ber-
gehen ^ so werden die so ge nderten Gleichungen erf llt, wenn man — ηη^μ

in mQpX)iifJt~nqX)i^ ver ndert. Dieses beweiset, dafs durch die Ver nderung
von αΧ)λ)μ in *,>2>ΑΙ, -^,^ in ^^p^^ — nq^^ bergeht.

Es bedeutet ^- die aus den Co fficienten der 6 Potenzen und Pro-
duote der Variabein in Gleichung (32.*) gebildete Determinante. Diese gehtw

Sin ^ ber, wenn man in ihr bx^ifl f r ax^ifl und rna^^nb^^ f r δχ,Ζ)//

setzt. ndert man daher die Co fficienten in (32.*) auf die angegebene Art,
und bildet hierauf aus den ge nderten Coefficienten die Determinante, so erh lti?
man ebenfalls -^. Dieselbe Gr fse erh lt man aber auch, wenn man αΧ)^μ in
bXyJi}f4 und bx^ifA in ηιαΧί^μ bergehen l fst und aus den so ge nderten Coeffi-
cienten die Determinante bildet. Diese wird aber = ^—. Mithin ist ~ m3/J;
welcher Werth, in (44.) gesetzt,

46. «> =5 r/i2

giebt. Hieraus folgt nun, mit R cksicht auf die obigen Bemerkungen, dafs
Wen» a„yi,p in δ*,̂  fcir^dStf, w gekt gt ckz&itig b«^ifi in

«^2,/ι+Λ^ΑΑ.* f » <f>, -» %ι Ψ » »*/4-!*φ, φ» in mf^ny«,
ψ^μ ̂  qXii)tU, ^q*,^ oder^q^p in ftfp^^-nq,^ undRin nfR ber.

18) Wenn man eine Function F aus einer gegebenen homogenen Func-
tion f vom 3ten Grade von den Variabein x^ &^ x^ und ihrer Determi-
nante g> wte folgt zusammensetzt:

47. JF= 4.f+$·<?*>
\yo d und (ί beliebige Constauten bedeuten, und nun mit Ft, ΐ^, jF? die par-
tiellen Differentialquotienten der Function F nach den Variabein .genommen
bezeichnet, so erhalten die Ausdr cke F, ΛΊ^Ι, a^JF^ a?3jP3, wenn man sie
nach Potenzen und Producten der Variabein entwickelt und ρχ^μ f r χχ#ι.χμ setzt,
die Werthe d.R; und auf gleiche Weise erhalten die Ausdr cke #2jF\, x^F^
&iJ^, ^FV &iF3, xiff3 (Me Werthe 0. Eben B gehen die Ausdr cke F,
Xi&ii XiFi^ a?3Fs, wenn mati sie entwickelt und —qX)i,n ftf
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setzt, in d.R ber, w hrend die Ausdr cke ac2Jf^, <#3/Ύ, #3#\, #Ι^!Μ
tfi-Flj, tf2-F3 verschwinden.

- Die Determinante der Function F werde durch
48. Φ = ΣΒχ^μχκχλχμ

bezeichnet; in welchem Ausdruck die Gr fsen Bx^ifA ganze homogene Func-
tionen 3ter Ordnung in R cksicht auf die Coefficienten in F9 also ganze
homogene Functionen 3ter Ordnung in R cksicht auf die Constanten d und $
sein werden. Bezeichnet man ferner mit Φη Φ2, Φ3 die partiellen Differential-
quotienten der Determinante Φ, nach den Variabein genommen , und setzt der

K rze wegen ^ — ~ — = v(*\ so gelten die Gleichungen (36.) und (30.) , wenn

vman in den letzteren f in F, φ in Φ und u in v ver ndert. Entwickelt man
nun die auf diese Weise ver nderten Gleichungen (30.) und setzt ρ*^μ f r
χ*Χι&μ*> so verschwinden, mit Ber cksichtigung der durch Differentiation aus
(36.) abgeleiteten 9 Gleichungen, die rechtseitigein Theile s mmtlicher Glei-
chungen und man erh lt:

Τ = Σρ^Β,^ Ο = Σρ^ΒκΛ^ Ο =
49. 0 = Σρ,Β, i Τ = Σ ρ , Β ; Ο ==

Ο = -Σ>,, ι, 3 Αχ, Α, ι; Ο = Σρκ^ΒΧίλ^ ^ Τ ==

woraus mit R cksicht auf No. 15. folgt, dafs die Determinante Φ von der Form
50. Φ = Df^-J.(f

ist, wo D und Λ zu bestimmende Constanten bedeuten. Bezeichnet man mit Φ (p]
und φ( — qj die Ausdr cke, in welche Φ bergeht, wenn man ρΛ ^μ oder

— q^i^ in der Entwicklung von Φ f r χχχλχμ setzt, so hat man

5 1 . RD = Φ .
wobei zu bemerken ist, da D verschwindet, wenn d verschwindet, dafs D
den Factor S haben, oder, da sowohl Φ (p) als auch φ(— .y) ganze homogene
Functionen 3ten Grades in R cksicht auf d und ί sind, dafs in D das mit
d3 multiplicirte Glied fehlen mufs.

Das Vorhergehende l fst sich nun kurz wie folgt ausdr cken:
Lehrsa tz 6.

Wenn man eine gegebene homogene Funktion, dreier Variabein
vorn dritten Grade und ihre Determinante, die erstere mit d, die andere
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. Hesse, zur Theorie der Elimination. 89

mit d multiplicirt und addirt, so ist die Determinante der Summe der
beiden Functionen von derselben Form, nämlich gleich der Summe der
gegebenen Function und ihrer Determinante, jede mit einem ändern ho-
mogenen Factor 3ten Grades in Rücksicht auf d und J multiplidrt.

Mit Hülfe dieses Lehrsatzes läfst sich leicht folgende Aufgabe lösen:
A u f g a b e 1.

Es ist eine homogene Function dritten Grades von drei Varia-
bein gegeben: man soll eine andere homogene Function Sten Grades
von 'denselben Variabein bestimmen, deren Determinante die gegebene
Function ist.

Aus dem Lehrsatz (5.) folgt, dafs, wenn f die gegebene Function ist,
die gesuchte Function df-\-8<f sein wird, wo d und d aus den Gleichungen

D = t und J = 0
zu bestimmen sind. Die Aufgabe führt also auf eine cubische Gleichung und
bietet 9 Auflösungen dar.

19) Wenn man mit feine beliebige Function der n Variabein x^x^ xn

bezeichnet, so kann man unter der Annahme folgender linearen Gleichungen:

dfsowohl f als -*~- als Functionen der Variabein yi, y2,.... yn betrachten. Die

Determinanten der Function f seien oder ', je nachdem man #n #2, xn

oder yn y2, .... yn als die Variabein betrachtet. Bezeichnet man nun die
aus den Coefficienten der Variabein XL, #2,.... xn in den angegebenen linearen
Gleichungen gebildete Determinante mit r, so ist

52. = r'(f'.
Denn wenn 7 Gröfsen u\ mit n2 Gröfsen a\ und n2 Gröfsen w^ wo *,
die Zahlen l, 2, n bedeuten, in der Verbindung

stehen, so ist bekanntlich die aus den Gröfsen ul
x gebildete Determinante

-2?±tti1)w22)···· Wnn) gleich dem Product zweier Determinanten, von denen die
eine r aus den Gröfsen «*, die andere 2+wpwfp.... w^ aus den Gröfsen
wi zusammengesetzt ist. Diese Relation findet man in der Abhandlung des
Herrn Professor Jacobi, „De formatione et proprietatibus determinantium"

Crelle's Journal f. d. M. Bd. XXVIII. Heft 1. 12
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90 10. Hesse, zur Theorie der Elimination.

B(L 22. dieses Journals S. 310 bewiesen. Ist ferner

so l fst sich wiederum die Determinante 2S+wpu>P · ... w*p als das Product
von r und der aus den Gr fsen vx gebildeten Determinante Σ + v^
darstellen. Mithin ist

Die dieser vorhergehenden beiden Gleichungen finden aber Statt, wenn man die
Variabein x^x2,....xn als Functionen der Variabein yt , y2, — yn betrachtet,
wie sie durch die obigen n linearen Gleichungen gegeben sind, und setzt:

Diese Werthe von «* und ̂  in die letzte Gleichung gesetzt, welche
aus den beiden vorhergehenden folgt, lassen dieselbe in (52.) bergehen. Dieser
Gleichung wird man sich bei der L sung der folgenden Aufgabe mit Vortheil
bedienen.

20) A u f g a b e 2.
Eine beliebige gegebene homogene Function f = Σαχ^μχχχλχμ

dritten Grades von den Variabein x^ #2, χ3 durch Substitutionen von
der Form

53. 2 = 4°n+M2)r2+
= ^y.+^y.+y»

in eine andere zu transformiren von der Form:
54. f = yHrH-r*-f Cmri^rs-

Diese Aufgabe verlangt die Bestimmung von 10 Gr fsen: der 9Coef~
cienten der Substitutionen und der Gr fse π. Die 10 Gleichungen, aus welchen
die genannten Unbekannten zu bestimmen sind, erh lt man, wenn man die
Function f der Variabein a?M #2, x3 in der Gleichung (54.) vermittels der
Substitutionen (530 als eine Function der Variabein y19 y2, y3 darsleflt, naeh
Potenzen und Producten dieser Variabein entwickelt und die Coefficienten
gleicher Potenzen und Producte auf beiden Seiten der entwickelten Gleichung
einander gleich setzt. Dadurch bekomm man aber Gleichungen von sehr
complfcirter Art Dasselbe gut VM den Gleichungen, die sich ergeben,
wenn man die Substitutionen (5&) nach yn ya, y3 aufl set, die Werthe von
b y^ y* ^ ^en Theil rwkte ^erCSeieh g (53.) setzt und e Cogfficieii-
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iO. Hesse, zur Theorie der Elimination. 91

ten gleicher Potenzen und Producte der Variabein y19 y2, y3 auf beiden Sei-
ten der entwickelten Gleichung einander gleich setzt.

Eine dritte Art die Aufgabe zu behandeln ist folgende. Man bilde die
Determinante ' des Theils rechts der Gleichung (54.)

55. p' = _63 2(/1 + ̂  + >;32) + 63(1+2 3) 7273,
bezeichne mit </>, wie vorhin, die Determinante von f , und mit r diejenige
aus den Coefficienten der nach yn y2, y3 aufgelöseten Gleichungen (53.). Als-
dann gilt für den vorliegenden Fall die Gleichung (52.):

, = r2^'.
Multiplicirt man die Gleichung (54.) mit 637rV und addirt sie zu dieser Glei-
chung, so erhält man

f l ' > l

welche Gleichung, wenn man der Kürze wegen

56. d =
setzt, in

57.
übergeht. Diese Gleichung läfst sich in Worten wie folgt ausdrücken:

Lehr sa t z 7.
Eine gegebene homogene Function dritten Grades von drei Varia-

bein, so wie ihre Determinante, lassen sich mit solchen constanten Facto-
ren multipliciren , dafs die Summe in drei lineare Factoren zerlegbar ist.

Ferner ist zu bemerken , dafs die vorliegende Aufgabe mit folgender
übereinkommt : Eine gegebene homogene Function dritten Grades von drei
Variabein , und ihre Determinante, mit solchen Factoren zu multipliciren,
dafs ihre Summe in lineare Factoren zerlegbar sei.

Um diese constanten Factoren zu finden, bemerke man, dafs sowohl
der Theil links der Gleichung (57.), als seine nach #19 #2, xz genommenen
partiellen Diiferentialquotienten für die Werthe x<f\ yfp , x^ der Variabein

\·> #25 #3? wo eine der Zahlen l, 2, 3 bedeutet, verschwinden, weil der
Theil rechts der Gleichung und seine nach # #2, #3 genommenen partiellen
Differentialquotienten für die nach (53.) entsprechenden Werthe y2 = 0, y3 = 0
oder y3 — 0, 5^ = 0 oder 5^ = 0, y2==0 verschwinden Man hat daher,
mit Beibehaltung der frühern Bezeichnungen, für die Werthe ^ = \

58.
12*
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92 10. Hesse, zur Theorie der Elimination.

woraus nach Lehrsatz 3. folgt: ;
59. . + 4. = 0·, Ä/; + ̂ .9a = 0; D.f3-\-J.<p3=>0.

Eliminirt man endlich / oder /"2 oder f„ so erhält man zwischen d und S die
Bedingungsgleichung

60. D.d — J.d ==· 0.
Diese Gleichung ist homogen in Rücksicht auf d und d und vom 4ten

Grade, weil, wie sich in No. 18. zeigte, D und homogen und vom
dritten Grade sind. Demnach läfst sich der Lehrsatz 7. wie folgt vervoll-
ständigen.

Leh r sa t z 8.
Eine gegebene homogene Function 3ten Grades von drei Varia-

bein und ihre Determinante lassen sich auf 4 verschiedene Arten mit
solchen constanten Factoren multipliciren , dafs die Summe jedesmal in
lineare Factoren zerlegbar ist.

Wenn man die Elimination der Variabein x^ x^ #3 aus (58.) und
(59.) auf die Weise ausgeführt hätte, dafs man in der Entwicklung derselben
nach Potenzen und Producten der Variabein diese Potenzen und Producte als
die Unbekannten eliminirte, so würde man eine homogene Gleichung vom 12ten
Grade in Rücksicht auf d und <? erhalten haben ; woraus man schliefsen könnte,
dafs es nicht 4 sondern 12 Arten der Zerlegung in lineare Factoren gebe.
Von diesen 12 Arten fallen aber immer je drei in eine zusammen, weil die
aus der genannten Elimination hervorgehende Endgleichung von der Form
(D.d — z/.rf)3 = 0 ist; was aus dem Vorhergehenden erhellt.

Dividirt man die Gleichung (60.) durch #% so wird man eine
Gleichung 4ten Grades in Rücksicht auf die Unbekannte y erhalten, deren
Wurzeln

\
sind. Diese 4 Wurzeln sind zu bestimmen, wenn man die vorgelegte Auf-
gabe vollständig lösen will. Ist es geschehn und läfst man d und d ir-

* dgend zwei Gröfsen bedeuten, deren Quotient -y einer der gefundenen Wur-

zeln gleich ist, so bleiben noch die Gleichungen (58.) aufzulösen, aus denen
man die Verhältnisse der Unbekannten xl:x2:x3 festzustellen hat. Es ist aber
oben angedeutet worden, dafs diese Gleichungen erfüllt werden, wenn man
für a?19 a?2, x3 entweder x{*\ x<£\ x^ oder xf\ a,f\ x™ oder x{*\ x$\
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iO. Hesse, zur Theorie der Elimination. 93

sttzt. Man wird daher drei verschiedene Systeme von Verhältnissen der
Unbekannten zu einander aus den Gleichungen (58.) ziehen können, welche
jenen Gleichungen genügen. Löset man aber zwei von den Gleichungen (58.)
auf, so ergeben sich, da sie vom zweiten Grade sind, 4 solcher Systeme, von
denen eines, welches der Gleichung (58.) nicht genügt, auszusondern ist.
Wie die Unbequemlichkeit der Aussonderung des 4ten, überflüssigen Systems
durch einen eleganten Calcul vermieden werden könne, soll in dem nächst-
folgenden Paragraph auseinandergesetzt werden. Hat man nun auf irgend
eine Weise die drei verschiedenen Systeme von Verhältnissen der Unbekannten
gefunden, welche sämmtlichen Gleichungen (58.) genügen; so wird jedes der-
selben einem Systeme der Verhältnisse der unbekannten Coefficienten x^: x^:x^
gleich sein. Damit die Unbekannten aber den gesuchten Coefficienten der
Substitutionen selbst gleich werden, hat man sie so zu bestimmen, dafs sie
noch der Gleichung *

f — i

genügen. Nachdem auf diese Weise die gesuchten Coefficienten der Substi-
tutionen bestimmt worden sind, bleibt noch übrig, den Werth der Gröfse n
in der Gleichung (54.) anzugeben. Dieser ergiebt sich aus der genannten
Gleichung, wenn man den Theil links derselben durch die gefundenen Sub-
stitutionen als eine Function der Variabein y,, ^, y3 darstellt, den Coefficien-
ten von y 1X2^3 der Entwicklung heraushebt und ihn durch die Zahl 6 dividiri

Die vorgelegte Aufgabe läfst vier wesentlich von einander verschie-
dene Auflösungen zu, da man auf die angegebene Art jede der vier Wurzeln
der Gleichung (60.) verwenden kann.

21) Nachdem man die Wurzeln der biquadratischen Gleichung (60.)

berechnet und wei Gröfsen d und S bestimmt hat, deren Quotient -j gleich

einer jener Wurzeln ist, so bleibt noch übrig, die drei verschiedenen Verhält-
nisse der Unbekannten tfj: o?2: #3 zu bestimmen, welche sämmtlichen Gleichun-
gen (58.) genügen. Dieses kann auf folgende Weise gescheh^i. Man setze
die Werthe von y19 2, 3 aus (58.) in die Gleichungen (33.*). Diese
Gleichungen lassen sich, wenn man a, /?, für Rxi^ Rx^, Rx3 setzt, wie
folgt darstellen:
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94 10. Hesse, zur Theorie der Elimination.

61.

f 7

2= (-^2,2,1— — J ̂ ,2,2) /2+(- ̂ 2,3 — ̂ ^2,2,3) A

,i
- ̂  w

_

Purch Aufl sung des ersten, zweiten und letzten Systems von 3 Gleichungen
nach fn /^, ^ erh lt man:

62.

«3

1*3)1

/2 = «(02

/S = « («

/s =

/i ==
/Ί =^=

i zu bemerken ist, dafg aM> t == «^ » und eben so *Χ; λ =t ̂  x und cXj ι = c^ x .
Zieht man nun da? zweite System der Gleichungen (62.) von dem ersten ab,
so «rh lt man:

63.

= 0,

SS Ο,

(^«3,! — &3,l)^l+(^«3,2 — t>3,*)x*-\-(ja}>3 — fl3)3)*3 = Ο;

woraus sich durch Elimination der Unbekannten a^, a?2, o?3 eine Gleichung
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10. 4 Hesse, zur Theorie der Elimination* 95

dritten Grades in Rücksicht auf ~ wie
P

64. W = 0
ergiebt. Die Wurzeln dieser Gleichung seien:

Setzt man dieselben nach einander in (63.) und bestimmt für jede die ent-
sprechenden Verhältnisse der Unbekannten, so werden solche gleich den Ver-
hältnissen der Coefficienten #£°, %\ $° der Substitutionen sein, wenn man sie
aus den angegebenen Gleichungen (63.) und der Gleichung f= l bestimmt.

Es ist im Vorhergehenden angedeutet worden, dafs die vorgelegte
Aufgabe 4 wesentlich von einander verschiedene Lösungen zuläfst. Man erhält
zwar aus den gefundenen Auflösungen andere, wenn man für die Variabein
)*i9 y$ dieselben Variabein mit den dritten Wurzeln der Einheit multiplicirt
setzt. Diese werden aber nicht als wesentlich verschieden zu betrachten sein.
Jede der 4 verschiedenen Auflösungen verlangt die Kenntnifs einer Wurzel der
biquadratischen Gleichung (60.) und der vollständigen Auflösung der dieser
Wurzel entsprechenden cubischen Gleichung (64.). Die vollständige Lösung
der Aufgabe verlangt also die Auflösung einer biquadratischen Gleichung und
4 von den Wurzeln derselben abhängigen cubischen Gleichungen. In der fol-
genden Nummer soll aber dargethan werden, wie aus der einen Auflösung der
Aufgabe die übrigen abgleitet werden können, ohne die Auflösung einer höheren
Gleichung. Die Ausziehung der dritten Wurzel aus der Einheit wird hiebei
nicht für eine Auflösung einer cubischen Gleichung gerechnet. Dieses voraus-
gesetzt, so erhellet, dafs die vollständige Lösung der Aufgabe in der That nur die
Kenntnifs einer Wurzel der biquadratischen Gleichung (60.) und die vollständige
Auflösung der von dieser Wurzel abhängigen cubischen Gleichung (64.) verlangt.

22) A u f g a b e 3.
Die gegebene Function

f = yl+
durch Substitutionen von der Form

in andere von derselben Form
66. f « *J

zu transformiren.
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96 iO. Hesse, zur Theorie der Elimination.

Wenn man diese Aufgabe auf dem in No. 20. angegebenen Wege zu
lösen unternimmt, so wird man finden, dafs die Bestimmung der Verhältnisse
der Coefficienten jix), }4x), yix) auf die Lösung der Gleichungen

58. r?_lriy, = 0; tf —Ay 3 yi = 0; tf — lyM = 0
führt, welche in der vorhergehenden Aufgabe den Gleichungen (58.) entsprechen.
Durch Elimination der Variabein y^ y2, y3 erhält man die der Gleichung (60.) ent-
sprechende Gleichung 60.* 3 = 1.

Bezeichnet man nun durch k' und k" die beiden imaginären dritten
Wurzeln der Einheit, so giebt (58.*):

für = l,
yw-yt = i ; i '-i,
v . v - v l · A·' · 1s"
JW2 · J3 ' •/C ·** }

v . V -v- l -L·" 'tf1

J l ' J i -J3 * ·*» •/C 5

für =

fc",
für == Ä",

:y3 = !:*':!;
woraus folgende drei Substitutionen hervorgehen, durch welche die gegebene Func-
tion/" der Variabein y j ? y2? Js m andere von derselben Form transformirt wird:

Ers te Subs t i tu t ion .
i3(l+2ii)y1 = *1-f- *2-|- s, oder *1 = (1+2 ){/1+ r2+ ,y,},

67.

Zweite Substi tut ion.
. Ä2+ «3 oder *'«!=( +2*"

68.

Dri t te Substi tut ion.
3(1+2^)^= *,+

69.

Die verschiedenen Substitutionen, durch welche eine gegebene Functiont

der Variabein #,', ·2, ic3 in andere von der Form

transformirt wird, erhält man nun, wenn man in den Substitutionen (53.)> deren
Coefficienten in No. 20. und 21. bestimmt worden sind, für yM y2, y3 entweder
*n *29 ^s °^er die Werthe von^,^, y3 aus den vorhergehenden drei Substitu-
tionen setzt. Aus diesen Substitutionen ergeben sich endlich noch andere, wenn
man die Variabein ZL ,«29*3 einzeln mit den dritten Wurzeln der Einheit multiplicirt
und diese Producte statt der Variabein zt , #2, *3 setzt. (Die Fortsetzung im nächsten Heft.)

Königsberg, den 16. Januar 1844.
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