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10.

Uber die Elimination der Variabeln aus drei algebrai-
schen Gleichungen vom zweiten Grade mit zwei
Variabeln.

(Von Herrn Dr. Otto Hesse, Privatdocenten an der Universitit zu Kinigsherg.)

1) Wenn man aus zwei gegebenen vollstindigen Gleichungen mit einer
Variable vom sten und nten Grade diese Variable auf irgend eine Weise
eliminirt, so erhalt man eine Gleichung zwischen den Coéfficienten der gege-
benen Gleichungen, welche erfiillt wird, sobald ein Werth der Variable den
beiden gegebenen Gleichungen zugleich geniigt. Wenn umgekehrt diese Glei-
chung zwischen den Coéfficienten erfiillt wird, so braucht nicht immer ein Werth
der Variable zu existiren, der den beiden gegebenen Gleichungen zugleich
geniigt. Durch eine geschickt angestellte Elimination der Variable kann man
aber eine Bedingungsgleichung zwischen den Coéfficienten der gegebenen
Gleichungen finden, unter welcher jedesmal ein Werth der Variable existirt, -
welcher den gegebenen Gleichungen zugleich geniigt, und die erfillt wird,
wenn ein Werth der Variable die beiden gegebenen Gleichungen zugleich
erfillt. Diese Gleichung, die in allen durch Elimination der Variable ent-
standenen Gleichungen als Factor enthalten ist, fihrt den Namen der End-
gleichung, wihrend die andern Factoren mit dem Namen der iiberflissigen
Factoren bezeichnet werden. Durch- Euler (Mem. d. Berl Akad. an. 1748
und 1760) ist bekannt, dafs die Endgleichung homogen ist und in Riicksicht
auf die Coéfficienten der Gleichung vom mien Grade bis auf den nten, in
Riicksicht auf die Coéfficienten der Gleichung. vom nten Grade bis auf den
mten, endlich in Riicksicht auf alle Coéfficienten der gegebenen Gleichungen
bis auf den (m-mnjten Grad steigt. Unter den bekannten Verfahrungsweisen,
die Endgleichung zu bilden, verdient die Zuriickfihrung der Aufgabe auf die
Elimination der Unbekannten aus linediren Gleichungen, welche der Herr Pro-
fessor Rickelot als einer Entdeckung des Herrn Sylvester in dem 21ten Bande
dieses Journals erwahnt, und welche ich ohne sie zu kennen im 27ten Bande
wieder aufgenommen habe, unstreitig den Vorzug.
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Fir drei Gleichungen mit zwei Variabeln ist, soviel ich weifs, Ahn-
liches noch nicht geleistet worden. Ich werde daher im Folgenden die Euler-
sche Methode zu verallgemeinern suchen.

2) Es seien: ~

1. flz,y) =0, 2. g9(xy) =0, 3. wzy) =0

drei vollstandige Gleichungen zwischen den beiden Variabeln # und y, vom mten,
nten und pten Grade. Diesen Gleichungen wird man im Allgemeinen nicht durch
ein Wurzelnpaar x und y geniigen konnen, wenn nicht eine bestimmte Relation
zwischen den Coéfficienten der gegebenen Gleichungen stattfindet, und wenn
diese Relation stattfindet, wird man immer ein Wurzelnpaar finden, welches
den gegebenen Gleichungen zu gleicher Zeit geniigt. Um diese Relation zu
finden, welche im Folgenden den Namen der Endgleichung fiihren wird, suche
man die Bedingung zwischen den Coéfficienten der 3ten Gleichung, unter welcher
ein Wurzelnpaar der beiden ersten Gleichungen der dritten Gleichung geniigt.

Unter der Voraussetzung, dafs m.n die Anzahl der Wurzelnpaare der
beiden ersten Gleichungen ist, was Huler an dem genannten Orte bewie-
sen hat, ist die gesuchte Bedingung:

4 ¥ = W(wu )’1)-1}'(%, }"2) e w(mm.n’ yM.n) == 07

wenn man durch &, y15 T2y Y23 ¢+« Tm.ny Ym.. die Wurzelnpaare der ersten
und zweiten Gleichung bezeichnet. Denn wenn ein Wurzelnpaar der beiden
ersten Gleichungen zugleich der dritten geniigt, so wird auch die Gleichung
(4.) erfilli; und umgekehrt, wenn die Gleichung (4.) erfiillt wird, so giebt
es immer ein Wurzelnpaar der beiden ersten Gleichungen, welches der dritten
Gleichung geniigt. Entwickelt man den linken Theil der Gleichung (4.) nach
Potenzen und Producten der Coéfficienten der dritten Gleichung, welche Entwick-
lung mit ¥ bezeichnet werden mag, so wird die Gleichung % = 0 in Riicksicht
auf die Coéfficienten der dritten Gleichung homogen und vom Grade m.n und
die Coéfficienten dieser Potenzen und Producte werden bestimmte Functionen
der Wurzeln der beiden ersten Gleichungen sein. Es bleibt also noch iibrig,
diese Functionen in der Entwicklung ¥ durch die Coéfficienten der beiden
ersten Gleichungen auszudriicken, um die gesuchte, von jedem iberfliissigen
Factor freie Endgleichung zu erhalten.

3) Wenn man auf irgend eine Weise aus den drei gegeben Gleichun-
gen die Variabeln eliminirt, so erhilt man eine Gleichung

5 P =0, ,
welche immer erfilllt wird, sobald ein Wurzelnpaar den drei gegebenen Glei-
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chungen zugleich geniigt. Den drei gegebenen Gleichungen wird aber durch
ein Wurzelnpaar geniigt, wenn die Gleichung (4.) erfiillt wird. Daraus folgt,
dafs die Gleichung (5.) erfillt wird, wenn die Gleichung (4.) erfillt wird.
Angenommen, dafs man die Gleichung (5.) gefunden habe, und dafs sie in
- Riicksicht auf die Coéfficienten der dritten Gleichung homogen und vom Grade
m.n sei. Da dieselbe fiir alle Werthe der Coéfficienten der dritten Gleichung
erfillt wird, welche der Gleichung (4.) genugthun, so folgt hieraus, dafs
die Ausdricke P und ¥ nur durch einen von den Coéfficienten der dritten
Gleichung unabhingigen Factor von einander verschieden sein konnen. Be-
zeichnet man daher das in der Funection v von den Variabeln x,y freie Glied
mit ¢ und den Coéfficienten ¢” " in der Entwicklung der Function P mit y,
so wird man

6. L _ 1y
4

haben, woraus sich durch Gleichsetzung der Coéfficienten gleicher Potenzen und
Producte der Coéfficienten der dritten Gleichung auf beiden Seiten der angefiihrten
Gleichung die gesuchten Functionen der Wurzeln, ausgedriickt durch die Coéf-
ficienten der beiden ersten Gleichungen, ergeben. Es kommt also darauf an,
aus den drei gegebenen Gleichungen durch eine geschickt angestellte Elimina-
"tion der Variabeln eine homogene Gleichung P=—0 vom mnten Grade in
Riicksicht auf die Coéfficienten der dritten Gleichung abzuleiten. Man wird
"sogleich sehen, wie dies auszufiihren sei, wenn die 3te Gleichung vom er-
sten Grade ist. ]

4) Es sei die gegebene dritte Gleichung
7. y(ry) =aqrtbytec, =0

linear. Alsdann geht die Gleichung (4.) in

8. Tzz(azwr{*bz)’r{—01)(azmz+bz)’a+01)----(”imm.n+bzym.n+cz)=0
dber. Man eliminirt aber die Variable y aus den gegebenen drei Gleichungen,
indem man aus der letzten den Werth

in die beiden ersten setzt, wedurch man, wenn man mit ™ und 4" multipliciri,
folgende in Riicksicht auf a,, 4, ¢, homogene Gleichungen
m ) n (2 — )
9. - bf (2, — 25 —0, brg(m, —25EL) =0
erhilt. Diese Gleichungen sind in Ricksicht auf a,, b,, ¢; respective vom
mien und vow nmien Grade, so wie auch in Ricksicht auf die Variable .
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Eliminirt man daher die noch ibrig bleibende Variable « nach der bhekannten
Methode, so wird man eine Gleichung

10. P, =0
erhalten, welche in Riicksicht auf die Coéfficienten in f, ¢, vy, respective
vom nten, mten und m.nten, in Ricksicht auf die Coéfficienten in f und ¢
vom m--nten und in Riicksicht auf alle Coéfficienten homogen und vom Grade
m-+n+m.n ist. Bezeichnet man daher durch ¢ den Coéfficienten von ¢J"
in der Entwicklung des nach Potenzen und Producten der Grofsen @, 6;, c;
geordneten Ausdrucks P;, der in Riicksicht auf die Coéfficienten in £ und ¢
vom nten und vom mien und in Riicksicht auf beiderlei Coéfficienten vom
Grade m-|-n ist, so erhalt man:

11. B

)

Entwickelt man beide Seiten der Gleichung nach Potenzen und Producten der
Grofsen a;, 6;, ¢; und setzt die Coéfficienten gleicher Potenzen und Producte
auf beiden Seiten der Gleichung einander gleich, so erhilt man Functionen der
Wurzeln der beiden ersten Gleichungen, welche sich in der Entwicklung ¥
der Gleichung (4.) wiederfinden, ausgedriickt durch die Coéfficienten jener
beiden Gleichungen. Auf diese Weise kann man aber nur gewisse Functionen
der Wurzeln, welche in der Entwicklung ¥ enthalten sind, durch die Coéf-
ficienten der beiden ersten Gleichungen ausdriicken. Um alle jene Functionen
der Wurzeln auszudriicken, nehme man statt der lineiren Gleichung (7.) nach
einander die linedren Gleichungen

Yo, y) =0, w%@y)=0, .... ¥ (5y) —0,
welche aus jener entstehen, indem man fir den Index 2 nach einander die
Indices 1, ?, .... p setzt, und bilde die ihnen entsprechenden Gleichungen
(8. bis 11.), welche durch die enisprechenden Indices bezeichnet werden
sollen. Endlich nehme man an, dafs die gegebene dritte Gleichung in die
linediren Factoren v, (x,y), ¥,(,Y)y «... ¥,(x,y) zerfillbar sei.

5) Wenn die gegebene driite Gleichung
12.  p(@y) . va(&y).. - ¥(@y) =0
ist, so geht die Gleichung (4.) in
13. % ¥,....¥ =0 »
iber, und wenn ein Wurzelnpaar den Gleichungen (1.), (2.), (12.) zugleich
geniigt, so hat man )

== Y’;..

14\ P‘quouQPp——;:Oq‘
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Dennoch wird die Gleichung (14.) erfullt fir alle Werthe von «,, b,, ¢,,
a,y by, ...., welche der Gleichung (13.) geniigen. Es konnen daher die lin-
ken Theile derselben, welche in Riicksicht auf die genannten Grofsen homogen
und von demselben Grade sind, nur durch einen von «,, b,, .... unabhéingigen
Factor sich von einander unterscheiden. Bezeichnet man also durch ¥, und
P, die linken Theile jener Gleichungen, so hat man
5. 2=,

Entwickelt man beide Theile dieser Gleichung nach Potenzen und Producten
der Grofsen a,, b,, ¢,, a,, b,, .... und setzt die Coéfficienten gleicher Po-
tenzen und Producte auf beiden Seiten der Gleichung einander gleich, so er-
‘hdlt man gerade die gesuchten Functionen der Wurzeln der beiden ersten
Gleichungen, welche in der Entwicklung des linken Theils der Gleichung (4.)
vorkommen, ausgedriickt durch die Coéfficienten der Gleichungen (1.) und (2.).
Alle diese Ausdricke haben den gemeinschaftlichen Nenner gP, welcher in
Riicksicht auf die Coéfficienten der ersten und zweiten Gleichung homogen und
respective vom np und mpten, und iberhaupt vom (m- m)pten Grade ist.
Da nun, wie man gesehen hat, die Coéfficienten der Entwicklung von P, nach
Potenzen und Producten von a;, 6;, c; in Riicksicht auf die Coéfficienten der
ersten und zweiten Gleichung vom nten und mten Grade sind, so wird P,
respective vom np und smpten und in Ricksicht auf alle Coéfficienten der er-
sten und zweiten Gleichung vom Grade (m-n)p sein. Dasselbe gilt von
den Zahlern der Ausdriicke fiir die genannten Functionen der Wurzeln der
ersten und zweiten Gleichung.

6) Die aus den gegebenen Gleichungen (1.), (2.), (3.) hervorgehende
Endgleichung erhélt man nun aus der entwickelten Gleichung (4.), wenn man’
darin die Ausdriicke der Functionen der Wurzeln der beiden ersten Gleichun-
gen substituirt und mit dem gemeinsamen Nenner g” derselben multiplicirt. Aus
dieser Bildungsweise der Endgleichung ergiebt sich aber folgender

Lehrsatz 1.

Die durch Elimination zsweier Variabeln aus drei algebraischen
Glewlzungen vom mten, nien und plen Grade hervorgehende Endgleichung
ist in Racksicht auf - alle Cocfﬁrzenten dieser Gleichungen homogen und
vom Grade mn-+-np-L-pm, und in Rucksicht auf die Coéfficienten der
einzelnen Gleichungen ebenfalls homogen-und vor den Graden mn, np, pm.
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?) Obwohl die auseinandergesetzte Eliminationsmethode immer zum Ziele
fihrt, so lassen sich die angewendeten Operationen wegen ihrer Unsymmetrie
doch zu wenig verfolgen, als dafs man daraus die wahre Natur der End-
gleichung mit Leichtigkeit erforschen konnte. Da die Endgleichung, selbst in
dem Falle wo die gegebenen Gleichungen simmilich nur vom zweiten Grade
sind , aus einer niclit ibersehbaren Menge von Termen besteht, welche Bezout
in seiner Theorie der algebraischen Gleichungen nicht ohne Miihe berechnet
hat, so wird man es nicht versuchen, aus der Endgleichung selbst Nuizen zu
ziehen, vielmehr symmetrische und leicht zu verfolgende Eliminationsmetho-
den sich schaffen miissen, die eine Einsicht in die Natur der Endgleichung
gestatten. Fir den Fall dreier Gleichungen vom zweiten Grade mit zwei
Variabeln werde ich eine solche Methode entwickeln, und zugleich Folgerungen
ziehen, die fir die Theorie der Wendepuncte der Curven dritter Ordnung
wichtig sind. Denn wihrend die Bestimmung der Wendepuncte der Curven
dritter Ordnung auf eine Gleichung vom Oten Grade fiihrt, bietet die ge-
nannte Eliminations- Methode die Mittel, diese Gleichung vom 9ten Grade -
durch eine vom 4ten und eine Gleichung vom 3ten Grade zu ersetzen. Von
den geometrischen Eigenschaften der Curven dritter Ordnung, welche sich aus
dieser Eliminations-Methode ergeben, fiihre ich vorliufig nur diese an: ,, Dafs
die Wendepuncte aller Curven dritter Ordnung, von denen jede durch sammt-
liche Wendepuncte einer und derselben Curve derselben Ordnung hindurchgeht,
mit den Schniltpuncten zusammenfallen.”

8) Wenn man durch f,, £, f; drei gegebene homogene Funclionen vom
zweiten und durch ¢ und v zwei gegebene homogene Functionen vom dritten
Grade der drei Variabeln x,, ax,, x; bezeichnet, so kann man immer drei
linedire homogene Multiplicatoren 4, A®, A® und einen constanten Multi-
plicator p» so bestimmen, dafs :

P+ AOf L AOL A AOf =

ist. Denn wenn man die Coéfficienten gleicher Potenzen und Producte der Varia-
beln auf beiden Seiten der entwickelten Gleichung einander gleich setzt, so erhalt
" man 10 linesre Gleichungen zwischen den 9 in AW, A®, A® enthaltenen Con-
stanten und der 10ten p. Bestimmt man daraus die unbekannten 10 Constanten,
so stellen sich die Werthe derselben als Briiche dar, mit demselben Nenner R.
Dieser Nenner ist unabhéingig von den Coéfficienten der Variabeln in der Function
w; er ist homogen und lineér in Riicksicht auf die Coéfficienten in ¢; ferner
ist er homogen und vom 3ten Grade, sowohl in Ricksicht auf die Coéfficienten
" Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXVIIL Heft 1. 10
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in fi, alsin Ricksicht auf die Coéfficienten in f, und f;; endlich ist er homogen
und vom 10ten Grade in Riicksicht auf alle in £, f;, f; und ¢ enthaltenen Coéf-
ficienten. Was den Zihler des Werthes der Unbekannten p betrifft, so kann
man die Bemerkung machen, dafs er unabhingig von den Coéfficienten in ¢
ist, homogen aber und vom ersten Grade in Riicksicht auf die Coéfficienten
in ¥, homogen und vom dritten Grade sowohl in Riicksicht auf die Coéffi-
cienten in f; als in f, und f;; endlich homogen und vom 10ten Grade in
Riicksicht auf alle in f,, f,, f5, ¥ enthaltenen Coéfficienten.

Die Nenner der unbekannten Coéfficienten lassen sich vermeiden, wenn
man R,y statt v setzt, wodurch die in Rede stehende Gleichung in

16.  po+AVfAOf 4+ AOf, = Ry

iibergeht. Denn bestimmt man in der angegebenen Weise die unbekannten
Coéfficienten in dieser Gleichung, so werden dieselben gleich den Zahlern der
unbekannten Coéfficienten in der vorhergehenden Gleichung, und folglich zu
ganzen Functionen der in f, f., f;, ¢ und 1 enthaltenen Coéfficienten.

Da die Grofse R unabhingig von den Coéfficienten in o ist, so wird
sich dieselbe auch nicht &ndern, wenn man fiir v das Product x,.z,.x, setzt,
wo %, A, u irgend welche gleiche oder ungleiche unter den Zahlen 1, 2, 3
bedeuten. Die andern Multiplicatoren werden sich aber dndern und mogen
durch. p, ;.\ A .y A, ., AY; , bezeichnet werden, wobei angenommen
werden soll, dals die verschiedenen Zeichen, welche aus den angegebenen
durch Permutation der unteren Indices unter einander entstehen, immer fiir
dieselbe Grofse gelten, so dafs z. B.

¥

Py = Pryya = Piyxyu = oo

ist. Dasselbe soll auch kiinftig fiir alle dhnlichen Bezeichnungen gelten.

Demnach hat man )

17 poru9+ A0 i+ AD i+ A = Reziz,,
woraus sich, wenn man fir #, 4, u alle Combinationen der Zahlen 1, 2, 3
mit Wiederholung setzt, 10 verschiedene Gleichungen ergeben. Die Gleichung
(17.) stellt also ein System von 10 Gleichungen mit 30 Multiplicatoren 4 und
10 Multiplicatoren p dar. Nimmt man nun an, dafs die gegebene Function y
= 01,1,1$1$1$1+ €y 0,9 ‘7"21'243'2“‘ 03,3,3@'3“'3-'1'3'{‘301,1,2w1$|$2+3c1,|,3mi$|w3
+3¢'2,7,13'23'2 T, +302,7,3¢'z-"'2-1'3+303,3,1$31'31'1+303,3,2$3w3$2 +601,2,3$1$2$3 -
sel, welcher Ausdruck kirzer durch Z'¢, ; , ,2;2, bezeichnet werden kann, da
man aus dem Gliede c, ; , @, x, x, die ganze Summe erhalt, wenn man fir , 2,
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nach einander die Combinationen der Zahlen 1, 2, 3 mit Wiederholung und
ihre Permutationen setzt und addirt, auch wie oben annimmt, dafs ¢, ; , =
Crup==.... sei: so kann man die Multiplicatoren in der Gleichung (16.)
durch die 40 Multiplicatoren in dem Systeme von Gleichungen (17.) auf fol-
gende Art ausdricken:

— S, ’ @ _ @
18 g b "Lz,).”u 'p”’}',,“ 9 4 - 202,1:/‘ 4/ Apo

m __ . ) G . 3)
A —Zl‘z,l,/l'Ax,l,,u7 A —EOZ,ZJF-A‘J.,#.

9) Es bleiben noch die 40 Multiplicatoren des durch (17.) dargestell-
ten Systems von Gleichungen zu bestimmen iibrig. Da hierzu die Kenntnifs
der gegebenen Functionen erforderlich ist, so nehme man an, es sei

19 ; fi ==Zdx, 2, [, = Za} ;‘1‘ ., /3 = ZdPx,x),

' p=2= ,)x LuTyr &),

wo a{)=af, und fir %y . die Combinationen der Zahlen 1, 2, 3 zu zweien
mit Wiederholung und ihre Permutationen zu setzen sind. Multiplicirt man
nun die Gleichung (17.) mit dem unbestimmien Factor ,1,. und bildet ein
System von Gleichungen, indem man fir x, i, « alle Combinationen der Zah-
len 1, 2, 3 mit Wiederholung und die Permutationen derselben setzt, so .er-
halt man durch Addition:

20. (Psz,l,yﬂn,l,y+ﬁ 4(‘1,,4 x,,,M+/:lZAS;.:)Z,#”R,],,#+ﬁ‘!2AS:)].,an,l,,u

= RZn,,; 0,2,

Die 10 unbestimmien Facloren n lassen sich aber soebestimmen, dafs den
drei Gleichungen L

A(),,l Ty 2,0 = 03 Ai,),,u Myru=10; ZAD 2 T, u =0

Geniige geschieht, worauf die Gleichung (20.) in
PEPu i, uT e = B2, @22,
ubergeht. Jede der drei ersten Gleichungen zerfillt, da die Grofsen 4 lineiire
und homogene Functionen der Variabeln sind, von welchen die Bestimmung
der_ Factoren 7 unabhingig sein mufs, in - drei andere, so dafs man zur Be-
stimmung der 10 Factoren n nur 9 Gleichungen hat. Bemerkt man nun, dafs
die letzte Gleichung unabhéngig von den besondern Werthen der Variabeln
stattfindet, so folgt hieraus, dafs die Grofsen & den entsprechenden Grofsen 7
proportional sind. Setzt man daher einen der Factoren 7, z. B. 7,,,, der
willkiirlich bestimmt werden kann, gleich 6,,,, so werden auch die ibrigen
Grofsen 7 den mit gleichen Indices behafteten Grofsen & gleich sein. Dieses
10*
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vorausgesetzt, so folgt aus der letzten Gleichung und den drei vorhergehenden:
R =Z=p,3,b1u5
{2‘45,',’,,#1;,, au =0, ZAD b, ,,=0, =42 b, ,,=0.
Man kann die 10 Factoren 7= aber auch bestimmen, indem man mit »
irgend eine der Zahlen 1, 2, 3 bezeichnet, nemlich aus den Gleichungen
2P, 2,0 = 0, =42 7,1, = R,
Aa(:)l,,u T, u = 0, SAD, .= 0,
von denen jede, mit Ausnahme der ersten, in drei andere zerfillt. Mit Riick-
sicht auf diese Gleichungen geht die Gleichung (20.) in
iRz, = RZﬂz,z,,‘-wasz‘# oder in fir, = Z'n,, 2.z,
iiber, woraus man durch Gleichsetzung der Coéfficienten gleicher Potenzen und
Producte der Variabeln auf beiden Seiten der Gleichung die gesuchten Werthe
der Factoren n erhalt. Setzt man diese Werthe der Factoren n in die obigen
4 Gleichungen, so erhalt man '
Zp.a, s = 0,

%ZAS)). ,als = Ra,, =A%, =0, ZAD,,d = 0;
wobei zu beachten ist, dafs die Summenzeichen sich nur auf die verschiede-
nen Werthe der Indices x, 4, fir welche man die Combinationen der Zahlen

s 2, 3 zu zweien mit Wiederholung und deren Permutationen zu setzen hat,
aber nicht auf die verschiedenen Werthe von » beziehen; welches auch fiir
die folgenden Gleichwngen (23.) und (24.) gilt.

Aus den Gleichungen (22.) erhilt man ein neues System, wenn man
fir die oberen Indices (1.), (2.), (3.) respective (2.), (3.), (1.) setzt, nemlich:
2pia f:) =0,

*ZAf,”; oy =0, A ,d) = Rx,, ZA), 4% =0;

woraus endlich durch dieselbe Verénderung der oberen Indices folgende Glei-
chungen entstehen: ‘

ll

()
24 . { 2,7,,’;_"“ == (),
* ) Q) ) (2) (©)) 3)
‘Alr xl::()’ Azly =07 Axl,r xl—inw

welche beiden Systeme auf gleiche Welse wie das System (22.) aus (20.)
hatten abgeleitet werden konnen.
Die Gleichungen (21. bis 24.) enthalten alle Elemente zur Bestlmmung

der 40 Multiplicatoren p und A, welche in dem durch (17.) dargestellten
Systeme enthalten sind. Denn da aus jeder der- Gleichungen (22. bis 24.)
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drei hervorgehen, indem man fiir » nacheinander die Zahlen 1, 2, 3 setzt, so

hat man, wenn man die Gleichungen (21.) hinzurechnet, im Ganzen 40 Gleichun-

gen, in welche die zu bestimmenden Multiplicatoren auf linedre Weise eingehen.

10) Da von den 40 Multiplicatoren p und A4 nur die 10 Multiplicatoren

p in der folgenden Untersuchung eine Rolle spielen, so geniigt es, die Glei-

chungen zusammenzustellen, deren Auflosung die Werthe dieser Multiplicatoren
giebt. Sie sind folgende:

R5) R

0= Zp,1.6; 0

Zl’x,z,,,-bx,z,,,;
= ZpaaSh; 0= Zp,,60%5
26, (0 = Zp,1.00% 0= Zp,;,a05 0= Zp, ;.63
0= Zp, ;365 O Zp,1,:0%; 0 = =p, 1,85
woraus sich R als die Determinante der Coéfficienten der Grofsen p ergiebt.
Nimmt man an, dafs die Functionen f,, f,, f; fir die Werthe der
Variabeln o, =, x,=1y, x; =1 verschwinden, dafs also die drei Gleichun-
gen fi(z,y,1)=0, fi(x,y,1)=0, fi(x,y, 1)=0 staitfinden, so geht die

Gleichung (§7.) in

[

Poruy = Ro,z;2,
iiber, woraus fir die genannten Werthe der Variabeln die Proportion

T\ XLy By LBy Tyt By T Ly B\ Ty Ty et By Ty Ty =

Py b P2 0 Pass 2 Pue feeest Proas
folgt. In der That sind auch die Verhalinisse der Grofsen p von der Func-
tion ¢ unabhéngig; was schon in No. 8. bemerki wurde und auch aus der
Gleichung (26.) zu eninehmen ist. Beildufig mag bemerkt werden, dafs die
Verhiltnisse der Grofsen p unbestimmt werdeg miissen, wenn den drei Glei-
chungen noch ein zweites Werthenpaar @, y geniigt. Nimmt man ferner
an, dafs ¢ eine Function sei, welche fiir die Werthe @,—x, r,=y, r;=1
ebenfalls verschwindet, so mufs auch R verschwinden. Es wird also unter
dieser Annahme B = O zu dem Resultat der Elimination der Variabeln x, y aus
den drei Gleichungen fi(x, y, 1)==0, fi(®,y, 1) =0, fi(x,y, 1)=0. Dem-
nach ist es fir die Elimination der Variabeln aus drei gegebenen Gleichungen
vom zweiten Grade wichtig, eine passende Function vom dritten Grade zu
haben, welche fiir dasjenige Werthenpaar verschwindet, so den drei gege-
benen Gleichungen geniigt. Eine solche Function soll in der folgenden Num-
mer niher untersucht werden. :

- 11) Die drei Functionen f,, f;, f; kann man, wenn man der Kirze -

wegen u® statt Af setzt, weil sie homogen und vom zweiten Grade sind,
g dr; g
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so darstellen: -

z,u{d + 2 uP 2y ud = 2f),
217 z Uz, ud - 2yul® = 2f,
z,uf" 42, uP® 4 2, ud = 2f;.

Betrachtet man die in diesen Gleichungen explicite und lineir vorkom-
menden Va.riabeln x,, £, &, als die Unbekannten und loset die Gleichun-
gen nach ihnen auf, so stellen sich die Werthe derselben als Briiche dar, mit
gleichen Nennern. Dieser gemeinschaftliche Nenner, der mit dem Namen der
Determinante der Functionen f,, f,, f; bezeichnet zu werden pflegt, und wel-
cher in dem vorliegenden Falle in Riicksicht auf die in ihm enthaltenen Va-
riabeln vom dritten Grade ist, soll von jetzt an mit dem Zeichen ¢ bezeichnet
werden, unter welchem Zeichen bis dahin eine beliebige Function vom dritten
Grade zwischen den Variabeln x,, x,, @, verstanden wurde. Dieses vor-
ausgesetzt, ist:

28. == ufd (U uP—uPuP} + ud (U uP —uHuO} £ 4 (P uP —uPu)
und wenn man auf die angegebene Art die Gleichungen (27.) aufloset, so
erhilt man:

2, =2 {uPuP —uPuP} - A {uPuP —uPu®} L-2f (uPud —uPu),

29. {2, p==2f {uPuP —uOuP} L AU —uPuP) LA (U —uPu),

s =2 U — U PO} 2P — U} L2 D P

woraus folgt: -
Lehrsatz 2.

Wenn drei homogene Functionen zweiten Grades von drei Va-
riabeln fur ein System von Werthen dieser Variabeln verschwinden, so
verschwindet auch die Determinante dieser Functionen fur dasselbe Sy-
stem von Werthen.

Dieser Lehrsatz gilt nicht allein fir drei homogene Functionen vom 2ten
Grade von 3 Variabeln, sondern auch fiir eine beliebige Zahl von homogenen
Functionen irgend welcher Grade mit einer gleichen Zahl Variabeln.

Durch partielle Differentiation der ersten Gleichung (29.) nach den
“ Variablen &, oder @, erhdlt man, wenn man der Kiirze wegen durch ¢; die
Differentiation der Determinante ¢, nach a; genommen, andeutet:

TP+ =
2 ) {919 — U9 U9} (U U — U ) ) (PP — P )]

2 D — WP 2, D) 2 P,
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Ty, =
2 [ () u — P u?} 4 4P uD P — P uP} - 0P (P UP — uP U}

d op d d y
+9f, - (U —uPu) 421, (uPuP—uPud) 1of, L (uPuP —uPu).
2 2 3

Es ist leicht zu bemerken, dafs in der ersten Gleichung der erste Theil
rechts vom Gleichheitszelchen nach (28.) gleich 2¢ ist, und dafs in der zwei-
ten Gleichung der entsprechende Theil von selbst verschwindet. Beriicksichtigt
man dieses, so stellen sich die differenziirten Gleichungen (29.) wie folgt dar:

(2091—9 =2 g3 WP — uP U} 2 71 P 0 —uP )
+2£ 5 {uPu —upu),

Tigs =2 g (WP uP = uP U} 42, g P — P )
+2f 7 fuPup —uPugdl,

gy =2 g {u U — P ud) 12, g P u — e}

+2 o {uP U —uPupl,
3

Ty =2 (U 0 — uPuP} 2, 7 ) —uP |
1 1
d

+2£ 75 {uP ) — o),

@2 =2, 7~ (U — uP ) 12, % 0 — o)
30. 2 2
d

+2f 7 U u — P ud,

d d ;
&y, =2f. TJ.T, {ug”ug" — D u® } + 2f 75; {“gs) ud — ul® u?’ }

+ 2 f; a_z_ {ugs) uld — u® ugs) } R
3

d d
T =2 g O — w2 g O — wdugd)
1
d
+2f 7 {uP P —uP i},
1
d v d
Tage = g g U — PP} 2, 75 {0 u) — )]
’ ~

+2f 72 {0 4P — upPud},
2
T3 — P = 2 fl F.z'—, {ug‘)u?) — (2),‘51)} + 2 f2 ;l—.z_': {ugl) u{” - ugz) u&‘) }

+2f, 72 {0 u® — uPup).
3
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Diese Gleichungen geben folgenden

Lehrsatz 3. ,

Wenn drei homogene Functionen zweiten Grades von drei Varia-
beln fur ein System von Werthen dieser Variabeln verschwinden, so ver-
schuinden auch die partiellen Differentialquotienten der Determinante dieser
Functionen, nach den Variabeln genommen, fur dasselbe System von Werthen.

Dieser Lehrsatz gilt allgemein fir eine beliebige Zahl homogener Func~
tionen mit einer gleichen Zahl von Variabeln, wenn die Functionen sammtlich
von einem und demselben Grade sind. ‘

12) Die Coéfficienten der Entwicklung der Determinante ¢  nach den
Potenzen und Producten der Variabeln wollen wir mit &, ; ,, in der Art be-
zeichnen, wie es in (19.) geschehen ist. Dieses vorausgesetzt, so ist die
Bemerkung zu machen, dafs ¢ in R abergeht, wenn man ¢ nach Poten. -~
und Producten der Variabeln entwickelt und fur jedes Product z,x;.
der Entwicklung p, ; , setzt. Dieses lehrt die Gleichung "(25.). Zweitens
bemerke man, dafs, wenn man irgend eine der Functionen f,, ,
einer der Variabeln x,, x,, x, multiplicirt, nach Potenzen und r: rduc-
ten der Variabeln entwickelt, und p, ,; , far jedes Product x, velzt,
der dadurch erhaltene Ausdruck verschwindet. Dieses ergiebt sich. aus
der Ansicht der Gleichungen (26.).

Entwickelt man nun die identischen Gleichungen (30.) nach Potenzen
und Producten der Variabeln und setzt fir jedes Product @, x;x, das ent-
sprechende p, ; ,, so verschwinden, nach der zweiten Bemerkung, die Glieder
rechts von den Gleichheitszeichen und man erhalt:

IR= Zp,’l,,h,,’;,ﬁ ()zsz,l,l,)x,l,‘z; ()sz,).,lbx,l,S;
31. Ozzl’x,l,'sz,l,ﬁ %Rzsz,z,sz,l,'z; 0=Px,z,2bz,l,3;
0= sz, }.,:‘['x, 15 0= pr,l,s bx, 2,29 %‘R':'Px,l,sl'x,l,s-
Diese Gleichungen beweisen, dufs die Ausdrucke ¢; x,¢,; x,q¢,; 'T,¢, in
R ubergehen, wenn man nach Potenzen und Producten der Variabeln
entwickelt und fur jedes Product z,x,x, der Entwicklung p, , , setzt;
und dafs die 6 Ausdricke x,p,, T;¢,, T3¢,, Xy T p; und 25 durch
dieselbe Operation verschwinden.
VYon diesen Gleichungen, so wie von den Gleichungen (26), wird 1m
Folgenden hiufig Gebrauch gemacht werden.
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13) Es sind “durch f£i, f5, f3y @Puy ¥2y @3 im Vorhergehendeu folgende
Ausdriicke bezeichnet worden:
fi=a 2 +ad;, x, :v2+ a 3:1:3, ;-2 x, -2 2y 2, 20, 2
= a;, o, @y + az, Vo, x, + as? 3,3 L3 3"3'{'2“2, 3Ly m;‘f‘i’a:g?)l X3, ‘{‘Qagf)z T,y
| (= a‘(nf)L T, &, "" agf)z T, -7"2"*‘ ag;,‘)a T w:‘{"i’ag?:)a T, ‘7’3‘{"?0:(13)1 &3, ‘f“QaS?)z Ty Ty,
§¢1=61,|,1 xl-”n‘l“b?,z,n $2w2+63,3,l a’axfs"}‘?bz,sg“72'7"3'1"253,1,1‘33‘5'1‘}“261,2,1 r,T,,
%(P2 = 1'1,1,2 ~;"?'1*"5'1"“b:e,z,z z’z“&"i‘ b3,3,2 z‘sxa"{‘gbz,s,z -7"2:”3'}“'2[)3, 1,2 wsl'l‘l’?bj,'z,z ,Z,
\%'go,s::bl;l,?s x1w1+62,2,3 wz$2+b3,3,3 wsxa‘l"gbz,s,s -7’23'3"{‘263,1,3 m3x1+2bl,2,3 T, Z,.
Betrachtet man in diesen Gleichungen die 6 Producte x, x,, x,x,, ...
. z,x, als 6 Unbekannte, so erkdlt man durch Auflosung der Gleichun-
gen nach diesen Unbekunnten:

Rx,x, = (A:)lfl + 42 o142 3+l’l,l,t¢l+ﬂl,1,2‘l’2+?1,:,3%,

32.

Raz,x, = ¢ 1’}“]32)2 o G 3 Po2 Pt Py P Doy 93 s

533, g%a‘a = (al,)sfli‘lééjs 21‘/%23 3il’s,s,l‘l’x:Jr}_‘l’s,m%tpa,a,s%o
: Ty = Q3T 93,3012 T 95513 TP2,3,0P1 T P2,3,2P2 1T P2,3,3Ps3 5
WA Jiwawx = (/(')lfrf“l(q)tfz’f“lgf)l 3 P31, 1Prt P12 P2 +3,1,305
A J.‘u L R:plmg = ¢\ 2 fit- q"’ f2+q(|3)2 3 PL21PL P, 2‘/’2"}‘]’4 2,3%3-

Denr _.:% man die Werthe der Unbekannten aus (33.) in (32.), so erhalt

man durch Gleichsetzung der Coéfficienten von ¢,, ¢,, ¢; die Gleichungen

(26.) und (31.), und durch Gleichsetzung der Coéfficienten von f;, [2» [ auf

beiden, Seiten der Gleichungen folgende Gleichungen

R = Eqﬁf% a(') 0= z,l(l) a(") 0_2,/(1) aa(:f)ﬁ

0=2Z=¢2, a“) BR=2=¢{) an - 0==¢0) .al,;

0=Z¢3). aﬁ," 0==¢.a0%; R=Z=¢%).af);;
{0—_—_—211,,,,16,,,1,1; 0=Z¢"b, ;. O—qu:lbx,l 35

35

34.

0==¢1b,15 O0==¢Nb, 1.5 O0=Z¢2b,;3;
Clo==¢0%b,5,,; 0=Z=¢0,,.; 0=2‘Ix,1bx,z,3,
Diese beiden Systeme Gleichungen dienen zur Bestimmung der 18 Cosf-
ficienteri ¢. Was die Coéfficienten p der Gleichungen (83.) betrifft, so betragt
die . Zahl der von einander verschiedenen nur 10; wegen welchen Umstandes
eben die Glelchungen (32) und ihre Auflosungen (33.) merkwurdlg sind.

14) . Nimmt man an, dafs fir ein System' Werthe der Variabeln z, = x,

x, =Y, &£3==1die- Functionen'f}, f,, /s verschwinden, so:folgt aus dem

Lehrsatze (8.), dafs. fiir, dasselbe System Werthe auch ¢,; ¢, @3- 'verschwm-
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXVIII. Heft 1. 11
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den, wnd aus (33.), dafs R verschwindet. Es ist demnach R==0 das Resultat
der Elimination der Variabeln aus den drei Gleichungen f(z, y, 1) =0,
[(2, ¥, 8) =0, £,(%,,1)=0. Da aber R die Determinante der Coéfficienten
der 6 Producte z,x,, 2,&,, . ... x,&, in den Gleichungen (32.), also in Rick-
sieht auf alle Coéfficienten. homogen und vom 6ten Grade, in Riicksicht auf
die Coéfficienten in den einzelnen Gleichungen aher linedr ist: so wird man,
wenn man fir die Coéfficienten & ihre Werthe setzt, welche in Riicksicht
auf die Coéfficienten der drei ersten Gleichungen Ausdriicke vom 3ten Grade
und in Ricksicht auf die Coéfficienten jeder einzelnen dieser Gleichungen
lineéire Ausdrucke sind, die Gleichung R =0 in Riicksicht auf die Coéfficien-
ten der drei Glewhungen fi(x,y, 1)=0, fi(x,y1)= 0 (& y,1)=0
homogen und vom 12ten Grade, und in Rucksxcht auf die Coefﬁclenten jeder
einzelnen Gleiehung' vom '4ten Grade finden. Die angegebenen Eigenschaften
der Determinante B und der Gleichung R =0 ergeben sich ebenfalls aus
der Zusammensetzung der Determinante aus den Coéfficienten der Grofsen p
in den Gleichungen (25.) und (26.). Dieses sind aber nach Lehrsatz 1. die
Criterien fir di¢ Endgleichung, welche aus der Elimination der Variabeln aus
den genannien drei Gleichungen hervorgeht. Demnach lafst sich die angedeu- -
tote EhmmatwnSmethode in Form eines Lehrsatzes wie folgt ausdrﬁcken’

Lehrsatz 4.

‘Wenn drei Glewﬁunyen vom drc[ten Grade f(x, Y)=0, f;(x,y) =0,
fi(z, y)-—O zwischen den Variabeln , ¥ gegeben sind, so erkdlt man
die aus -der Elimination dieser Variabeln hervorgekende Endgleichung,
wenn man: die: Determinante ¢ der Functionen

fx .1‘ I, x “.1,‘
"L's_-”/'afl‘v(;;‘; ;:—)a xs-"'sﬁ( L, T )5 wswsfa(z.‘;‘) ':r—:)
cusammenslellt und aus den 6 G’lmlmnyen : :
Ty Xy o B 7)) Za
:L’;-l‘;f(x&, x*) "—, 0, .’Lg:L‘;f (‘Ta ’ x&) ‘ 0, w’w3ﬁ( =0,

Y T
e 6 #roducte &, ), wa‘.:c” y .z;,' z, elummrt , wce werm sie dcg Un~
bekannfen wdren.‘

. Da.die .genannten ‘Producie: in .die ' & Gleichusgen nur linedr eingehen,
so 'ist durchicden- voshergehenden Lehrsaiz: die Elimination der Variaheln aus
drei Gleichungen vom zweiten Grede suf die Elminstion der Unbekannten swg

,,,,,,
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linedren Gleichungen, oder, was dasselbe ist, auf die Bildung der aus den Coéf-
ficienten linedrer Gleichungen zusammengesetzten Determinanie gurickgefihrt

15) - Bisher bedeuteten die Zeichen /i, f,, fi ganz beliebige homogene
Functionen zweiten Grades von den Variabeln #,, x,, @,, uad ¢ die Deter-
minante jener Functionen. Von nun an sollen mit denselben Zeichen die par-
tiellen Differentialquotienten von der. homogenen Function

f= =a,,x.x2,

dritten Grades, nach den Variabeln x,, x,, z; genommen, und mit ¢ die
Determinante jemer partiellen Differentialquotienten .bezeichnet werden; welche
Determinante wir der Kiirze wegen die Determinante der Function f nen-
nen wollen. Dieses vorausgesetzt, so gelten die in den vorhergehenden Num-
mern entwickelten Gleichungen, wenn man iberall 3a, , , stait 4 ; setzt, wo=
durch das System (32.) tbergeht in:

(i =a, 1,:1"11'1'{‘“’{2 1""'2-7’2"]‘“3,3,1-”3“'3'} 2“;,3,1“'2”3""2“3,1 13'3-”1",'2“1,2,1-”13'2 ’
=, 1w1+a2,2,‘2‘r 2"1*'2‘1““3,3,2-z 3 3+2a2,3,2m2$3+ 2a, 02 l+‘2a1,2,2w1w2 ’
go.# 7L =QL,|,3w1wx+ az,z,awzwz‘*‘as,z,swax:s‘*‘2“2,3,33’2fra+243,1,333wx+2“1,2,31'1-""27
Fp= bn,1,1x1w1+ba,2,la"zwz’l‘ba,a,nwswa‘{‘2”2,3,132“'3“"‘263,1,13'31\'{‘be,ma"nwz 9
Q‘(Pz == b;,n,r”"u’” l’l"62,2,2‘1’.2‘1"2_}-63,3,2w3$3+2b2,3,‘2w2$3+‘263,1,'2‘1'3'”1'{"261,2,‘2“"1“"2 ’
c.lr(Pa = bl,l,3w1w1+b2,2,3$2‘7:2+63,3,3“'.3‘1’.3 +262,3,3$2w3+2b3,l,lw3wl+2bl,2,'3m1w2 .
Loset man dieses in Riicksicht auf die 6 Producte z, z,, #,z,, .... 2,2,
linedre System von Gleichungen nach diesen Producten auf, als ob sie die Un-
bekannten wiren, so . erhilt man die Gleichung (33.). Zur Bestimmung von R
und der 18 Grofsen ¢, welche letztere enthalten, dienen dann die Gleichun-

gen (36.) und folgende:

IR = qu(t:)lan,l,H 0= qu.',’za,,z,a; 0

)
qu, lax, 3,39

h ~,® O e §,® .
34.* 0= qu,zax,z 1) '&'R qu,lax,l 23 0 - qu,lax,l 39
) — 3P
0 = qx,l Ay 19 0"— qu,lax,l 25 yR = qx,lax,l3

Zwischen den 10 Grofsen p und R hat man_die Relationen (31.) und
0= pr,l,lan,l,l7 0= sz,z,lax,z,z, 0 = 2p, 1,18,,,:5
6% (0= Zp,1.a,:,5 0= Z=p,;:6,2: 0= 2p,1.8.;:
C O == P38 005 0 O == E P, 36,0050 0= Zp, ;58,5
.Nachdem man die Werthe von R und der 10 Grdfsen p gefunden,
kann' man sich dié Aufgabe stellen:: Die Werthe der Grofsen b zu bestimmen,
welche nur den Gleichungen (31.) geniigen. Da die Zahl der zu bestimmen-
den Grofsen b gleich 10, dagegen ‘die Zahl der bestimmenden Gleichungen 9
11*
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ist, so werden die gesuchten Grofsen sammtlich eine willkirliche Constante
enthalten. Bezeichnet man diese willkirliche Constante mit m, so wird der
allgemeine Ausdruck der gesuchten Grofsen, welcher, fir 4, ; , in (31.) ge-
setzt, diesen Gleichungen geniigt,
b, i,utma,; ,

sein; was aus (26.) und (31.) erhellet. Hieraus folgt: dafs jede homogene Func-
tiony==ZXc,,; ,x,x,x, dritten Grades von den Variabeln x,, x,, ,, deren
Codfficienten ¢ stutt b in die Gleichungen (31.) geselzt diesen Gleichun-
gen geniigen, von der Form y = ¢+ mf oder, wenn man in der Gleichung
(31.) R eine beliebige Grofse bedeuten lifst, von der Form y=mf+{n¢
ist.. In der folgenden Nummer soll nachgewiesen werden, dafs die Determinante
der Determinante von der Function f diese Eigenschaft hat.

16) Wenn man der Kirze wegen durch »{Y den partiellen Differential-

2
quotienten = i zweiter Ordnung bezeichnet, so ist

dxxda;

d d , d
0= - (PP —vPufd) + L ,/2),,(3) — o) ____vgz)vgs)_ vPUP),
1
36. /0= Bd_(v(a)v(n) vmv(s))+ . (v‘%“) — VO 3))_{, v(s)vﬂ) v,
0— (vu)vm_ Umv(n) 4o (U(l)vm VL) + vmvm_ VD),

Diese Glelchungen gelten auch allgemem fir jede beheblge homogene Func-
tion:gp 3ter Ordnung von drei Variabeln. Aus diesen identischen Gleichungen
geht ein System von 9 Gleichungen durch Differentiation nach-den drei Variabeln
hervor, welches in der vorliegenden Untersuchung eine Anwendung finden wird.

Bezeichnet man ferner mit v = =Z'c,; ,x,x;z, die Determinante der
partiellen Differentialquotienten der Function ¢, welche kiirzer die Determinante
der Function ¢ oder die Determinante der Determinante der Function f
genannt wird; so ist klar, dafs, wenn man statt der Grofsen @ die entsprechen~
den Grofsen b setzt, dadurch fin ¢, ¢ in y, f, in ¢,, ¢, in y, und u®,
welches = —(—9—’-% ist, in v{ iibergeht. Macht man diese Anderung in den

Gleichungen (30.), entwickelt hierauf beide Seiten der Gleichungen nach Po-
tenzen und Producten der Variabeln ‘und .setst fiir jedes.Product :zxax;z, der
Entwicklung p, , ., so verschwinden, wéil dadureh die Ausdriicke ,¢,, T2 s,
zy¢; den Werth R und. z,1p,, &3¢y T2y T(Psy T3, Teps den Werth O
annehmen, mit Rieksicht auf die durch’ Differentation der ‘Gleichungen. (36.)
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abgeleiteten Gleichungen die Theile rechterhand der siémmtlichen Gleichungen
und man erhalt: . ,

1P = 2P 1,1€, 2,19 0 = 2P, 1,164,125 0= 2p, 1,164,135

37. 0= 2P, 12621, 1P = P, 2,202, 29 0 = 2P, 120423

0= 2Zp, 1,356,215 0 = 2P,,1,3€,2,29 3P = ZP2,3C0 2,39
' P = pr, Au x,l,,u
Diese Gleichungen beweisen, dafs die Gleichung (31.) erfiillt wird, wenn
man ¢ statt’'d setzt und statt R eine bestimmte andere Grofse PP; woraus
denn nach der obigen Bemerkung folgt:

38 ¢, = ma,,,l,”-]—nb,,,l,,,,
und dafs die Determinante vy der Function ¢ von der Form
39. y = mfing
ist; was sich auf folgende Art ausdricken lafst:
Lehrsatz 5.

Die Determinante der Determinante einer gegebenen homogenen
Function dritten Grades von drei Variabeln ist gleich der Summe der
gegebenen Function und ikrer Determinante, jede mit cinem passenden
constanten Factor wmultiplicirt.

Es ist noch zu bemerken, dafs.

40. P =nR
ist; welche Glelchung man erhilt, wenn man die Werthe von c,, 1, aus (38.)
in (37.) setzt und die Gleichungen (26.*) und (31.) zu Hilfe nimmt.

17) Nimmt man an, dafs die Grofsen p,,, in ¢, , und R in §
iibergehen, wenn man fiir die Grofsen a die entsprechenden Grofsen b setzt,
so gehen die Gleichungen (26.*) in ~ ‘

0 = 2"%,1,16,,1,1, 0= qu,l,lbx,1,2; 0 qu,l,léx,l,a;
41. 0= E’Ix,). 200,15 0= qu,z,sz,i.,aé 0 qu,l,sz,;l,ﬁ
0 =2y, be,l,lJ 0= qu,z,sbx,z,2§ 0= qu,l,sbx,].,a

I

uber und man erhilt aus (31.):
ﬁ's = qu, 2,164 2,15 - 0= Eq;,l, 1€x,2,2 5 0= qu,l,l €y,2,35
l 0=¢, 2260215  F8S==¢, 1,204,223 0= =¢,,1,26€,2,35
(0= Zf2,36,215 0=2¢,13Cx225 F8=Z¢4236,13
Darch Substitution der ‘Werthe von €. 1, aus (38 in. diesen Glelchungen
erhélt. man; mit Ricksicht auf (41.):
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yoR==q, ;16,545 O=2¢,1,:101,25 ~ 0=, ;18,33

43. 0=1¢q,,1,20,2,:5 $oBR=2Z¢q, .0, ;.; 0=2¢,.1,:8, 1,3+
0=¢,1,3%,115 0=29¢,,1:8,1,2; $eBR=2Z=¢,,:8,.:;
44. wmogR = 8.

Aus den Gleichungen (41.) ist ersichtlich, dafs, wenn man die Func—
tion ¢, oder die Producte einer der Functionen ¢,, ¢,, ¢, und einer der
Variabeln x,, &,, 3, nach Potenzen und Producten der Variabeln ent-
‘wickell und q,,,, fur jedes Product x, x,x, seizt, die dadurch entste- .
henden Ausdricke verschwinden.

Eben so geht aus den Glelchungen (43) hervor, dafs die nacla Po-
tenzen und Producten der Variabeln entwickelten Ausdricke f, z.f,,
Zifry @[ den Werth o R annehmen, wenn man Guy2,u JUT T, X7, setzt,
und dafs auf gleiche Weise die 6 Ausdricke z, Pry T3Py L3¢5y TP,
Z,¢3, Trs verschwinden.

Auf gleiche Weise, wie die Systeme (35.) und (34.*) die Grofsen 9
bestimmen, ergeben sich aus (41.) und (43.) die Grol‘sen der Werthe q,, aue
Mit andern Worten: die beiden letzten Systeme erhalt man aus den beiden
ersten, wenn man —:—.q,, 2, p fiir q{,‘, 1 seizt, woraus

| 15 gl = TGuan

folgl. Setzt man die'se Werthe von ¢%; in (33.), so erhalt man

- Ra‘.xx-—";"“- 1‘]1 it 1‘/-114 it 1‘11,4,3ﬁ+l’u,1‘1’1+l’1,l 292 P3P
Ri‘zxz——_ 2,21f1+ ’IM?fﬂ‘}‘ ‘Iz2,3ﬁ+P22,1‘Pn+P222‘P2+7’223903a
BRx;x; =" Pl 'f’ ‘/3 sl + o Toan Pz .‘Pl+4’s,s,2‘l’z “f*l’:,s,s Ps 5
szxs:_‘lwlfl‘f‘_%nﬂ'l-“ “l°,3,3ﬁ+P23,1‘P1+Pz:2¢2+'l’23,3¢3a
Rxyx,— — 73,1,1ﬁ+ 73,12ﬁ+ qs,l,3f3+l’s,1 l‘Pn+Ps,lz‘Pz+Ps,ls‘Psa

~R”1“f¥ ’Iv?lfl‘l‘ qmzfz’i' ‘/l,nfs‘* Pn,zi‘Pl+P!,2,2‘P1+l’l,n¢s

Wenn man also in dem Systema (32. *) die 6 Producte .z, x,z,, ..
. &, &, als die Unbekannten betrachtet, so erhdit man durch Aufiosung

der Glevelrungen nach diesen Unbekanmten die Gleickungen (83:*%). ' Dus

Merkwirdige an diese Gleichungen besteht vorziglich darin, dafs, wibrend: die

33.*
1
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einen nur 20 verschiedene Coéfficienten @ und & enthalien, die andern eben~
falls nur 20 verschiedene Coéfficienten p und i.q haben.

Wenn man in den Gleichungen (41.) und (43.), durch welche die
Grofsen }—q,,z,,, vollstandig bestimmt sind, fir 4, ; , die Grofsen a,,; , setzl,,
wodurch gleichzeitig b, , in ma,; ,+nb,; , und R in S=mgR iuber-
gehen, so werden die so geinderien Gleichungen erfﬁllt‘, wenn man —:‘—q,,, A
in mop,, ,—nq,, , verindert. Dieses beweiset, dafs durch die Verénderung

? q*; Lp in m Y px, hu— n qx, Lau ﬁbel‘geht.

Es bedeutet == R die aus ‘den Coéfficienten der 6 Potenzen und Pro-
duote der Varlabeln in Gleichung (32.%) gebildete Determinante. Diese geht,
in §S°— iber, wenn man in ihr b, ; , fﬁr’ a,,, ud ma,; ,+nb,, firbd,;,
setzt. Andert man daher die Coéfficienten in (32.*) auf die angegebene Art,
und bildet hierauf aus den geanderten Coéfficienten die Determinante, so erhalt

von &, ;, in b, ,,

man ebenfalls —'2. Dieselbe Grofse -erhilt man aber auch, wenn man @, ; , in
b, ud b, , in ma,, , ibergehen lifst und aus den so geinderten Coefﬁ-
Mithin ist S = w’ R;

cienten die Determinante bildet. Diese wird aber —
welcher Werth, in (44.) gesetat,
46. o= m®
giebt. Hieraus folgt nun, mit Riicksicht auf die obigen Bemerkungen, dafs
Wenn a,;, in b,,, dbergekt, so geht gleichzeitig b, ), in
G, 2.t Rbypyus [in @y fiin @, ¢ in mftng, ¢, in mfitne,,
P tu g, 1 . i oder — o3 Uy Jinm’p, ., —ngq,, , und Rin m’R dber.

3"

18) Wenn man eine Function F aus einer gegebenen homogenen Func-
tion f vom 3ten Grade von den Variabeln x,, a,, x; und ihrer Determi-
nante ¢ wie folgt zusammensetzt'

47. =d.f + d.¢,
wo d und & beliehige Constanten bedeuten, und nun mit F,, F,, F, die par-
tiellen Differentialquotienten der Function F' nach den Variabeln genommen
bezeichnet, so erhalten die Ausdricke F, = F,, «,F,, x,F;, wenn man sie
nach Potenzen und Producten der Variabeln entwickelt und p, ; , for x, x; 2, setat,
die Werthe . R; und auf gleiche Weise erhalten die Ausdricke x,F}, x.F,,
2 F,, o, F,, », F;, o, F; die Werthe 0. Eben so gehen die Ausdricke F,
P\, x,F,; xF;, wenn man sle entwickelt und —;—q,,, i fOr x,x2,
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setzt, in d.R iber, wihrend die Ausdricke x,F,, x:F,, =, F,, x F,,
x, F,, x,F; verschwinden.
- Die Determinante der Functlon F werde durch
48, D = EB,, 1, uTr X1y

bezeichnet; in welchem Ausdruck die Grofsen B, ;. ganze homogene Func-
tionen 3ter Ordnung in Riicksicht auf -die Coéfficienten in F, also ganze
homogene Functionen 3ter Ordnung in Riicksicht auf die Constanten d und ¢
sein werden. Bezeichnet man ferner mit &,, &,, P, die partiellen Differential-

quotienten der Determinante &, nach den Variabeln genommen, und setzt der

Kiirze wegen - = v, so gelten die Gleichungen (36.) und (30.), wenn
8o S r o4 ’

,man in den letzteren f in F, ¢ ind und u in v verdndert. Eniwickelt man

nun die auf diese Weise verdnderten Gleichungen (30.) und setzt p, ; , fir

x,x,2,, 50 verschwinden, mit Bericksichtigung der durch Differentiation aus

(86.) abgeleiteten 9 Gleichungen, die rechtseitigen Theile siammtlicher Glei-

chungen und man erhalt: ‘
3T = =p, 1B, 1,15 0 ZPu1,1B, 1,05 0 Zp,, B,

49. 0= E":,l,‘sz,l,l; ¥ pr,l,sz,1,2§ 0 21’,,1,23,,,1,3;

0= Zp,1:B,15 0= Z2p, 3B, +T = =p, 5B,

T = =p,;,uB. 1.5
woraus mit Riicksicht auf No. 15. folgt, dafs die Determinante & von der Form
50. & = Dftd.¢
ist, wo D und 4 zu bestimmende Constanten bedeuten. Bezeichnet man mit & (p)

[
I

und t:b(—- q) die Ausdrucke, in welche & ibergeht, wenn man p, ; , oder

-(/,,, 3, in der Entwicklung von & fur x,z,x, setzt, so hat man

5. RD — «15(—;-.(,); R4 = &(p);
wobei zu bemerken ist, da D) verschwindet, wenn &' verschwindet, dafs D

den Factor J haben, oder, da sowohl & (p) als aucli cb(%.q) ganze homogene
Functionen 3ten Grades in Riicksicht auf d und J sind, dafs in D das mit
d* multiplicirte Glied fehlen mufs.
Das Vorhergehende lifst sich nun kurz wie folgt ausdrucken
Lehrsatz 6. .
Wenn man eine gegebene homogene KFunction dreier Variabeln
vom dritlen Grade und ikre Determinante, die erstere mit d, die andere
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mit 0 multiplicirt und addirt, so ist die Determinante der Summe der
beiden Functionen von derselben Form, ndmlick gleich der Summe der
gegebenen Function und ihrer Determinante, jede mit einem andern ho-
mogenen Factor 3ten Grades in Rucksicht auf d und 0 multiplicirt.

Mit Hiilfe dieses Lehrsatzes lifst sich leicht folgende Aufgabe losen:

Aufgabe 1.

Es ist e¢ine homogene Function dritten Grades von drei Varia-
beln gegeben: man soll eine andere homogene Function 3ten Grades
von denselben Variabeln bestimmen, deren Determinante die gegebene
Function ist.

Aus dem Lehrsatz (5.) folgt, dafs, wenn f die gegebene Function ist,
die gesuchte Function df}Jd¢ sein wird, wo d und &' aus den Gleichungen
D=1 uwud 4=0
zu bestimmen sind. Die Aufgabe fiihrt also auf eine cubische Gleichung und

bietet 9 Auflosungen dar.

19) Wenn man mit f eine beliebige Function der n Variabeln , , x,,.... x,
bezeichnet, so kann man unter der Annahme folgender linedren Gleichungen:
aPx,+aP x4 ...t alPx, = y,,
aPx,+-aPx,+ ... +aVx, = y,,
aVx+aPx, ... +aPx, = v,,
sowohl f als aaf,, als Functionen der Variabeln y,, y,,.... y, betrachten. Die
Determinanten der Function f seien ¢ oder ¢’, je nachdem man x,, x,, .... =,
oder y,, ¥y .... ¥, als die Variabeln betrachtet. Bezeichnet man nun die
aus den Coéfficienten der Variabeln x,, a,,.... x, in den angegebenen linedren

Gleichungen gebildete Determinante mit 7, so ist
2. ¢ = ry.

Denn wenn n® Grofsen w) mit n? Grofsen a? und n® Grofsen w?, wo x, A
die Zahlen 1, 2, .... n bedeuten, in der Verbindung

ul = alwitdwit ...+ adw?
stehen, so ist bekannilich die aus den Grofsen u? gebildete Determinante
S+uPuP....u gleich dem Product zweier Determinanten, von denen die
eine » aus den Grofsen 4!, die andere =+w{®w®.... w’ aus den Grofsen
w? zusammengesetzt ist. Diese Relation findet man in der Abhandlung des
Herrn Professor Jacobi, ,,De formatione et proprietatibus determinantium”

Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXVIIL Heft 1, 12
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Bd. 22. dieses Journals S. 310 bewiesen. Ist ferner
wl = alvit+atvi+ ... L ddvr,
so lafst sich wiederum die Determinante =+w{Pw®....w™ als das Product
von r und der aus den Grofsen v, gebildeten Determinante = +v{®v{®....v®
darstellen.  Mithin ist
S+ulPu®....u) = rPS+uVuP.... ™.
Die dieser vorhergehenden beiden Gleichungen finden aber Statt, wenn man die
Variabeln x,,x,,.... x, als Functionen der Variabeln y,, y,,.... y, betrachtet,
wie sie durch die obigen n lineiren Gleichungen gegeben sind, und setzi:
0
x 371 ¥x9y1
Diese Werthe von #} und v? in die letzte Gleichung gesetzt, welche
aus den beiden vorhergehenden folgt, lassen dieselbe in (52.) ibergehen. Dieser
Gleichung wird man sich bei der Losung der folgenden Aufgabe mit Vortheil
bedienen.
20) Aufgabe 2.
Eine beliebige gegebene homogene Function [ — Za,, ,
dritten Grades von den Variabeln x,, x,, x; durch Substitutionen von
der Form

:z',,xlw#

== -1‘(1')}’1‘}‘7-1'9))’2‘!“1'(13)}’3’

53. x, = xﬁ"y,—}-xé”ﬁ—}—xé”h,

X3 = x&”yl—i-x%”rrl—xﬁ”ya

in eine andere zu transformiren von der Form:
54. [ = yitryityitbayy.ys.

Diese Aufgabé verlangt die Bestimmung von 10 Grofsen: der 9 Coéf-
cienten der Substitutionen und der Grofse n. Die 10 Gleichungen, aus welchen
die genannten Unbekannten zu bestimmen sind, erhdlt man, wenn man die
Function f der Variabeln x,, x,, ; in der Gleichung (54.) vermittels der
Substitutionen (53.) als eine Function der Variabeln y,, y,, y; darstelt, nach
Potenzen und Producten dieser Variabeln entwickelt und die Coéfficienten
gleicher Potenzen und Producte auf beiden Seiten der entwickelien Gleichung
einander gleich setzt. Dadurch bekommt man aber Gleichungen von sehr
complicirter. Art. Dasselbe gilt von den Gleichungen, die sich ergeben,
wenn man die Substitutionen (53.) nach y,, y,, y, aufloset, die Werthe von
Yis Yoo ¥ in den Theil rechts der Gleichumg (53.) setzt und die Codfficien—

Xy
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ten gleicher Potenzen und Producte der Variabeln y,, y,, y; auf beiden Sei-
ten der entwickelten Gleichung einander gleich setzt.

Eine dritte Art die Aufgabe zu behandeln ist folgende. Man bilde die
Determinante ¢’ des Theils rechts der Gleichung (54.)

© 85 pf = =6y yi by 6 (27 Y yays
bezeichne mit ¢, wie vorhin, die Determinante von f, und mit = diejenige
aus den Coéfficienten der nach y,, y,, y, aufgeloseten Gleichungen (53.). Als-
dann gilt fir den vorliegenden Fall die Gleichung (52.):
* ¢ = r’g'.
Multiplicirt man die Gleichung (54.) mit 6°2*#* und addirt sie zu dieser Glei-
chung, so erhilt man
6. .t f+o = 6r*(14-87%)y,y,ys,

welche - Gleichung, wenn man der Kiirze wegen

A 1
56. 4= 1rgm 9= gapsee)

setzi, in
57. d.f+J.9 = yiyuys
ubergeht. Diese Gleichung lifst sich in Worten wie folgt ausdriicken:
Lehrsatz 7. .

Eine gegebene homogene Function dritten Grades von drei Varia-
beln, so wie ihre Determinante, lassen sich mit solchen constanten Facto-
ren multipliciren, dafs die Summe in drei linedire Factoren zerlegbar ist.

Ferner ist zu bemerken, dafs die vorliegende Aufgabe mit folgender
iibereinkommi: Kine gegebene homogene Function dritten Grades von drei
Variabeln, und ihre Determinante, mit solchen Facloren zu multipliciren,
dafs ihre Summe in lineire Factoren zerlegbar sei.

Um diese constanten Factoren zu finden, bemerke man, dafs sowohl
der Theil links der Gleichung (57.), als seine nach x,, x,, x; genommenen
partiellen Differentialquotienten fir die Werthe x{”, .x({), x{” der Variabeln
x,, Xy, X3, WO x eine der Zahlen 1, 2, 3 bedeutet, verschwinden, weil der
Theil rechts der Gleichung und seine nach x,, x,, x; genommenen partiellen
Differentialquotienten fiir die nach (53.) entsprechenden Werthe y, =0, y;=0
oder y;=—0, y;==0 oder y,=0, y,=0 verschwinden Man hat daher,
mit Beibehaliung der frihern Bezeichnungen, fitr die Werthe x, = x{9,
Xy = z-(z"), xX; = .‘Eg")i

58. d.fi+d.9,=0; d.f,-+d.0=0; d.f;}3.9;=0;"

12 %
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woraus nach Lehrsatz 3. folgt:

5. D.fi+4.9=0; D.fi+d.9,=0; D.fi-}4.9;=0.
Eliminirt man endlich £, oder f, oder f;, so erhalt man zwischen d und J die
Bedingungsgleichung

60. D.0—d4.d = o.

Diese Gleichung ist homogen in Riicksicht auf d und & und vom 4ten
Grade, weil, wie sich in No. 18. zeigte, D und 4 homogen und vom
dritten Grade sind. Demnach lafst sich der Lehrsatz 7. wie folgt vervoll-
standigen.

Lehrsatz 8.

Eine gegebene homogene Function 3len Grades von drei Varia-
beln und ihre Determinante lussen sich auf 4 verschiedene Arten mit
solchen constanten Facloren multipliciren, dafs die Summe jedesmal in
linedre Factoren zerlegbar ist.

Wenn man die Elimination der Variabeln wx,, x,, x; aus (58.) und
(59.) auf die Weise ausgefiihrt hitte, dafs man in der Entwicklung derselben
nach Potenzen und Producten der Variabeln diese Potenzen und Producte als
die Unbekannten eliminirte, so wirde man eine homogene Gleichung vom 12ten
Grade in Riicksicht auf d und J' erhalten haben; woraus man schliefsen konnte,
dafs es nicht 4 sondern 12 Arten der Zerlegung in lineire Factoren gebe.
Von diesen 12 Arten fallen aber immer je drei in eine zusammen, weil die
aus der genannten Elimination hervorgehende Endgleichung von der Form
(D.0—4.d) =0 ist; was aus dem Vorhergehenden erhellt.

Dividirt man die Gleichung (60.) durch J*, so wird man eine

Gleichung 4ten Grades in Riicksicht auf die Unbekannte % erhalten, deren

Wurzeln .
@y G @ @)

sind. Diese 4 Wurzeln sind zu bestimmen, wenn man die vorgelegte Auf-
gabe vollstindig l1osen will. Ist es geschehn und lifst man d und O ir-

gend zwei Grofsen bedeuten, deren Quotient -:,i einer der gefundenen Wur-

zeln gleich ist, so bleiben noch die Gleichungen (58.) aufzulésen, aus denen
man die Verhaltnisse der Unbekannten x,:a,: 2, festzustellen hat. Es ist aber
oben angedeutet worden, dafs diese Gleichungen erfillt werden, wenn man
fir x,, @,, x; eniweder x{", z®, (" oder 2, 2{?, x{» oder x{’, z{, z{»
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setzt. Man wird daher drei verschiedene Systeme von Verhiltnissen der
Unbekannten zu einander aus den Gleichungen (58.) ziehen konnen, welche
jenen Gleichungen geniigen. Loset man aber zwei von den Gleichungen (58.)
auf, so ergeben sich, da sie vom zweiten Grade sind, 4 solcher Systeme, von
denen eines, welches der Gleichung (58.) nicht geniigt, auszusondern ist.
Wie die Unbequemlichkeit. der Aussonderung des 4ten, iberflissigen Systems
durch einen eleganten Calcul vermieden werden konne, soll in dem néchst-
folgenden Paragraph auseinandergesetzt werden. Hat man nun auf irgend
eine Weise die drei verschiedenen Systeme von Verhiltnissen der Unbekannten
gefunden, welche sammtlichen Gleichungen (58.) geniigen; so wird jedes der-
selben einem Systeme der Verhilinisse der unbekannten Coéfficienten x{?:x{”: 2§
gleich sein. Damit die Unbekannten aber den gesuchten Coéfficienten der
Substitutionen selbst gleich werden, hat man sie so zu bestimmen, dafs sie
noch der Gleichung #
=1

geniigen. Nachdem auf diese Weise die gesuchten Coéfficienten der Substi-
tutionen bestimmt worden sind, bleibt noch iibrig, den Werth der Grofse =
in der Gleichung (54.) anzugeben. Dieser ergiebt sich aus der genannten
Gleichung, wenn man den Theil links derselben durch die gefundenen Sub-
stitutionen als eine Function der Variabeln y,, y,, y; darstellt, den Coéfficien—
ten von y,Yy,ys der Entwicklung heraushebt und ihn durch die Zahl 6 dividirt.

Die - vorgelegte Aufgabe lifst vier wesentlich von einander verschie-
dene Auflosungen zu, da man auf die angegebene Art jede der vier Wurzeln
der Gleichung (60.) verwenden kann.

21) Nachdem man die Wurzeln der biquadratischen Gleichung (60.)
berechnet und zwei Grofsen d und J bestimmt hat, deren Quotlent glelch

einer jener Wurzeln ist, so bleibt noch iibrig, die drei verschiedenen Verhalt-
nisse der Unbekannten @, : @,:x; zu bestimmen, welche simmtlichen Gleichun-
gen (58.) genigen. Dieses kann auf folgende Weise geschehep. Man seize
die Werthe von ¢,, ¢,, ¢; aus (58.) in die Gleichungen (33.*). Diese
Gleichungen lassen sich, wenn man o, 3, y fir Rx,, Rx,, Rx; setat, wie
folgt darstellen:
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‘I 31,2 37’%1»’)’02
S — Pm)fz
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~ 123 Pm,s)fs s
33— ?f’wﬂ) fso
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61. 3 B2, = (5 s0a— § Pras) it
ﬁxs"'—( P30 — 5!’2,31)1‘14"

+

7= (— P —F I’s,i, )ﬁ q iy 3 Ps,x 'z)ﬁ
y &Ly, = ( P20 — 5 p3'21>ﬁ (b‘qa,fz,z‘"g‘l’sn) ‘]3, 2,8 6 ps 2,3 )f3 9
K}’ Ty = (’9‘ Y330 — ‘5_I’3,3,1)f1 (2’1— 3,320 31?3,3,2)]02 +( q3 3,3 3 Ps 3; 3)f3

Durch Auflosung des ersten, zweiten und leizten Systems von 3 Glexchungen
nach f,, f,, f. erhilt man:

( L = a(“l,nxl‘*‘al,'zwz"i‘ax,a“%%

fr = a(ty o1t o2 @y 5 5)

= “("3,1“‘1“1"“3,2“‘2"["“3,:“‘3)’

fl = ﬁ(b1 tw1+b1 21‘2"} b, 3X3)s

62. 3 f, = B, +bg,2$2+bg $%3)

ﬁ ﬂ(b3,1x1+b3 2%, +ba,33"'3)9

f1 == (Cx,x -'”1+ 01,2-’”2'|‘ 01,3“'3),

= 7(%,1-’”1"}‘%,2-’”2"’ 02,3-’”3)7

s = 7 (651 00+ €502, €55 255) 5
wobei zu hemerken ist, dafs @, ,=—@; , und ebenso b, ;== b, , und¢, ,=c, ,.

Zieht man nun das zweite System der Gleichungen (62.) von dem ersten ab,
0 erhilt man:

(aa, 1= b, l)x,—l—( ay o — 1, )1'2+( al 3 b1 3)-'1"3 = 0,
63. (}‘9‘“2 1—b, 1)“‘1"}‘( ay,—b,, )-'”2“‘( a3 — )3'3 = 0,
(ot (oot (ot ) = o

woraus sich durch Elimination der Unbekannten x,, x,, x; eine Gleichung

d

G213 — 3‘?2,1,3)]% 9
d

G223 — §P2,2,3)f3 9

P TN N

d
}Pz,s,a)fa Po3s— 5 Pz,s,s)fs D

T F i

A
|ﬂ

lls 1,3 3‘?3, ,3)f39
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dritten Grades in Riicksicht auf % wie

64 W =0
ergiebt. Die Wurzeln dieser Gleichung seien:

w a\® a\®
) G G
Setzt man dieselben nach einander in (63.) und bestimmt fir jede die ent-
sprechenden Verhaltnisse der Unbekannten, so werden solche gleich den Ver-
hélinissen der Coéfficienten x{, x{”?, x{ der Substitutionen sein, wenn man sie
aus den angegebenen Gleichungen (63.) und der Gleichung f=1 bestimmt.
Es ist im Vorhergehenden angedeutet worden, dafs die vorgelegte
Aufgabe 4 wesentlich von einander verschiedene Losungen zulafst. Man erhal
zwar aus den gefundenen Auflosungen andere, wenn man fir die Variabeln
Y15 Y2, s dieselben Variabeln mit den dritten Wurzeln der Einheit multiplicirt
setzt. Diese werden aber nicht als wesenilich verschieden zu betrachten sein.
Jede der 4 verschiedenen Aufldsungen verlangt die Kenntnifs einer Wurzel der
biquadratischen Gleichung (60.) und der vollstindigen Auflosung der dieser
Wurzel entsprechenden cubischen Gleichung (64.). Die vollstindige Losung
der Aufgabe verlangt also die Auflosung einer biquadratischen Gleichung und
4 von den Wurzeln derselben abhéngigen cubischen Gleichungen. In der fol-
genden Nummer soll aber dargethan werden, wie aus der einen Auflosung der
Aufgabe die ibrigen abgleitet werden konnen, ohne die Auflosung einer hoheren
Gleichung. Die Ausziehung der dritten Wurzel aus der Einheit wird hiebei
nicht fir eine Auflosung einer cubischen Gleichung gerechnet. Dieses voraus—
gesetzt, so erhellet, dafs die vollstindige Losung der Aufgabe in der That nur die
Kenntnifs einer Wurzel der biquadratischen Gleichung (60.) und die vollstindige
Auflosung der von dieser Wurzel abhéngigen cubischen Gleichung (64.) verlangt.
22) Aufgabe 3.
Die gegebene Function
[ = yityityit6ayiy.ys
durch Substitutionen von der Form
Y = 0z yPntyPs,,
y: = y$224yP2+ ¥ 2,
¥ = ¥4y Pm+yP%
in andere von derselben Form
66. [ == =2}}2i}{s}}6M.2,2,2
2u transformiren. ‘
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Wenn man diese Aufgabe auf dem in No. 20. angegebenen Wege zu
lésen unternimmt, so wird man finden, dafs die Bestimmung der Verhaltnisse
der Coéfficienten y{, y{?, y§” auf die Losung der Gleichungen

58. yi—Aiy:ys =05 yi—Aiy;y; =05 yi—iyy, =0
fithrt, welche in der vorhergehenden Aufgabe den Gleichungen (58.) entsprechen.
Durch Elimination der Variabelny,, y,, y; erhélt man die der Gleichung (60.) ent-
sprechende Gleichung 60.% A = 1.

Bezeichnet man nun durch &’ und &'/ die beiden imaginiren dritien
Wurzeln der Einheit, so giebt (58.%):

fir 4 = 1, fir 4 = Kk, fur 2 = k',
Yiiy:tys = 1:1 1, YiiYaiys = 1k Ky | yoyey, = 1Rk,
Yiiyaiys = 1K K7, 0 yoyaiys = Ll ckY L yoytys = 1:1 ik,
yiyaiys = L:EiR, | yeyys = 1k, Yiiyatys = 1:k:1;

woraus folgende drei Substitutionen hervorgehen, durch welche die gegebene Func-
tion £ der Variabeln y,, y,, ¥; in andere von derselben Form transformirt wird :
Erste Substitution.
342wy, =2+ =+ 2, oder 2,=(142){y:} y.+ ysb
67 { 32y, ==+ Kk 2,+-k"s, - =0142){y K"y} K yi},
34wy, =2,k +k'z; = 2=142){y,+ K y.-FE"ys}.
Zweite Substitution.
3142k n)y,;= =2 2t 2 oder k'e, =142 n){k'y,+ vyt yi)s
68. %3([+2k”n)y2=k’z,+ sbhs - =Rk Yok Yok,
(U2 ")y, =Kz k"2 2, -  2={-F%k"n){ ytk'y.t yi)
‘ Dritte Substitution.
314 22%'n)y,= =+ 2o 2 oder ke, —=(12%'n){K'y-- yrb  yi)s
69.{3(1—}—2/;"7:) yo=k"%4 2-}k'z, - =011k y+t y Ky},
3(142%k'n)y,=k'z k2t 2, -  2=142%'7){ yt+k'yvt vy}
Die verschiedenen Substitutionen, durch welche eine gegebene Function
f==a,, , x, 2,2, der Variabeln x,, x,, x; in andere von der Form
23+ 28+ 2146112, 2,2;
transformirt wird, erhalt man nun, wenn man in den Substitutionen (53.), deren
Coéfficienten in No. 20. und 21. bestimmt worden sind, fir y,, y,, y; entweder
2, 2, %; oder die Werthe von y,, y;, y; aus den vorhergehenden drei Substitu-
tionen setzt. Aus diesen Substitutionen ergeben sich endlich noch andere, wenn
man die Variabeln 2, , 2,, 2, einzeln mit den dritten Wurzeln der Einheit multiplicirt
und diese Producte statt der Variabeln 2, , 2,, 2; setzt. (Die Fortsetzung im niichsten Heft.)
Konigsberg, den 16. Januar 1844.
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