872 18. Staudt, iber die Bernouilischen Zahlen.

18.

Beweis eines Lehrsatzes, die Bernoullischen Zahlen
| betreffend. '

(Von Hrn. Professor Staudt in Erlangen.)

1. Bezeichnet man die Summe der mten Potenzen der x ersten po-
sitiven ganzen Zahlen durch S™(x), so ist, was auch a, 4, n fir positive
ganze Zahlen sein mogen:

S*(ab) = bS*(a) +naS""(a).8'(b—1), mod. g%
Setzt man nimlich in der Congruenz:
(ftga)y = " +naf"'g, mod. @
fir £ nach und nach die Werthe 1, 2, 3 .... @, und fir ¢ nach und nach
die Werthe 0, 1, 2, 3 .... b—1, so geht durch Addition der obige Satz
hervor. Fiir den Beweis des nichstfolgenden Satzes ist schon die Con-
gruenz S (ab) == =5S" (a), mod. @ hinreichend.

2. Wenmn @, b, ¢, .... ! Primzahlen zu einander sind, so ist

S"(abc....l)___S"(a)_S"(b)_S"(c) s
L

= einer ganzen Zah.

abec....1 a b c
Nach dem Vorigen ist niamlich S"{(abe....l)—b¢c....1S"(a)—ac....1S"(})
—ab....18"(€).... —abc....S"(I) durch jede von den Zahlen a, b Cyanes l

und albo auch durch ilir Product theilbar.
3. Wenn a, n beliebige positive ganze Zahlen sind, so ist
28+ (@) = (2n+41)aS™(a), mod. @’
Es folgt dieser Satz aus der Congruenz
vt 4 (a—0)"t = (2n4-1)av™, mod. &,
wenn fiir v nach und nach die Werthe 0, 1, 2, 3, .... a geselzt werden.
Die Congruenz 2.8™% (a) =0, mod. a gilt auch noch, wenn =0 ist.
4. Wenn a, b, n beliebige positive ganze Zablen sind, so ist
S*™(ab) = bS*(a), mod. a’.
Folgt aus 1. und 3.:
5. Wenn a, 7, n positive ganze Zahlen sind, so ist
§(a”) __$"(a)
a’ a
Fiir r=1 ist der Satz offenbar. Da ferner, wenn g eine posilive gauze

= einer ganzen Zahl



18. Stund!, Wber die Bernoullischén Zahleh. i

Ziahl bedeutet, nach dém Vorigen S (a**') = a8 (a?), niod. a*, und also
S (abt) S (a®) __ . .

T —— = einer ganzen Zahl ist, so erglebt sich der Satz fir
ein anderes r, wenn fir o nach und nach dle Zahlen 1 2, 3, A |
gesetzt werden.

6. Wenn ¢, b € on l Primzahlen zu ei'uander, o3y Yy sees A
aber belleblge positive ganze Zahlen sind, so ist nach 2. und 5.

S*(a®.bF.cr ... )  S™(a) 8C(B)  S*(c) S (1 )
T au.bR. o7, z a b T T T = ‘einer ganzen Zahl.

7 Wenn a eine Primzahl und n eine beliehige positive ganze Zahl

bezeichnet, so ist entweder is—"&(—'ﬂ—l-% oder S"( ) einer ganzen Zahl gleich,

je nachdem nimlich » durch a—1 theilbar oder nicht theilbar ist.

Im ersten Falle ist nimlich fir jedes =, welches durch @ nicht theil-
bar ist, =1 und also S8"(g)==a—1 = —1, mod. a. Im letzten Falle
aber gilt die Congruenz z"*'=x, mod.a¢ nicht fir jeden Werth von z.
Da aber, wenn x durch & nicht theilbar ist, die Zahlen x, 2z, 3z, .... ax,
den Zahlen 1, 2, 3, .... @, wenn auch in verinderter Orduung, congruent
sind, so ist auch x*S"(a) = 8"(a) und also S"(a) =0, mod. a.

8. Wennu, n beliebige positive ganze Zahlen sind, und @, b, ¢, .... %
diejenigen verschiedenen Primfactoren von u hezeichnen, fir welche a—1,
b—1, c—1, .... Iz—l Theilel von 2n werden, so ist nach 6. und 7.

SW“) +1 + + — +% = einer ganzen Zahl.
Naech 3. ist also
28m=1(u) | 2n+1 4 2741 | 204t 2n1 o
— + = +=——+ = e + ==~ = einer ganzen Ziahl.

9. Wenn m>3 und x durch jede Primzahl theilbar ist, welche
nicht grofser als m ist, so ist auch £™~* durch m theilbar.

Es sei irgend ein Primfactor a in sn amal enthalten, so enthilt x™-2
denselben wenigstens (m—2)mal, und es ist nur zu heweisen, dals m>a+-2
ist. Ist nup « =1, so ist der Annahme gemifs m=>a 4 2. Ist aber a>1,
so ist a®>a 42, und also noeh weit mehr m>a+2.

10. Wenn B®™ die nte Bernoullische Zahl bezeichnet, und o, (3,
4, «+++ N diejenigen Theiler von n sind, fir welche 2041, 2341, 2y41,
veee 2N -1 Primzahlen werden, so ist:
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("’+(7 + 57 +1+2p’+1+27+1 +22.+1) = einer ganzenZahl
ungerade
gerade
Es sei x das Product aus allen Primzablen, welche nicht grofser
als 2n4-1 sind, so ist, wenn der Satz fiir jede Zahl gilt, welche <<n ist,

. n
sq:r(a'_') u-T-B(n) —_— -}m'zl—l:'*_‘anB(""l)x.%x iQn,,B("“z)x-%xs- . z

wo #+ gilt, wenn n ist.

p—

-+ 7,- 2n+l -

einler ganzen Zahl. Nach 8. ist aber auch SQH($)+%+ T +1 +5 ﬂ it
271 +2z+1
gilt, wenn er fir jede kleinere Zahl gilt. Nun gilt er fir n =1: also
allgemein.

Anmerkung. Nach dem neuesten Blatte von Schumachers Astro-
nomischen Nachrichten ist von Herrn Tkomas Clausen eine Abbandlung
iiber die Bernoullischen Zahleu zu erwarten, in welcher unter andern auch
obiges Theorem, welches ich bereits vor mehreren Jahren dem Herrn Hof-
rath Gaufs mitgetheilt habe, abgebandelt wird. Es gab mir dies Veran-
lassung, den Beweis, welchen ich davon fand, zu veroffentlichen.

Erlangen, den 16ten August 1840.

eine ganze Zahl, woraus hervorgeht, dafs der Satz fiir n




