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18.

Beweis eines Lehrsatzes, die B ern o u l lischen Zahlen
, betrefi'end. '

(Von Hm. Professor Staudt in Erlangen.)

 

1. Bezeichnetman die Summe der mten Potenzen der x ersten po-

sitiven ganzen Zahlen durch S'"(x), so ist, was auch a, b, 1: fm- positive
gauze Zahlen sein mogen:

S"(ab) 2:2 [28"(0)+naS“"‘(a).S’(b-——1), mod.az.

Setzt man némlich in der Congruenz:

(f+ga)"....“-2 f" +naf""‘g, mod. (2
fiir f nach und nach die Werthe 1, 2, 3 . .a, und fur g nach und nach

die Werthe O, 1, 2, 3 6—4, so geht durch Addition der obige Satz

hervor.F1’ir den Beweis des nichstfolgendeu Satzes ist schon die Con-

gruenz S"(ab)=:..__618'" (a), mod. a hinreichend.

2. Wenn a, b, o, . . .l Primzahlen zu einander sind, so ist

S" (abc...._Q___S"(a)___S" (6)“ S" (c)
 ...—$ng =--.. einer ganzen Z3111.

abc....l a b c

Nach demVorigen ist néimlich S"Kabc.... I)-—l)c....lS"(a)-———ac lS"(b)

...—abuu lS"(c) -——a.bc S"(l)durcl1jede von den Zahlen a, b, c, ....l

and also auch durch ihr Product tlleilbar.
3. Wenn a, n beliebige positive gauze ‘Zablen sind, so ist

282"+‘(a) :.—=_._= (2n+1)a»S‘2"(a), mod. a2.

Es folgt dieser Satz aus der Congruenz
v?"+‘+ (a-v)’"+‘......"—— (2n+1)av”‘, mod. a,

wenn for v nach und nach die Werthe O, 1, 2, 3, .. .. a gesetzt werden.

Die Congruenz 28M" (a):0, mod. a gilt auch noch, wenn 12:20 ist

4. Wenn a, I), n beliebige positive gauze Zahlen .sind, so ist
SWIM) =—~._: bSWa), mod. a2.

Folgt ans 1. und 3.:

5. Wenn a, r, 13 positive gauze Zahlen sind, so ist

flgflméflfl
a" a

Fiir r --..= 1 ist der Satz ofi'enbar. Da ferner, wean g cine positive gauze

== einer ganzen Z3111.
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Zahl bedezutet, nach dom Vorigen 82"(a9‘l‘) a a8?" (a9), uiod. a’fi’, had also
82"(a9+1)__ S’"(a9) . .
W“ ae—zemer ganzen Zahl lst, so ergiebt sich der Satz fiir

ein anderes r, ,wenn fiirQ nach und nach die Zahleu 1, 2, 3, r—l
(gesetzt warden.

 

6. Wenu a, (1,0, .’ l lirimzahlen zu eiilander, n, a, B, y, A
aber beliebige positive gauze Zahlen sind, so ist hach 2. und 5.
82"(a“.b13.c,7....11) 3?n(a) 5mm») 52m) 82m)
‘aa.bfi.cf...;li “*7", b...”— c """" “I =6ml‘il‘ganzenZahl. 

.7. Wenn a sine PrimZahl und n eineSbeliebige pos’itive gauze Zahl

:bezeichnet, so ist entweder Egl-l-i— Oder S(a—-—-——-——)- einer ganzen Zahl gleich,

je nachdem néimlich n dutch a——~1 theilbar oder nicht theilbar ist.

lm ersteh Falle ist néimlich ffir jedes w, welches durch a uicht theil-

bar ist, x"=,_~_.=1 and also S"(a):._= a—l 3—4, mod. 12. Im letzten Falle
aber gilt die ’Congruenz x"+‘Ea:, mod.a nicht ffir jeden Werth von :8.

Da aber, wean x dutch a nicht theilbarist, die Zablen x, 2x, 3x, ax,

den Zableu 1, 2, 3, a, wenn auch in verfinderter Orduung, congruent
sind, so ist auch x"S"(a) =———..:S"(a) und also S"(a)EO, mod. a.

8. Wenu u, n beliebige positive gauze Zahlen sind, und a, b, c, h

diejenigen verschiedeneu Primfactorsen von u bezeichnen, fiir welche a—I,

b-1, c-—-1,.h-~1 Theiler von 2n werden, so ist nach 6. and .7.
Sgn(u)+1ab+ +:___ ..”+5.:— = einer ganzen Zahl.

Nach 3. ist also
282n~1(u) 2n+1 2n+1 '2n—I—1 {1+1 __
7"-+ 7—.”- + T.— + T”- . C v. . + h...— _.... einer ganzen Zahl.

9. VVeun m:>___3 und r” (lurch jede Primzahl theilbar ist, welche

nicht griifser als m ist, so ist auch xm'2 durch m theilbar.

Es sei irgend ein Primfactor a in m amal enthalten, so enthélt xm-z

denselben wenigstens (m—Q) mal, and es i-st nur zu beweisen, dafs m;(1+2

ist. Ist nun m2: 1, so ist der Annahme geméifs mgm+2. Ist aber cc>1,

so ist a“>oa+2, and also nooh weit mehr m>m+2.

10. Wenn 13‘”) die nte Bernoullz'sche Zabl bezeichnet, and a, B,

y,. 7K. diejenigen Theiler von 23 sind, fur welche 2a+1, 29—1-1, 27-1-1

. .. . 27x+1 Primzalilen werden, so ist:
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BM _-l_-_ G +2a+-~7 +2.64? +27~+1 .... +2711)“—.... einer ganzen Zahl,

ungerade
gerade

Es sei a: das Product ans alien Primzahlen, welche nicht grofser
als 2n+l sind, so ist, wenn der Satz fur jede Zahl gilt, welche <n ist,

32:5?) - (n) ._... ‘Zu—l— (n-1) (n—2) 3 ~70?" ._..+3 -1” 4.21123 x.§x+2nB x.§x.....+2n+——i._

einler ganzen Zahl. Nach 8. ist aber auch 8%(x)+§+—-—iEma+1+ 2fl+1 +

2y+1

gilt, wenn er fur jede kleinere Zabl gilt. Nun gilt er fur 13:21: also

allgemein.

Anmerkung. Nach dem neuesten Blatte von Schumaclaers Astro-
nomischen Nachrichteu ist von Herrn leomas Clausen eine Ahhandlung

fiber die Bernoullischen Zahlen zu erwarten, in welcher unter andern auch

obiges Theorem, welcbes ich bereits vor mehreren Jahren dem Herm Hof-
rath Gau/‘s mitgetheilt babe, abgehandeltiwird. Es gab mir dies Veran-
lassung, den Beweis, welchen ioh davon fand, zu verbfi‘entlichen.

Erlangen, den 16ten August 1840.

we + gilt, wean n ist.

 

... .1..sz+3- eine gauze Zahl, woraus hervorgeht, dafs dér Satz fiir n

 


