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8.

Ueber die Beduction der Integration der partiellen
Dlﬁ'erentlalglelchun gen erster Ordnung zwischen ir-
gend einer Zahl Variabeln auf die Integration eines
einzigen Systemes gewohnlicher Differential-
gleichungen. |

(Von Herra Prof. C. G. J. Jacobi zu Kénigsherg in Prenfsen.)

l‘

Professor Hamilton hat in zweien Abhandlungen in den Philos. Transact,
vom J. 1834, P.II. und vom J. 1835. P. I. das merkwiirdige Resultat gefun=
den, dals in den Fiillen der Mechanik, in welchen der Satz von der lebendi-
gen Kraft gilt, sich die Integralgleichungen der Bewegung, eben so wie die
Differentialgleichungen in der ihnen von Lagrange gegebnen Form, simmt-
lich durch die partiellen Differentialquotienten einer einzigen Function dar-
stellen lassen. Der Gang seiner Betrachtung ist ungefibr der folgende.

Es seien die Differentialgleichungen der Bewegung eines Systems
von n materiellen Puncten, welche den Bedingungen I'= 0, F,==0, ,,,,.
unterworfen sind,

dt x; 8F

s = ax.+}\6r +}\1 R ERLY
d?y;

m, dt}; - +7\ + 1 a cevey
.___dzz.__i Sy —

e = .5;;-+;\<9z; +}\1 _az; ’

in welchen Gleichungen dem Index i die Werthe 1, 2, .... n zu geben sind,
und m; die Masse eines Punctes bedeutet, dessen rechtwinklige Coordina-
ten x;, ¥;, % sind. Dies ist die Lagrangesche Form der Differentials
gleichungen, welche ihnen in allen Fiillen gegeben werden kann, in wel-
chen der Satz von der lebendigen Kraft gilt:

szm[(G) + @)+ E)] = 74+s

wo % eine Constante. Die Grifsen A, A, ete, sind der Symmetrie wegen
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eingefithrte Factoren, welche vermittelst der Bedingungsgleichungen elimis
nirt werden miissen. Die Function U deren partielle Differentiation dig
angebrachten Kriifte giebt, will ich die Kriiftefunction nennen,

Hat mai die sufgestellten Differentialgleichungen vollstiindig irtes
gritt, so kennt man die 372 Coordinaten als Functionen der Zeit und der
willkiihrlichen Constanten. Es werden diese Werthe in die Kriftefunction
U substituirt, und ihr partielles Differentiale nach einer der willkiibrlichen

Constanten, die ich @ nennen will, genomnien: so hat man
ouU oU 9« 4 U dy; 3U az,
-6_——'2[6.1:; +6y 8a+

d? x; ax, d2y; ayz d i azi]
= Zm [d‘t’ +d‘t‘ aa dt* " o0 l?

da die in A, A;, .... multiplicirten Ausdriicke wegen der Bedingungss
gleichungen verschwinden.
Den letztern Ausdruck kann man auch so darstellen:

da; xi 4 dy; O0yi , dz Oz
qu _ 4Em |5 e+ &t )
da dt
dw; 0%x; , Oy: 03y; , Ozi O%z;
—zm'[‘é—[ de Ot +—3—t— 6a8t+7t—'8a5t]'
Der zweite Theil dés Ausdruckes rechter Hand vom Gleichheitse

zeichen lilst sich ebenfalls als ein partielles, nach & genommenes Diffee
rentiale darstellen: az‘

ay,
g 9=m [aﬂ +or tor
-2 L ’
wodurch die vorstehende Gleichung sich in folgende verwandelt:

o[+ 12m G+ 30 5]

da

a_‘}’; a}’i 821 8zl
+T Ers + 57 at ’ au]

dt
Diese merkwurdlge Gleichung ist den Analysten, welche mch mit der Vae
riation der Constanten in den Problemen der Mechanik besoheiftlgt ha-
ben, nicht entgangen. Es folgt daraus mit Leichtigkeit emes der Haupte
theoreme dieser Theone. Setzt man nhmhoh

dy
= F=y, =4

dsm 3:1.', 3:1:;

—
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8o dafs die vorstehende Gleichung wird:

O ¢ d ;
AT +5Zm (e +y0 4+ dz"h[ % 5+ -a{: :SZ]
da ' : dt
und bedeutet 3 irgend eine zweite willkiibrliche Constante, so sehen wir
dafs die beiden Ausdriicke ‘
laml :aJ'i 0 z{ lax: a}'i e
azm|=% i 5%+ 7 . asm, [ 537.;_43?]
dt '
die partiellen Differentialquotienten eines und desselben Ausdrucks
U4 3Z2m(e 4y +27)
sind, das eine Mal nach ¢, das andere Mal nach 3 genommen, Es wird
also das Differential des ersten Ausdrucks nach (3 genommen gle:cb .dem
Differential des zweiten Ausdrucks nach o, genommen sein, ‘welches nach
Weglassung der sich aufhebenden Terme die Gleichung giebt:
b4 0x, Om; 0y dy; . 0% Oz
* dzm; [ap 5a t 9552 T3z Ba]

dt
dx; dx; ay Oy; . 0% 0z
_ 4=m [ ‘57 t 74" 38 + 3z "9p.

dt 0.
Diese Gleichung lehrt, dals der Ausdruck
dx; dx; Oy: dy; ., 0z} Oz 0x} 0w | 0y} By‘ dzy
2m [Bﬂ ‘5a T38'3: 1553 sl —=mag 57 + 7% +6a ‘37
von ¢ unabhiingig oder eine blofse Constante ist, welches der beriihmte
Lagrangesche Satz ist.  Man beweist auch noch leicht, dafs wenn vy irgend
eine dritte willkiihrliche Constante ist, und man jenen Ausdruck mit (¢, ()
bezeichnet, die Gleichungen Statt finden:
(e, @) =0, (@ B)+Ba)=0,
3(19,7)+3(?, “)+ a(a, B) 0,

Aber Hamalttm zieht aus der Gleichung, welche wir fanden:

(OLi 4 e 031 , 0z
AT +3Zmar +yp 4y _ PEm ot i)

am T d ; “ ’
neue Vortheile durch folgendes Verfabren, welches eben sowohl durch die
Methode als durch die Resultate, zu welchen es ﬂ:hrt, hochst bemerkens-
werth ist. Setzt man niimlich;

13+
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K] =/‘ U+ 3Sma? +y? 2] de,
so ist nach der bekannten Regel der Differentiation unter dem Zeichen:

S _ [ ARl oyl ),
- da ’

o

oder der obigen Gleichung zu Folge:
t s
a5 _ [ aZm(w g7 +yi gk +4i57)
Ba. 0 dt
Sind @, b, ¢ die Anfangswerthe von x, y, z und a’, &', ¢’ die Anfangs-
werthe von 2/, y', 2/, oder diejenigen Werthe, welche dem Werthe ¢ =0
entsprechen, so giebt diese Gleichung: |

b = w5y Hrigh+a ) —2m Gy +u Y +a50).

dt.

Die Function i ist eine Functioi von # und den willkiihrlichen Cone
stanten; sie wurde dadurch definirt, dafs ibr pach £ genommenes Diffe-
rentiale gleich ist der Summe der Kriiftefunction und der halben leben-
digen Kraft. Die vorstehende Gleichung lehrt auch ibr Differentiale fin-

den, wenn man blofs die willkiihrlichen Constanten als veriinderlich be-.
trachtet. Bezeichnet man niimlich durch die Characteristik ¢’ das Diffes

rentiale, welches man erhiilt, wenn man gleichzeitig alle willkiilirlichen
Constanten &ndert, ¢ aber ungeéindert lifst, so giebt die vorstehende Glei-
chung, wenn man sie mit ¢ multiplicirt, und die Summe aus allen &hn.
lichen bildet, die man fiir jede der willkiibrlichen Constanten erhiilt,

8’8 = Zm;(x;0'w; + yi0'y; -+ %8’ %) —Zm; (a;0' 0; 4 58" b; - ;9 c;).
Dies ist das vollstindige Differential von S, wenn man ¢ constant setzt,
und és als Function der willkiibrlichen Constanten betrachtet. '

Ist das System ganz frei, so hat man 67 willkiihrliche Constanten,
als deren Functionen § und die 6 7 Grifsen x, ¥, =, @, b, ¢ betrachtet werden.
Vermittelst der Integralgleichungen kann man die 37 Grifsen g, b, ¢ durch
diese 6 2 Constanten ausdriicken, und die 37 Grifsen x, 4, z durch diese
Constanten und die Zeit £. Man kaon daher auch die 6 » willkiihrlichen Con-
stanten als Functionen der Zeit und der 6 » Grifsen , v, 2, a, b, ¢ betrachten,

‘wodurch auch S eine Function der Zeit ¢ und der 6 » Grifsen x, v, 2, a, b, ¢
‘wird. Nimmt man in diesem Sinne die partiellen Differentialquotienten
von S, so giebt der vorstehende Ausdruck des vollstiindigen Differentials

'V,‘,_'(,.&\.f .
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von 8, sogleich seine nach den Grifsen x, y, z, o, 5, ¢ genommenen pare
tiellen Differentiale, niimlich:

oS , ‘88 : .
T m;x; T = —Mmia;
0S8 , oS .
oy = Y 95 — —mibi
oS __ ' aS '
3z — M o = —mic

Die vorstehenden 6 2 Gleichungen kann man als die vollstindigen
Integralgleichungen der vorgelegten Aufgabe betrachten, und zwar sind
die Gleichungen links die 32 Integrale erster Ordoung (welche Hamilton
auch Zwischenintegrale nennt), die Gleichungen rechter Hand, die
3n endlichen Integrale selber.

Ist dasSystem nicht frei, sondern sind die # Bedingungen gegelien,

F=0, Fy=0, ¢«o.. It,=0, ~
welchen die Puncte desselben Gentige leisten miissen; so kann man die
3 n Functionen x, ¥, z, welche man sucht, auf 32—#% reduciren, und
braucht von den 3 2 Differentialgleichungen 2ter Ordnung nur 37—#% an-
zuwenden, Man hat daher nur 67ne—2% willkiibrliche Constanten, fiir
welche man in den Ausdruck von § wieder die 3n—# Grifsen, auf
welche man die 32 Grifsen, x, ¥, % zuriickgefiibrt hat, und ihre Anfangs-
werthe, auf welche sich durch dieselbe Bedingungsgleichungen die 37 Gri-
fsen a, b, ¢ zuriickfilhren lassen, einfiihren kann. Zn der Gleichung durch
welche wir, wenn man £ constant setzt, das vollstindige Differentiale von
S, im obigen Sinne genommen ausgedriickt haben, und welche sich auch

so darstellen lilfst, ‘
0 = 3(L—ma)om+2 (L 4+ ma)oe,

+2(—-.m, OLL, +2(6b+m6)8b;
+z(a—z—i_m,.z,)a +z( S fme)oc,

sind dann eben so ¥ von den 3nDnﬂ'erentnalen ox, 0y, 0z und £ von
den Differentialen da, 85, dc¢ vermittelst der Bedingungsgleichungen zu
eliminiren und die in die iibrigen unabhiingigen Differentialen multiplicir-
ten Ausdriicke einzeln = O zu setzen. Bedeutet I° den Ausdruck von
F, wenn man darin fiir die 32Grifsen x, ¥, = ihre Anfangswerthe g, b, ¢

setzt, so bewerkstelligt man diese Elimination, indem man die £ Gleichuugen,
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S(f2 0wt 5- 3y,+ “9%) = OF = 0

e o o o o 0 ¢ o o e o e s

und die £ Gleichungen
oF°
=@ on+5 o+ ) = o =0

jede mit einem Factor multiplicirt, zu der obigen Gleichung hingefiigt,
und diese Factoren so bestimmt, dals die # von den Differentialen 9,
dy, 9z, und die ¥ von den Differentialen da, 95, dc, welche man elimi-
niren will, verschwinden. Da nun auch die in die iibrigen unabhiiogigen
Differentialen multiplicirten Ausdriicke verschwinden miissen, so erhiilt
man, wenn man die Factoren mit A, Ayy o000y — A% —A7 ..., bezeichnet,
das System von 67 Gleichungen-

’ oF
m;x; = axl+ +Alax’+ eo ey
BF
myy; == ay,'*' 3),+ 1552 e

miz,‘= az +}\az+1az!+tcol
00 F}

. t— 0 1
m;e; = — + +}“8a +....
S OaFn
mybl = +;\°ab SR
aF BF"
mic ._..-—-a—-c— 0 0 +0.ll’

welche jetzt als die vollstindigen Integralglexchungen mit Hinzuziehung
der Bedingungsgleichungen

F=0 F=0,...

Fy=0, F;=0, ....
zu betrachten sind, Die Multiplicatoren werden durch Auflisung einer
gleichen Zahl lineéirer Gleichungen gefunden, welche man dadurch erhilt,
dafs man die vorstehenden Gleichungen in die folgenden durch Differene

tiation ans den Bedingungsgleichungen sich ergebenden substituirt,

%tfz (c'?:v ”‘+ay '+3F)—"05

Z(aF ‘+6y +8F’ '-)=0,

€ L] L [ L] . . 0,
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so wie die Gleiohungen die man fiir £t =0 aus diesen erhiilt,
4y OF°
( i+ ab i+ a ) =0
F' 9F _
z(a i+ ob; b + a ) =0,

Wir sehen, wie auch in dem Fallo eines nicht freien Systems die Inte-
gralgleichungen eine ganz analoge Form mit derjenigen erhalten hae
ben, in welche Lagrange die Differentialgleichungen der Mechanik
gebracht hat.

Wenn der Satz von der lebendigen Kraft gilt, so kann man die
Function § auch so ausdriicken:

i
S= [ [U+3Zmai+yd +2)]dt
= /;’zmi(x;’+y;"+zg')dt—/zt
= 2/’[/‘dt+bt,

wo % eine willkiihrliche Constante ist. Ich habe aber im Vorhergehen-
den den Satz von der lebendigen Kraft nicht benutzt, weil diese Resul-
tate, wie Professor Hamiltorn nicht angemerkt hat, auf einen Fall ausge-
dehnt werden kionnen, fir welchen dieser Satz nicht gilt, auf den Fall
niimlich, wo die Kriiftefunction aufser den Coordinaten noch die Zeit ¢
explicite enthiilt, wie z. B, wenn ein Punct ohne Masse von beweglichen
Centren angezogen wird, deren Bewegung bekannt und gegeben ist. Ich
werde diese Ausdehnung der Formeln, wo sie statthaft ist, allezeit an-
geben, da der angegebene Fall der Mechanik in der That seine Anwen-
dung findet.

2. ,

Die Definition, welche wir von der Function § gegeben haben,
setzt die vollstéindige Integration der Differentialgleichungen des mechani-
schen Problems bereits voraus. Die vorstehenden Resultate hiitten dann
nur das Interesse, das System der Integralgleichungen in eine merkwiirdige
Form gebracht zu haben. Man kann aber noch die Function S auf eine
ganz verschiedene, und viel allgemeinere Art definien. Ich werde
mich im Folgenden auf den Fall eines ganz freien Systems beschriinken;
den Fall, wo irgend welche Verbindungen und Bedingungen zwischen

’



104 8. C. G. J, Jacobi, zur Theorie der particllen Differentialgleichungen.

den Puncten Statt finden, werde ich in einer spiitern Abhandlung wieder
aufnehmen, deren hauptsiichlichste Resultate ich bereits an einen andern
Ort mitgetheilt habe,

Wir betrachten § wieder als Function der Zeit, der Coordinaten
der Puncte und ihrer Anfangswerthe, Differentiiren wir S vollstiindig
nach der Zeit, indem wir auch die Coordinaten als Functionen der Zeit

betracbten, so erhalten wir, der Deﬁnition von § zufolge:
dS 0S ., ) G 2 ’
= (mrit it ios) = U+ 1Zm(e? +y7 +40)
H'eraus folgt, da
,_ 1088 ,_ 135 . _ 1 38

Xy == mem %=

: mi' 0z’ YT mi' 0y’ mi" 0z’ »
der Ausdruck des partiellen Differentiales von § nach ¢ genommen
4S '

= U—iZmef +y7 +27),
welcher Ausdruck sich, wenn Z7 nicht ¢ exphc:te enthiilt, also der Satz
von der lebendigen Kraft gilty in folgenden vereinfacht,

4S

—-—.__-

1

wo % eine willkiibrliche Gonstante ist,

Man erhalt aus dem Ausdrucke von %§ auch folgende Glefchung;

12“[ axl) +(ay,> +(azl ]

und dieses is_t eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung, welcher
die Function S Geniige leisten mufs. Die Function §, wie sie oben defi-
nirt worden, ist eine vollstqndnge Losung der partiellen Differentialglei-
chung erster Ordnung, indem sie aulser einer Constante, die man offen-
bar zu ihr noch hinzufiigen kann (da nicht die Function selber, sondern
pur ihre Differentialquotienten in der Gleichung vorkommen), 3 7 willkiihr-
liche Constanten, nimlich die Anflangswerthe der Coordinaten enthiilt, und
die Zahl der unabhiingigen Variabeln ebenfalls 321 betriigt. Ich will
einen Augenbhck bei der Natur der verschiedepen Losungen einer partiels
len Differentialgleichung erster Ordnung verweilen.

Man nennt nach Lagrange vollstindige Lisung einer partiellen
picht linesiren Differentialgleichung erster Ordnung eine solche, welche eine
gleiche Zahl willkiibrlicher Constanten enthiilt, wie die Zahl der unabhiine
gigen Variabeln betriigt, weil man vermittelst der, nach diesen genomme.
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nen partiellen Differentialquotienten der gesuchten Function eine solche
Zahl willkiihrlicher Constanten eliminiren kann, und im Allgemeinen keine
grifsere. Kennt man eine vollstindige Lsung, so kann man daraus
alle iibrigen Lisungen ableiten, deren die partielle Differentialgleichung
fihig ist, und welche einen sehr verschiedenen Charakter haben. Man
nimmt »u diesem Ende eine Apzahl willkiihrlicher Relationen zwischen
den willkiihrlichen Constanten an, oder was dasselbe ist, bestimmt einige
derselben als willkiihrliche Functionen der iibrigen, differenziirt nach die-
sen, als unabhiingig betrachteten willkiihrlichen Constanten die vollstiindige
Losung, und setzt die genommenen partiellen Differentialquotienten einzeln
=0; wenn man dann vermittelst dieser Gleichungen die willkiihrlichen
Constanten aus der vollstiindigen Losung eliminirt, so erhiilt man die neue
Losung, welche man, da sie willkiihrliche Functionen enthiilt, nach
Lagrange eine allgemeine Lisung nennen kann. Diese allgemeinen
Losungen haben aber einen ganz verschiedenen Character nach der Zahl
der willkiihrlichen Relationen, welehe man zwischen den willkiihrlichen
Constanten annimmt. Wenn 7 die Zahl der unabhiingigen Variabeln
und also auch die Zahl der willkiibrlichen Constanten ist, so hat man
m—1 Classen allgemeiner Lisungen, je nachdem man 1, 2,.... oder
m—1 Relationen zwischen den 72 Constanten annimmt, und dann wie
oben verfihrt. Die allgemeinste Lisung ist diejenige, beiwelcher nur
eine Relation zwischen den Constanten angenommen, oder eine als Func-
tion der iibrigen angesechen wird. Der Grad der Allgemeinheit verringert
sich mit der Zahl derjenigen willkiibrlichen Constanten, fiir die man will-
kiihrliche Functionen der iibrigen setzt. So ist es allgemeiner oder Lifst
mehr willkiibrliches zu, eine willkiihrliche Constante als willkiibrliche Func-
tion der 72—1 andern anzunehmen wie in der allgemeinsten Lisung, als
zwei willkiibrliche Constanten als willkiihrliche Functionen der m —2 an-
dern anzunehmen, wie in der niichst folgenden Classe allgemeiner Losun-
gen, Denn denkt man sich eine willkiibrliche Function von 7 —1 Gri-
fsen nach den Potenzen von einer derselben geordnet, so sind die Coéf-
ficienten willkiihrliche Functionen von m —2 Grifsen, so dafs eine will-
Kkiibrliche Function von 7 —1 Grifsen unendlich viele Functionen von
m—2 Grofsen umfafst. AlsGrenze dieser Classen allgemeiner Lsungen ist der
Fall anzusehen, wo man 7 Relationen zwischen den 72 Gri[sen annimmt, oder

diese als Constanten hetrachtet, was aber die vollstiindige Lisung selber ist.
Crellc’s Journal d. M. Bd. XVIL HR.2. 14
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Da die verschiedenen Arten Ldsungen; welche ich allgemeine Lo-
sungen genannt habe, willkiihrliche Functionen enthalten, so kann man
sie so particularisiren, dafs sie jede beliebige Zahl willkiihrlicher
Constanten enthalten, denn in jeder willkiihrlichen Function kann man
so viel willkiihrliche Constanten anbringen, wie man will. Giebt man
den willkiibrlichen Functionen zusammen 7z willkiihrliche Constanten,
wenn m die Zahl der unabhéngigen Variabeln in der partiellen Differene
tialgleichung ist, so kann man jede particularisirte allgemeine
Lésung mit m willkiihrlichen Constanten ebenfalls als eine
vollstindige LGsung ansehn, aus welcher man eben so wie
aus der vollstindigen Losung, von welcher man ausgegangen
ist, alle Arten Lsungen, deren die gegebene partielle Diffe-
rentialgleichung fihig ist, ableiten kann. Man kaon auf &hn-
liche Art jede allgemeine Lisung so particularisiren, dafs daraus eine Lie
sung wird, die zu einer minder allgemeinen Classe gehort. Hat man z. B.
eine Losung, in welcher £ Grifsen als willkiihrliche Functionen der 2 — £
andern vorkommen, und ist />> £, aber zugleich /<Cm, so kann man diese
k willkiihrlichen Functionen von m—£ Grilsen so particularisien, dals
darin so viel willkiihrliche Functionen von 72—/ Grofsen vorkommen,
wie man will; und nimmt man fir diese % willkiihrliche Functionen par=
ticuliire Formen, in denen / willkiihrliche Functionen von 7 —/ Grélsen
vorkommen, so kann man diese Lisung als eine solche betrachten, die
zu einer minder allgemeinen Classe gehort, und die man aus der vollstin-
digen Lisung erhalten kann, wenn man darin / willkiihrliche Constanten
als willkiihrliche Functionen der iibrigen betrachtet, und fiir diese solche
Functionen setzt, dals die nach ihnen genommenen partiellen Differential~
quotienten der vollstindigen Lisung verschwinden.

3.
Nachdem ich diese bekannten Betrachtungen vorausgeschickt habe,
kehre ich zu der hier vorliegenden partiellen Differentialgleichung zuriick:
2 2 2
g+ 5+ =2
von welcher die Function S, wie sie oben definirt worden ist, wenn man
noch eine willkiihrliche Constante zu ihr addirt, ein vollstindiges Integral
ist, Da es aber unendlich viele vollstindige Integrale derselben partiellen
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Differentialgleichung von der verschiedensten Form giebt, so ist die Func-
tion S durch die partielle Differentialgleichung, der sie Geniige leistet,
noch nicht bestimmt. Gleichwohl ist das System der 372 gewdhnlichen
Differentialgleichung der Bewegung durch die eine partielle Diffentialglei-
chung volistindig ersetzt. Denn es lifst sich leicht zeigen, dals jede
vollstéindige Losung derselben hinreicht, um séimmtliche Integralgleichun-
gen der Bewegung daraus abzuleiten.

~ In der That sei S irgend eine vollstindige Lisung der partiellen
Differentialgleichung

1 2 2 S\?
argl@ + @G+ =2
Da die Zahl der unabhiingigen Variabeln hier 3 241 ist, niimlich
die Zeit ¢ und die 3 2 Coordinaten, so mufs die vollstiindige Lésung 371
willkiihrliche Constanten enthalten, von denen man sich immer eine mit
$ durch blofse Addition verbunden denken kann. Es seien o, o, ...
«+ O3ny die 37 iibrigen, und f8;, (3, ...+ (s, andere willkiihrliche Con-
stanten, so will ich zeigen, dals folgende 37 endliche Gleichungen zwi-
schen den 37 Coordinaten x;, y;, z; und der Zeit ¢,

oS oS a8
g;;=8u 50:—3:6” Y Tam = (3,

immer dem vorgelegten System gewdhnlicher Differentialgleichungen :

d?ax; o d?y; oU d? z; oU
ige & ow? mi-7 = 5—3'—;" migtT = 3z
Geniige leisten.
Differenziirt man niimlich die gegebenen endlichen Gleichungen,
wodurch die willkiihrlichen Constanten (3,, 35 .+.. 35, » von selber ver-
schwinden, so erhiilt man die 32 Gleichungen:

08
d.—
Jay __ 0°S S L, 6°8 ., &#S
0= dt _aa,8t+. (ba,éwzxi+3a,6yiy‘+6a,8zi"i)
d oS
_ %5a; s s ., S ., S
0=—"= a,at+ (quaxixi_'-8aaayiy"‘+3%¢9zi”")
[ ) Od' azso ° . L] [ . . L) . . . [ ] L L] . . .
'aa3n — azs 335 ’ a S ) a‘S
0 == dt "-aas,.Bt+z(8a3n6xixi+6a3n8y;yi+3a3n8zizi)’

aus welchen man die Werthe von xi, ¥i, z; durch Auflésung bestim-
men kann. Vergleicht man aber diese 37 Gleichungen mit folgenden
. 14+
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3 n identischen Gleichungen, welche aus der gegebenen Gleichung:

U = as'l"!'2 [(a.r‘) + (ay +(:99—z: 2]’

durch partielle Differentiation nach o, ¢,, .... a;, hervorgehn,

0 = 0*S + 1[ 9*S 38 0*S 08 03S 081
— Qe 0t miLlde; 0x; "0a; ' Oa, dy; "0y; ' Oa; 0z 0zl
__ 0%S 1J o*S 9S8 0*S 088 0*S 083Y.

0= da, Ot + zmi [3063 dx; " 0xi ! Qe, 3yi' 0y: V 0a, 0z "0x1?

0%S 1 0%S 4S8 6" 0*S R
0= 43a3n6t+2;i[8a3n3xi'73_1—2 8a3,,8y, 8y;+3a3n8z, EF &

so siecht man ohne weiteres, dals die gesuchten Werthe von «3, ¥i, 2i,
welche die obigen Gleichungen erfiillen sollen, folgende sind:
s dxi 1 0S8 . dyi__ 1 88 (_dz__1 88

s e T —— —— I

qt o mi 0x? odt mi"dy;® A= T m 0z
Differentiirt man die vorstehenden Gleichungen aufs neue, 8o ers
hiilt man die Gleichungen:

f—
i

d*x; __ <[ 028 0%8S - 98 ,' 0%S
migE = = Errrs 7‘+6x 0k k+c’9x azk + dx; 0t ’
& s[ 08 L 25 ,1 9°S
e = 1 3y; 0wk "+6‘y Ok "+8y azkz_ v s dy;ot ?
&z <[ 0°S 95 o _@s
maE = = | 0z; O vt 5o Oz Oyx ayk Yt 5oom 8z azk o e 0z 0t ?

wo man in den Summen rechts fiir £ die Werthe 1, 2, .... 2 zu setzen
hat, withrend i unveriindert bleibt. Wenn man in diese Gleichungen fiir
xy, ¥, = die gefundenen Werthe substituirt, so verwandeln sie sich in
folgende:

d2x; 1| o038 0*S 0S8 0S8 O8] B’S
™gE = En_ﬁ | 0ax; 0k 8xk +6w13yk 3}’k+ O0x; 0z Oz + dx;

d*y; __ 1 [ 0°S 08 0*S 98] 028
g = E;n—}; | 0y; 0 ax axk+ 0yidyr' 6‘y7¢+ 0y:0z; " 0zz + 5 dyi ot ?

Pz __ < L[ 98 928 3*S 98] L]
mgE = 251-;: 19 2; Oocx 8xk + 0z 0yk " ayk+ az,é‘zk‘azk. Ll Perre Bz.at *

Es sind aber die Ausdriicke rechts dle partiellen Differentialquotienten des

Ausdrucks s
32 [(3xk) + (3)'1:) + (azk) ]+ 9t ?

nach z;, ¥;, z; genommen, wodurch wir die Ditferentialgleichungen be-
kommen .
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d*o; oU dzy; BU, . d*z;  OU
m; di? — axi’ m; di? a),z n; di® = ;9—5’

welches die vorgelegten Differentialgleichungen sind. Wir haben also fols

gendes Theorem.
Theorem.

Es seien die Differentialgleichungen der Bewegung eines freien Sy-
stemes von 2~ materiellen Puncten folgende 37 Differentialgleichungen zwei-

ter Ordoung:

2w QU Ay, _ QU dz, U
MmigE = om?  hde T 0y:? MigE T gz

wo U eine gegebene Function der 372 Coordinaten wx,, y,, 2,5 #,, 42y %25 o+
«oe Xy Yny 2, und der Zeit ¢ bedeutet, und fiir i alle Werthe 1, 2,.... 2
zu setzen sind; es sei ferner S irgend ein vollstiindiges Integral der pare
tiellen Differentialgleichung:
23S S\? 2
v=5+120[0) + G+ @)
welches aufser einer mnt S blofs durch Addition verbundenen willkiihrlichen
Constanten noch 3z andre willkiihrliche Constanten -
' Gy Oy esee O3y
enthalte: so sind die vollstiindigen endlichen Integrale der vorgelegten
3n gewdihnlichen Differentialgleichungen 2ter Ordnung mit 67 willkiibr~
lichen Constanten: '
oS
Ja, A3

oS
Q3n - Bﬂn 3

wo die Grofsen
Bl’ BZ’ L BSn

neue 372 willkiihrliche Constanten sind; es sind ferner die nach den Coor
dinaten-Achsen zerlegten Geschwindigkeiten,

e 1 08 1 98 . __ 1 85
Ti = 0w’ y'—m;'ayi’ 5= dm
\ 4.

Eine der vollstindigen Losungen der im Vorigen betrachteten par-
tiellen Differentialgleichungen erster Ordnung ist die zu Anfang definirte
Function S, und zwar eine solche, in welcher die 37 willkiihrlichen Con-
stanten, die S5 enthiilt, gerade die Anfangswerthe der 37 Grilsen x;,. y;,
z; sind, welche wir mit a;, b;, c; bezeichnet haben. Fiir den hauptsiich-
lich vorkommenden Fall, welchen Hamilton allein betrachtet, wo die Kriifte~
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function die Zeit ¢ nicht exphc‘ile enthiilt, giebt derselbe noch eine zweite
partlelle Dnﬁ'erenhalglelchung erster Ordnung, welcher diese Function 8
Genuge leistet. Fiir diesen Fall gilt der Satz von der lebendigen Kraft,
welchen man so darstellen kann:
T—3Zmy(a’ +yi +27) = Uy—3ZEmy(e] 457 4 o),

wo wieder aj, b}, ci die Anfangswerthe von x;, yi, z; bedeuten, und
U, der Werth von U ist, wenn man darin fir x;, y;, 2; ihre Anfangs-
werthe ¢;, 6;, c; setzt. Es ist aber:

aS ‘2 32 /3
57 = U—31Zm(x] +yi +2),
und daber, wenn der Satz von der lebendigen Kraft gilt, auch

8% = U=z my(af + 57 o).

Fiir die Hamiltonw'sche Function S wurde aber

_ 938 08 38
ma;=— 5, m;b; = 350 -._—-5;;,
wodurch sich die vorstehende Gleichung in folgende verwandelt,
oS __ J0S\? d S\? d 8\?
5= o=z () + () + G-

Dieses ist die zweite partlelle Dnﬂ'erentialgleichung, welcher die Hamilton-
sche Function § Gentige leistet, und wodurch sie von allen andern volle
stindigen Losungen der ersten unterschieden wird.” Aber wir haben ge-
sehen, dals jede vollstindige Lésung dieser ersten durchaus hinreichend
ist, um die simmtlichen vollstindigen Integrale der vorgelegten Differen-
tialgleichungen der Bewegung zu finden.

Ich weils daher nicht, warum Hamilfon, um die vollstindigen In.
tegrale der vorgelegten Differentialgleichungen angeben zu kénnen, die Er-
findung einer Function S, von 62 +-1 Variabeln, néimlich den 37 Grifsen
iy Yis %, den 37 Grifsen @;, b;, c; und der Grifse ¢ fordert, welche zu
gleicher Zeit den beiden partiellen Diﬁ‘erentialgleichungen erster Ordnung

%—f— 3= m,[(af)+ S+ =0
Srizt B+ G +(§-§,.)] = 7,

Geniige leistet, wahrend es, wie wir gesehen haben, vollkommen hioreicht,

irgend eine Function der 37 -1 Grilsen ¢, x;, yi, % zu kennen, welche
der einen Gleichung
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2, (9853 2
arisg|G) + @)+ &) =2

Gentige leistet, und aufser einer mit ihr durch Addition verbundenen noch
3~ andere willkiihrliche Constanten enthilt, Hamilton scheint mir da-
durch seine schne Entdeckung in ein falsches Licht gesetzt zu haben,
aufserdem dafls sie dadurch zu gleicher Zeit unnithig complicirt und be-
gschriinkt wird. Auch ist hier der Ubelstand, dals, da man eine Function
picht durch zwei partielle Differentialgleichungen definiren kann, denen sie
gleichzeitig geniigen soll, ohne zu beweisen, dals eine solche Function
auch wirklich moglich ist, seine Theorie, wie er es ausgesprochen hat,
nicht an sich, sondern nur mit dem Beweise, den er liefert, verstiindlich
sein kann. Wenn dadurch, dals er gerade diese besondere Function
nimmt, die willkiihrlichen Constanten die Anfangswerthe der Coordinaten
und der nach den Coordinaten- Achsen zerlegten Geschwindigkeiten wer-~
den, so ist dies kein wesentliches Interesse, da die Einfilhrung dieser Con-
stanten die Form der Integralgleichungen in der Regel complicirter machen,
auch man die vollstindigen Integralgleichungen aus jeder andern Form
in diese bringen kann. Vielleicht ist auch Hamilton dadurch, dafs er
immer gleichzeitig zwei partielle Differentialgleichungen vor Augen hat, ver-
hindert worden, die allgemeiner Vorschriften, welche Lagrange in den
Vorlesungen iiber die Funciionenrechnung fiir die Integration einer nicht
lineiiren partiellen Differentialgleichung erster Ordnung zwischen drei Va-
riabeln giebt, auf sein Theorem anzuwenden, wodurch ihm, wie ich in
einer andern Abhandlung zeigen werde, Resultate von grifster Wich-
tigkeit fiir die Mechanik entgangen sind. Ich bemerke noch, dals die
Forderung, dafs die Function §, nachdem sie der ersten partiellen Diffe-
rentialgleichung gentigt, noch der zweiten geniigen solle, auch noch dadurch
eine Beschrinkung herbeifiihrt, dals sie den Fall ausschlielst, wo die
Kriiftefunction Z/ die Zeit # auch explicite enthiilt, weil fiir diesen die
zweite partielle Differentialgleichung nicht mehr giiltig ist,

S,

Man kann der partiellen Differentialgleichung erster Ordnung, durch
welche man das System der Differentialgleichungen der Bewegung ersetzt
hat, verschiedene Formen geben, indem man theils fiir die zu suchende
Function eine andere nimmt, theils die Variabeln éndert, Hamilton hat
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mehrere Beispiele hiervon gegeben, von denen ich hier nur eines ausein-
andersetzen werde, weil die iibrigen von germgerem Interesse zu sein
scheinen.

Es sei:
13m[x F ¥+ 2|0 = H.
Wenn U nicht ¢ explicite enthiilt, also der Satz von der lebendigen Kraft
gilt, so hat man
H = b, .
wo /% eine Constante. Es sei die Function § nach der von Hamilfon
gegebenen Definition bestimmt, und zu dem oben gegebenen Ausdruck

von &'S nach %—fat hinzugefiigt, so hat man das vollstindige Differential

von S, wenn man allen 621 Gréfsen f, «;, v;, =, oy b; ¢;, die es
enthiilt, unendlich kleine von einander unabhiingige Incremente giebt. Da wir

oS .
- 8t = -—H

fanden, 8o wird, wenn man sich der Characteristik der Variationsrechnung
bedient, diese vollstiindige Variation von S,

08 = — HJt+=m;[xi0x; -+ yi0y;+ 2 0%]

—=m;[a}da + 506 + ¢, dc]
Man setze : .
V=S84 H.t

so folgt aus der vorstehenden Variation von S der Ausdruck der Varia-
tion von 7,
OV = tdH + = m;[x;dw; 4 yi0y;}202]
© —=m[a}d0; - a; 0b; - ci3].
Denkt man sich vermittelst der Gleichung

20 [ax., +(as> +(az, |-v==8

die Grolse ¢ aus S eliminirt, so wird S und mithin auch 7 eine Funec-
tion von H, den 37 Grilsen x;, y;, z; und den 37 Grilsen a;, &;, ¢;, und
die vorstehende Gleichung giebt den Ausdruck von §7, durch die Varia-
tion dieser 672--1 Grifsen. Betrachtet man daher 7 ale Function von
H, den Coordinaten x;, ¥;, %; und ihren Anfangswerthen a;, 4;, c;, so
werden die partiellen ' Differentialquotienten von # nach diesen Grilsen
genommen : :
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I} 4

am= b
0 ' oV __
Ba: - % Ta - m;a;,
) A oV
i Yo ED) = —m;b;,
oV __ , oV __
% m; z;y 3G —7n;C ,,

Diese Werthe geben die partielle Differentialgleichung;

G + 6+ =v+m,

wo man, wenn U/ auch ¢ explicite enthilt, in I fiir ¢ das partielle Diffe=

rentiale g% zu setzen hat. Wenn aber, wie es insgemein der Fall ist,
U nicht ¢ explicite enthiilt, sondern eine blofse Funetion der Coordinaten
ist, so enthillt die partielle Differentialgleichung das partielle Differential
von IV nach H genommen gar nicht, weshalb H bei ihrer Integration
als Constante betrachtet wird,

Wenn U mcht ¢ explicite enthiilt, also / eine Constante ist, so
hat man, wenn man fiir S die Hamilton’sche Function nimmt,

= St He = ['[H+1Zma +y7+3) + Dlds,

oder da
H = 1Z2m=+y' +2)—0,
wird |
_/ = my(wf +yf +a0)de = 2Ht+2f Udt.

‘In demselben Falle, wo_ H eine Constante fst, erhiilt man fiir
¢==0 auch | , |
1Eme’ 57+ ) = U+ H

2260 + G + G = v+ A,

welches eine zwexte parhelle Differentialgleichung ist, welcher die Funce
tion 7 Geniige leistet, Hamilton definirt die Function 7 durch diese
beiden partiellen Dlﬂ‘erentlalglenchungen: aber um die vollstiindigen Ine
tegrale der Differentialgleichungen der Bewegung zu finden, reicht es wie-
der vollkommen hin, wenn man nur irgend ein vollstiindiges Integral 7
der cratern kénnt, ’ Lo oo

Crelle’s Jourpal d. M, Bd. XVIL HRt.2. 15

oder
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Wenn niimlich I/ die Grilse ¢ explicite enthiilt, so betrachte man
irgend eine vollst:indige wsung der partiellen Differentialgleichung

JlEm, [(a:) + ay. V) ] = U+ H,

wo, wie erwihnt, in U fiir £ zu setzen ist g; Solche Lisung wird,
da hier 3241 unabhiingige Variabeln sind, aulser einer mit # durch
Addition verbundenen . Constante, noch 372 andere oy, ¢y «v.. O3,, €nte
balten. Die 32 endlichen vollstiindigen Integrale des Systems von 372 ge-
wohnlichen Differentialgleichungen zweiter Ordnung

m d*x; __ oU O £ ou m(_l_‘_z1 _. oU
a7 9x? Vet T 9y Thder T om?
mit 67 Wlllkuhrlmhen Constanten, werden dann

oV oV
g;-*=[31, 3’&—:32! LI '60:3 ‘331-

wo 3, B.y +... P, die neuen 3n willkithrlichen Constanten sind; die
3 n Zwischenintegrale mit nur 37 willkiihrlichen Constanten werden ferner,

. 4
%1_:: = m;x;, g—;: = m;Yi, %;,; = mz;.
Die Grifse H kann man in diesen Gleichungen vermittelst der Gleichung
oV = ¢
"OH T

durch ¢ ersetzen. Der Bewels hiervon ist ganz 80, wie der fiir d;eFano-
tion S gefiihrte, -

Wenn aber die Function I nicht ¢ exphcxte enthiilt, so enthilt die
partielle Differentialgleichung eine unabhlingig Variable weniger, weil H
in diesem Falle eine Constante 2 wird; die Zahl der willkiibrlichen Con-
stanten einer vollstéindigen Lisung ist daher, aufser der mit 7 durch Ad-
dition verbundenen nur 37— 1, die wic oy, @) « s« U3y Dennen wollen,
Die 37 endlichen vollstindigen Integralglenchungen der Be-
wegung werden dann: :

oV ' ,
aa; Bu 575“’(32:--'-
zu denen man noch die Gleichung
4
} g? =t <47
zn figen hat, wof3;, C;, "..5,...,, T aeug 3n willkuhrhohe Con-

stanten sind, se dals hier wieder 62 willkihrliche Genstan-
ten ¢y %y coee Giegy Piy Boy eove Boomsy £y 7 gefunden werdon; die
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3n Zwischenintegrale endlich werden wieder:

oV 14 oV '
: 'a—m:::mx z, ‘ay =myi7 jg;-i——miz,-.

Der Beweis, der hier etwas modificirt werden muls, ist, wie folgt,.
Die Differentation der Gleichungen:
oV oV

—

. o
'g;‘;—- 1y 5;— 32; ceea ‘F—ah’i’:,ﬁlm
giebt folgende 32—1 'Gleichun‘gen o

‘ oV oV 2
z(aa,ax, ‘+5a,dx, Fj_aa a5 ) = 0
{ OV oV
z(aazax ‘+aa '+3a dz; )
o ., o 7 N
(aa3,.-18x, lTaasn-la}’; +aa3n-ldzvzlr == 0

durch 'Welche, da in ihnen kein Term vorkommt, welcher nicht in eine
der 3n Grifsen x}, yi, z; multiplicirt ist, die Verhiiltnisse dieser 3 » Gri=
[sen bestimmt werden. Differentiirt man die gegebene partielle Differen«

tialgleichung
2 (330,) +(8y. 3z, ] O+4

nach oy ey coee ,m,,l_l, so erhillt man die 37z-—1 Gleichungen:
1J oV oV ,. 0V oV oV oV

Z e 0w 0w T 3e. 0709y Taasom o0l = O
~1] o027 ov oV oV o0V oV

znT, [Oa, Oac; " Oac; +6a33y; dyi +Bu,6z, az,] - O’
T v v, o

2;; L0 @3n-1 D o0 ax:+a“3n-13)’z a)’i+a“3n-1¢9z; azx] = 0.

Vergleicht man diese 3 7—1 Gleichungen mit den vorngen 3 n—1 Gleichune
gen, 8o sicht man zuniichst, dals die 372 Grisen a7}, ¥}, z; sich respective

o W i e oV oV oV
wie die 372 Grofsen midm® mip’ mon verhalten, Differentiirt man nun

ferner die Gleichung:

3? = t+r,
so erhiilt man:
E[Ghax zit éhay ‘+ 3h az z,] =1,

and svenn man die gegebene partielle D:ﬂ'erent:alglexobung partiell nach 4
15¢
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differentiirt: /
3!15::, 3—:;: 3h5y, dy: ¥V 0r 0z ] = e
Vergleicht man diese beiden Gleichungen mit einander, so sicht man, dals

wenn sich, wie bewiesen worden, die 32 Grifsen x:, ¥i, z; respective
J3Gfs_1_37187 L 3V obelten. di "
wie die 3n Grofsen Tz? w3y w0 ver alten, die 3~ Grolsen

1 9V 1 o7
xiy ¥y % den 37 Grolen —.5—, - %}:— ’ —-1- g—— auch respective gleich
sein miissen, welches die 3n Gleichungen giebt.
LoVt 1o
Ti= m; Ox;? y'—mi"ay;’ T 0x
Differentiict man diese Gleichungen aufs neue, und setzt in den Differens
tialen fiir x;, yi, zj die vorstehenden Werthe, 80 erhiilt man;

d2x; oy .oV oV o3V oV
miae dt3 = mx LOx; 0z a?k‘-l- 3xiayk'6yk+ax,6zz 0zx )?

&3y oy a2V v, 9% v
Mg = mx L0y Oxx Bxk+3yz or:’ 6yk+é‘yzc9zk =z 1’

d*z; __ 1[ 03V oV oV orV ory .
maE = my LOz; 0y * 8xk + 0zidyk Oyk +0z, dzx "0z;°1?

in welchen Summen 7 unveriindert bleibt, wiihrend £ die Werthe 1, 2,.... »
erhiilt. Die Ausdriicke rechter Hand sind hier die partiellen Differential-
quotienten des Ausdrucks

I Kaxk) + (ayk azk) 1=

nach x;, y:, % genommen. Man kann daher dafiic die einfacheren Augse
driicke setzen: -

QO

U

zi?

&xi_ U dyi_ U a2 z;
™aE = im ™ = y:? g
‘welches die zu beweisenden Gleichungen sind.

In den Anwendungen scheint die Function § dann vorzugsieise
‘brauchbar, wenn die Kriiftefunction & die Zeit ¢ auch explicite involvirt,
Dagegen bietet die Function 7 und die gleichzeitige Einfiihrung der Grifse
H statt der Zeit ¢ grofse Vortheile in dem hiiufiger vorkommenden Fall,
wo U eine blofse Function der Coordinaten ist. Denn da in diesem letze
tern Falle, vermittelst des Satzes von der Erhaltung der lebendigen Kraft
H eine Constante wird, so enthiilt die partielle Differentialgleichung eine
Variable und die au sachende vollstiindige Lisung eine willkiihrliche Gon-

——
—

I

Q)
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stante weniger, Die Function 7, welche Hamilfon zur Erfindung der
vollstéindigen Integralgleichungen der Bewegung fordert, und welche gleiche
zeitig zweien partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung geniigen
muls, hat daher hier noch den wesentlichen Nachtheil, dafls sie eine Grilse
mehr als nithig ist enthiilt, nimlich aulser %2 und den 372 Coordinaten
noch ihre 32 Anfangswerthe, wibrend man nur irgend eine Lo~
sung der einen partiellen Differentialgleichung braucht, welche aulser %
und den 37 Coordinaten 3 2—1 willkiibrliche Constanten enthiilt,
| 6. ,

Wenn die Kriiftefunction die Zeit # nicht explicite enthilt, so
kann man aus den Differentialgleichungen der Bewegung die Grofse ¢
leicht herausschaffen, indem man sie als ein System von 672—1 Differen~
tialgleichungen erster Ordnung zwischen den 67 Variabeln x;, y;, z;, i,
¥i, % darstellt, Nennt man niimlich ¢;, ¢,, .... ¢;, die Coordinaten der
n Puncte, ¢i, ¢35 «+ .. 93, ihre nach den Coordinaten-Achsen zerlegten
und respective mit ihrer Masse multiplicirten Geschwindigkeiten, so kann
man die Differenzialgleichungen der Bewegung:

d? x; U 2y; 2z;
m;-m—; =—g?i’ ny; —=— :11!{ Z;Z m,%{;:%{
durch die Proportion darstellens
dyl dqg oot dgstdoiideyiiniidel, =

i, . 06U 90U oU
.__91 _‘72 oo.oo 737& aq aq;”“'aq;m .

wo von den Grofsen fhy s gz, «ees fian je drei, die sich auf Coordinaten ei-
nes Punctes bezichn, der Masse dieses Punctes gleich zu setzen sind,
Diese Proportion vertritt die Stelle von 62— 1 Gleichungen; die Zahl die«
ser Gleichungen, so wie der Variabeln, kann aber noch um eine verrine
gert werden, wenn man durch den im gedacbten Falle geltenden Satz
der lebendigen Kraft: :

(1 l’+1q,2’n.¢nu+;£3—ny-;ﬁ =U+h
‘eine der Variabeln eliminirt. ' Hat man diese Gleichungen vollstindig ine

tegrirt, und dadurch alle 672 Variabeln ¢y 2y veev 5ny 913 G29 00ee G5,
durch eine von ihnen, z. B, ¢, ausgedriickt, so erhilt man schliefslich die
Zeit durch eine Quadratug- Vermlttelst der Gleichungen:

dt—'l‘u ,,, #x dq,




118 8. €. G.J Jaco bi; Zur Theorle dér particlen Differenttalgleichungen.

Um d&e von Hamilton hbgegebene Fanction 7 2u finden, braucht man
diese Quadratur nicht ‘auszufiihren, sondern érhiitt sie ohne £ zu kennen,
unmittelbar durcb eine Quadrater, wern man die 67 Variabeln ¢, 72 o

eoe Dams §1s Gy o oes §3s durch einé von :hnen ausgedriickt hat, Man kann
nfimlich die Funetion

=~/o Sm;[x,- ]dt _f (“7’1 . 2 ;°o-+’!‘7;: dt
auch so darstellen
: 4 =f(yld91+y§d¢z-~--+9§ndasn),

aus welchem Ausdruck ¢ ganz herausgegangen ist, Wenn ¢ den Werth
von ¢, fiir t-—O bedeutet, so dals

1 = f Yo qut
80 hat man das Integral fiir 7 ebenfalls so zu nehmen, dafs es fiir n=rg,
verschwindet.
Das fiir £ angegebene Integral ist das partielle Differential des fiir
¥V gefundenen, nach % genommen, wvie sich aus der Gleichung:
14
oh
ergiebt. Durch solche partielle Differentiation eines Integrals nach einer
Constante kommt man in der Regel wieder auf ein neues Integral. Es
giebt aber einen sehr bemerkenswerthen Fall, svelcher auch unter andern
der Fall des Weltsystems ist, in welchem beide Integrale z und 7 unmit-
telbar auf einander zuruckgefhbrt werden kinnen, Dies ist der Fall, wenn
die Kriiftefunction eine homogene Function der Coordinaten ist.
Es sei die Kriftefunction ZZ eine Function der 32 Coordinaten
x;y ¥iy =; von der 'Diménsion €, so hat man bekanntlich:

oU
[ i Qai +y‘8y t= ‘6 ] = ¢0,
und daher vermittelst der Dn&‘erentmlglexchungen der Bewegung:-

d i‘i d y; d z;
zm ['ri di® +yi dlz ldta —fU

Der Ausdruck linker Hand wird ein vollstiindiges Differential, wenn frian
dazu die lebendige Kraft

dx. dx;, ...Z. dyi 4 dzi dz) _ o7
zm dt'dt + dt 'dt +?17 Ty B 20 +24

addirt. Man erhiilt dann durch Integration von =0 bis ¢ = t:
=mi[xxi+yyitzz]—Zmifo;0; 45,0 - c;ci] = (2+e?/; Udt3-2ke,

=t
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Es ist aber anderseits:
V= [ Smla+ytFlde=2/"Uart 24,

und daher : :

" Ehi[?ix;+yiy:+zizahzmi[aia;'l'b;b;-'fc,-c; =22"",V....5/;},

welches die Gleichung ist, vermittelst welcher die Functionen # und ¢
auf einander zuriickgefiihrt werden. Man kabn aus. dieser Formel, da
der Theil: linker Hand ein vollstandnges Differential ist, aueb noch das

abermalige Integral
Jﬂth
finden, Setzt man
| R = Sml+yl+, B = 4,
und nennt R,, R, die Anfangswerthe von R, R/, so kann man dle vore’
stehende Glewhung auch so schreiben :
R'—R! = 2+ )V —2skt,
woraus durch Integration:
R'—R,—R't = (2+e)f Pdt—ch.r.
Fir den Fall des Weltsystems ‘ist die Kriiftefunetion ZZ von der Dnmen.
sion —1, und daher e=—1. Man hat daher fiir diesen Fall:
R'—R, == V424t :
Wenn die Kriftefunction von der Dimension —2 ist, 30 kann man ver-
mittelst der vorstehemden Formeln nicht mehr die Function #» auf die
Function ¢ zuriickfilhren, weil danun £=—2, und deher der in 7 multi-
plicicte Term versehwindet. In diesem besonderen Falle hat man aber
zwei neue Integrale der Differentialgleiehungen der Bewegung:
R'—R' = &4kt, R—R,—R.f= 24is,
welche zwei willkiihrliche Constanten R,, R’ enthalten. Es ist dies der
Fall, wenn das System' materiellar Puncto. gegenseitigen Anziehusgen un-
terworfen ist, die sieh wie die Kuben der Distanzen wrhaken.
Setzt man fiir ¢ den Ausdruck
) 4
t = 43?{',
so hat man nach den obigen Formeln:
: R'—R, = (2+5)V—-25
woraus durch Integration mach 4:

oV
bah’
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. _E_'l;_a_l Q-I:c LTI
/{; F(R'—=R)Oh = —2¢h 7/'+K,
wo KX eine von % unabhiingige Grifse ist. Kennt man daher 7 fiir einen
speciellen Werth von 4, z. B. fiir 4=0, so kann man 7 auch durch Jos -
tegration nach h finden, Ist = —1, so wird die obige Fprmel,
‘/)(RI—R')V-,' = 2f,l ’,+K,

Es muls hier R'— R, durch die Anfangs~ und Endwerthe der Coordinas
ten und durch % ausgedriickt, und bej der Integration blofs % als variae
bel gesetzt werden.

Ich will bei dieser Gelegenheit nocb folgende Bemerkungen hinzue
fiigen. Man erhiilt aus den obigen Formeln das zweite Differentiale von
R, pach der Zeit genommen, durch die Kriiftefunction pusgedriickt vers

mittelst der Gleichung; R
P (2 +olU+424,

3 g;’—‘ = U4 2h
Nach einer bekannten, von Lagrange Ufters angewandten algebraischen
Umformung kann, wenn / die Summe der Massen, X, ¥, Z dje Coor-
dinaten des Schwerpunctes bedeuten, oder
MX = Emix;y, MX = ZImy;, MY = ZTmsx,
die Grifse MR folgendermalsen ausgedriickt werden,
MR = Sm;Zm;(xi 4y + %)
= Emml@—az)+ @i~y + G—=1+ X+ Y ’+Z’)
oder, wenn r;: die Distanz der Massen /72; und m; bedeutet,
MR = Emmri+ MW (X + 1+ 2,
wo man die Summe auf jo zwej Puncte des Systems auszudehnen hat,
Der Schwerpunct eines Systems Korper, welche nur ihren gegenseitigen
" Anziehungen unterworfen sind, bewegt sigh gleichférmig in einer geraden
Linie, 80 darsx= g,t+6,‘ Y¢a't+ﬁ, z= Q”t'-‘]“@.
Man erhiilt daher fiic diesen Fall, wenn™ ° ‘
,y — “ + ml2 + ml&
vermittelst der angegebenen Umformung von MR die Glexchung

ﬁ__-’:a_m_'."u— MU 42807,

oder wenn ¢ =—1,
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wo v die Geschwindigkeit des Schwerpunctes bedeutet. Substituiet man
den- fiir das Newtfonsche Attractionsgesetz Statt findenden Ausdruck der
Kriiftefunction: U, wie wir ihn oben gegeben haben, so hat man:

g d*3 m;

z .__3'7"31_"7‘1_& ‘+2/z-My,
.oder, da nach dem Satze von der lebendngen Kraft:

Smy(a? 5 a7 =25 50 — a5,

. Tix
die Gleichung
d*ZEm.m 7'2 s m;m
It = E2mial y A ) — My — 7-;-‘-

Der Ausdruck
31—12 mymyri = Zm;(x; +D’x’+z:)—-M(X2+Y’+Zz)

ist gleich. der Summe der Massen des Systems respective multiplicirt in
das Quadrat ibrer Distanz von seinem Schwerpunct. Man beweist dies
aus der vorstehenden Gleichung, indem man den Anfangspunct der Coor-
dinaten im Schwerpunct annimmt, wodurch X=Y=Z=0. Eben so
beweist man, dals

Em; (@} 4 yi +2)— My
die relative lebendige Kraft um den Schwerpunct ist, d.i.
die Summe der Masse des Systems, respective multiplicirt in das Quadrat
ibrer Geschwindigkeit um seinen Schwerpunct, Wenn das System stae
bil ist, so darf der Ausdruck:

= mymyrly,

wiihrend ¢ ins Unendliche wiichst, weder unendlich noch O werden; wor-
aus leicht folgt, dals sein zweites Differential von keiner Zeit an immer
dasselbe Zeichen behalten darf, Die beiden Gleichungen:

L2 o Emm"+2ﬁ Mo = Zmy (w57 ) — M — 2 Tk =
lehren also, dafs, wenn die Bewegung um den Schwerpunct des Systems
stabil sein soll, 1) die Constante 24—/’ negativ sein mufs,
d. b, weil : )

Qe M = Smy (x4 40 27— My —2= Tk,

t,k

dafs die relative lebendige Kraft um den Schwerpunct im«
mer kleiner bleiben mulfs, als die doppelte Kriftefunction;
Crelle’s Journal d. M. Bd, XVIL HR. 2. - 16
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2) dafs die relative lebendige Kraft um den Schwerpunct abe
wechselnd immer grifser und kleiner werden mufls, als die
Kriftefunction; 3) dafs die Kriftefunction sowohl als die ree
lative lebendige Kraft abwechselnd grifser und kleiner were
den mufs als die Constante My*—24.

Wenn man die lebendige Kraft und die Kriftefunction in Reihen
nach den Cosinus und Sinus von der Zeit proportionalen Winkeln ente
wickelt, so muls, wenn das System stabil sein soll, die Constante M*—2%
der wahre constante Term in beiden Reihen sein. Denn ein von diesem
verschiedener Werth des constanten Termes wiirde in dem Ausdruck von

=m;myri
Terme erzeugen, die in das Quadrat der Zeit multiplicirt sind, und daher
mit der Zeit in’s Unendliche wachsen,

7.

Um das Vorhergehende an einem Beispiel zu erliutern, will ich
die Function # fiir einen einfachen und vielbehandelten Fall, die elliptische
Bewegung eines Planeten angeben. Daman nach dem sogenannten Lam-
bertschen Theorem den Ausdruck der Zwischenzeit ¢ durch die Anfangs-
und Endwerthe der Coordinaten kennt, so kann man dem vorigen §. zu-
folge auch den Ausdruck fiir 7” sogleich ohne eine neue Integration daraus fin-

. . d . . .
den. Es sei r der radius vector, r' ==, E die excentrische Anomalie
dt? )

ro, 1,y E, die Anfangswerthe von r, ', E ; es sei ferner £* die anziehende
Kraft fir die Raumeinheit, e die Excentricitiit, ¢ die halbe grolse Axe,
Setzt man mit Gaufs (Theoria motus pag. 120)
E—E, E+E G,
2 & =
und fiibrt einen neuen Hiilfswiokel % vermlttelst der Glenchung
ecos G = cos’

ein; setzt man ferner:

htog=¢ hr—g=7¢,
so wird der Ausdruck der Zwischenzeit:

-—k;-t == §—8in £ — (&' —sin¢’).

a

Der Satz von der lebendigen Kraft giebt:
1@y +7) = #(F—55)
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so dals die obige Constante % hier :2-? und ? die Kriftefunction U ist,

Setzt man daher in der im vorigen §. gefundenen Formel
R'—R' = V424t

fiic R, % ihre Werthe,

—kt

2a "’

=r L=
so erhiilt man
.3
V = 2(rr'—r, r‘)+’—”— L

Ich habe hier in den Ausdriicken von 7, R, % die Masse des bewegten
Planeten, die eigentlich als Factor diese Grifsen officirt, da sie aus der
Rechnung herausgeht, fortgelassen.

Die bekannten Formeln der elliptischen Bewegung geben,

rr' = kya.esinE,
und daher
rr'—r.r, = ky a.e(sin E—sinE,)
= Rkya.esingcosG = 2k y a.singcosk = kya(sine —sing’).

Benutzt man diesen Ausdruck und den Lambertschen Ausdruck der Zeit ¢,
so erbiilt man fiir 7 einen ganz ihnlichen Ausdruck, wie fiir ¢,

V = kya[e+}sine—(¢'-}-sine’)],
welcher sich von dem Ausdrucke von ':l—z-t nur in dem Zeichen der Sinus

unterscheidet. Nennt man p die Sehne der Bahn, welche den Anfangs.
und Endpunct verbindet, so hat man nach den von Gaufs am angefiihr-
ten Orte gegebenen Formeln:

+'o+?

* r —
sirfe = ——=, sin’je'= rtro—p

4a '’
wo

r=x+y+2 =2ty +2,

¢ = (x—x)'+ (r—yo)+ —=)".
Vermittelst dieser Formeln wird 7, 8o wie #, durch die Coordinaten des
Anfangspunctes und Endpunctes und die grofse Achse ausgedriickt. Der
hier gegebene Ausdruck von »” kommt mit demjenigen iiberein, welchen
Hamilton auf anderm Wege gefunden hat,

Wenn man in den angegebenen Ausdruck von 7 alle Grifsen aue

fser £ und ¢ variirt, so erhiilt man

0V = 2ky a[cos*}¢.0e—cos’% €' .3¢].
16*
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Es ist aber

. 6r+5r +§Q 3r+6r .-.6‘9
I X =t ol _ 5 o %S
sinfecosfe.de e , S .

sinfe’ cosis’.de' =

Bemerkt man daher die Gleichung:

Sinf(e—e) = —msing
sinfesinie’ ~ sinZesinie’?
sinf(ef-¢) sinh
sinZesinie’ ~  sinZesinie?

cotang £ ¢ — cotang ¢’ =

cotang ¢ cotangi¢’ =

so erhiilt man
SV = k[sinhdp —sing (5r-4dr,)]
- 2V asin L esin 2 &/ *
Fiir den Nenner kann man in diesem Ausdruck zufolge der obigen Formeln
auch setzen:

2y asindesinic’ = V‘[(r-l;;_):—-g‘)].

Fiihrt man in diese Formel den von beiden radii vectores r und r, gebil

deten Winkel ein, den wir mit Gaufs 2f nennen wollen, so hat man:
r’=-ry—g" = 2rrycos2f,

und daher

2y asinesinge’ = 9L vrr,),
Hiernach erhalten wir fiir die Variation von 7 den Ausdruck:

SV = kV a[sinhdo—sing(dr4-9dr,)]
- cosfV (rr,) ’

in welcher Formel man auch einen der Winkel g, 4 durch den andern
vermittelst der Gleichung

p = 2asing sin/,
welche sich aus den obigen Formeln leicht ableitet, ersetzen kann.

Der vorstehende Ausdruck der Variation von 7 ergiebt sogleich
die Werthe der nach den Coordinaten=Achsen zerlegten Geschwindigkei-
" ten des Anfangs- und Endpunctes, Man erhilt nimlich, wenn man g,
ry 7, durch die Coordinaten ausdriickt,

g e ¥ . _kVa [e—ax

dx cosf¥ (rry) L

OV _  kVa [y—y,
T 0y T esfV(rr,)lL
2 = oV _ kVa [Jz—
0z cosfV(rr,) L

. XL . }
(] gy ——
sin —sing|,

. y . A
sm/z-——r-amgj ’

Q\
|

% gink— = sing|
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. v __ kVa [x—=, . b Lo 1
T = =g = Vgl e o +7°—smg'_ ’
— oV kVa [y—y, .. Yo o |
Yo &y, = cosfV (rr,)L ¢ smh-l-?;-smg] ’
. _37___ kV'a rz—-zo o h Zo .o 1
% = T = wf VgL e A + 7 sing].

Nennt man b die halbe kleine Achse, und bemerkt die von Gau/s
ebenfalls gegebene Gleichung:
bsing == sinf v (rry),
und setzt den halben Parameter !’: = p, 80 leitet man aus diesen Fore

meln auch noch leicht die folgenden ab,
— __ Kktang fi{x 2o
&l —x, = Yp (r +r° ’

) k‘ﬂ"‘ °
yl_yo Vllpf Z+2’:,:)’

= = =S+ ),

To

woraus nach einigen Reductionen:

VI — e+ —y P (2] = 12,
welche Formeln ich ihrer Einfachheit wegen hmzugef'ugt habe, Ich be-
merke noch, dals die Grifsen —+ :, X -{-rQ , % +-E'(—,°- gleich sind der

Grilse 2cosf multiplicirt in die Cosmusse der Winkel, welche die den
Winkel der radit vectores halbirende Linie mit den Coordinaten-Ach-
sen bildet.

Den fiir 7~ gefundenen Ausdruck kann man vermittelst der Gleichung
o 87 2qa% OV
o T T, BT % "l

2a )

prifen. Nimmt man die partiellen Differentialen nach @, so erhilt man

aus dem Ausdrucke

V = kya[e+sine —(&' }sine’)]

=

die Gleichung:

oV oe 1
- = 2ye [cos eaé‘-:-—cos’%e‘z}—;-]—!-g; 1 4

Aus den Gleichungen

2; — + o+€’ 2021 of o r+ro_g
sin’ e = — =% sin’%¢ —p—

folgt aber:
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-
o

1. C&8 A .

wodurch die vorige Gleichung sich in fdgende verwandelt

67’ YR 27 V' [e—&'—(sine—sins")] = Ly

2a3 b

was zu bewexsen war.

Die particlle Differentialgleichung, auf deren vollstiindige Integra-
tion die Bewegung eines sich gegenseitig anziehenden und von festen Punce
ten angezogenen Systemes Puncte zuriickgefiihrt werden kann, war

= G2) + (ay,) Y] = v+

Fiir unsern Fall folgt hieraus die partielle Differentialgleichung, auf deren
vollstindige Integration die Bewegung eines Planeten um die Sonne zue
riickkommt:

2 [(aa{“y'*' (‘Z‘;‘/ )2+(gf )] ko[V‘(m‘-{—y‘-i—z’) ] = ‘r‘ "”)
Ich will jetzt zeigen, dals der fir 7 angegebene Ausdruck in der That

dieser partiellen Diflerentialgleichung Geniige leistet,

ov oV oV

Benutzt man niéimlich die oben fiir 35! 3y 0% gefundenen Wer-

the, und bemerkt die Gleichungen:
x(x—x) +y(y=—yo)+ 2(z—r) =r*—rrycos2f, ging sin/ =
so erhiilt man '
aV _ k*a . . __r—r,cs2f
[(dav ) +( ] T cos*frr, [sm’/z+sm’g‘ a _]'

Es ist aber

©
al"’
-

8in?4 4 sin’g = 2[sm + €08? = +sm +— cos? ;
= 2[sm — - sin® -—I] 4sm -2—sm —2—,

oder nach den oben angegebnen Formeln

. N ref-r cos®f.rr
sin’/ 4-sin’g = t L —

und daher . |
a (sin® h - sin® §) — (r—ro0082) = ryoox’f [2— 2],

wodurch man erhiilt:

@)+ )+ 6D ]=rlr -]
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wie verlangt wurde, Gleichzeitig sehn wir auf diese Weise, dals die fiir
x', y'y 2’ gegebenen Werthe der Gleichung fiir die lebendige Kraft geniigen.

Fiir die parabolische Bewegung verschwindet die Constante, die im
Satze von der Erhaltung der lebendigen Kraft zur Kriiftefunction hinzu-
kommt, oder es wird ¢ = o, Die Winkel ¢, ¢, %, & werden unendlich
klein, von der Ordnung '71‘7:’ Man erhiilt daher fur diesen Fall aus den

obigen Formeln:
va.e = y(r+4r+o), va.e = y(r+r—p),

v ai[e—sing) = %.y e’ = [r+ro+g]’:',
Vi [e'—sing] = L.y ade® = [r4r,}+ e]%,
wodurch die fir 7 und £ angegebenen Ausdriicken folgende Form annehmen:
V= 2kl (r+rdp) —v(r+r—pl,
t = 6-_2- [(r+"o+e)i‘— (r+ ru——e)%]’
welches letztere der bekannte Ausdruck der Zeit in der parabolischen Be-

wegung eines Kometen ist. Setzt man der Kiirze halber:

1 1 . 1 1
VoFr—o T Vitnto =4 Vitr—o ViFrto = >

so erhiilt man hierans:

ferner

oV r—x, x v oV _ fx—m=x, Z,p]
wl_-é—;_k[_e——A—;—B]’ w"——axo_'k. 0 ‘4+T.B.’
=97 =Y 4_ ¥ v 0V o [r=Ye 41 Yo p]
Y=23 '_k[ e 4 rB]’ Yo=—gy, =kl 4+ B
t =9V __ 3 [z—2 4__ =2 i o OV f[z—z 2, 1]
> —‘é‘;—k[—_e A rB]’ zo——- azo—k-TA+ o BJQ

Hamilton giebt den Ausdriicken von ¢ und 7 noch eine besondere Form,
welche ich ebenfalls hersetzen will. Da nimlich ¢ aus ¢ erhalten wird,
wenn ich —p statt o schreibe, so kann ich den Werth von 7 so aus-
driicken: ' '
+e de
V = bfa‘/:_e (14 cose) a—e-.ag,
indem ich a, r, r, als constant und nur p wihrend der Integration als
verinderlich annehme. Da aber
sin2 ‘%E — "+"°+Q’

80 wird
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und daher ) S ‘

oe 21 oe — _CO5e — 1 4a
- (1-{;(;0:5)6 0o’ & 5o = Sasage [r+ra+e ]

ieraus folgt: .
V= i +e[ 1 &
-e 7'+ro+9 e’
— 202 9V _ 4 +e 174
t — kz 06a = [r+r°+9 4(1] ae,

welches die von Hamilfon gegebenen Ausdriicke sind, Setzt man in ihnen
a = o oder negativ, so erhiilt man die Formeln fiir die parabolische oder
hyperbolische Beweguug,

‘ 8.

Nachdem wir im Vorigen gesehn haben, dals fiir den Fall der Be-
wegung cines freien Systemes von 2~ materiellen Puncten, auf welche nur
innere Anziehungs- oder Abstofsungskriifte wirken, das System von 32 ge.
wohulichen Differentialgleichungen zweiter Ordnung durch eine einzige par-
tielle Differentialgleichung vollkommen ersetzt wird, von welcher man nur
irgend eine vollstindige Lsung zu kennen braucht, so friigt sich, welche
Mittel die heutige Analysis zur Auffindung einer solchen Losung besitzt,
und ob durch solche Zuriickfiibrung nach den bisherigen Kenntnissen etwas
gewonnen ist. '

So viel mir bekannt ist, ist alles wesentliche, was man iiber die
Integration der partiellen Differentialgleichung erster Ordnung weils, in
demjenigen enthalten, was Lagrange dariiber in seinen Vorlesungen iiber
die Functionenrechnung sagt, und in einer Abhandlung von Pfaff in den
Abhandlungen der Berliner Akademie der Wissenschaften vom J. 1814,
. Lagrange bescbmnkt seine Untersuchungen auf die partiellen Differential-
gleichungen erster Ordnung zwischen drei Variabeln, von denen eine als
Function der beiden andern, welche als unabhiingig betrachtet werden, zu
"bestimmen ist. Die Pfajfsche Methode, welche sich auf die partiellen Dife
ferentialgleichungen erster Ordnung zwischen jeder beliebigen Anzahl Va«
riabeln erstreckt, habe ich im 2ten Bande dieses Journals auf eine etwas
mehr symmetrische und iibersichtliche Art darzustellen gesucht, ohne jo-
doch zu derselben etwas wesentlich neues hinzuzufiigen, Pfaff verlilst in
der angefiihrten Abbandlung den von Lagrange eingeschlagenen Weg, des-
sen Verfolgung fiir mehr als drei Variabeln seiner Meinung nach uniibere
steiglichen Hindernissen unterliegt. Er betraclitet die Aufgabe unter einem
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ganz neuen Gesichtspunct als einen besondern Fall einer viel allgemeinern,
deren vollstindige Lisung ihm gelingt. Es sei niimlich 2 eine Funetion
der » Variabeln xy, 2,y .« .« x,, und p,y, py, «+.. p, ihre nach diesen
Variabeln genommenen partiellen Differentialquotienten, so ist eine Glei-
chung von der Form
= Q (X, 1y Taysee e Loy PryPasevssPr)
der allgemeinste Ausdruck einer particllen Differentialgleichung erster Ord-
nung zwischen » <41 Variabeln. Denkt man sich vermittelst dieser Glei-
chung p, als Function der iibrigen 27 Grifsen x, a;, 2,5 vvv. x,, p,,
P25 «+o+ Pn_y bestimmt, so kommt es darauf an, die zwischen diesen 27 Gri-
[sen Statt habende Gleichung
de = pydx,+p,dayecicFppada, +pda,
durch ein System von 7 Gleichungen zu integriren. Ist nimlich x eine
Function von x,, 2,y ++.. x,, 80 sind auch seine nach diesen Grifsen ge-
nommenen partiellen Differentialquotienten p,, p,, .... p, Functionen der-
selben, oder es giebt zwischen den 27241 Grilsen x, x,, ;5 «... x,,
P2y P2y «+++ p, eine Anzahl von n--1 Gleichungen, von denen eine @ =0
gegeben ist, so dals also, wenn vermittelst dieser letztern Gleichung p,
durch die iibrigen Grifsen ausgedriickt wird, noch 7 Gleichungen zwischen
den 272 Grilsen a, 2,y X2y « oo« Xny Pry P25« oo« Puy zu finden sind,
welche der vorstehenden Differentialgleichung Geniige leisten miissen. Pfaf
betrachtet die allgemeinste Form einer gewdhnlichen lineiiren Differential-
' gleichung erster Ordnung zwischen 27 Variabeln x, x,, 2,y +.0v 25,4,
0= Xdo4Xdo,+....4+X,, da,,_,,
in welcher X, X,, .... X,,_, beliebige Functionen dieser 22 Varlabeln
sind, Diese reducirt sich auf die vorige fiir den speciellen Fall, wo
Xn+l = X"+,2 seee = Xgn_.j = 0,

wenn man iiberdies statt — —‘;—‘, — %ﬁ, coen
«s+ p, schreibt, von depen man p,, pyy +oes Py Debst xy, a5, v0v. 2,
als die unabhiingigen Variabeln betrachtet, und p, als eine gegebene Func
tion derselben, so dafls also die Coefficienten pyy psy < oo pny zu gleicher
Zeit die Stelle der n—1 unabhiingigen Variabeln x, .,y @ug2y oove 25,
vertreten, Pfujf stellt sich zuniichst die Aufgabe, die 27 Variabeln durch
eine derselben, z.B. o, und durch 22—1 andere @, a,, .... a,,_,
auszudriicken, so dafs, wenn man die gegebene Differentialgleichung
Crelle’s Journal d. M. Bd. XVII, HE. 2. 7 17
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0 =Xdor+ X do,+....+ X, da, ;
durch diese neuen Variabeln darstellt, der in dux,,, multiplite Ausdruck
verschwindet, und in den in die iibrigen Differentialen d a;, da,, «... d@yy
multiplicirten Ausdriicken die Grifse x,, ; selber nur in einem allen ge-
meinschaftlichen Factor vorkommt, wodurch sich nach geschehner Divi-
sion mit diesem gemeinschaftlichen Factor die Differentialgleichung auf
eine andere, blofs zwischen 22—1 Grifsen @, a,, .... @,,; reducirt.
* Er zeigt, dals dieses immer moglich ist, und dals man die zu machenden
Substitutionen findet, wenn man ein System von 22—1 gewdihnlichen
Differentialgleichungen erster Ordnung, zwischen den 27 Variabeln x, x4, ...
+vo Ty, Welches er aufstellt, vollstindig integrirt, und die Ausdriicke der
willkiibrlichen Constanten durch x, x,, .... x,._,;, wie sie sich durch die
2 n—1 Integralgleichungen ergeben, fiir die neu einzufiihrenden Grilsen
@y @y o oo o @y annimmt. Es ist so der merkwiirdige Satz gefunden,
dals sich jede lineiire gew&hnliche Differentialgleichung zwischen einer’ ge-
raden Zahl Variabeln in eine andere transformiren liilst, welche nur die
niichst niedrige ungerade Zahl Variabeln enthiilt. Aber es Lilst sich nicht
eben so eine lineiire gewihnliche Differentialgleichung zwischen einer un=-
geraden Zahl Variabeln in eine andere transformiren, welche nur die
niichst niedrige gerade Zahl Variabeln enthiilt, sondern es ist hierzu,
wenn es moglich sein soll, eine bestimmte Bedingungsgleichung zwischen
den Coefficienten der Differentialgleichung erforderlich. Um daher das
gefundene Theorem zu einer weitern Reduction anwenden zu konnen,
setzt Pfuff eine der neu eingefiihrten Grilsen, z. B. a,,_, einer Constante
gleich, wodurch die Differentialgleichung zwischen nur 272—2 Variabeln
wird, die er nach derselben Methode auf eine zwischen nur 272—3 Va-
riabeln b,, b5y <.+ 03,3 reducirt, von welchen er wieder eine, z. B. b,, ;,
einer Constante gleich setzt und die Differentialgleichung die dann zwischen
2n—4 Variabeln ist, aul eine zwischen nur 272 —35 Variabeln ¢, ¢, ...
¢ es Cg s reducirt, von denen er wieder eine z. B. ¢,, ; einer willkiihrli-
chen Constante ‘gleich setzt, und so fort, bis die Aufgabe schliefslich auf
die Integration einer gewdhnlichen Differentialgleichung erster Ordoung
zwischen zwei Variabeln zuriickkommt, deren Integration wieder eine
willkiibrliche Constante einfiihrt. Auf diese Weise integrirt Pfuff die vor-
gelegte Differentialgleichung dadurch, dafs er nach und mach 2 Ausdriicke
@1y bansy C2n_s u. 8. W., willkiihrlichen Constanten gleich setzt, oder er



8. C. G. J. Jacobi, zur Theorie der partiellen Differentialgleichungen. 131

zeigt, dafs sich jede lineiire gewdhnliche Differentialgleichung erster Ord-
nung zwischen 27 Variabeln durch ein System von 2 endlichen Integra-
len, mit » willkiihrlichen Constanten integriren lifst. Kennt man ein sol-
ches System, so leitet Pfaff daraus die allgemeinste Lisung ab, mit einer
willkiihrlichen Fuoction von »—1 Grilsen, indem er eine der willkiihrlichen
Constanten die wir a,, d,, .... &, nennen wollen, z. B. a, als willkiihrliche
Function der iibrigen setzt, und diese selbst als veriinderliche Grilsen be-
trachtet; man erhiilt dann eine Differentialgleichung von der Form:

.de + de.’t‘1+‘. LI ) + .X2n__1dx2n_1 = Hldal’l— Hgdagn LY + H,,_ld(b,,_l,

welche sich auf die gegebene reducirt, wenn man «,, ¢, .... ¢, als
Functionen von &, o,, o, «.++ &y, ; durch die »—1 Gleichungen:

H1=O, I, = 0, "'A'Hn—l::o.
bestinmt. Behandelt man nach dieser allgemeinen Methode die Gleichung:

de = pda, 4+ pday.... +p,_do,y+p,da,,

in welcher p, durch die gegebene partielle Differentialgleichung als Funce
tion der iibrigen Grolsen bestimmt ist, so erhiilt man » Gleichungen, die,
wenn man daraus die z—1 Grilsen p,, py, ... p,y eliminirt, die ge-
suchte endliche Integralgleichung geben. Dieses ist alles, was meines
Wissens iiber die Integration der partiellen Differentialgleichungen erster
Ordoung bekannt war, wenn die Zahl der Variabeln drei iibersteigt.

Von den 2 verschiedenen Systemen gewdohnlicher Differentialglei-
chungen, welche man nach dieser Methode nach einander aufzustellen,
und jedes vollstiindig zu integriren hat, einem von 27—1 Diffe-
rentialgleichungen zwischen 27 Variabeln, einem von 272 —3 Differential-
gleichungen zwischen 27— 2 Variabeln, und so fort bis zu einer Diffe-
rentialgleichung zwischen 2 Variabeln, kann nur das erste System allge-
mein angegeben werden, weil in dieser Methode die Aufstellung jedes
folgenden die bereits ausgefiibrte vollstindige Integration des zuniichst
vorhergehenden Systems postulirt. Setzt man der Kiirze halber

__ 90X, 0Xp
(O&,’B) - 6.1'5_5:’1—‘;"

so wird dieses erste System gewdihnlicher Differentialgleichungen in der
Form, auf welche ich sie am angefiibrten ‘Orte’ (Crelle Journal B, II.

S. 353) gebracht habe, wenn man noch ein' neues Differentiale d/V
einfiihrt,

[17%]
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XdN = » O,1)dx, +.... +02n—1)dx,,,
X, dN = (1,0)dx “ F i (1,22—1)d sy
XdN = (,0)dx -} (1)dx, » ..., +(2 n—1)d x,_y,
Xgn_ldJV = (2n~1, O)dx+(2n-—1 1)dx1+ + »
Aus diesen Gleichungen findet man die Verhaltmsse von dxy, dXyy « o
. dx,,_,;. Es sind in ihnen die Verticalreihen und Horizontalreihen der
Coéflizienten respective einander gleich, aber entgegengesetzt, da

(@ B) = —(0,f),
nach welcher Régel auch die Terme in der Diagonale alle verschwinden, da
(@, @) = 03

ganz wie es der Fall auch in den lineiiren Gleichungen ist, auf welche
Lagrange und Poisson in ihren Arbeiten iiber die Variation der Constan-
ten in den Problemen der Mechanik gekommen sind. Ich habe in die-
sem Journal am angefiihrten Orte einige Betrachtungen iiber diese Art
lineiirer Gleichungen angestellt, welche sich immer mit grofser Leichtig-
keit auflosen lassen,

Wenn man fiir Lxgty Tngzy oo ee Ty respective pyy Pay ooes Pra
schreibt, und
Xi=ps, Xo=psy o+0 X 1=po4y X.=p,,
X=—1, X,,+1=Xn+2.’...=X2n__1=O
setzt, so verwandelt sich das aufgestellte System Differentialgleichungen in
folgendes:

Pr-1 dN = dPn-z""

pn dN= apnu + apn dxllo.o+ dxn_.l

a.rn_
+ apn dp1+ apndpz.-:o"*‘ ap ldpn—l/’
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0

Il

Opn
—dx, ——g%—dx,,,

Opn

O=—dx2—-apz

dz,,

; 0
0 — —dx,,_,"’é;%n:dx,,.

Aus diesen Gleichungen erhiilt man, wenn man fir d/V vermittelst der
- ersten iiberall dr, einfihrt, und in der (z-4{-1)ten dz,, .... d#,,,
dpyy ovve dp,, vermittelst der iibrigen Gleichungen eliminirt:
— 6]);,
op:
dr, = — 5 Pr Qo

ny

da, = dx,,

» . . . . . . .

dx

n-1

I
I

[ O pn

dp, = _'agfx +;§;/’1]dxn,
[ Opn ¢ Opn

dp. = .aalc)z + 5% Pﬁ]dx"’

[ 0 Pn 8 n
dpn-—-l - Lax;;_l a_p‘i_" Pn-l dxn 9

= 9 Opn, dpa 1
dx = [p,,—p1 3p. —_—pa Tt Pr—t aPn—l] dx,.

Wenn die gegebene partielle Diﬂ'érentialgleicbung :

Q(@yXryeees ®ry Prygesespn) =0
ist, so werden

o 9
Opn __ 0x; Opn . _ 9pi_,
ox; —  d¢ ? opi o

Die vorstehenden Gleichungen verwandeln sich daher, wenn man der
-Symmetrie wegen ein neues Differentiale d¢ einfiibrt, in folgende:
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da — 3(? dpx _
dt — Opsg? dt +f’law’
dx, a(p dp,

—
—

dt - 9p.?  dt 6x=+”’

dx, __ 0o dpn__
dt ~ Opa’ dt +p"6.ac’
dx

__ . d9 dp
W~le+Pzap,---'+Pnﬁ-

Wenn die partielle Differentialgleichung die gesuchte Function nicht selber
enthiilt, so wird %% =0, wodurch in den Gleichungen rechter Hand die

in diese Grilse multiplicirten Terme verschwinden. Wir wollen diese all-
gemeinen Formeln auf die partielle Differentialgleichung

. L[OP\> |, (OF\*, (0P \]
120G + (50) + (35)] = o4
anwenden, in welcher die 32 Grolsen x;, y;, z; die unabhiingigen Varia-
beln, 7 die gesuchte Function, die in der partiellen Differentialgleichung

nicht selber vorkommt, Z/ eine blofse Function der Grifsen x;, y;, %,
und / eine Constante ist. Setzt man

oV ov _ ov

ox; =Pis ay =i, GZi=I',',
so wird die partielle Differentialgleichung:

I 1 2 2 2
0=0 = 3‘2’;":[Pi+?i+ri]—v‘—h,

und das Behufs ihrer Integration vollstiindig zu integrirende System von
672 gewdihnlichen Differentialgleichungen erster Ordnung:

dac,___ g 1 dpi __ dp _ oU

S = m P 4 = T im—owm
dy,__atp__l_ dgi__ 09 __oU
T m a0
dz __ 0@ __1_’.. dri acp ov,
dt T or om; ¢? it L

welches, wie man leicht sieht, die Differentialgleichungen der Bewegung
sind. Man kann niimlich jedes System gewdhnlicher Differentialgleichung
der 2ten Ordnung als ein System von noch einmal so vielen Differential
gleichungen der lsten Ordnung darstellen, wenn man die Differentialquo-
tienten der lsten Ordnung als neue Variabeln betrachtet. So lassen sich
fiir den bier betrachteten Fall, wenn man
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ml%‘?'—p" » mz%—%: mz:%:j="ri,
setzt, die 32 Differentialgleichungen der Bewegung,
mﬂi:_a_l_f _‘2_}_’5 o d’zi___aU .
g om?  Thae —aye Migs —an

welche von der 2ten Ordnung sind, als ein System von 62 Differential-
gleichungen 1lster Ordnung: ’

da; dyi dz;
m;—7 = Pis mi'g;':'%, mid——t—‘=r;,
dp; ouU dgi __oU dr;__0U
— o’ dt = 0y’ dat - 0z’

darstellen, welches die obigen Gleichungen sind,
Will man die allgemeinen Formeln auf die andere Gleichung Ha-

milfons 5
S 0S8 08\? 2S5\?
o TiZ [(ax) + (a—;) +(5z—)] =U

anwenden, so hat man hler eine neue unabhiingige Variable #; setzt man
wieder ’ :
8 _ oS _ 3S

o o Pir G T 0 g = To
und das nach ¢ genommene partielle Differentiale

0S8
5 =~

so wird die partxelle Dniferent'h];,lexchung

= Az—-[P; +9+ril=H-U = Q.
Schreibt man in den allgemeinen Formeln d7 fiir das dort eingefiihrte
Differentiale d?, da der Buchstabe ¢ hier bereits in einer andern Bedeu-
tung vorkommt, so erhiilt man nach den allgemeinen Formeln die vori-
gen Gleichungen, in welchen nur d 7’ statt d¢ zu setzen ist, und aulser-
dem noch die Gleichung:

dt 0
T = -—-6—%;:1 oder d7T' =d¢,

welche zeigt, dafs man genau wieder die vorigen Gleichungen, oder die
Diflerentialgleichungen der Bewegung erhiilt.

Wenn daher die Differentialgleichungen der Bewegung durch die
neue Methode Hamiltons auf die Integration einer partiellen Differen=
tialgleichung erster Ordnung znriickgefiihrt werden, so besteht, wie )'ch
im Vorigen gezeigt habe, die ganze Kenntnils die wir bis jetzt‘iiber die
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Integration der partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung wenig-
stens fiir den Fall von mehr als drei Variabeln besitzen, darin, die Intew
gration dieser partiellen Differentialgleichung wieder auf die Integration
der Differentialgleichungen der Bewegung zuriickzufiibren. Ja es ist die
vollstiindige Integration der Differentialgleichungen der Bewegung nach
der von mir auseinandergesezten Pfujf”’schen Theorie nur ein erster Schritt
zur Integration der partiellen Differentialgleichung; indem zufolge dieser
Theorie nachher noch eine Reihenfolge von Systemen gewd&hnlicher Diffe-
rentialgleichungen zu bilden und jedes vollstindig zu integriren ist. Man
mufs daher im umgekehrten Sinne sagen, dals es eine wichtige Bemerkung
Hamiltor’s ist, dals die Integration der von ihm aufgestellten partiellen
Differentialgleichungen nur auf die vollstiindige Integration der Differen-
tialgleichungen der Bewegung zuriickkommt, und es keiner weitern Inte=
gration von Systemen gewdhnlicher' Differentialgleichungen dazu bedarf.

Diese Bemerkung Hamilton’s gewinnt noch dadurch an Wichtig-
keit, dals sie sich mit Leichtigkeit auf alle partiellen Differential-
gleichungen erster Ordnung ausdehnen lilst. In der That wird
man, wenn man die Hamilton'sche Methode befolgt, wie ich im Folgen~
den zeigen will, zu dem allgemeinen Resultate gelangen, dals zur Integra-
tion irgend einer partiellen Differentialgleichung zwischen irgend einer Zahl
Variabeln die vollstindige Integration des von Pfuff aufgestellten ersten
Systems gewdhnlicher Differentialgleichungen vollkommen hinreicht; und
man nicht, wie die Methode dieses Analysten fordert, nachher noch eine
Reihenfolge anderer Systeme von gewihnlichen Differentialgleichungen nach
einander vollstiindig zu integriren hat. Diese Verallgemeinerung findet sich
bereits fiir den Fall, wo die gesuchte Function selber in der partiellen
Differentialgleichung nicht vorkommt, in einigen merkwiirdigen Formeln
Huamiltow's, wenn man nur die in diesen Formeln vorkommenden Zei-
chen nicht, wie Hamiltorn thut, auf die Bedeutung, welche sie in der
Mechanik haben, beschriinkt.

9- .
Es seien wieder x,, &, + . . . &, die unabhiingigen Variabeln, x
eine Function derselben, ihre nach diesen Variabeln genommenen par~

tiellen Differentialquotienten,

dx __ C dx _  dx
' 'a“;;**l’u- E_P‘u.- s e axn'—f’n!
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und '

D (o, 21y T2y 0evs Tuy Prs Pryooeepn) = by

wo % eine Constante ist, die gegebene partielle Differentialgleichung erster
Ordnung. Um die Integration dieser Gleichung zu bewerkstelligen, stellt
Pfaﬂ" zuerst zwischen den 27 -}~ 1 Variabeln o, x;, 2,y «ooc @4y Piy P2y 000

. p» folgendes System von 27 gewohnlichen Differentialgleichungen ere
ster Ordoung auf:

dx, o _ dp, —
dz = op:!? —-P 3x,+ﬂ1 am’
dax, — g dpz —
de = dp,? —P o dx +P2 am ’
daxn __ 0@ | dpa _ OS¢ | )
P = opn’ —Pas = om T Pnga

wo der Kiirze halber:
do 99 oo
Plgp—x +p’6p,‘ ----+Pn»—5;: = P
gesefzt ist, Aus diesen Gleichungen folgt identiscb _
aq’d x4 2L 3"’ d ,+a"’ dxz....-f- 2 4z,

+3(de1 aq)dl’z---"‘l"aq)dl’n—oa
woraus durch Integration Q==1%, so dals ein Integral dieser Gleichungen
die gegebene Gleichung selber ist. Sind die 2 2%1 anderen Integrale

Ai=uo, 42—““ s e s Azn—-,l——-'%-xs

WO gy @29 o0 a,,,,,_.;\wﬂlkuhrlxche Constanten sind, welche in den Funce
tionen 4, A, «. .+ Ay, selber nicht mehr vorkommen, so zeigt Pfaf,
dafs das yollstindige Integral der vorgelegten partiellen Differentialgleichung
dargestellt wird durch ein System von 7 Gleichungen zwischen den Funo-
tionen A4,y 4,, ...+ Ay, mit 2 willkiihrlichen Constanten, vermittelst
welcher man, mit Hinzuziehung der gegebenen Gleichung @ =17, die ge-
suchte Function x nebst ihren partiellen Differentialquotienten p,, p.y.... p,
durch &,y ;5 ¢se x, ausdrucken kann. Diese n Gleichungen sind so zu
bestimmen, dafs sie mit Hulfe der gegebenen Glemhung @ =~/ der einen
Differentialgleichung

de = pda,4-p,dz,.e.. pda,
Geniige leisten, welche in dem aufgestellten Systeme gewihnlicher Diffe-

rentialgleichungen mit enthalten ist, 2y dxesem Ende driickt Pfaf ver-
Crelle’s Journal d. M. Bd. XVII. Hft. 2. 18

L J
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mittelst der Gleichungen
O=bk, d=a, 4, =y e e 42,...1=a2,,_,
die Grilsen x,, X3y «vov Xny Pry Payeeee p, Quech x, 4, A,y .... Ay,
aus, und zeigt, dals wenn man diese Ausdriicke in die Differentialgleichung :
de = pydx,+p.day.ec.+p,dx,
substituirt, diese sich in eine andere
0= B,d4,+B,ddy.... 4B, _,dd,_,
verwandelt, in welcher B,, B,, .... B,,_, blofs Functionen von 4,
Ayy oios Ay, sind, Um diese durch ein System von ~ Gleichungen mit
z willkiihrlichen Constanten zu integriren, mufs. er nach einander n—1
verschiedene Systeme gewihnlichen Differentialgleichungen, respective zwi-
schen 27—2, 2n—4, . ... und 2 Variabeln vollstindig integriren. Die
Hamiltonsche Methode, in der Allgemeinheit, deren sie fihig ist, aufgefalst,
lebrt nun, dafs diese Gleichung : o
= B,d4,+B,d4,....4+ B, _,dd4,_,
gar keine weitere Aufstellung von Differentialgleichungen und Integration
derselben erfordert, sondern giebt unmittelbar die gesuchten 2 Gleichun-
chungen mit ~ willkiihrlichen Constanten, welche ihr Geniige thun. Man
setze niimlich in den Gleichungen
di=0, =0, oo Ap =0y, P=05h
fir o, @) X2y ooov Xoy Pry P2y vee0 p, die Werthe
=0, X, =X, L,T=X,, o0, LyT=Xn,
Pi=Pis P:=Pss -r++ Pa=Pns
so kann man vermittelst dieser 22—1 Gleichungen die Gri-
[sen =, x;, .... xny Py, Poy eee pn durch o,y o3y «ove Oy aus-
driicken. Es seien die fiir =}, x,, .... x; gefundenen Werthe:
20 = T1, (4 Gaye e o+ Tanms)s
Xy = IL (05 Oy oeve o)y
= I, (0 Cayeees Banls)s
so sind die Gleichungen “
-‘l‘: = [L (Au Ai: vese ‘{271-—1)’
x, = [, (4, 4yy.... Azn—l)i
x, = II,(Ayys4y..0. A4,,,),
welche man aus den vorstehenden erhiilt, indem man statt a,,

»
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Qzy o+« Ooney respective 4, A4, .... 4, setzt, die gesuchten
n Gleichungen zwischen den Grifsen 4,, Ay oov o Ay, mit
n willkiihrlichen Constanten x}, x;, .... 2, Welche mit der
gegebenen Gleichung Q@ = % verbunden, der Differential-
gleichung
| dx = p,dx,+ p,dx,..o. 3 p, dux,

oder ihrer transformirten

0= DB,d4,4B,d4,....+B,,_,dA,, ,
Geniige leisten, oder es enthiilt das System dieser Gleichun-
gen die vollstiindige Lsung der vorgelegten partiellen Dif-
ferentialgleichung. Der Beweis hiervon ist folgender,

Vermittelst der Gleichungen J
O=h, di=mayy A==0sy oo.o Ay =0y
driicke man a,, &,, «... Xny Pis P2y coes pp durch x und o, o,y ...
<+ gy aus, und substituire diese Werthe in die Gleichungen:

dxy, __ 0@ __p9p: __ Op alp
P =g pax""—+—
ox, __ 09 aPz,’_
P&‘x T Pax - +8xp2’

ax,. — 8q> 0 pn — a‘P aq’
P&x Opa’ _Pax _5——+—"_—

welche dadurch identisch werden miissen, eben so wie die aus ihnen fol-

gende Gleichung :

1 __p‘am,_i_ 28.90,““_}_ na.’v,,

Nimmt man von dieser letzten das partielle Differentiale nach einer der
willkiibrlichen Constanten o, so erhilt man, wenn man mit P multiplicirt
und zugleich die iibrigen Gleichungen benutzt:
= 29 9p 390 ap; 0@ Opn
o= g iy le e i 0
03 a:, 0%, 032,
+P[ l0adx +P’ dadx et 6a8x]'
Nimmt man auch das partielle Differentiale nach o von der Glexcbung
Q=h
so erhiilt man
18+

¥



140 8. C. G. J. Jacobi, zur Theorie der partiellen Differentialgleichungen.

0= 99 8pg+ o ap,""+ 3¢ 9pa

apx de ¥ 9p,' de Op»’ O
g 3:1:, dop dx, 3¢ Ox,
+7 s Yoz Fa tom a0

oder, wenn man die gegebenen Differentialgleichungen zu Hiilfe ruft,
99 aI’t_l_ 0p Jps +3¢p Opn ___

3px a“ ap‘ a“ coee 9—’:‘.’5‘—;—-
dpy 02z ) Ops Ox, Opn 0n
P[Bm'-ai-l—ax Era '"+6w aa]
dx a 0 n
1 a; xz .IQ...+ Il w]
Dieses in die obxge Glexchung substitun-t, giebt
5 o0x 0xn
0=P [”*a '+p, C "'+p" -‘”] 830, am, dx,
= 6.’1.‘ 1 aa a. ""+Pu'é'&'],
woraus durch Integration nach x, von x= 0 an genommen,
Bw, ox, 8.1:,, 6::01 0 0 0 09
pl aa +p2'5—‘;-- —M xa“ 282 no.o+pn'aia],

wenn der Kiirze halber
~ __./‘x aq’ d-t
-—- e o

gesetzt wird, wo e die Basns der natiirlichen Logarithmen bedeutet. '

Betrachtet man die Grifsen ¢, ¢y o+« 0y, ebenfalls als ver-
iinderlich, wie sie durch die Gleichungen
Ay =0, A;=0y cose Ay == ey

bestimmt werden, so hat man
dx"‘" [pldx1+p2 dxg veee + ”ndxn)

x dx, n
= dx [1 plax - P2 a‘:’ ""-—Pnaaz

CES
—z[p g +n g ot 2 52 dasy
wenn man dem i unter dem Summenzeichen die Werthe 1, 2, .... 22—1

giebt. Diese Gleichung verwandelt sich, da
2y dx :

1-—p,3 pz?i....—pnéz" = 0

und fiir jedes 7,
a 2 3 n oa bax:
plaat +P2 :t‘. ""+ nai = M[ p'aa "“+le]
in folgende:




!

8 C.G.J, Jacobdi, tur Theorie der partiellen Differentialgleichungen. 141

dr—[pdz,+ p.d2; oo Fpdx,] =
da;

-ME[PTS? +r,§ff’- . --+r:§j"]

oder da
de =32 xkda,,

in die Gleichung

dx—(pldx1+p2d.r2.... + ¢.dx.]

= —M[plda+p;da,.... 4 phdz;]
Aus dieser identischen Gleichung folgt, dals die Gleichung:
de—[pdz,+p,d®;ees o+ padx,] == 0,

in folgende transformirt werden kann: -

pldz +pldzl.... + prda, = 0,
welche erfiillt wird, wenn man die Grolsen x;, xJ, .. .. > willkihra
lichen Constanten gleich setzt, was der zu beweisende Satz war.

Die hier angewendete Analysis ist genau dieselbe mit derjenigen,
wodurch Pfaff in der angefiibrten Abhandlung beweist, dals die Verhilt-
nisse der 27 —1 Grilsen

e

8 dxy dx,
x + R + /)n-a—a—l-
von  unahhiingig smd Aber er bat nicht die Bemerkung hinzugefiigt,
dafs aus diesem Grunde diese Grofsen den Grofsen

oa.‘r oa
Py g Ly py T 2 py O

proportional gesetzt werden kinnen, wodurch man dxe transformirte Dif-
ferentialgleichung selber findet, und unmittelbar die 2 Gleichungen erhiilt,
durch welche sie erfiillt wird. Ich bemerke noch, dals wenn der im Vo-
rigen dem z gegebene besondere Werth o == 0 Unbequemlichkeiten ver-
ursacht, man dafiir jeden andern Zahlenwerth setzen kann.
Wenn man vermittelst der Gleichungen

Q=4 Adi=a;, Ap==0Csy <o oo Apyy==0n,
die Grilsen @, @, ... &,y Piy P2y e+ pa durch 2 und ay, @y ...
veo @y ausdriickt, so entalten diese Ausdriicke auch %, Differentiirt
man die Gleichungen: :

1“'/’13:“"‘2
@:—....—/z

nach %, so erhiilt man, da vermittelst der aufgestellten Differentialglei-

ax

oz, dxn
x -.o'+])/l£—’
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chungen: v «

) Gz —ap’ Odm  dx  odal®
folgende Gleichungen:
. 09 dp: |, 0@ Jp, dp Opr
— Op; Oh +6p3' oh ""+8p,,' oh

1= 5.3 T 3p. a0 3p. Oh
_ Op: _Qﬁ Op, da, Opn O xn
P[ax oh ox " odn ""° +6ac'6h]
a(p 0oy axz ox,
| ZlnS e 5]
Aus diesen Gleichungen folgt:
Y axr ax, a.’x,‘n
0= 1 Pa{l’: Ok +Pz_aT--'-+an"]
=1+ dx
dof Ox, Ox, 0,
-—w[ 17’-{--{— 2-—6—’7..-.—‘-[)"—6—’{]-

Multiplicirt man diese Gleichung mit —— MP’ und integrirt von x = 0 bis

x =x, 80 erhiilt man:

ox; dx, Jda,
0'—/; MP+ [1ak+2 “'+,)n ]
oam, o oy
[ P an + Pagn et "Fh"]
Betrachtet man % auch als veriinderlich, so muls zu dem oben gefunde-

nen Ausdruck von dwx,
dz = p,dx,+p: dwz;----+mdx,.-—M[p‘; de? + p2 dad ...+ pSdal]

noch der Ausdruck
d 2 - ) a n 08 1 00 2 ° n
R A L M[.a‘: et o G an
=_m/x Bac

hinzukommen, wodurch man erhiilt: &
dx =M dxl+pgdxg ceee +pndxn_M[p, dx +p2 dx ....+pn d.’l‘,,]

Bezeichnet man durch 4; den Ausdruck von 4; und durch ¢° den
Ausdruck von @, weon mian gleichzeitiy x= 0, x;= i, pi=p; setat,
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und eliminirt aus den 2721 Gleichungen A

P=4h, Q=4hy, A, =4}, A, =4, .... A, =4,
die 272 Grifsen pyy Pry.eoes Pus Pis Pos «ooo Pry 80 erhillt man x ausge-
driickt durch x,, x;, ... 2,, ®, 27, +e.. 27, k, und die nach diesen
Grifsen genommenen partiellen Differentialquotienten dieses Ausdrucks - ~n
x sind:

dx __ dx __ dx __

o, =P a"—xz'—'/’“ Cerrcr T = P

Jdx o dx ' ° d o
‘a_“_:":‘.—Mp,’ 'é;j::a__.MPg, LA a—x‘%--——'—Mpn’

dx __ * da
57:—’”[, 7

In den beiden in diesen Formeln vorkommenden Integralen

g d= dx

dx"P? J MP
sind die Grifsen xf, p; als Constanten zu betrachten, und vermittelst der
vollstiindigen Integrale der gegebenen gewihnlichen Differentialgleichungen
alle Variabeln durch eine auszudriicken,

Ich habe im Vorigen als willkiibrliche Constanten die Werthe der
Variabeln fiir 2 = 0 angenommen. Man beweist aber eben so, dals, wenn
man vermittelst der vollstindigen Integrale der angegebenen gewdhnlichen
Differentialgleichungen siimmtliche Variabeln durch irgend eine von ihnen
oder eine beliebige andere Grifse ¢ ausdriickt, und mit 2°, 27, .... 3,
Poy Pas seespn die Werthe von &, iy eoee Tny pry Pas oove py fiie =0
bezeichnet und diese Werthe ebenfalls als Variabel setzt: die Gleichung
Statt finden wird: .
de—pdzx,—pdz,y «...—p,d,

= M[da"—p}da; —pidal ... —prdat) + M) a2 dl,
in welcher wiederum
' -/"‘ dp dz
M = C X0 aTz: P.

Wenn die gegebene partielle Differentialgleichung, wi- 2s in den
Anwendungen auf die Mechanik der Fall ist, die unbekannf #unction x

nicht enthiilt, ist -
op 0,

3;:

M=1.

und daher
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Das System gewihnlicher Differentialgleichungen reducirt sich dann auf
folgendes System: , ‘ .
dziday.ietde, 2 dpy ¢ dpy, oo dp,
= %v.8¢ .22, Q¢ . d¢ . 39
Op:'0pa '""'0ps”  dx: T Ox; "' Ox,?
welches eine Gleichung und eine Variable # weniger enthilt, Hat man
dieses System vollstiindig integrirt, und alle Variabeln ;, p; durch eine
von ihnen, z, B. #;, und 22—1 willkiihrliche Constanten ausgedriickt, so '
crhiilt man x durch eine blofse Quadratur vermittelst der Gleichung

j"" Pd:r,
=0 =
0

aP:
wo o eine neue willkiihrliche Constante ist, welche in den Ausdriicken
YOD &3y T3geess Tny Prs P2y »os+ Pn durch &; nicht vorkommt. Bedeuten
jetzt x;, x5 oo &7y Pgy Pas oeoe pu die Werthe, welche diese Ausdriicke
fir =0 annehmen, und in welchen ebenfalls ¢ nicht vorkommt, so er-
hiilt man, da x; =0 und M =1, aus der obigen allgemeinen Formel

dz = pdz,+ pda, .o+ puda,—[p,dxy+pidax; ... prda;]

+/“ 9%: yh 4 d,

.apx
wo
de __  dox,
P o9
ap
gesetzt ist. Diese eine Gleichung giebt:
dx dx __ dx
5;.:—- Pay Iz, Pay  vvvey FT T Pay
dx — ax , ox _ °
it SR =St SSUEEERY T T Ph
ox __ s Oxy
oh "'"f g .°
0 ap:

Wenn man durch_Einfihrung eines Elementes d¢ den gewGhnlichen Dif-

ferentialgleichungen die Form glebt, die sie in den Problemen der Mecha-
nik haben:
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dx, __ 0d¢ dp: ___ Jdo
dt ~ Op:’ dt = Jx,!
dx, __ ap dpa — a9
dt ~— dp,? dt — ox;’
drn 09 ap . __ 99
dt ~ OJpa’ dt — dxs’

dx

it = %

so erhilt man, nachdem man die Gleichungen
de,:dxy.oiida, s dpy: dpy .o dpy,;
9¢ , dg .99, o9 _ O dp

apx.‘&?;t.oo--apu am, 6.’1,‘3"”: a.xu
vollstiindig integrivt, und x,, 23, .2 &ay Pyy Poy -o .. pp durch x, ausges
driickt hat, die Functionen x, ¢ durch blofse Quadraturen,

r— __fxo Pd:c, t+7=fxl'%%£-,
0

apt 0 Op:
wo «, 7 neue willkiihrliche Constanten sind. Von diesen beiden Intee
gralen ist aber eines das partielle Differentiale des andern nach /4 genom-
men. Hat man niimlich durch Integration x gefunden, so hat man den.
obigen Formeln zufolge:

Jdx *t dey,
m‘—f Ty — ttm

Wenn in CD aufser x noch eine der unabhiingigen Variabeln, z. B,
am = 0; es geben daher die gewihnli-

chen Differentialgleichungen

| dp,=0 oder p,==Const.,
wodurch sich die Zahl derselben wieder um 2 reducirt. Sie werden nim-
lich in diesem Falle

d$j_:dwgago'dxn_1: dplc dpg PR dpn—]
_ 99 99 o ,__O9.__ 09 _ 89 -
— apx.apz.'.'ap”_l axx axz oo axn—l’

in welchen Ausdriicken man p, als Constante zu betrachten hat. Hat
man durch Integration dieser Gleichungen die Grifsen @y, 25, . « . . x, 4,
Pis Pry « ¢ + + Pnoy durch eine von ihnen ausgedriickt, so giebt eine der
Gleichungen:

Crelic’s Journal d. M. Bd. XVIL HR.2. 19
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— 09 dxi __ _ Jdo dp
dxn. b apn a(p _m _?_2
opi 0 x;

durch blofse Quadratur den Werh von &,. Man kann aber auch in die-
sem Falle auf #hnliche Art, wie Hamilton die Function S durch 7 er-
setzt, allgemein die Gleichung O ==/ selber in eine andere transformiren,
in welcher die Zahl der unabhiingigen Variabeln um eine geringer ist.
Wenn niimlich @ weder & noch x, enthiilt, so setze man

=Y + Pz,

wodurch \ ,
dy = P dx1+p2 de e + p"-—l dxn—l—xn dpn'

In dieser Gleichung betrachte man p, als Constante, wodurch sie sich in

die Gleichung
d"y -_— p1 dxl + p2 dxg co e + p,,__l dx,,__l

verwandelt, so dafs p, p:y ---. p._, die partiellen Differentialquotienten
von y nach x,, 2y, ... . 2, genommen werden, und die gegebene par-
tielle Differentialgleichung, in welcher ebenfalls p, als Constante betrach-
tet wird, eine partielle Differentialgleichung fiir ¥ wird mit nur »—1 un-
abhiingigen Variabeln x,, ;5 .... x,_;. Hat man durch Integration die-
ger partiellen Differentialgleichung y als Function von x,, 25, .... x,_,,
von n—1 willkiihrlichen Constanten und der Constante p, gefunden, so
findet man die gesuchte Function x dadurch, dals man in der Gleichung
x =Y+ pacts
die Grifse p, vermittelst der Gleichung
oy
O pa
eliminirt. Man kann x, um eine willkiihrliche Constante vermehren, wo-
durch x, wie es fiir eine vollstiindige Liosung nithig ist, » willkiihrliche

Constanten erhiilt.

om—
_ -,

10.

Wir haben im Vorhergehenden gesehen, wie man durch die Inte-
gration eines Systems gewihnlicher Differentialgleichungen eine vollstiin-
dige Lisung einer vorgelegten partiellen Differentialgleichung erster Ord-
nung finden kann, Ich will jetzt zeigen, wie man umgekehrt aus irgend
einer vollstindigen Liosung die vollstindigen Integralo des Systems ge-
wohnlicher Differentialgleichungen ableiten kann.
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Kennt man einen Ausdruck von « durch x,, x,, .... 2,, mit 2 will
kiihrlichen Constanten ¢,y 0y + + .. ¢, Welcher der gegebenen partiellen
Differentialgleichung @ = % Geniige leistet, so bilde man die 2—1 Glei-
chungen, welche sich durch die Proportion darstellen lassen:

dx O L O0x

'é"“'x‘:-'é';zlo'a °8—a,, ——— Bl:Bgoona:Bn’
wo i, 25 «+-+ B, neue willkiihrliche Constanten seien, die aber, da nur
ihre Verhiiltnisse in Rechnung kommen, nur die Stelle von n—1 willkiihr-
licken Constanten vertreten. Fiihrt man eine neue Grifse M ein, so kann
man diese Proportion durch das System Gleichungen ersetzen:

8:1,- —_ ax
ZreM=0, FZ+eM=0, .... 2 4. M=o,

Durch diese Gleichungen sind die -2 Grélsen x, x,, 2,y .... x,, M
als Functionen von einer unter ibnen gegeben. Differentiirt man eine die-
ser Gleichungen '

dox
"a_t‘z‘i"l"BiM = 0,

und setzt fiir 3; den aus dieser Gleichung gezogenen Werth, so erhiilt man:

dx dM 0*x 0*x

. 0% x
O_—-a—‘-x—i-,—z—”‘+mdxl+a__——“‘d-rglaa.+ d

@;dx, Ja; dx, Ty

oder wenn man .
axx—pIQ axa-——[’g, “« s o ® m:pn,
setzt, die Gleichung:
— ?ﬁ ‘ﬂ'.’ ap, dp
0= — 7.9 T 5q 0t 5q d‘”2""+’g‘%'fdxn-
Die gegebene Differentialgleichung @ = % muls, wenn man darin fiir «
seinen gegebenen Werth und die daraus durch partielle Differentiation nach
Xy, X2y oo+« X, sich ergebenden Werthe von pi, pyy .... p, setzt, eine
zwischen den Grofsen a,, ®, .. Xny Gy G2y oev. @,, 2 identisch Statt
findende Gleichung werden. Nimmt man ibr partielles Differential nach
a;, 8o erhiilc man: ‘
— 99 9=, 99 op, 4 99 9p 0@ dpn
_0 dx " da; Bp,'aai+8p2'"5¢—f;”"+é—l;;-aai.
Vergleicht man die zwei Systeme von 2 Gleichungen, welche sich aus
dieser und der vorhergehenden Gleichung ergeben, wenn man darin fiir i
geine Werthe 1, 2, .... n setzt, so erhiilt man die Proportion:

19+
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L2 B T : —92, 99 3¢ o
§U3 .(]wl.(l.‘z'g-.._..dz‘,.—- am apx Bp, .:apu,

welche man auch, da .
dw=pldx1+p2dx2....+p,dm‘,.,
durch die Gleichungen darstellen kann:

dM op
PMd:.v'— — ox?
dz, _ 0¢ dx, __ 99 den __ dqp
de T 0ps? Pdw ~dp.? " Pda: Opa’
wo wieder

0
P=p13q) +p2ap +Pn (/’
gesetzt ist, Differentiirt man ferner- die Glelchung cp h nach z;, und
setzt in dem Diflerentiale:

dpr __ Opi
Qx; Bwk’

so erhillt man

_ 9O dp Jdp: Jdp Op; dp Opi.
— 6x,-+ ‘3x+6p,'6x, + -+

Op. Ox,*"" Opn Oxa ?

oder wenn man in diese Gleichung die vorhin erhaltenen Werthe
dp __ p 4= dex, 99 — P do, 09 __ pda,

dps  dxz?® Gp, T dx ' """ Op. 4=

substituirt, die Gleichung:
— 99
Wir haben so umgekehrt aus den 27 Glexchungen.

d d 0
@:ﬁ, _i:—i"":_a*a%:-BI:BQ"":BH,

dpL

da; " da,
dx dx dx
Jan =P Gag =P Tan — Prs

die 2x Differentialgleiciungen
dml__ X3 pdp,:__ dyp Jd¢o

T e et ew— e .

api’ dz dx: 9z Vi
abgeleitet, und da ]ene Gleichungen 272 willkiihrliche Constanten, nimlich
By ¢4y Gay « -+ @, und die Verhiltnisse von 3,, f3,, .... (3, enthalten, so
sind sie zugleich die vollstiindigen Integrale dieser Differentialgleichungen.
11
Man kann die letztere Analysis auch auf die allgemeinere Unter-
suchung ausdehnen, unter welche Pfaff die Integration der partiellen Dif-
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ferentialgleichungen erster Ordnung mit einbegreift, und zeigen, dals wenn
irgend ein System von 2 Gleichungen mit » willkiihrlichen Constanten ge-
geben ist, welches der Differentialgleichuug

0 =X de,+X,dx,.... + X, dx,,

Geniige leistet, man daraus die vollstindigen Integrale des von Pfuf auf-
gestellten und oben mnfnethexlten Systems von 22—1 gewdhnlichen Dif-
ferentialgleichungen ableiten kann ¥*). Durch das gegebene System
von n Gleichungen driicke man niimlich x,, #,, .... «, durch
Zpprs Tngay o0+ ¥ und durch die » willkiirlichen Constanten,
die wir «,, 0y, «+.. &, nennen wollen, aus, und bilde die Glei-
chungen:

da, 8 N ,8,,
) Xi g+ X g2+ X g 4 B = 0,
8r,+ axl .+ X, 3x,,+MB = 0,

‘%”I * 4 X, g2 gxs Lt X, "”"—;-Mpan =0,

in welchen {3’1, {3’2, vees B, neue willkiihrlicheConstanten sind,
welche aber nur dieStelle von n—1 vertreten, da hier allein
ihre Verhiiltnisse in Rechnung kommen, so werden diese
Gleichungen, welche nach Elimination der neu eingefiihrten
Griolse M die Stelle von n—1 Gleichungen vertreten, in Ver-
bindung mit den gegebenen nGleichungen, die vollstindigen
Integrale des von Pfaff aufgestellten Systems gewishnlicher
Differentialgleichungen sein, mit 22—1 willkiihrlichen Con-
stanten, nimlich den » willkiihrlichen Constanten a,, ¢, ...
... 0, und den n—1 Verhiltnissen der willkiihrlichen Con-
stanten (i, B2, «... B.. Man beweist dieses Theorem wie folgt:

Da die durch die gegebenen 7 Gleichungen begtimmten Ausdriicke
von Ty, Xy o+ &, durch x4y T4y oo x,, und die 2 willkiibrlichen
Constanten der Gleichung: .

X, flx1+X2dxg....+X2,, dx,, = 0
geniigen sollen, 80 mufs man die Gleichungen haben:

#) Statt o in den oben mitgetheilten Formeln ist bier x:n geschrieben,
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X, 2% o4x,.9% | 4x 9% 4 x o,

1 al‘n-ﬂ a:r n41 n 5-‘L‘n+1
O, 0 x,
‘ax +2+ " "'+X"__—8x,.+z+X"+2 = 0,
3 T a 2 a n
X, d; + 2 a:; cen X, a: + X = 0.
Man denke sich jetzt vermittelst der 2 Gleichungen
X 90 4 x50+ X G Mp =

die n 41 Grofsen w,,+1, Tngzy sees Tany M durch eine von ihnen, z. B.
“durch M, ausgedriickt, wodurch diese Grifsen und daher auch x,, «,, ...

. . x, Functionen von M, von &, ¢, .... a,, und von (3,, 3,, .... 3,
werden. Die auf diese Annahme sich beziehenden partiellen Differential-
quotienten werde ich der Unterscheidung wegen in Klammern einschlie-
fsen, wiihrend die partiellen Differentialquotienten ohne Klammern sich
auf die Annahme beziehen, dafs x,, x,, .... x, als Functionen von «,,,,

Xopry cove Xgny gy Gy «ooe &, betrachtet werden. Man hat demnach:
oy ox, ox, —_
'7(‘(dozi)-.‘—){2 (8c¢,-) +X (ca,)
0y dx, 8 »
X azi + X azi ot X z
dxy dx, ax,. 0 Xt
+ [Xl 3-'):‘,;-}-1 + X2 axn-H. reee + X,, axn—};]( a_ag )
0oy da, Ox, {0 Xnia
+ [Xl OZngr + % Oxngr """ + X 9-’1‘,:-;-2]( de;
Ox, dx, ax,, B:tz,,
+ [Xl ax2n + X2 8.1‘2,' ot n dx?n ]
axn amn 8::0 n
= —MPi— X ( aaf‘)-Xm( ; “) — X, ()

oder: )
(aa,)‘*‘ (aa‘)""+X2n( xg")+M[3 = 0.

Differentiirt man diese Gleichung nach M, so erhilt man:
X, da; dX, (dx, d Xsn (0 X2n
it (ze) +aa Co) -+ ()

+ X (aalﬂzga) + X (6?}1;;) A X (5‘?@%) +(3, = (.
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Ee folgt ferner aus der Gleichung
Xl dx1+X2 (l.t‘g.... +X2,,d.r2,, = O,
wenn man alle Griofsen als Functionen von M betrachtet :

%, (55) + % G5) -+ % (550) = o

Differentiirt man diese Gleichung nach «;, so erhiilt man:
0%*x, 0*x, 032 2o
X, (57 aal) + X, (55r5% Maa) -+ X (5775 aa“,-)

aX, dfl‘x 8)& d.:r:, 6X2n d(L‘gn -
+ aa,-‘dM+ ‘dM," "’ + de; 'dM — 0,

‘wodurch sich die obige Glexchung, Wenn man sie mit d /M multiplicirt,

in folgende verwandelt:
> [0, dx, 0 2oy
dX,(52) +a X (52).... +a X (52)
X, X, 8 Xan
“‘d”l(aa;)"‘d%(aai)‘ "'-dx2"( 2 )+ Pid M =
Eliminirt man aus dieser Gleichung B; vermxttelst der Glencbung.

X, ("“‘)-;-X (4= )....+X2,,(%%)+Mp,. =

so erhiilt man:

a X, (32) 4 aX, (420 4 ax, ()

—dx, (5) —d= (%)....-—-dxm ()

dM 8.”0, “ 8a~>,
— a7 K@@+ % G+ X (G2 = o

Setzt man, wie erlaubt ist, 3, =1, so erhiilt man durch die nim-
liche Analysis iibnliche Formeln, wie fiir «;, auch {iir die z—1 andern

willkiirlichen Constanten 3,5 32, -+.. (.. Zuvirderst hat man:
81‘") _

x () +x5) -+ x5 (G5

X, a'i:f; + X X ()

+ 1% aif; + 23(3:0;""“' X aiflz] G 5)

+[ngz e g --+X¢§%:-](%”-%"-)
= — [%un (028) + X (358) .+ X0 (5),
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oder

0 = 3(550) 4 % (35) b 2o (50,
Differentiirt man diese Gleichung nach M und die Gleichung

0=, (%5) 4 % (85 oo+ . (255)

nach 3;, und zieht beide Resultate von einander ab, so erhiilt man nach
Multiplication mit d M :

3x, » X2n
0 = aX, (53) + 4% (5%) ... + 4% (5

—~dx, a;/(ﬁ’.) dx, (%);‘)....—dx,,, (a;z"),

von welcher Gleichung wir, um ihr dieselbe Form mit der Gleichung zu
geben, die wir in Bezug auf o; gefunden hatten, die Gleichung:

o = % (55)+ 3 (55) -+ %.C5),

mit ‘—11—”]—'—1 multiplicirt, abziehn wollen, wodurch man erhiilt:

0=dX, ( )+dX (a;,) st d X, (%%2‘)

—da (aﬁ,) —ar (). —da, (322)
— G+ x G+ 5 G

Wir wollen in dieser Gleichung, so wie in der oben gefundenen Eihnl'ichen,.
auf «; beziiglichen, fiic die partiellen Differentialen

o) GF)
ihre entwickelten Werthe
(R = 250 4 22+ 22 ()
(32@) — axk(ax, 8 Xz (E_’f_z-)“"_*_i& Qf‘_zf)

aﬁi _Bx, 8ﬂ.)+ax3 8,3, 3::‘2,. aﬂ‘
setzen, und die Gleichungen nach den Gréfsen

) (&%)

ordnen, so verwandeln sie sich in folgende:

102)+ 7.G2) o+ 2 (52),

0=17, (ax,)+T2(ax, e T, 8.1:2,.)
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wo
, : X, ax, 1 X,dm
7, = dX, — [ax dx *+a drpee o P gy, ] Keat
mn 1 6X’,2n T X,dM
= e"XZ”v»[':s‘;—d”4+a—;“’dxz---«-+ e | — 57
t 2 Xn n
Typ=dX,— |52 da 1-1- 2day. e G ,1% _?’Sz_ﬂ_;i_M.

Multiplicirt man dlese Glewhungen mit dx,, dx,, ..
sie, so heben sich, da
.X1 dx1+ A’ d.‘tg.... + X2n dx?n == 0’

}g 0 X 90X,
kd 1+ "d 200.4+a kd Loy = d.X.k‘,
alle Terme rechter Hand fort s wodurch man die Gleichung erhiilt:

Tl‘dx1+Tg d.’t‘,....-{- Tzndxgn — O’
welche man auch so schreiben kann:

Z.G5) + 2. (G5) -+ (F5) = o,

da wir in den vorstehenden Formeln alle Grifsen x,, 2, . ... x,, als
Functionen blofs von einer Grifse M, und ¢,, @y oov @y Bisy Poy oe.
«.. B, als Constanten betrachten, was ich durch den Gebrauch der Cha-
rakteristik d andeute. Aus den X~ Gleichungen, niimlich den 2 Gleichungen :

(3903)””+T2n(8x2,,) = o, .

e+ dx,, , und addirt

den n—1 Gleichungen

2 G5) + 1 G5) e+ T () =
und der Gleichung

,(55) + 7 () o+ 2 (G5 = 0
folgen die 27 Gleichungen
f'=0 71,=0, .v.. T,=0,,
welche mit den Pfuff’schen Differentialgleichungen iihereinkommen, wie
ich sie oben aufgestellt habe, wenn man in ihnen %—HB—I- statt 4V und X,,,
x,, fir X, x setzt,
Dals man aus den 27 angegebenen Gleichungen die Gleichungen
7,=0, T)=0o0, .... F,=0
folgern kann, lLilst sich, wie folgt, beweisen. Man betrachte gleich-
Crelle's Journal d. M. Bd, XVIL Hft. 2. 20 .
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Zeitig Oy by o oo o Ony L1y Pay o+ oo Buss M als Variabeln, so wird
durch die zwischen diesen GrSlsen und den 27 Grifsen x,, a;, ... Xy,
aufgestellten Gleichungen keine Relation zwischen diesen letztern allein
gegeben, sondern sie zeigen nur, wie das eine System von 27 Variabeln
sich durch das andere System von 27 Variabeln ausdriicken lilst. Man
bezeichne beliebige Variationen der Grilsen x, x,, .... x,, mit dx,,
dx,y +... 8x,,, die von einander unabhiingig sind, da zwischen den Grij-
(sen x,, x;, .... x;, selber keine Relation Statt finden soll. Sind Jo,,
Sttyy voee 0yy 0Py 025 ove. 0Bum, 0M die entsprechenden Variationen

der Variabeln o, sy «eus yy iy Boy ooev Buss M, s0 hat man:
dm = (G2)but G2) b (G2) 000
+ (G5 08+ (53) 08+ (55) 08y
+ (&) om.
Multiplicirt man daher die 22 Gleichungen, die wir gefunden haben:

7’1(2—‘:)+1’2(%-)+T2(%—?—) = 0,

7 (52:) +Ta(§<ii—’)~-~ +7(32) = 0
7(2) 4 7.2 7 (5) = o
7G5 +nGR) -+ (G5 = o
71(30”’) (‘Zi;: A T (G5) =
(aﬂ,. )+T(§ﬂ )""+T2"(am“1) = 0,

Xy
1 @)+ 1) 4 1 (55) = 0

respective mit 00, 0ty +v.e 0y OBiy 0By oo 8By, &M, und ad-
dirt sie, so erhilt man:

: T, 8+ T dxsee oo+ T1ndy, = 0,
welche Gleichung, da dx,, 8, .. .. 02 beliebige, von einander unab»
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hingige Variationen sind, nicht anders bestehn kann, als wenn

T,=0, T,=0, .... T,,=0,
was zu beweisen war. '

Dafs man auf die angegebene Art, wenn man der Gleichung

X, do,+X,dw,.... + X, dx,, = 0
durch irgend ein System von 2 Gleichungen mit n willkiihrlichen Constan-
ten geniigen kann, immer auch die vollstindigen Integrale der von Pfuf
aufgestellten gewdihnlichen Differentialgleichungen erhiilt, lLilst sich auch
durch folgende Betrachtungen einsehen. Man lGse die 2 Gleichungen nach
den n willkiihrlichen Constanten, auf, so dals sic die Form erhalten,

A=da,, A==€, ... A=u,,
WO Oy Oy .- «. 0, die willkiihrlichen Constanten sind und in 4, , 4,, ...
. 4, nicht mehr vorkommen. Sollen diese Gleichungen der Differen-

tialgleichung

Xdoe,+ X, doey....+ X, dxy, = 0
geniigen, so muls es n Multiplicatoren U,, U,, .... U, geben, vermittelst
welcher identich

Xydoy+X,dxy. ... +X,,dx,, = U, d4,+U,dA,.... + U, d A4,
wird, da der Ausdruck linker Hand vom Gleichheitszeichen verschwinden soll,
wenn 4, 4,,.... A, willkiihrliche Constanten werden. Denkt man sich
Tyy Xpgeeer o, durch 4,y Ayy ovvo Ayy Xupry Xpgas -+ » o Ty ausgedriickt,
g0 erhiilt man bieraus: a
XLin

]
Ul_" 2321_*_'}{-(‘3‘1. +X2ndA

Aus der von Pfaff selber gegebenen Analysis folgt, dals wenn man auf
irgend eine Art die Gleichung
0= X doe,+ X, dx,....+4 X, de,,
in éine andere zwischen nur 272—1 Variabeln transformiren kanu, diese
willkiihrlichen Constanten gleich gesetzt, die vollstindigen Integrale seiner
gewdhnlichen Diflerentialgleichungen geben. Nun haben wir aber
O0=X,de,+ X, dxy ..+ X doory =0, d4,+ U, dA,....+ U, d4,,

oder

0= ‘dA-}— ’dA ot ,"“dAx_l-l—dA,,,
welches eine Dnﬂ'erenhalglexchung zwischen nur 22—1 Variabeln

U U Ui
A’_’ .&42’ e e Aﬂ, —[—]_—:-, '—i.j.i" * " s "‘L—T;—‘

ist. Diese willkiibrlichen Constanten gleich gesetzt, miissen daher die voll-
20*%
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stindigen Integrale des Pfuffschen Systems gewdéhnlicher Differentialgleie

ehungen sein; sie kommen aber genau mit den 272—1 Gleichungen iiber-
ein, wie ich sie oben aufgestellt habe.
12.

Ich habe oben bemerkt, dafls es in der von Pfaff zur Iutegration

der Gleichung
X dx, X, dxs oo s o X, dx,, = O

vorgeschlagenen Methode ein Uebelstand sei, dals man von den nach ein-
ander zu integrirenden Systemen gewdshnlicher Differentialgleichungen nur
das erste wirklich aufstellen kann, und fiir die andern Systeme nur die
Art angeben kann, wie man sie, wenn man die vorhergehenden vollstiin-
dig integrirt hat, zu bilden hat. In der That ist klar, dals es hierdurch
unmiglich fillt, das Ganze der Aufgabe zu iibersehen, Fiir den beson-
dern Fall, welcher die Integration der partiellen Differentialgleichungen er-
ster Ordnung giebt, haben wir gesehen, dals die Iutegration des ersten
dieser Systeme gewdihnlicher Differentialgleichungen vollkommen ausreicht,
und es der Aufstellung und Integration anderer Systeme nicht weiter bhe-
darf. Dieser besondere Fall kann als derjenige bezeichnet werden, in wel-
chen von den 27 Grélsen X;, X,, .... X,, eine Anzahl von »—1 gleich 0
ist. Es sei z. B. '
4 \ X = Xypze000 = Xy, = 0
30 dals die zu integrirende Gleichung wird:

A,y = —z.‘ [X,dz,+X, dxyeor o+ X, dz,]e
Man setze:

A X, ‘ X
Xn+1=p” '—X'_n_;_'z":”u tre —Xﬂ+1=p"’

so sind p;y Py + ... p, die partiellen Differentialquotienten von x4, als
Functionen von x;, x;, ... &, betrachtet, und die Elimination der
n—1 Grofsen X, .,y Lngzy oooe Xy aus diesen n Gleichungen giebt die zu
integrivende partielle Differentialgleichung. Ich will jetzt im Folgenden
zeigen, dafs wenn man die Methode, welcher wir uns fiir diesen beson-
dern Fall bedienten, auf die allgemeine Pfaffsche Differentialgleichung an-~
wendet, man des oben bezeichneten Uebelstandes ledig werden kann, in-
dem es dadurch gelingt, mit Leichtigkeit alle zu integrirenden Systeme
gewdhnlicher Differentialgleichungen aufzustellen, ohne eines derselben

wirklich integrirt zu haben..
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Um hierzu zu gelangen, nehme man in den Integralen des von Pfaff
aufgestellten ersten Systems gewéhnlicher Differentialgleichungen als will~
kiibrliche Constanten die Werthe, welche x,, x,, .... x,, , fiir 25, =0
annehmen, und die wir mit x}, x,, . ... 2;,., bezeichnen wollen. Be-
zeichnet man auch die entsprechenden Werthe von X,, X,, ... X,, mit
X0, X2, «eve X5, 80 erhiilt man Gleichungen von der Form:

xr, = x‘:+x2nél" X, = X:)+x2nzxy
xr, = -T:"l“-%'zn 22 9y X, = X: + x5,
t e e+ e e e e © e a4 o o s o e
Xopy = -’17;"_.1 +x2n Ezn-—ly Xon =X2°n+x2n :Ezn’

WO Eiy Eryevee Eancts Euy Zayeees Z, Functionen von oy, %y 22, ...
ves X5,y sind, welche fiir a,, = 0 nicht unendlich werden. Substituirt
man diese Werthe von x;, ,, ¢... 2,,_,, Wie sie durch vollstiindige Ine
tegration der von Pfaf aufgesteliten gewdhnlichen Differentialgleichungen
gefunden werden, in die Gleichung:
‘ 0= X dx,+X,dxy 0. X, day,
indem man auch die Grifsén XZoy X, ¢ Tpy als unverinderlich be=
trachtet, so erhiilt man
0 = [Xo + Ly :l] d[‘to +x"'l E J

+ [X; +~‘”M»-2] d[x; 4, E]

+ ['Xﬂn—l + Xon '-'2'1—1] d [xm—l + Lan Ezu—ll

-+ [ X3, +xzn»—~2n] d xy,

= Bdx,,+ B,dx}+B,d=x....+B,,_,dx},_,
woy, wenn o eine der Zahlen 1, 2, .... 2n—1 bedeutet,
B, = X!, 5 '

o 08 o 0 n—
+“’2n [X‘a [ Xzast""+ 2»—1 aa&ol].
bt 85 bt 353 + = . a§2n—l]

+x2n '-ua [ '—lza paper L AL A
Aber Pfaff hat bewiesen, da[‘s wenn man vermittelst vollstindiger Intee
gration der von ihm aufgesteliten gewihnlichen Differentialgleichungen die
Grilsen xyy ;5 <2+ X, durch eine von ihnen, z. B, x,,, und durch die
2n —1 willkiirlichen Constanten ausdriickt, und diese Werthe in. den

Ausdruck X, da, 4 X, dws oo o X, dvy,
substituirt, indem man die willkiihrlichen Constanten. ebenfalls als verin-
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derlich betrachtet, der Coéfficient von dx, verschwindet, und die Verhilt-
nisse der Coéfficienten der Differentialen der willkiihrlichen Constanten von
a, unabhiingig werden. Da hiernach
B = 0,
und die Verhiiltnisse von B,, B,,.... B,,_, von x,, unabhiingig sein wer-
den, so bleiben diese Verhiltnisse ungeiindert, weon in B,, B,, .... B,,_,
man x,, = 0 setzt, wodurch man erhiilt:
Bi:By....:By,, = X}: X2 ... X5,
oder, wenn man einen Multiplicator M einfiihrt,
Bi=MX;, B,=MX;,, .... By,,=MNX;_,.
Wir sehen also, dafs wenn man statt der Variabeln x,, x,, ...
« v+ Xnyy Xy, die Variabeln =7, 2}, .... »;._,, x,, einfiihrt, ver=
mittelst der Gleichungen
=X 20 £y x¢=x:+x2n22’ Cee e Xppen = Dguy o+ Lon Erncts
welche sich durch die vollstindige Integration der von Pfaff
aufgestellten gewéhnlichen Differentialgleichungen ergeben,
die vorgelegte Differentialgleichung
0= X,dw,+X,d> ...4+X,, dx,
sich in die Gleichung
0 = X{dr+X}dx,....+ X5 _,dox;,_, ~
verwandelt, oder in eine andere Differentialgleichung mit
einer Variable weniger, welche aus der gegebenen Differen-
tialgleichung erhalten wird, wenn man in ihr x,= 0 setzt,
und &3y X5y «ev o Xppy fir @y X2y + o o oy 8chreibt. Die Inte-
gration dieser letztern Gleichung giebt also die Integration
der vorgelegten, wenn man in ihren Integralgleichungen
wieder %, @%y ... &3y durch o, 2y, ooov Xy 7o, vermittelst
der angegebenen Gleichungen ausdriickt.

Nach der Pfajffschen Methode hat man nun in der Gleichung
0 =Xdo!+X]dx,.... 4+ X5 daczpy
eine der Grofsen x}, x_, .... x5, einer willkiihrlichen Constanten gleich
zu setzen; es sei also
Xopey = Uy
wo o, eine willkiihrliche Constante. Die Differentialgleichung wird demnach
= ‘X‘: d‘r:+ X: dx; oo +'X;n-—2 d“';n-—z ’
wo in den Grifsen X; fiic «;,—, die Constante a, zu setzen ist. Hat man
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diese neue Differentialgleichung durch n—1 Gleichungen mit »—1 will-
kiihrlichen Constanten integrirt, so fiige man die Gleichung

Long == 0
hinzu, und driicke vermittelst der Integralgleichungen des ersten Systems
X, Xyy oees Xy durch &, 2, ... x,, aus, so hat man die n Gleichun-
gen mit 2 willkiibrlichen Constanten, welche der vorgelegten Differential-

gleichung
0 = X do,+X,dx, ...+ X,,dx,,

Geniige: thun.

Man kann auf dieselbe Weise nun wieder die Differentialgleichung,
auf welche die vorgelegte reducirt worden ist, auf eine andere mit 2 Va-
riabeln weniger reduciren. Das zu diesem Ende zu integrirende zweite
System Differentialgleichungen erhiilt man aus dem ersten, wenn man die
beiden letzten Gleichungen desselben fortlilst, x,, =0, x,,_,=a, setzt,
und fiir »;, X; schreibt x7, X/, Man erhilt dann 27—3 gewdhnliche
Differentialgleichungen zwischen den 22— 2 Variabeln 2%, x2, .... x5, ,.
Als willkiibrliche . Constanten nehme man wieder die Werthe von z°,
Ty oeoe &0, fiir x3,, = 0, welche wir mit «°°, 2% .... x;,_; bezeich-
nen wollen, und nenne X;° den entsprechenden Werth von X;, so ist
die Aufgabe darauf zuriickgefiihrt, die Gleichung

X da + X dx)’ . X0, dan_4 = 0,

welche aus der vorgelegten erhalten wird, wenn man x,, = %,,,= 0,

Loy 1 == 0y Lyn3=0, 8etzt, Wo @, ; a, willkiihrliche Constanten bedeuten,

und X°°, 2°° fiir X, a schreibt, durch »—2 Gleichungen mit 2 —2 will~

kiibrlichen Constanten zu integriren. Zu diesen fiige man die Gleichuog
x;:—s = Uy

und driicke x{°, x PREEE a;,_; vermittelst der Integralgleichungen des

zweiten Systems durch Ty Xy oue. X3, aus, fiige wieder die Gleichung
Ty = O

hinzu, und driicke x°, x,, . ... 2;,_, vermittelst der Integralgleichungen

des ersten Systems durch @,, x,, .... &,, aus, 8o hat man die » Inte=

grale der vorgelegten Gleichung it ~ willkiibrlichen Constanten. Indem

man auf diese Weise fortfibrt jede Differentialgleichung, auf welche man

die vorgelegte reducirt hat, dadurch noch um 2 Variabeln zu verringern,

dals man eine Variable =0, eine andere einer willkiibrlichen Constante

gleich setzt, kommt man zuletzt auf eine Differentialgleichung zwischen
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nur 2 Variabeln:
X dx + X, dx, = 0,
woin X;, X, zu setzenist x,, =y, 3.,.. =2, =0, 2, 1==0;, X 3==¢,
voo Ty Ongs

Bezeichnet man daher mit g,, w,, .... g, willkiihrliche Constanten,
so besteht das ganze Verfahren zur Aulstellung der verschiedenen zu in-
tegrirenden Systeme gewdhnlicher Differentialgleichungen im Folgenden, In
dem oben aufgestellten ersten Systeme gewohnlicher Differentialgleichungen
setzt man x,,= 0, x,..1=ua,, lifst die beiden letzten Gleichungen fort,
und schreibt x7, X; fir x;, X;, wodurch man das zweite System er-
hiilt; in diesem setzt man x;, , =0, x3, ;=a,, lLilst wieder die beiden
letzten Gleichungen fort, und schreibt x;°, X;° fiir x{, X;, wodurch man
das 3te System erhiilt; in diesem setzt man x;, ,= 0, x;, ,==a;, Lilst
wieder die beiden letzten Gleichungen fort, und schreibt «;°°, X;°° fiir x}°,
X;°, wodurch man das 4te System Differentialgleichungen erhilt, und so
fort; zuletzt kommt man auf die Gleichung, welche das nte System vorstellt,

X?n-l dx(:n-l’ + Xon-l on—l — 40.

n~m

Liifst man x‘*n-m, x°

2 3 esee Xy " die Wertbe bedeuten, welche in den

2m -1 Integralen des (n—m)ten Systems Differentialgleichungen 27 R
x‘f—m‘l, eeee xz::;‘ fir x;":::l =0 annehmen, so geben die siimmtlichen

Integralgleichungen der verschiedenen Systeme, verbunden mit den Glei~
chungen

0 0 . 000 o
Ly y ™= Uy Xy 3= ag ’ Lo = U3y o0 0 Xy =0,y
die verlangte Lésung. Man kann niimlich in der letzten der 7 Gleichungen:
0 U 00— o”
L Oy Xy Ty Xy Ty e e X =0

vermittelst des Integrals der letzten Differentialgleichung (des zten Systems)
:t, durch o l, x, s dann in den beiden letzten vermittelst der drei In~

n-1 -1 -2 e
tegrale des (2—1)ten Systemes ::L-x , a9, 2t ! durch 2, w‘;m, 0 ,’

.z-"w dann in den drei letzten vermittelst der 5 lntegrale des n—2ten’

n-2 n—? n-2 n—2 n-3

Systems Dlﬁ'erennalglewhungen 2, 2l 2, a2 * durch z
n-3

x‘; e @ * ausdriieken » und so fortfahren, bis man vermittelst der

Totegration des lsten Systems alles in den 2 Gleichungen durch die ur-
spriinglichen Variabeln x,, #;4 «... 7,, ausgedriickt hat.
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Wir haben gesehen, dafs wenn von den 21 Griélsen X, X,, ...
... X,, eine Zahl n—1 verschwindet, was den Fall der partiellen Diffe-
rentialgleichungen erster Ordnung giebt, dic Integration des Isten Systems
Differentialgleichungen hinreicht, Wenn eine geringere Zahl n—sm feh-
len, so dafs

X1'= 2....=-z,,_m=0,

80 braucht man das obige Verfahren nur so weit forizusetzen, bis man
die vorgelegte Differentialgleichung auf eine mit 22—2m -2 Variabeln
reducirt hat, welche dic Form haben wird:

m—1 m-1 m-1 m-—1 m-1 m-1
o— (i} 0 0 0 0 0
0 - -Xil-ln+1 dxn—m-}-l + Xn—7n+2 dxn-m+2 tere + X2n-2m7}-2 {lx2n—2m+2 )
. . v s om-1 ot o™t .
indem die Coéfficienten von dx) , dx) , .... dx"_ = fehlen. Die Inte-

gration des mten Systems Differentialgleichungen reicht hin, die n—m -1
Gleichungen zu finden, durch welche dieser Dilferentialgleichung Geniige

geschieht, und man braucht keine Differentialgleichungen weiter zu in-
tegriren.

Man kann sich auch zur Integration der Gleichung
Xdx,+ X, dx,....+X,,dx,, = 0
folgender Methode bedienen, welche von der Pfujffschen verschieden ist.
Indem man nur x, und x, als Variabeln betrachtet, kann man durch In-
tegration einer gewohulichen Differentialgleichung erster Ordnung zwischen
2 Variabeln
X dx+X,dx, = Udu
setzen. Betrachtet man auch x; und @, als Variabeln, so erhiilt man hier-
durch
Xde+X,de,+X;do; 4 X, doey = Udu+U'de; +-U"dx,,
wo, wenn man u statt x, einfiibrt, Z/, &'y, U" Functionen von u, x,, x;,
x, werden. Durch Integration einer partiellen Differentialgleichung erster
Ordnung zwischen 3 Variabeln kann man, wie sich leicht zeigen Lilst,
diesem Ausdruck die Form geben
Udut-U'da,+U"dx, = V,dv,+V,dv,,
wodurch auch
Xdo, 4+ X, doe, - Xsdo, + X, doe, = V,dv,+ 7, dv,.

Betrachtet man noch x;, x; als Variabeln, so erhiilt man hierdurchs

Xide,+X,dxyeo o+ Xodxey = V,dv,+V,dv,+ V' dxs+ V" dx, ,
W0, wenu man v,, v, statt x,, x, einfithet, #,, 75, ¥‘, ¥ Functionen
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YOO Uy, U,y X3, Ty X5, 25 werden, Dem vorstehenden Ausdruck kann
man durch Integration einer partiellen Differentialgleichung erster Ordnung
zwischen 4 Variabeln die Form geben

Vidv, + V,do,+ Vidas + Vidaey = W, dw, + W, dw, + W;dw,,
wodurch auch

X da,+ X, do,. ... +Xsdxs = Widw,+ W, dw, + W, dw,,
u. 8. w, Fiihrt man so fort, so erhiilt man, nachdem man zuerst eine
gewihnliche Differentialgleichung erster Ordnung zwischen zwei Variabeln,
und dann hintereinander partielle Differentialgleichungen erster Ordnung
zwigchen 3, 4, .... n Variabeln integrirt hat, zuletzt durch Integration ei-
ner partiellen Differentialgleichung erster Ordnung zwischen 2--1 Varia-
beln die verlangten 7 Gleichungen. Da nach dem oben auseinanderge-
setzten Verfahren eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung zwi-
schen %+ 1 Variabeln die Integration von 2 k-—1 gewéhnlichen Differen-
tialgleichungen erster Ordnung zwischen 24 Variabeln gefordert, so sieht
man, dals man nach dieser Methode eben so viel Systeme gewdihnlicher
Differentialgleichungen zwischen gleich viel Variabeln zu integriren hat,
wie nach der frilheren Methode. Wenn m von den Grifsen X, X,, ...
... X,, gleich O sind, so kann man sogleich bei diesem Gange der Opera-
tionen mit der Integration einer partiellen Differentialgleichung erster Ord-
nung zwischen 2 -2 Variabeln anfangen.

Den 9ten December 1836.




