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8.
lieber die Beduction der Integration der partiellen
Differentialgleichungen erster Ordnung zwischen ir-
gend einer Zahl Variabein auf die Integration eines

einzigen Systeme» gewöhnlicher Differential-
gleichungen.

(Ypn IJerrn Prof. C. {?. J. Jacoli zu Königsberg in Prenfsen.)

l,
JL rofessor Hamilton hat in zweien Abhandlungen in den Philos. Tr ansäet.
vom J. 1834. P. II. und vom J. 1835. P. I. das merkwürdige Resultat gefun-
den, dafs in den Fällen der Mechanik, in welchen der Satz von der lebend!·
gen Kraft gilt, sich die Integralgleichungen der Bewegung, eben so wie die
Differentialgleichungen in der ihnen von Lagrange gegebnen Form, sämmt-
lich durch die partiellen Diflerentialquotienten einer einzigen Function dar-
stellen lassen. Der Gang seiner Betrachtung ist ungefähr der folgende.

Es seien die Differentialgleichungen der Bewegung eines Systems
von n materiellen Puucten, welche den Bedingungen F^rO, ^=0, ....
unterworfen sind,

_ 8U , SF , . 8Ft
"*i 7 A" ̂ ^ "5 — "T" »» "5 — " T"" ̂ 1 ""5 - · · * · J1 dt* dzi · czi * l dzi 7

in welchen Gleichungen dem Index i dieWerthe l, 2, .... n zu geben sind,
und die Masse eines Punctes bedeutet, dessen rechhvinklige Coordina-
ten ociy yi9 zi sind· Dies ist die La(jrange$d\Q Form der Differential
gleichungen, welche ihnen in allen Fällen gegeben werden k^nnf in wel-
chen der Satz von der lebendigen Kraft gilt:

WO A eine Constante. Die Grufcen , ^ ete. sind der Syminetrie wegen
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§8 & C. G. J. Jacoil, zur TKtorie der partiellen

eingeführte Factoren, welche vermittelst der Bedingungsgleichungen elimi«
nirt werden müssen· Die Function U, deren partielle Differentiation die
angebrachten Kräfte giebt, will ich die Kräf tefunct ion nennen·

Hat matt die Aufgestellten Differentialgleichungen vollständig inte*
grirt, so kennt man die 3/z Coordinaten als Functionen der Zeit und der
wülkuhrlicben Constanten· E» werden diese Werthe in die Kräftefunction
Ü substituirt, und ihr partielles Differentiale nach einer der willkübrlicheo
Constanten, die ich a, nennen will, genommen : so bat man

SU __ ^\dU #& . BU dyi , QU dz{
"SüT — ^ ' " ̂ ' "r

> dt* •J^'rj^'
da die in , 0 .... multiplicirten Ausdrucke wegen der Bedingung^»
gleichungen verschwinden·

Den letztern Ausdruck kann man auch so darstellen:

du _
da dt

i S· an <8yi d*yi y dzi _d*zj

Der zweite Theil dös Ausdruckes rechter Hand vom Gbichheits*
zeichen lafst sich ebenfalls als ein partielles, nach genommenes Dii
rentiale darstellen: . , ^ a f

i aSm4-aJ+~ar + -a7J
~T ' a* " *

Wodurch die vorstehende Gleichung sich in folgende verwandelt:

Diese merkwürdige Gleichung ist deti Analysten, welche rieb mit der Va*
riation der Constanten in den Problemen der Mechanik beschäftigt ha*
ben, nicht entgangen. Es folgt daraus mit Leichtigkeit eines der Haupt·
theoreme dieser Theorie. Setzt man nämlich
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80 dafs die vorstehende cGleichung wird:

<9Ä 4t "*" ' '
und bedeutet irgend eine zweite wiHkuhrüche Constante, so sehen wir
dafs die beiden Ausdrucke

- , — _ , __
die partiellen Differentialquotienten eines und desselben Ausdrucks

etnd, das eine Mal nach a, das andere Mal nach genommen. Es wird
also das Differential des ersten Ausdrucks nach genommen gleich .dem
Differential des zweiten Ausdrucks nach a genommen sein, welches .nach
Weglaseung der sich aufhebenden Terme die Gleichung giebt*

dt
Bat Sxf . öri dy, . 8J, dz:

Diese Gleichung lehrt, dafs der Ausdruck

Von t unabhängig oder eine blofse Constante ist, welches der berühmte
Jjagrange&diQ Satz ist. Man beweist auch noch leicht, dafs wenn y irgend
eine dritte willkührliche Constante ist, und man jenen Ausdruck mit (a, 0)
bezeichnet, die Gleichungen Statt finden:

(*, ) = 0, ( ,|3) + (& ) = 0,
g (Ar), g (r.«) j d(f*,ß) — o

Ö« ' "Ö/J ~ Öy "*"" *

Aber Hamilton zieht aus der Gleichung, welche wir fanden:

^^neue Yortheile durch folgendes Verfahren, welches eben sowohl durch die
Methode als durch die Resultate, zu welchen es fuhrt, höchst bemerkens-
wert ist· Setzt man nämlich t

13*
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100 Ö. C. G. J. Jacobi, zur Theorie der partiellen Differentialgleichungen.

S
0

so ist nach der bekannten Regel der Differentiation unter dem Zeichen:

= /**&& J
oder der obigen Gleichung zu Folge

/•<
s i
«^

· ' · — · ' ......... a £9da, «^ o dt
Sind flf, b, c die Anfangswerthe von xy y> z und a', o', V die Anfangs-
werthe von a?9 y', z', oder diejenigen Werthe, welche dem Werthe t = 0
entsprechen , so giebt diese Gleichung:

f d

Die Function S ist eine Functioii von t und den willkührlichen Con-
stanten; sie wurde dadurch definirt, dafs ihr nach t genommenes Dille**
rentiale gleich ist der Summe der Kräftefunction und der halben leben-
digen Kraft» Die vorstehende Gleichung lehrt auch ihr Differentiale fin-
den, wenn man blofs die willkührlichen Constanten als veränderlich bo- ,
trachtet· Bezeichnet man nämlich durch die Characteristik B' das Diffe-
rentiale, welche« man erhalt, wenn man gleichzeitig alle willkührlichen
Constanten ändert, t aber ungeändert läfst, so giebt die vorstehende Glei-
chung, wenn man sie mit da, multiplicirt, und die Summe aus allen ahn«
liehen bildet, die man für jede der willkührlichen Constanten erhält,

Ö'*S SOTg^S'd^+yiS'yj + ̂ e^ —S
Dies ist das vollständige Differential von S, wenn man t constant setzt,
und es als Function der willkührlichen Constanten betrachtet·

Ist das System ganz frei, so bat man 6 n willkuhrliche Constanten,
als deren Functionen S und die 6 n Gröfsen #, y, z, a, b, c betrachtet werden.
Vermittelst der Integralgleichungen kann man die 3/2 Gröfsen #, b, c durch
diese 6/2 Constanten ausdrücken, und die 3n Gröfsen x9 y, z durch diese
Constanten und die Zeit t. Man kann daher auch die 6 n willkührlichen Con-
stanten als Functionen der Zeit und der 6 n Gröfsen , y, z9 a, b, c betrachten,
wodurch auch S eine Function der Zeit t und der 6 n Gröfsen #, y, z> #, b, c
wird· Nimmt man in diesem Sinne die partiellen Differentialquotienten
von 8, so giebt der vorstehende Ausdruck des vollständigen Differentials
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& C. G. /. Jacobi, zur Theorie der partiellen Differentialgleichungen* 101

S, sogleich »eine nach den Gröfsen xi y, z, a, b, c genommenen par·
tiellen Differentiale, nämlich:

SS , *8S

öS , SS
jl wtf* 6bl

Die vorstehenden 6 n Gleichungen kann man als die rollständigen
Integralgleichungen der vorgelegten Aufgabe betrachten, und zwar sind
die Gleichungen links die 3 Integrale erster Ordnung (welche Hamilton
auch Zwischenintegrale nennt), die Gleichungen rechter Hand, die
3 n endlichen Integrale selber«

Ist das System nicht frei, sondern sind die k Bedingungen gegellen,
F = 0, FL = 0, .... F^ = 0,

welchen die Puncte desselben Genüge leisten müssen; so kann man die
3/i Functionen #, y, z, welche man sucht, auf 3 n — k reduciren, und
braucht von den 3 n Differentialgleichungen 2ter Ordnung nur 3/2 — k an-
zuwenden. Man hat daher nur 6/2<^-2£ willkührliche Constanten, für
welche man in den Ausdruck von 3 wieder die 3/2 — k Gröfsen, auf
welche man die S/zGrofsen, x, y, z zurückgeführt hat, und ihre Anfangs-
werthe, aufweiche sich durch dieselbe Bedingungsgleichungen die 3 n Grö-
fsen 0, b, c zurückfuhren lassen, einführen kann· Zu der Gleichung durch
welche wir, wenn man constant setzt, das vollständige Differentiale von
S, im obigen Sinne genommen ausgedruckt haben, und welche sich auch
so darstellen läfst,

sind dann eben so k von den 3 n Differentialen d&9 dy9 dz und k von
den Differentialen da9 Sb9 de vermittelst der Bedingungsgleichungen zu
eliminiren und die in die übrigen unabhängigen Differentialen multiplicir*
ten Ausdrucke einzeln = 0 zu setzen· Bedeutet F° den Ausdruck von
F, wenn man darin für die 3 n Gröfsen , y9 z ihre A n fangswert he a, b9 c
setzt, so bewerkstelligt man diese Elimination, indem man die k Gleichungen,
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102 8. C. G. Jacoli> zur Theori* der partiellen Differtntialgtekhuxgen.

und die k Gleichungen

. + » « - »r -o

jede mit einem Factor multiplicirt, zu der obigen Gleichung hingefugt,
und diese Factoren so bestimmt, dafs die k von den Differentialen #ar,
Sy9 dz, und die k von den Differentialen da, Bb9 Bc9 welche man elimi·»
niren will, verschwinden· Da nun auch die in die übrigen unabhängigen
Differentialen multiplicirten Ausdrücke verschwinden müssen , so erhält
man, wenn man die Factoren mit , , . . . ., — 0, *·— ° · · . . bezeichnet,
das System von 6# Gleichungen:

l"*T*
'

welche jetzt als die vollständigen Integralgleichungen mit Hinzuziehung
der Bedingungsgleichungen

F =0, ^i = 0,
F0 = 0, f? = 0, . . . .

zu betrachten sind» Die Multiplicatoren werden durch Auflösung einer
gleichen Zahl linearer Gleichungen gefunden, welche man dadurch erhält,
dafs man die vorstehenden Gleichungen in die folgenden durch Differen-
tiation ans den Bedingungsgleichungen sich ergebenden subatituirtt
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8» & G. «T. faeöbi,· suf TAeor« dcf partiellen DifferentialgleiGhufi&en· 103

so wie die Gleichungen die man für / == 0 aus diesen erhalt,

Wir sehen, wie auch in dem Falle eines nicht freien Systems die Inte-
g r a l g l e i c h u n g e n eine ganz analoge Form mit derjenigen erhalten ha«
ben, in welche Lagrange die Dif ferent ia lg le ichungen der Mechanik
gebracht hat·

Wenn der Satz von der lebendigen Kraft gilt, so kann man die
Function S auch so ausdrücken:

Wo h eine willkührliche Constante ist. Ich habe aber im Vorhergehen«
den den Satz von der lebendigen Kraft nicht benutzt, weil diese Resul-
tate, wie Professor Hamilton nicht angemerkt hat, auf einen Fall ausge-
dehnt werden können, für welchen dieser Satz nicht gilt, auf den Fall
nämlich, wo die Kraftefunction aufser den Coordinaten noch die Zeit t
explicite enthalt, wie z. B· wenn ein Funct ohne Masse von beweglichen
Centren angezogen wird, deren Bewegung bekannt und gegeben ist. Ich
werde diese Ausdehnung der Formeln, wo sie statthaft ist, allezeit an«
geben, da der angegebene Fall der Mechanik in der That seine Anwen-
dung findet·

2.
Die Definition, welche wir von der Function S gegeben haben,

setzt die vollständige Integration der Differentialgleichungen des mechani-
schen Problems bereits voraus» Die vorstehenden Resultate hätten dann
nur das Interesse, das System der Integralgleichungen in eine merkwürdige
Form gebracht zu haben· Man kann aber noch die Function S auf eine
ganz verschiedene, und viel allgemeinere Art definiren. Ich werde
mich im Folgenden auf den Fall eines ganz freien Systems beschränken;
den Fall, wo irgend welche Verbindungen und Bedingungen zwischen
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104 8. C. G. Jacolii zur Theorie der partiellen Differentialgleichungen.

den Puncten Statt finden, werde ich in einer spätem Abhandlung wieder
aufnehmen, deren hauptsächlichste Resultate ich bereits an einen ändern
Ort mifgetheilt habe»

Wir betrachten S wieder als Function der Zeit, der Coordinaten
der Puncte und ihrer Anfangswerthe. Differentiiren wir *S vollständig
nach der Zeit, indem wir auch die Coordinaten ab Functipnen der Zelt
betrachten, so erhalten wir, der Definition von S zufolge:

•37 -·|?+: +^+^) * F+is^rf+y
Bieraus folgt, da

• — JL .£* A/ — JL j*£ ' — 1 88
*> — mi'dxi9 ~j — mi'Byi9 ?i "" m'J^'

der Ausdruck des partiellen Differentiales von 3 nach t genommen

welcher Ausdruck sicht wenn V nicht t explicite enthält, also der Satz
von der lebendigen Kraft gilt, in folgenden vereinfacht,

—di -- >
wo eine willkiihrliche Constante ist,

ÖSMan erhält aus dem Ausdrucke von ^-~ auch folgende Gleichung;

und dieses ist eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung, welcher
die Function S Genüge leisten xnufs· Die Function S9 wie sie oben defi«
nirt worden, ist eine vollständige LosuDg der partiellen Differentialglei-
chung erster Ordnung, indem sie aufser einer Constante, die man offen-
bar zu ihr noch hinzufügen kann (da nicht die Function selber, sondern
nur ihre Differentialquotienten in der Gleichung vorkommen), 3 n willkuhr*
liehe Constanten, nämlich die Aafangswerthe der Coordinaten enthält, und
die Zahl der unabhängigen Yariabeln ebenfalls 3/2 + 1 beträgt· Ich will
einen Augenblick bei der Natur der verschiedenen Lösungen einer partiel-
len Differentialgleichung erster Ordnung verweilen.

Man nennt nach Lagrange vollständige Lösung einer partiellen
nicht linearen Differentialgleichung erster Ordnung eine solche, welche eine
gleiche Zahl willkuhrlicher Constanten enthalt, wie die Zahl der unabhän-
gigen Yariabeln betrugt, weil man vermittelst der, nach diesen genommen
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8. C. (?. f. < 00&?; ZW Theorie der partiellen Differentialgleichungen. 105

nen partiellen Differentialquötienten der gesuchten Functlon eine solche
Zahl willkiihrlicher Constanten eliminiren kann, und im Allgemeinen keine
gröfsere. Kennt man eine vollständige Lösung, so kann man daraus
alle übrigen Losungen ableiten, deren die partielle Differentialgleichung
fähig ist, und welche einen sehr verschiedenen Charakter haben. Man
nimmt %u diesem Ende eine Anzahl wi l lk i ih r l i cher Relationen zwischen
den willkührlichen Constanten an, oder was dasselbe ist, bestimmt einige
derselben als willkuhrliche Functionen der übrigen, differenziirt nach die-
sen, als unabhängig betrachteten willkührlichen Constanten die vollständige
Lösung, und setzt die genommenen partiellen Differentialquotienten einzeln
s=0; wenn man dann vermittelst dieser Gleichungen die willkührlichen
Constanten aus der vollständigen Lösung eliminirt, so erhält man die neue
Lösung, welche man, da sie willkührlicho Func t ionen enthält, nach
Lagrange eine allgemeine -Lösung nennen kann. Diese allgemeinen
Lösungen haben aber einen ganz verschiedenen Character nach .der Zahl
der willkührlichen Relationen, welche man zwischen den willkührlichen
Constanten annimmt· Wenn m die Zahl der unabhängigen Variabein
und also auch die Zahl der willkübrlichen Constanten ist, so hat man
772 — l Classen allgemeiner Lösungen, je nachdem man l, 2,..., oder
/72 — l Relationen zwischen den m Constanten annimmt, und dann wie
oben verfährt. Die a l lgemeinste Lösung ist diejenige, bei welcher nur
eine Relation zwischen den Constanten angenommen, oder eine als Funo
tion der übrigen angesehen wird. Der Grad der Allgemeinheit verringert
sich mit der Zahl derjenigen willkuhrlichen Constanten, für die mau will*
kührliche Functionen der übrigen setzt. So ist es allgemeiner oder läfst
mehr willkührliches zu, eine willkuhrliche Constanto als willkuhrliche Func-
tion der fn — l ändern anzunehmen wie in der allgemeinsten Lösung, als
zwei willkuhrliche Constanten als willkuhrliche Functionen der m — 2 än-
dern anzunehmen! wie in der nächst folgenden Ciasse allgemeiner Lösun-
gen. Denn denkt man sich eine willkübrliche Function von m — l Grö-
fsen nach den Potenzen von einer derselben geordnet ? so sind die Coef*
ficienten willkuhrliche Functionen von m—2 Gröfsen, so dafs eine will«
kührliche Function von m — l Gröfsen unend l i ch viele Functionen von
m—2 Gröfsen umfafst. Als Grenze dieser Classen allgemeiner Lösungen ist der
Fall anzusehen, wo man m Relationen zwischen den m Gröfsen annimmt, oder
diese als Constanten betrachtet, was aber die vollständige Lösung selber ist,
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106 8, C. G. Jacob t, ZMT Theorie der partiellen Differentialgleichungen,

Da Hie verschiedenen Arten Lösungen; welche ich allgemeine Lo-
sungen genannt habe, wiUkührliche Funct ionen enthalten, so kann man
sie so particularisiren, dafs sie jede beliebige Zahl willkührlicher
Gonstanten enthalten, denn in jeder willkührlichen Function kann man
so viel willkührliche Constanten anbringen, wie man will· Giebt man
den willkiihrlichen Functionen zusammen m willkührliche Constanten,
wenn m die Zahl der unabhängigen Variabein in der partiellen Differen-
tialgleichung ist, so kann man jede particularisirte allgemeine
Lösung mit m wil lki ihrl ichen Constanten ebenfal ls als eine
vol l s tänd ige Lösung ansehn, aus welcher man eben so wie
aus der vol ls tändigen Lösung, von welcher man ausgegangen
ist, alle Arten Lösungen, deren die gegebene partielle Diffe-
ren t i a lg le ichung fähig ist, ableiten kann. Man kann auf ahn«
liehe Art jede allgemeine Lösung so particularisiren, dafs daraus eine Lö-
sung wird, die zu einer minder allgemeinen Ciasse gehört· Hat man z. B·
eine Lösung, in welcher # Gröfsen als willkührliche Functionen der m — k
ändern vorkommen, und ist />#, aber zugleich l<jn> so kann man diese
k willkührlichen Functionen von m — k Gröfsen so particularisiren, dafs
darin so viel willkührliche Functionen von m — / Gröfsen vorkommen,
wie man will ; und nimmt man für diese k willkührliche Functionen par«
ticulare Formen, in denen / willkührliche Functionen von m — / Gröfsen
vorkommen, so kann man diese Lösung als eine solche betrachten, die
zu einer minder allgemeinen Classe gehört, und die man aus der vollstän-
digen Lösung erhalten kann, wenn man darin l willkührliche Constanten
als willkührliche Functionen der übrigen betrachtet, und für diese solche
Functionen setzt, dafs die nach ihnen genommenen partiellen Differential-
quotienten der vollständigen Lösung verschwinden·

3.
Nachdem ich diese bekannten Betrachtungen vorausgeschickt habe,

kehre ich zu der hier vorliegenden partiellen Differentialgleichung zurück:

von welcher die Function £, wie sie oben defmirt worden ist, wenn man
noch eine willkührliche Constante zu ihr ad dir t, ein vollständiges Integral
ist. Da es aber unendlich viele vollständige Integrale derselben partiellen
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8. C. (7. J. Jacoiij zur Theorie der partiellen Differentialgleichungen* 107

Differentialgleichung von der verschiedensten Form giebt, so ist die Func-
tion S durch die partielle Differentialgleichung , der sie Genüge leistet,
noch nicht bestimmt. Gleichwohl ist das System der 3/2 gewöhnlichen
Differentialgleichung der Bewegung durch die eine partielle DifFentialglei-
chung vollständig ersetzt. Denn es läfst sich leicht zeigen,' dafs jede
vollständige Lösung derselben hinreicht, um sämmtliche Integralgleichun-
gen der Bewegung daraus abzuleiten.

In der That sei S irgend eine vollständige Lösung der partiellen
Differentialgleichung

Da die Zahl der unabhängigen Variabein hier 3 n -{- 1 ist, nämlich
die Zeit t und die 3 n Coordinaten, so mufs die vollständige Lösung 3 /z-}- 1
willkührliche Gonstanten enthalten, von denen man sich immer eine mit
S durch blofse Addition verbunden denken kann· Es seien al9 a29

. . . a3n, die 3 n übrigen, und ßl9 ß2, .... ß^, andere willkührliche Con-
stauten, so will ich zeigen, dafs folgende 3 n endliche Gleichungen zwi-
schen den 3/2 Goordinaten xi9 yi9 z-t und der Zeit £,

immer dem vorgelegten System gewöhnlicher Differentialgleichungen:
d*üci SU d*n dU d*Zi SU

Geniige leisten.
Differenziirt man nämlich die gegebenen endlichen Gleichungen,

wodurch die willkührlichen Gonstanten j3A, ß2> ···· ßa*, von selber ver-
schwinden, so erhält man die 3 n Gleichungen:

öS
G ij | I I L ^ / U S / · C / O / i C7 «3 /\

0^ 0-3» _ d*S / 8*S , , d*S | ·
u == -r- r- - -f n^.·»71 , ̂  -,,/ ·dt

aus welchen man die Werthe von x'i9 y-, ^- durch Auflösung bestim^
inen kann· Vergleicht man aber diese 3 n Gleichungen mit folgenden

14 *
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108 8* C. G. 3. Jacobi, zur Theorie der partiellen Differentialgleichungen.

3/2 identischen Gleichungen, welche aus der gegebenen Gleichung t

durch partielle Differentiation nach al9 a>2> .... a3n hervorgehn,
_ a» s . s v rd* jL lg t szs ds . 8*s OST

g*S , s JL 525 dS , j9»s ÖS , 8*S ÖS'
)«Ä öi ' w0 =

Q _ — -s * g2S A^4.^1^_ 1̂  + _^1^_ ssl
so sieht man ohne weiteres, dafs die gesuchten Werthe von x\> y\> % 9
welche die obigen Gleichungen erfüllen sollen, folgende sind:

Differentiirt man die vorstehenden Gleichungen aufs neue, so er-
hält man die Gleichungen:

m***t — sf d*S - d*S r \ *8 \dt* Ld&idxk * ' dxidyii^^ ' doci dzi *·
8*S , . 82S , , 82S

a* s
Jyidzk

8* S
*t

wo man in den Summen rechts für k die Werthe l, 2, ... · n zu setzen
hat, wahrend / unverändert bleibt· Wenn man in diese Gleichungen für
&ki y*? -!· die gefundenen Werthe substituirt, so verwandeln sie sich in
folgende:

d*yj _ ^ J_ f 8*S 8S , 82S j95 , Ö25 aST , 82S

£lfi — ̂  — f d*5 55 , 82s ds . aa5 äst , aas
Es sind aber die Ausdrücke rechts die partiellen Differentialquotienten des
Ausdrucks

77 — isJ.f/'^Yj-f-^Vj- fdS\2]jL ds~

nach xi9 yi9 ZL genommen, wodurch wir die Differentialgleichungen be-
kommen :
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8* C· G» f· Jacoli, zur Theorie der~ partiellen Differentialgleichungen. 109

welches die vorgelegten Differentialgleichungen sind. Wir haben also fol«
gcndes Theorem·

Theorem.
Es seien die Differentialgleichungen der Bewegung eines freien Sy-

stemes von n materiellen Functen folgende 3 n Differentialgleichungen zwei«
ter Ordnung:

SV

wo U eine gegebene Function der 3 n Coordinaten x±, yiy z^ x2y y29 z^ . . .
«·· &*9 yn> *n wnd der Zeit t bedeutet, und für i alieWerthel, 2, .... n
zu setzen sind; es sei ferner S irgend ein vollständiges Integral der par·
tiellen Differentialgleichung:

welches aufser einer mit S blofs durch Addition verbundenen willkuhrlichen
Gonstanten noch 3 n andre willkührliche Constanten

1 9

enthalte: so sind die vollständigen endlichen Integrale der vorgelegten
3/2 gewöhnlichen Differentialgleichungen 2ter Ordnung mit 6/2 willkuhr-
lichen Constanten:

Ö S ( _ / j ^ n dS s*55;— Pi» 35i—«> · · * · "Ö^T— &**
wo die Gröfsen

ßl) ß29 . . . . ß3n

neue 3 n willkührliche Constanten sind ; es sind ferner die nach den Coor-
dinaten- Achsen zerlegten Geschwindigkeiten^

< 4 ds <— 2& '_ * ds
Vi — m 'By* ' Zi~~m'J7im

4.
Eine der vollständigen Lösungen der im Vorigen betrachteten par-

tiellen Differentialgleichungen erster Ordnung ist die zu Anfang definirte
Function *S, und zwar eine solche, in welcher die 3/2 willkuhrlichen Con-
stanten , die S enthält, gerade die Anfangs werthe der 3/2 Gröfsen x^.y^
Zi sind, welche wir mit ai9 bi9 c£ bezeichnet haben. Für den hauptsäch-
lich vorkommenden Fall, welchen Hamilton allein betrachtet, wo die Kräfte-
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HO 8. G. <?. Jaooli, zur Theorie der partieihn Di/erentialgieiohungen.

function die Zeit ^ nicht expKcite enthalt, giebt derselbe noch eine zweite
partielle Differentialgleichung erster Ordnung, welcher diese Function S
Genüge leistet. Für diesen Fall gilt der Satz von der lebendigen Kraft,
welchen man so darstellen kann:

wo wieder ai9 b'i9 c\ die Anfangs werthe von xi9 y\9 z\ bedeuten, und
Z/o der Werth von U ist, wenn man darin für xi9 yi9 Zi ihre Anfangs-
werthe #*, bi9 c-L setzt· Es ist aber:

und daher, wenn der Satz von der lebendigen Kraft gilt, auch

Für die Hamiltoriache Function »S wurde aber
a s , äs

wodurch sich die vorstehende Gleichung in folgende verwandelt,

Dieses ist die zweite partielle Differentialgleichung, welcher die Hamitton«
sehe Function S Genüge leistet, und wodurch sie von allen ändern voll*
ständigen Lösungen der ersten unterschieden wird. Aber wir haben ge-
sehen, dafs jede vollständige Lösung dieser ersten durchaus hinreichend
ist, um die sämmtlichen vollständigen Integrale der vorgelegten Differen-
tialgleichungen der Bewegung zu finden.

Ich weifs daher nicht, warum Hamilton, um die vollständigen In*
tegrale der vorgelegten Differentialgleichungen angeben zu können, die Er-
findung einer Function S9 von 6/z-f-l Variabein, nämlich den 3/zGröfsen
&i> yu zi> <* 3/zGröfsen ai9 bi9 c£ und der Grofse t fordert, welche zu
gleicher Zeit den beiden partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung

l IVöSN2 , fW , fdS\n _Lte) +Vs7i) + w J = ̂
öS , !̂  l F/dSV . (BS\*5r+^s^Lte) + w

Genüge leistet, während es, wie wir gesehen haben, vollkommen hinreicht,
irgend eine function der 3/2 + 1 Gröisen t9 xi9 yi9 zi zu kennen, welche
der einen Gleichung
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Genüge leistet, und aufser einer mit ihr durch Addition verbundenen noch
3 n andere willkührliehe Constanten enthält. Hamilton scheint mir da-
durch seine schöne Entdeckung in ein falsches Licht gesetzt zu haben,
aufserdem dafs sie dadurch zu gleicher Zeit unnöthig complicirt und be-
schränkt wird. Auch ist hier der Übelstand, dafs, da man eine Function
nicht durch zwei partielle Differentialgleichungen definiren kann, denen sie
gleichzeitig genügen soll, ohne zu beweisen, dafs eine solche Function
auch wirklich möglich ist, seine Theorie, wie er es ausgesprochen hat,
nicht an sich, sondern nur mit dem Beweise, den er liefert, verständlich
«ein kann. Wenn dadurch, dafs er gerade diese besondere Function 3l
nimmt, die willkührlichen Coastanten die Anfangswerthe der Coordinaten
und der nach den Coordinaten-Achsen zerlegten Geschwindigkeiten wer-
den, so ist dies kein wesentliches Interesse, da die Einführung dieser Con-
stanten die Form der Integralgleichungen in der Regel complicirter machen,
auch man die vollständigen Integralgleichungen aus jeder ändern Form
in diese bringen kann. Vielleicht ist auch Hamilton dadurch, dafs er
immer gleichzeitig zwei partielle Differentialgleichungen vor Augen hat, ver-
hindert worden, die allgemeinen Vorschriften, welche Lagrange in den
Vorlesungen über die Funciionenrechnung für die Integration einer nicht
linearen partiellen Differentialgleichung erster Ordnung zwischen drei Va-
riabeln giebt, auf sein Theorem anzuwenden, wodurch ihm, wie ich in
einer ändern Abhandlung zeigen werde, Resultate von gröfster Wich-
tigkeit für die Mechanik entgangen sind. Ich bemerke noch, dafs die
Forderung, dafs die Function *S, nachdem sie der ersten partiellen Diffe-
rentialgleichung genügt, noch der zweiten genügen solle, auch noch dadurch
eine Beschränkung herbeiführt, dafs sie den Fall ausschliefst, wo die
Kräftefunction U die Zeit t auch explicite enthält, weil für diesen die
zweite partielle Differentialgleichung nicht mehr gültig ist·

5.
Man kann der partiellen Differentialgleichung erster Ordnung, durch

welche man das System der Differentialgleichungen der Bewegung ersetzt
hat, verschiedene Formen geben, indem man theils für die zu suchende
Function eine andere nimmt, theils die Variabelu ändert« Hamilton hat
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112 · & G. J. Jaco&i, «ur Theorie der partiellen BifferentfalgleicJiungen.

mehrere Beispiele hiervon gegeben, von denen ich hier nur eines ausein»
andersetzen werde, weil die übrigen von geringerem Interesse zu sein
scheinen.

Es seh
i ̂ m, [x? + yj« + * - U = H.

Wenn U nicht £ explicite enthalt, also der Satz von der lebendigen Kraft
gilt« so hat man
* H = Ä,
wo Ä eine Constante« Es sei die Function 3 nach der von Hamüton
gegebenen Definition bestimmt, und zu dem oben gegebenen Ausdruck

-- $ Svon S'*S nach -jr-öf hinzugefügt, so hat man das vollständige Differential
von *S, wenn man allen 6/2 + 1 Gröfsen f, ^, yi? ·̂, £, bi9 ci9 die es
enthält, unendlich kleine von einander unabhängige locremente giebt. Da wirs-?—·*
fanden, so wird, wenn man sich der Characteristik der Yariatiopsrechnung
bedient, diese vollständige Variation von S,

SS ?=

Man setze
^= S + H.t,

so folgt aus der vorstehenden Variation von S der Ausdruck der Varia-
tion von Vj

Denkt man sich vermittelst der Gleichung

die Grüfse t aus S eliminirt, so wird S und mitbin auch V eine Firne-
tion von H, den S^Grofsen^, yi9 Zi und den 3/2 Gröfsen a^ bi9 ci9 und
die vorstehende Gleichung giebt den Ausdruck von §F> durch die Varia-
tion dieser 6/2 + 1 Gröfsen. Betrachtet man daher V als Function von
HI den Goordinaten »i9 y,·, «,· und ihren Anfangswerthen ai9 bi9 ct, so
werden die partiellen Differentialquotienten von V nach diesen Gröfsen
genommen;
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^-f
— >

_ „, V.*»»<*,

Diese Wertbe geben die partielle Differentialgleichung:

wo man, wenn U auch i explicite enthält, in U für f das partielle Dlfle-
rentiale ~ zu 8etze^ hat. Wenn aher, wie es insgemein der Fall ist,
U nicht t explicite enthält, sondern eine blofee Function der Coordinaten
ist, so enthält die partielle Differentialgleichung das partielle «Differential
von ZT nach H genommen gar nicht, weshalb H hei ihrer Integration
als Gonstante betrachtet wird·

Wenn U nicht t explicite entbält, also H eine Constante ist, so
hat man, wenn man für S die Hamilton'schö Function nimmt,

oder da # = iS^H'-hr'*^)— u,
wird

In demselben Falle, wo H eine Constante ist! erhalt man füj·
auch

oder

welches eine zweite partielle Differentialgleichung isjt, welcher die Funo
tipn V Genüge leistet, Hamilton definirt die Function V durch diese
beiden partiellen Differentialgleichungen: aber um die vollständigen In·
tegrale der DilTerentialgleiohungen der Bewegung zu finden, reicht es wie-
der vollkommen hin, wenn man nur irgend ein vollständiges Integral V

erstem kennt, .
Crciie'9 Journal d. M. Bd. X>U Hft 2. 15
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Wenn nämlich U die Gröfse t explieite enthält, so betrachte man
irgend eine vollständige Losung der partiellen Differentialgleichung

wo, wie erwähnt , in U für * zu setzen ist — . Solche Losung wird,
da hier 3 n + 1 unabhängige Variabelu sind, aufser einer mit V durch
Addition verbundenen Constante, noch 3/2 andere %, 2, .... 3 , ent-
halten. Die 3 n endlichen vollständigen Integrale des Systems von 3 n ge~
wohnlichen Differentialgleichuogen zweiter Ordnung

8U d*yi

mit 6 n wültührlichen Constauten, werden dann
dr * sr 3 v

wo /, /32, .... ß3n die neuen 3« wiHkührlichen Constanten »iud; die
3/iZwischenlategrale mit nur 3/z willkührliclien Constanteo werden ferner,

Die Gröfse H kann man in diesen Gleichungen vermittelst der Gleichung*

durch t ersetzen· Der Beweis hiervon ist ganz so, wie der für
tion S geführte.

Wenn aber die Function U nicht t explicite enthält, so enthält die
partielle Differentialgleichung eine unabhängig YariaUe weniger, weil H
in diesem Falle eine Constaate h wird; die Zahl 4er willkührjichen Con-
stauten einer vollständigen Lösung ist daher, aufser der mit V durch Ad-
dition verbundenen nur 3 /z— l, die wir «*, %, . . « ^ a3nel nennen wollen·
Die 3/2 endlichen vollständigen Integralgleichungen der Be-
wegung werden dann:

zu denen man noch die Gleichung

fügen hat, WO;^, (3 .̂, »^.^_ r eeuo 3/j willkührHche Con-
s4an*an »Lad, 8 dafa hier Bieder
ten
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3/2 Zwischenintegrale endlich werden wieder:

Der Beweis, ier hier etwas modi cirt werden jmifs, ist, wie folgt
0i Differojitation der Gleichungen :

giebt folgende .3 Λ *— l ' Gleichungen
a*F· , . asr , . s» r Λ Λ5 — Λ^ί+Έ - 5— !ΚίΠ-3 - 5— *i) = Οι5^, rBal ^iJ l daxdzi Ί

s(a«a'^«·**
durch welche, da in ihnen kein Term vorkommt, welcher nicht in «ine
der 3/z Grofsen .#J, yj, «J multiplicirt ist, die Verh ltnisse dieser 3/2Gr -
fsen bestimmt werden· Differentiirt man die gegebene partielle Differen-
tialgleichung

nach #1, ,«2, .... a3n_i, so «rhalt man die 3/2 — l Gleichungen;
Σ i r frv dr , aar a r aa^ a_ri _

mi l c»x dxi'Bxi Baidyi'Byi · ,3αχ 3z» *.a*i J "̂  J

aar an =
( αΛ Βζι * a^j J ~ '

. _
' ' ' *

Vergleicht man diese 3/2 — i. Gleichungen mit den vorigen 3/2— J Gleichun·
gen, so sieht man .zun chst, dafs die /zGruisen xiy y-, ^ sich respective

frie die 3/2 Gr en -^-, -^i~t ^7- verhalten· Differentiirt man nuomi Xi jnivyi TnivZi
ferner die Gleichung:

-

so erhalt jman:

«renn tnan ,<h'e gegebene partielle Differentialgleichung partiell nach
15·Brought to you by | University of Iowa Libraries
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differeiitiirt:

i
Vergleicht man diese beiden Gleichungen mit einander, so sieht man, daGi
wenn sich, wie bewiesen worden, die 3/2 Grofsen \, yi9 z\ respective

wie die 3 Griifsen — T-STT* ™ ·^ > ~· ~ verhalten, die 3 Grofsenl/2| X I7l| C/ J' Wj U Zi

y'i, *ifo* 3 n Groben —-j^:, — .- ,̂ ~.^j auch respective gleich
sein müssen, welches die 3 /z Gleichungen giebt:

l

Differentiirt man diese Gleichungen aufs neue, und setzt in den Differenz
tialen für oc\9 yi, z\ die vorstehenden Werthe, so erhalt man;

. a r . &v s v . a^
' dxidyk* dyi ' 7

v ör . fr v

dt*
in welchen Summen / unverändert bleibt, während £ die Werthe l, 2,.... n
erhält· Die Ausdrucke rechter Hand sind hier die partiellen Differential-
quotienten des Ausdrucks

nach o?*, yt-, ^ genommen· Man kann daher dafür die einfacheren Aus«
drücke setzen:

SU d*yidU d*Zi_8U

welches die zu beweisenden Gleichungen sind·
In den Anwendungen scheint die Function S Jann vorzugsweise

brauchbar, wenn die Kraftefunction U die Zeit t auch explicite involvirt.
Dagegen bietet die Function ̂ ' und die gleichzeitige Einführung der Grüfse
H statt der Zeit t grofse Yortheile in dem häufiger vorkommenden Fall,
wo eine blofse Function der Coordinaten ist· Denn da in diesem letz-
tern Falle, vermittelst des Satzes von der Erhaltung der lebendigen Kraft
H eine Coustatrfe wird, so enthält die partielle Differentialgleichung eine
Variable und die au suchende vollständige Lösung eine willkuhrlicbe Con*
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staute weniger· Die Function V, welche Hamilfon zur Erfindung der
vollständigen Integralgleichungen der Bewegung fordert, und welche gleich·
zeitig zweien partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung genügen
muß, hat daher hier noch den wesentlichen Nachtheil, dafs sie eine Gröfse
mehr als nöthig ist enthält, nämlich aufser h und den 3 n Coordinaten
noch ihre 3/x Anfangswerthe, während man nur irgend eine Lö-
sung der einen partiellen Differentialgleichung braucht, welche aufser h
und den 3 Coordinaten 3 /z— l wiUkShrliche Constanten enthält·

6·
Wenn die Kräftefunction die Zeit t nicht explicite enthält, so

kann man aus den Differentialgleichungen der Bewegung die Gröfse t
leicht herausschaffen, indem man sie als ein System von 6/2 — l Differen-
tialgleichungen erster Ordnung zwischen den 6/2 Yariabeln jri9 y<, zf, x'i9
yl, z\ darstellt· Nennt man nämlich <jiy y29 .... y3n die Coordinaten der

Puncte, f/L, y'29 .... y'3n ihre nach den Coordinaten -Achsen zerlegten
und respective mit ihrer Masse multiplicirten Geschwindigkeiten, so kann
man die Differenzialgleichungen der Bewegung:

dU d*yi dtf d*zi SU
- " " - " · · —-1*2. 9 i , .«dt* dyi* l dt*

durch die Proportion darstellen:

l . m l - l , SU0 SU dU
— — O · 2 —— On · · · » » " C'Sn · <r\ --------- · rv · « * · · f7 7

wo ton den Grofsen 19 2, .... fon je drei, die sich auf Coordinaten ei«
n es Punctes beziehn, der Masse dieses Punctes gleich zu setzen sind·
Diese Proportion vertritt die Stelle von 6 n — l Gleichungen ; die Zahl die«
ser Gleichungen, so wie der Yariabeln, kann aber noch um eine verrin-
gert werden, wenn mau durch den im gedachten Falle geltenden Satz
der lebendigen Kraft:

eine der Yariabeln elimtnirt· Hat man diese Gleichungen vollständig in«
tegrirt, und dadurch alle 6 n Yariabeln yi9 fr, .... ?3n, y[9 fa .... ftn

durch eine von ihnen, z· P· ?i ausgedrückt, so erhält man schlie&lich die
Zeit durch eine Quadratur, vermittelst der Gleichungen:
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Um *Ue tion Hamitton angegebene Tmtefiofti F" in finden, braucht man
diese Quadratur nicht auszuführen, sondern £rha1t »ie ohne f zu kennen,
unmittelbar durch eine Quadratur, wenn man die 6/2 Variabein ^, </2, ...
« · · ?2*> f u ^29 * · · · <?ln durch eine fön ihnen ausgedruckt hat· Man kann
nämlich die Funetion
r -£*

auch eo darstellen

aus welchem Ausdruck / ganz herausgegangen ist. Wenn q\ den Werth
?! für / = 0 bedeutet^ so daJ&

so hat man das Integral für T7 ebenfalls so zu nehmen, dais^s für ^rs^
verschwindet·

Das für / angegebene Integral ist das partielle Differential des iar
V gefundenen, nach h genommen, wie sich aus der Gleichung:

SVJh-*
ergiebt. Durch solche partielle Differentiation eines Integrals nach einer
Constante kommt man in der Hegel wieder auf ein neues Integral« Es
giebt aber einen «ehr bemerkenswerten Fall, welcher auch unter ändern
der Fall des Weltsystems ist, in welchem beide Integrale t und V unmit-
telbar auf einander zurückgeführt werden können· Dies ist der Fall, wenn
die Kraftefunction eine homogene Funetion der Coordinaten ist·

Es sei die Kraftefunction ü eine Funetion der 3 n Coordinaten
der Dimension , so hat man bekanntlich;

und daher vermittelst der Difierentialgleichungen der Bewegung :

Der Ausdruck linker Hand wird ein vollständiges Differential, wenn Man
dazu die lebendige Kraft

addirt. Mao erhält dann durch Integration von 1 = 0 bis t=t:
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Es ist aber anderseits:
V

und iaher

welches die Gleichung ist, vermittelst welcher die Functionen V und £
auf einander zurückgeführt werden· Ma» kann aus. dieser Formel, da
der Tbeii Höker Hand ein vollständiges Differential ist, auch noch das
abermalige

finden« Setzt man

und nennt ßü, JR£ die Anfangs werthe von /?, /27, so kann man die vor·
stehende Gleichung auch so schreiben :

ß'— R<9 = (2 + ) r—
woraus durch Integration:

Für den Fall des Weltsystem» ist die Knifleftmetien U von der Dirnen
sion —l, und daher 6 = — 1. Man bat daher für diesen Fall;

Wenn die Krafteiunctkm vom der Dimension —2 iet, so kann man ver-
mittelst der vorstehewien Formeln nicht mehr die Fqnetkm V auf die
Function t zurückfuhren, weil dann r=— 2, und daher der in V multi-
plicirte Term versehwindet» In diesem besondieren Falle hat man aber
zwei neue Integrale der Differentialgleichungen der Bewegung;

welche zwei VPtHkührliehe Constanten , R'& enthalten* Ei ist dies der
Fall, wenn das System materieller Puncte gegenseitigen Anziehungen un-
terworfen ist, die sieb wie die Kuben der Distanzen verhalten.

Setzt map % t den Alisdruck

t '
so bat man nach den obigen Formeln*1

·- :<*·
woraus durch Integration nach h:
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wo K eine von unabhängige Gröfse ist· Kennt man daher für einen
speciellen Werth von Ä, z. P· für h = 0, so kann man T7 auch durch
tegratioa nach h Bilden. Ist f = — -|, so wird die obige Formel;

Es muß* hier R'-—R'Q durch die Anfangs* und Endwerthe der Coordina«
ten und durch h ausgedrückt, und bei der Integration blofe .als varia»
bei gesetzt werden.

Ich will bei dieser Gelegenheit noch folgende Bemerkungen hinzu«
fügen· Man erhält aus den obigen Formeln das zweite Differentiale von
R, nach der Zeit genommen, durch <}ie Kraftefunction ausgedrückt ver-
mittelst der Gleichung;

oder wenn 6 = *-

Nach einer bekannten, von Lagrunge öfters angewandten algebraischen
Umformung kann, wenn V/L die Summe der Massen, , , die Coor-
dinaten des Scbwerpunctes bedeuten, oder

MX = Sw^, MX .«B S^yi, M J
die Gröfae M R folgende«nafcen ausgedrückt werden,

WR =

oder, wenn rik die Distanz der Massen m( und /Wi bedeutet,
" MR =* ?. »4 ^+ 2(^- · 2^^2),

wo man die Summe auf je zwei Puncte des Systems auszudehnen hat,
Der Schwerpunct eines Systems Körper, welche nur ihren gegenseitigen
Anziehungen unterworfen sind, bewegt sich gleichförmig in einer geraden

Man erhält daher für diesen Fall, wenn
7* = ' + ^

vermittelst der angegebenen Umformung von .ZHÄ die Gleichung
^d^.m.m^
a rfi*
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wo «y die Geschwindigkeit des Schwerpunctes bedeutet· Substituirt man
den f r das Newtomdie Attractionsgesetz Statt findenden Ausdruck der
Kraftefunction U, wie wir ihn oben gegeben haben, so hat man:

Mdt* ra
oder, da nach dem Satze von der lebendigen Kraft;

die Gleichung

*
Der Ausdruck

j^
ist gleich der Summe der Massen des Systems respective multiplicirt iu
das Quadrat ihrer Distanz von seinem Schwerpunct. Man beweist dies
aus der vorstehenden Gleichung, indem man den Anfangspunct der Coor-
dinaten im Schwerpunct annimmt , wodurch -Χ~=Γ=Ζ = 0. Eben so
beweist ma% dals

die relative lebendige Kraf t um den Schwerpunct ist, d. i.
die Summe der Masse des Systems, respective multiplicirt in das Quadrat
ihrer Geschwindigkeit um seinen Schwerpunct· Wenn das System sta-
bil ist, so darf der Ausdruck :

w hrend t ins Unendliche w chst, weder unendlich noch 0 werden; wor-
aus leicht folgt, dafs sein zweites Differential von keiner Zeit an immer
dasselbe Zeichen behalten darf· Die beiden Gleichungen;

lehren also, dafs, wenn die Bewegung um den Schwerpunct des Systems
stabil sein soll, 1) die Constante 2# — ΛΓγ2 negativ sein rauf s,
d. h. weil

z,*

dafs die relative lebendige Kraf t um den Schwerpunct im-
mer kleiner bleiben mufs, als die doppelte Kr ftefunction;

Crelle's Journal d. M. Bd, XVIL Hft.2, 16
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2) dafs die relative lebendige Kraft um den Schwerptmct ab«
wechselnd immer gröfser und kleiner werden mufs, als die
Kräf te func t ion ; 3) dafs die Kräf tefunct ion sowohl als die re-
lative lebendige Kraft abwechselnd gröfser und kleiner wer*
den mufs als die Constante / 2 — 2 .

Wenn man die lebendige Kraft und die Kräftefunction in Reihen
nach den Cosinus und Sinus von der Zeit proportionalen Winkeln ent*
wickelt, somuls, wenn das System stabil sein soll, die Constante M«f — 2 A
der wahre constante Term in beiden Reihen sein· Denn ein von diesem
verschiedener Werth des constauten Termes wurde in dem Ausdruck von

Terme erzeugen, die in das Quadrat der Zeit multiplicirt sind, und daher
mit der Zeit in's Unendliche wachsen·

7.
Um das Vorhergehende an einem Beispiel zu erläutern, will ich

die Function V für einen einfachen und vielbehandelten Fall, die elliptische
Bewegung eines Planeten angeben· Da man nach dem sogenannten Lam-
bertscheu Theorem den Ausdruck der Zwischenzeit t durch die Anfangs*
und Endwerthe der Coordinaten kennt, so kann man dem vorigen §. zu-
folge auch den Ausdruck für V sogleich ohne eine neue Integration daraus fin-
den. Es sei r der radiws vecfor, r'== ·—, E die excentrische Anomalie,
r0, r'0, E0 die Anfangs werthe von r, r', E; es sei ferner k* die anziehende
Kraft für die Raumeinheit, e die Excentricitä't, a die halbe grofse Axe·
Setzt man mit Gaufs {Theoria motus paff. 120)

E- EO _
"^2 *~~ o 9

und Führt einen neuen Hülfswinkel h vermittelst der Gleichung
e cos G c=5 cos h

ein; setzt man ferner:
h + ^=£, Ä— ff ss ',

so wird der Ausdruck der Zwischenzeit:
h-— t = — sin — (s'— · sine')·
«r

Der Satz von der lebendigen Kraft giebt:
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8- C. G. J. Jacoli, zur Theorie der partiellen Differentialgleichungen. 123

so dafs die obige Constante h hier ^^ und y die Kräftefunction U ist.
Setzt man daher in der im vorigen §. gefundenen Formel

ß'— R'Q
für ß, Ä ihre Werthe,

so erhält man

Ich habe hier in den Ausdrucken von V, R, h die Masse des bewegten
Planeten, die eigentlich als Factor diese Grufsen officirt, da sie aus der
Rechnung herausgeht, fortgelassen.

Die bekannten Formeln der elliptischen Bewegung geben,
rr'

und daher
r r'— r0r'0 = Jk<fa.e(*inE — sinE0)

Benutzt man diesen Ausdruck und den La ml· er t sehen Ausdruck der Zeit t,
so erbalt man für V einen ganz ahnlichen Ausdruck, wie für t,

V ~
k*welcher sich von dem Ausdrucke von —t nur in dem Zeichen der Sinus

unterscheidet. Nennt man die Sehne der Bahn, welche den Anfangs·
und Endpunct verbindet, so hat man nach den von Guufs am angeführ-
ten Orte gegebenen Formeln:

WO
r* =

Vermittelst dieser Formeln wird F, so wie t, durch die Coordinaten des
Anfaogspunctes und Endpunctes und die grofse Achse ausgedrückt. Der
hier gegebene Ausdruck von V kommt mit demjenigen über ein, welchen
llamilton auf anderm Wege gefunden hat.

Wenn man in den angegebenen Ausdruck von V alle Gröfeen au«
fser k und a variirt, so erhält man

. 6— cos'i*'·^.
16*
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124 8- C. G. J· JacoJi; zur Theorie der partiellen Differentialgleichungen.

Es ist aber
• - r ft ΟΓ*Τ"Ο Γη "4-00 · τ / v 4 'ft / Ο Γ "4-<ϊ Γη —~ ν Ο8ΐη|εοοβ| ε.ίε = —^4^τ ^, smfε'οοβίε'.ίε' = —-2-j^ -.

Bemerkt man daher die Gleichung:
cota g^s—'Cotangi ε' = — 21i!Jl£lllL2 —· —"^6ΐπ^,,0 ·* °A sinfismfi' 8inf^sinf« / J

so erhalt man

F r den Nenner kann man in diesem Ausdruck zufolge der obigen Formeln
auch setzen:

Fuhrt man in diese Formel den von beiden radii veclores r und ra gebil-
deten Winkel ein, den wir mit Gaufs 2/ nennen wollen, so hat man:

r7 + r* — g2

und daher

Hiernach erhalten wir f r die Variation von V den Ausdruck:
a [ein h S ρ — KW g (3 r + δ r 0)]

in welcher Formel man auch einen der Winkel g·, h durch den ndern
vermittelst der Gleichung

ξ = 2 α sin ̂  sin//,
welche sich aus den obigen Formeln leicht ableitet, ersetzen kann·

Der vorstehende Ausdruck der Variation von V ergiebt sogleich
die Werthe der nach den Coordinaten» Achsen zerlegten Geschwindigkei-
ten des Anfangs» und Endpunctes· Man erh lt n mlich , wenn man £,
r, r0 durch die Goordinaten ausdr ckt,

QV kY*a ΓΛ?— XQ . , Λ? . 15 — s=s - -F&rr — r | - ? Sin A -- 81Ο£Ί,d Λ? COS/\F (r r0) L ρ r σ l *

7ϊτ*€os/y(rr0)
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8· Cf G. J. Jacob i) zur Theorie der partiellen Differentialgleichungen. 125

Γζ— z0 . L . z0 . 1-5 — — ̂ TTS; — r l - 2 am -j — 2. sin g1! .ze cos/V(rr0)L ρ ^ r0 J
Nennt man 5 die halbe kleine Achse, und bemerkt die von G aufs

ebenfalls gegebene Gleichung:

und setzt den halben Parameter — = p, so leitet man aus diesen For-
mcia auch noch leicht die folgenden ab,

··— '--

woraus nach einigen Reductionen:

TFelche Formeln ich ihrer Einfachheit wegen hinzugef gt habe· Ich be-
merke noch, dafs dieGriifsen — + ^-> — +·^τ> ~ +·ΤΓ gleich sind der
Grude 2 cos/ multiplicirt in die Cosinusse der Winkel, welche die den
Winkel der radli vectores halbirende Linie mit den Coordinaten-Ach«
sen bildet.

Den f r V gefundenen Ausdruck kann man vermittelst der Gleichung
t — — — sv — — dr

ΟΛ g k* fc* * da

pr fen. Nimmt man die partiellen Differentialen nach 0, so erh lt man
aus dem Ausdrucke

V"SB
die Gleichung:

Aus den Gleichungen
•in'i.

folgt aber:
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T c θ —~ βίη Χ £ , 7 S £x . ·— sin i €x

COS i ^ 3— == * , COS 2 c -5— 2=Ξ —i—c/ α α c Λ α
wodurch die vorige Gleichung sich in folgende verwandelt:

SV — f c » A t ^ ^ ^ ^ ^ r / / · · f c *

was zu beweisen war.
Die partielle Differentialgleichung, auf deren vollst ndige Integra·

tion die Bewegung eines sich gegenseitig anziehenden und von festen Puno
ten angezogenen Systemes Functe zur ckgef hrt werden kann, war

F r unsern Fall folgt hieraus die partielle Differentialgleichung, auf deren
vollst ndige Integration die Bewegung eines Planeten um die Sonne zu-
r ckkommt:

Ich will jetzt zeigen, dafs der f r V angegebene Ausdruck in der That
dieser partiellen Differentialgleichung Geniige leistet·

P V P V P Z^"
Benutzt man n mlich die oben f r g — , 5 — , ^ — gefundenen Wer*

the, und bemerkt die Gleichungen:
X(X~<- flp0)+y(y — y0)+S(z_ ΓΟ) = Γ7 — ΓΓ0ΟΟβ2/, Sin^ SIU =f ,̂

so erh lt man

Es ist aber

= 2 [sin^ + sin2

oder nach den oben angegebnen Formeln

und daher
o(sin2A + sinV) — (r—

wodurch man erh lt:
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8. C. G* J. Jacobi, zur Theorie der partiellen Differentialsleichmsen. 127

wie verlangt wurde· Gleichzeitig sehn wir auf diese Weise, dais die f r
ar', y', z' gegebenen Werthe der Gleichung f r die lebendige Kraft gen gen.

F r die parabolische Bewegung verschwindet die Constante, die im
Satze von der Erhaltung der lebendigen Kraft zur Kraftefunction hinzu*
kommt, oder es wird σ = σο, Die Winkel *, s', Λ, g» werden unendlich
klein 9 von der Ordnung y=-· Man erhalt daher f r diesen Fall aus den
obigen Formeln:

ferner

wodurch die f r ^und / angegebenen Ausdr cken folgende Form annehmen:
V =

f β 6Τ
welches letztere der bekannte Ausdruck der Zeit in der parabolischen Be-
wegung eines Kometen ist. Setzt man der K rze halber :

so erbalt man hieraus:

*ρ r ° z0 ρ
Uamilton giebt den Ausdrucken von t und ̂  noch eine besondere Form,
welche ich ebenfalls hersetzen will. Da n mlich ε* aus e erhalten wird,
wenn ich — ξ statt ζ schreibe, so kann ich den Werth von V so aus-
drucken:

indem ich a, r, r0 als constant und nur ζ w hrend der Integration als
ver nderlich annehme. Da aber

so wird
de
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128 6. C. G. /. Jacob i i zur Theorie der partiellen Differentialgleichungen.

und daher

Hieraus folgt:

/ — ̂  i£T ~ .1 /*** ]-*
1 — k* 'da ~ 4*/^ lr + re-fe~4^J d£>

welches die von Hamilton gegebenen Ausdrucke sind. Setzt man in ihnen
a = oder negativ, so erhalt man die Formeln für die parabolische oder
hyperbolische Bewegung.

8.
Nachdem wir im Vorigen gesehn haben, dafs für den Fall der Be-

wegung eines freien Systemes von n materiellen Puncten, auf welche nur
innere Anziebungs- oder Abstoisungskräfte wirken, das System von 3 n ge-
wöhnlichen Differentialgleichungen zweiter Ordnung durch eine einzige par-
tielle Differentialgleichung vollkommen ersetzt wird, von welcher man nur
irgend eine vollständige Lösung zu kennen braucht, so fragt sich, welche
Mittel die heutige Analysis zur Auffindung einer solchen Losung besitzt,
und ob durch solche Zuriickführung nach den bisherigen Kenntnissen etwas
gewonnen ist.

So viel mir bekannt ist, ist alles wesentliche, was man über die
Integration der partiellen Differentialgleichung erster Ordnung weifs, in
demjenigen enthalten, was Lagrange darüber in seinen Vorlesungen über
die Functionenrechnung sagt, und in einer Abhandlung von Pfaff in den
Abhandlungen der Berliner Akademie der Wissenschaften vom J. 1814·
Lagrange beschrankt seine Untersuchungen auf die partiellen Differential-
gleichungen erster Ordnung zwischen drei Variabein, von denen eine als
Function der beiden ändern, welche als unabhängig betrachtet werden, zu
bestimmen ist. Die Pfa/föche Methode, welche sich auf die partiellen Difc
ferentialgleichungen erster Ordnung zwischen jeder beliebigen Anzahl Va*
riabeln erstreckt, habe ich im 2ten Bande dieses Journals auf eine etwas
mehr symmetrische und übersichtliche Art darzustellen gesucht, ohne je*
doch zu derselben etwas wesentlich neues hinzuzufügen. Pfaff verlafst in
der angeführten Abhandlung den von Lagrange eingeschlagenen Weg, des·
sen Verfolgung für mehr als drei Variabein seiner Meinung nach unuber«
steiglichen Hindernissen unterliegt. Er betrachtet die Aufgabe unter einem
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8. C. G. J. Jacobi, zur Theorie der partiellen Differentialgleichungen. 129

ganz neuen Gesichtspunct als einen besondern Fall einer viel allgemeinem,
deren vollständige Lösung ihm gelingt Es sei nämlich eine Function
der n Variabein xL9 x29 .... &n9 und pL , p29 . . . . pn ihre nach diesen
Variabein genommenen partiellen Differentialquotienten, so ist eine Glei-
chung von der Form

0 = (x9 x„ x29 . . . . xn , pi , p29 . . . . pj
der allgemeinste Ausdruck einer partiellen Differentialgleichung erster Ord-
nung zwischen n + 1 Variabein. Denkt man sich vermittelst dieser Glei-
chung pn als Function der übrigen 2/2 Gröfsen x9 xl9 x29 . . . . ^ pL9

p2, · · · · pn-i bestimmt, so kommt es darauf an, die zwischen diesen 2 n Grö-
fsen Statt habende Gleichung

dx = d
durch ein System von n Gleichungen zu integriren. Ist nämlich eine
Function von xl9 x2> .... o?n, so sind auch seine nach diesen Gröfsen ge-
nommenen partiellen DifFerentialquotienten pi , p2 , . . . . pn Functionen der-
selben, oder es giebt zwischen den 2/2 + 1 Gröfsen x, XL, x2, .... #n,
p29 p29 .... pn eine Anzahl von /2+1 Gleichungen, von denen eine = 0
gegeben ist, so dafs also, wenn vermittelst dieser letztern Gleichung pn

durch die übrigfen Gröfsen ausgedrückt wird, noch n Gleichungen zwischen
den 2/2 Gröfsen ÄT, ^, a?2> · · · · #n* pLJ p2j . . . . pn^.l zu finden sind,
welche der vorstehenden Differentialgleichung Genüge leisten müssen. Pfaff
betrachtet die allgemeinste Form einer gewöhnlichen linearen Differential«
gleichung erster Ordnung zwischen 2/2 Variabein x, xly x29 .... x2n„l9

0 c= Xdx + XLdxl+.... + X2n__ldx2n„l,
in welcher X9 Xi9 .... JT2«-i beliebige Functionen dieser 2/2 Variabeln
sind. Diese reducirt sich auf die vorige für den speciellea Fall, wo

Xn+l === -^n+2 * · · · ̂  -^2«— l ==s 0^
X ' X X mwenn man überdies statt — -^5 — -^ · · · · — V1 die Gröfsen ±9 p2 , . . e

.,. /?n schreibt, von deuen man /? , /?2> ···· JV-i nebst ^, rc2, .... xn^
als die unabhängigen Variabela betrachtet, und pn als eine gegebene Func«·
tion derselben, so dais alsp die Coefficientea pL9 p29 .... pn^ zu gleicher
Zeit die Stelle der n — l unabhängigen Variabein pn+i.9.&*+29 ···· &tn-i
vertreten. Pfaff stellt sich zunächst die Aufgabe, die 2/2 Variabela durch
eine derselben, z.B. x2n~i und durch 2/2 — l andere ai9 a29 .... a^^
auszudrücken, so dafs, wenn man die gegebene Diflerentialgleiohung

Creiltfs Journal d. M. Bd, XVU. Hft.2. l T
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130 8. C, G. /. Jacobi, zur Theorie der partiellen Differentialgleichungen.

0 == Xdx + ^ + ,...+
durch diese neuen Variabein darstellt, der in c?#2rt~i multiplirte Ausdruck
verschwindet, und in den in die übrigen Differentialen da19 da29 .... da2n„t

multiplicirten Ausdrücken die Gröfse #2n~i selber nur in einem allen ge-
meinschaftlichen Factor vorkommt, wodurch sich nach geschehner Divi-
sion mit diesem gemeinschaftlichen Factor die Differentialgleichung auf
eine andere, blofs zwischen 2/i — l Gröfsen ai9 a29 .... #2 - reducirt.
Er zeigt, dafs dieses immer möglich ist, und dafs man die zu machenden
Substitutionen findet, wenn man ein System von 2 n — l gewöhnlichen
Differentialgleichungen erster Ordnung, zwischen den 2 n Variabein x9 xn . . .
... #2 .- 5 welches er aufstellt, vollständig integrirt, und die Ausdrücke der
willkührlichen Constanten durch oc9 scl9 .... #2^, wie sie sich durch die
2/2 — l Integralgleichungen ergeben, für die neu einzuführenden Gröfsen
al9 a29 . . . . 02 - annimmt. Es ist so der merkwürdige Satz gefunden,
dafs sich jede lineare gewöhnliche Differentialgleichung zwischen einer 'ge-
raden Zahl Variabein in eine andere transformieren läfst, welche nur die
nächst niedrige ungerade Zahl Variabein enthält. Aber es läfst sich nicht
eben so eine lineare gewohnliche Differentialgleichung zwischen einer un-
geraden Zahl Variabein in eine andere transformiren , welche nur die
nächst niedrige gerade Zahl Variabein enthält, sondern es ist hierzu,
wenn es möglich sein soll, eine bestimmte Bedingungsgleichung zwischen
den Coefficienten der Differentialgleichung erforderlich. Um daher das
gefundene Theorem zu einer weitern Reduction .anwenden zu können,
setzt Ffaff eine der neu eingeführten Grofsen, z. B. ö2«~i einer Constante
gleich, wodurch die Differentialgleichung zwischen nur 2 n — 2 Variabein
wird, die er nach derselben Methode auf eine zwischen nur 2/2 — 3 Va-
riabein bl9 Ä2, .... £2n-3 reducirt, von welchen er wieder eine, z.B. b2n^39

einer Constante gleich setzt und die Differentialgleichung die dann zwischen
2/2 — 4 Variabein ist, auf eine zwischen nur 2/2 — 5 Variabein cl9 c29 ...
· « · £2/1-5 reducirt, von denen er wieder eine z. B. c2n^ einer willkührli-
chen Constante gleich setzt, und so fort, bis die Aufgabe schliefslich auf
die Integration einer gewöhnlichen Differentialgleichung erster Ordnung
zwischen zwei Variabein zurückkommt, deren Integration wieder eine
willkuhrüche Constante einführt. Auf diese Weise integrirt Pfaff die vor-
gelegte Differentialgleichung dadurch, dafs er nach und nach n Ausdrücke
0W-* > 62rt_3, c2/t-s u. s. w., wiükührlichen Constanten gleich setzt, oder er
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zeigt, dafs sich jede lineare gewöhnliche Differentialgleichung erster Ord-
nung zwischen 2/2 Variabein durch ein System von n endlichen Integra-
len, mit n willkührlichen Constanten integriren läfst. Kennt man ein sol-
ches Sjrstem, so leitet Pfaff daraus die allgemeinste Lösung ab, mit einer
willkührlichen Fuoction von n — l Gröfsen, indem er eine der willkührlichen
Constanten die wir ai9 a29 . » , . an nennen wollen, z.B. an als willkührliche
Function der übrigen setzt, und diese selbst als veränderliche Gröfsen be-
trachtet; man erhält dann eine Differentialgleichung von der Form:

welche sich auf die gegebene reducirt, wenn man aL9 a29 ···· _ als
Functionen von x9 xl9 x29 .... x2n-i durch die n — l Gleichungen:

UL = , 2 = 0, . . . . _! =
bestimmt. Behandelt man nach dieser allgemeinen Methode die Gleichung:

in welcher pn durch die gegebene partielle Differentialgleichung als Func·*
tion der übrigen Gröfsen bestimmt ist, so erhalt man n Gleichungen, die,
wenn man daraus die n — l Gröfsen pl9 p29 .... pn_i eliminirt, v die ge-
suchte endliche Integralgleichung geben. Dieses ist alles, was meines
Wissens über die Integration der partiellen Differentialgleichungen erster
Ordnung bekannt war, wenn die Zahl der Variabein drei übersteigt.

Von den n verschiedenen Systemen gewöhnlicher Differentialglei-
chungen, welche man nach dieser Methode nach einander aufzustellen,
und jedes vo l l s t änd ig zu integriren hat, einem von 2 n — l Diffe*
rentialgleichungen zwischen 2/2 Variabein, einem von 2 — 3 Differential-
gleichungen zwischen 2« — 2 Variabein, und so fort bis zu einer Diffe-
rentialgleichung zwischen 2 Variabein, kann nur das erste System allge-
mein angegeben werden, weil in dieser Methode die Aufstellung jedes
folgenden die bereits ausgeführte vollständige Integration des zunächst
vorhergehenden Systems postulirt. Setzt man der Kürze halber

_
(a, p) = -5 --"

so wird dieses erste System gewöhnlicher Differentialgleichungen in der
Form, auf welche ich sie am angeführten Orte' (Crelle Journal B. II.
S. 353) gebracht habe, wenn man noch eiu neues Differentiale dN
einführt,
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132 8· C. G, J, Jacob i, zur Theorie der partiellen Differentialgleichungen.

(0,1) c?*! + ...
* ··*

= (2/2—
Aus diesen Gleichungen findet man die Verhältnisse von d#i, c?#2> · · *
. . . rf #2n-i . Es sind in ihnen die Verticalreihen und Horizontalreihen der
Coeffizienten respective einander gleich^ aber entgegengesetzt, da

(a, ß) = — ( , ), (

nach welcher Rdgel auch die Terme in der Diagonale alle verschwinden, da
(a, a) — 0;

ganz wie es der Fall auch in den linearen Gleichungen ist, auf welche
Lagrange und Poisson in ihren Arbeiten über die Variation der Constan-
ten in den Problemen der Mechanik gekommen sind. Ich habe in die-
sem Journal am angeführten Orte einige Betrachtungen über diese Art
linearer Gleichungen angestellt, welche sich immer mit grofser Leichtig-
keit auflösen lassen«

Wenn man für #Ä+U + > ·· ·· #2*~ respective
schreibt, und

Xt = pi , X2 = p2 , . . . . Xn-i :=z pn—i 9 Xn :==Pny
X = — * l , Xn+l ==s Xn+1 · . · · = X^n—l ^^ 0

setzt, so verwandelt sich das aufgestellte System Differentialgleichungen in
folgendes:
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Πu —

0 =

Aus diesen Gleichungen erhalt man, wenn man f r dN vermittelst der
ersten berall dxn einf hrt, und in der (/2+l)ten dxly ....
dpl9 .... dpn_i vermittelst der brigen Gleichungen eliminirt:

= —__i

71-1 pn-l

Γ .
dpi =

Wenn die gegebene partielle Differentialgleichung
(pOr,^,...,^, /?ι,... »/?„) = 0

ist, so werden

Spn θχί θρη ..... dpi
S ψ * dpi B φ

Die vorstehenden Gleichungen verwandeln sich daher, wenn man der
Symmetrie wegen ein neues Differentiale dt einf hrt, in folgende:
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134 β. C. G. J. Jacoti, zur Theorie der partiellen Differentialgleichungen,

*1χτ __ 8 φ dp t r B φ , θ φ
~dT ~~ c^ * ^~ ~ d ^ "*" ̂  ic '
cf a? a ^^ ^ff dp* _ 5φ , <3φ
~~ ~ ~ ~ ' °

dxn _ θ φ dpn _ β φ ι Θ φ
~ ~~~ * "~ ~τΡη~>dt

dx S φΒ=
Wenn die partielle Differentialgleichung die gesuchte Function nicht selber

enth lt^ so wird -^ = 0., wodurch in den Gleichungen rechter Hand die

in diese Gr fse multiplicirten Terme verschwinden. Wir wollen diese all-
gemeinen Formeln auf die partielle Differentialgleichung

anwenden, in welcher die 3/zGr fsen xi9 yi9 zi die unabh ngigen Varia-
bein, V die gesuchte Function, die in der partiellen Differentialgleichung
nicht selber vorkommt, U eine blofse Function der Gr fsen xi9 y^9 #/,
und // eine Constante ist. Setzt man

BP

so wird die partielle Differentialgleichung:
0 = <p = iS^l/if + yf + rn-Z7- >

und das Behufs ihrer Integration vollst ndig zu integrirende System von
6/2 gew hnlichen Differentialgleichungen erster Ordnung:

' jn __ _ d<p ^_ BU_ ^ _
dt ""* dpi *"" mi P*9 dt d cci d xi
dyi _ θ φ __ 1̂  dqj _ _ d φ _ B U

~^m^i9 d t d B >dt ~~ Bqi mi 7l> dt
d_z±^B_9_ L *H —s §^L— dU.
dt ~~ Bn ~ mi if .dt Bzi "~ dzi'

welches, wie man leicht sieht, die Differentialgleichungen der Bewegung
sind. Man kann n mlich jedes System gew hnlicher Differentialgleichung
der 2ten Ordnung als ein System von noch einmal so vielen Differential-
gleichungen der Isten Ordnung darstellen, wenn man die Diflerentialquo»
tienten der Isten Ordnung als neue Variabein betrachtet. So lassen sich
f r den bier betrachteten Fall, wenn mau
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m«inr — ̂  m*$r=*fa ^ §==>;,
setzt , die 3/2 Differentialgleichungen der Bewegung,

d*zi SU

welche von der 2ten Ordnung sind, als ein System von 6/2 Differential-
gleichungen Ister Ordnung:

— ajI dn_dU
dt ö^i* d* ~~ dyi9 ~dt ö*i '

darstellen, welches die obigen Gleichungen sind.
Will man die allgemeinen Formeln auf die andere Gleichung -

miltons ss
anwenden, so hat man hier eine neue unabhängige Variable t ', setzt man
wieder * ds ss

^
und das nach t genommene partielle Differentiale

so wird die partielle Differentialgleichung:

0 = iS~[rf + rf+r?] -/f-£7 = .
Schreibt man in den allgemeinen Formeln dT für das dort eingeführte
Differentiale dt, da der Buchstabe / hier bereits in einer ändern Bedeu-
tung vorkommt, so erhalt man nach den allgemeinen Formeln die vori-
gen Gleichungen, in welchen nur dT statt dt zu setzen ist, und außer-
dem noch die Gleichung:

welche zeigt, dafs man genau wieder die vorigen Gleichungen, oder die
Differentialgleichungen der Bewegung erhalt

Wenn daher die Differentialgleichungen der Bewegung durch die
neue Methode Hamiltons auf die Integration einer partiellen Differenz
tialgleichung erster Ordnung zurückgeführt werden, so besteht, wie jch
im Vorigen gezeigt habe, die ganäe Kenntnifs die wir bis jetzt'über die
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136 8. R G. J. Jacöbi> zur Theorie der partiellen Differentialgleichungen.

Integration der partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung wenig·«
stens für den Fall von mehr als drei Yariabeln besitzen, darin, die Inte·
gration dieser partiellen Differentialgleichung wieder auf die Integration
der Differentialgleichungen der Bewegung zurückzuführen. Ja es ist die
vollständige Integration der Differentialgleichungen der Bewegung nach
der von mir auseinandergesezten Pfa/f'&chen Theorie nur ein erster Schritt
zur Integration der partiellen Differentialgleichung; indem zufolge dieser
Theorie nachher noch eine Reihenfolge von Systemen gewöhnlicher Diffe-
rentialgleichungen zu bilden und jedes vollständig zu integriren ist. Man
mufs daher im umgekehrten Sinne sagen, dafs es eine wichtige Bemerkung
Hamiltoris ist, dafs die Integration der von ihm aufgestellten partiellen
Differentialgleichungen nur auf die vollständige Integration der Differen-
tialgleichungen der Bewegung zurückkommt, und es keiner weitern Inte-
gration von Systemen gewöhnlicher Differentialgleichungen dazu bedarf.

Diese Bemerkung Hamilton's gewinnt noch dadurch an Wichtig-
keit, dafs sie sich mit Leichtigkeit auf alle p a r t i e l l e n Di f fe ren t i a l -
g le ichungen erster O r d n u n g ausdehnen läfst. In der That wird
man, wenn man die Hamilion'sche Methode befolgt, wie ich im Folgen-
den zeigen will, zu dem allgemeinen Resultate gelangen, dafs zur Integra-
tion irgend einer partiellen Differentialgleichung zwischen irgend einer Zahl
Variabein die vollständige Integration des von Pf uff aufgestellten ersten
Systems gewöhnlicher Differentialgleichungen vollkommen hinreicht; und
man nicht, wie die Methode dieses Analysten fordert, nachher noch eine
Reihenfolge anderer Systeme von gewöhnlichen Differentialgleichungen nach
einander vollständig zu integriren hat. Diese Verallgemeinerung findet sich
bereits für den Fall, wo die gesuchte Function selber in der partiellen
Differentialgleichung nicht vorkommt, in einigen merkwürdigen Formeln
llamiltoris, wenn man nur die in diesen Formeln vorkommenden Zei-
chen nicht, wie Hamilton thut, auf die Bedeutung, welche sie in der
Mechanik haben, beschränkt·

9·
Es seien wieder x^ #2, . . . . xn die unabhängigen Variabein,

eine Funktion derselben, ihre nach diesen Variabein genommenen par-
tiellen Differentialquotienten,

= fit 9
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8· C» G, /. JTacoii, zur Theorie der partiellen Difereniial$leichmtgen· 137

und

wo h eine Constapte ist, die gegebene partielle Differentialgleichung erster
Ordnung. Um die Integration dieser Gleichung zu bewerkstelligen, stellt
Pf ff zuerst zwischen den 2/2 + 1 Variabein x> xl9 #2, .... ccn9 pL9 p29 ...
... pn folgendes System von 2/2 gew hnlichen Di erentialgleichungea er«
ster Ordnung auf:

8φ p^P* „. ^<P f _. dq>
*~ ~ — ~

πάχη _ β φ p dpn _ d φ . 5 φ
^"dF ~ *~~^ —

wo der Kurze halber;

gesetzt ist> Aus diesen Gleichungen folgt identisch:

woraus durch Integration Q — h, so dafs ein Integral dieser Gleichungen
die gegebene Gleichung selber ist· Sind die 2/2^1 anderen Integrale

wo a1? «2> *··· Oo^-i \willkuhrlichO Constanten sind, welche in den Func-
tionen A± , -^2 , .... ^f?n_i selber nicht mehr vorkommen, so zeigt Pfaf
dajGs das yollstaadigej Integral der vorgelegten partiellen Differentialgleichung
dargestellt wird durch ein System von n Gleichungen zwischen den Funo
tionen At9 A29 . . . . -̂ 2 -̂1 mit n willk rlichen Constanten, vermittelst
welcher man , mit Hinzuziehung der gegebenen Gleichung φ c= h 9 die ge-
suchte Function oc nebst ihren partiellen DiiFereptialquotienten pl9 p2 , . . . . pn

durch #0 ^2> ··*· ^» ausdr cken kann. Diese n Gleichungen sind so zu
bestimmen, dafs sie mit H lfe der gegebenen Gleichung φ = Λ der einen
Differentialgleichung

Gen ge leisten, welche in dem aufgestellten Systeme gew hnlicher Diffe-
rentialgleichungen mit enthalten ist, Zu ^diesem Ende dr ckt Pfaff ver-

Crelle'a Journal d. M. Bd, XYIL Eit 3. ' 18
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138 8* C. G. J. Jacobi, zur Theorie der partiellen Differentialgleichungen.

mittelst der Gleichungen
φ = , ^A = fy , AI = a2 , . . . . A2n^ = C&2n-l

dieGr fsen #lf #2, . .... a?n, p0 /*2, ···· /?« durch xr AL9 A29 ....
aus, und zeigt, dafs wenn man diese Ausdrucke in die Differentialgleichung :

dx = Pidxl-f-p
substituirt, diese sich in eine andere

0 a=5 BldAl +
verwandelt , in welcher Bi9 B29 .... B2n_t blofs Functionen von A^
A.2) .... ^2n-i sind. Um diese durch ein System von n Gleichungen mit
n willk hrliohen Constanten zu integriren, mufs er nach einander n — i
verschiedene Systeme gew hnlichen Differentialgleichungen, respective zwi-
schen 2/2 — 2, 2/2 — 4, .... und 2 Variabein vollst ndig integriren. Die
Hamiltomohe Methode, in der Allgemeinheit, deren sie f hig ist, aufgefafst,
lehrt nun, dafs diese Gleichung ·

0 = Bid4i + B2dJT...* + B2n„ld42n_i

gar keine weitere Aufstellung von Differentialgleichungen und Integration
derselben erfordert, sondern giebt unmittelbar die gesuchten n Gleichun-
chungen mit n willkiihrlichen Constanten, welche ihr Gen ge thun. Man
setze n mlich in den Gleichungen

f r x9 &i, x2J .... xn9 pi, p2, .. .. pn die Werthe

i—i> 2—* · » · · »~n>
so kann man vermit te ls t dieser 2/2 — l Gleichungen die Gr -
fsen x\, ocl, .... Λ£, ^, />^, .... /?« durch a^ a29 ···· ^««i aus-
drucken. Es seien die f r x\9 x°2, .... xl gefundenen Werthe:

3?* = ITi (βχ, α2, . . . . C^Tt-i/f
a? = Π2 (&i

Λ?» = ΠΛ
so sind die Gleichungen

\ δ= Πι (

&z =2 Π2 (-

welch« man aus den vorstehenden erhalt, indem man statt
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8. C. G. Λ Jacob i) zur Theorie der partiellen 'Differentialgleichungen. 139

a2, .... cW-i respective A19 A^ .... A^^ setzt, die gesuchten
/z G le ichungen zwischen den Gr fsen A19 A2, .... A^n^ mit
/2 willk hrl ichen Constanten x\, a£, .... #°, Welche mit der
gegebenen Gle ichung φ = h ve rbunden , der Dif ferent ia l -
g le ichung

dx s=s pn dx^ p2dx2.„. -\-pn dxn

oder ihrer transferierten
0 = Bl dAi + B2 dAi.... + B2n^ </^2π^

Gen ge leis ten, oder es enthalt das System dieser Gleichun-
gen die vollst ndige L sung der vorgelegten part iel len Dif-
ferent ia lgleichung. Der Beweis hiervon ist folgender.

Vermittelst der Gleichungen
(p = h > AI s= et!, -4z = a2, .... -^2n^! = a2n-i

drucke man ociy x2, .... xn> pt, p2, .. ·. pn durch χ und al9 a2^ ·. ·
• · · cC2n-i aus, und substituire diese Werthe in die Gleichungen:

_ θφ ρ δ Ρ ι _ ScPjLd(Pnϊ= τ; , —— Jt^ ^ =5 5 -f- T^— p ι ·7 ' dx1

, θ φ

welche dadurch identisch werden m ssen, eben so wie die aus ihnen fol-
gende Gleichung:

Nimmt man von dieser letzten das partielle Differentiale nach einer der
willkuhrlichen Constanten a, so erh lt man, wenn man mit P multiplicirt
und zugleich die brigen Gleichungen benutzt:

n —0 ~
JL P Γ» d*x* Λ- „ S*** ± JLn d*Vl"T" * \ P l Λ n— + P* "̂  'S "T" · · · · "T" P n "5 5 l ·1 Lridadx τ' 2 dadx ' ' 5« o?J

Nimmt man auch das partielle Differentiale nach α von der Gleichung
φ = Λ,

so erh lt man
18*

Brought to you by | University of Iowa Libraries
Authenticated

Download Date | 5/24/15 7:06 PM



140 8. C. G. J. Jaco i, zur Theorie der partiellen Differentialgleicliungen.

3pa , Βφ Βρη
·~3 — ·*··τ 3ι · Ώ"·α *—σα

φ

oder, wenn man die gegebenen Differentialgleichungen zu H lfe ruft,
£9? 5px , dy θ pa , Βφ dpn _
•S-—· Λ ..... "Γ" r{ t ' Λ · · · · "T" '^ · -7Γ— ΞΞ-pt σ» ' op da * 5pn a

P f^pr 5arx 2t 3pa a?a Λ^ΰρη dxi-_ — e^. — j- _ — φ«^ - β β β β » ι * « - — ,._
l a? da * oo? » · da? «

Dieses in die obige Gleichung substituirt, giebt
X* , 5^a ,̂ ehr»!

"̂  +Pa ~a^";"'+p* "a^J
woraus durch Integration nach x> von a? = 0 an genommen,

^^x J . „ ^^* _L_ M ^*» _ 7M\»°S*? J-. Λ^Ί^Γ + ̂ 2"ο^β · ·*+^ο^ ^^Ι^-^ +
wenn der K rze halber

_Γ* S φ ££

gesetzt wird, wo £ die Basis der naturlichen Logarithmen bedeutet·
Betrachtet man die Grofsen aL , αχ , · . · · c^n-i ebenfalls als ver-

nderlich, wie sie durch die Gleichungen
AI = Cti, ^2 ̂ ^ a2> · · ·

bestimmt werden, so hat man

wenn man dem/ unter dem Summenzeichen die Werthe l, 2, .... 2 Λ — l
giebt. Diese Gleichung verwandelt sich, da

und f r jedes /,
dxt .ρ*-δϊτ+

in folgende:
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8, C. G. J. Jacobi, zur Theorie der partiellen Differentialgleichungen. 141

dx—[/*!##!

oder da

in die Gleichung

Aus dieser identischen Gleichung folgt, dafs die Gleichung:
dx— [pidxi + p^dxi .. . . + prt dxn} s=s 0,

in folgende transformirt werden kann:
pX< + K^<-- + K^ = 0,

welche erfüllt wird, wenn man die Gröfsen ^, o?°, . . . . a?J willkühr«
liehen Constanten gleich setzt, was der zu beweisende Satz War.

Die hier angewendete Analysis ist genau dieselbe mit derjenigen,
wodurch Pfaff in der angeführten Abhandlung beweist, dafs die Verhält-
nisse der 2/2 — l Gröisen

von a? unahhängrg sind. Aber er hat nicht die Bemerkung hinzugefugt,
dafs aus diesem Grunde diese Gröfsea den Gröfsen

proportional gesetzt werden können, wodurch man die transformirte Dif-
ferentialgleichung selber findet, und unmittelbar die n Gleichungen erhalt,
durch welche sie erfüllt wird. Ich bemerke noch, dafs wenn der im Vo-
rigen dem gegebene besondere Werth = 0 Unbequemlichkeiten ver-
ursacht, man dafür jeden ändern Zahlenwerth setzen kann.

Wenn man vermittelst der Gleichungen
(p s=s h, = ^ -^>== C62, · · · · «^2«-i ̂  ^2«~

die Gröfsen o?x, a?2, .'. . . a?n, ^, p2f .... pn durch a? und al9 a2, ...
. . . 2 - ausdrückt, so eutteklten diese Ausdrucke auch h. Difförentiirt
man die Gleichungen:

nach A, so erhält man, da vermittelst der aufgestellten Differentialglei-
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142 -8. C. G. J. Jacob i, zur Theorie der partiellen Differentialgleichungen.

chungen: .

folgende Gleichungen:
n _ dtp B p! | Βφ 8ρχ , 5φ dp*

— *" " Τ · · " ~

4 _ θ φ dpt>d9 dp* ι ^ φ1 — Ο^·"ΟΛ "^ pa* ΟΛ ••••"*"^;
τ>Γθρι ^i_| pa ac» ι dp« a7n"J""^ L T ' Th "*" ̂ " * " /T * ' · · "r ^ · " " J

Aus diesen Gleichungen folgt:

n Λ , P0=1

Multiplicirt man diese Gleichung mit -^p 9 und integrirt von χ = 0 bis
JP ss xy so erh lt man:

/
x d Λ? 1F JC

„ Mp + Mr i" ^
1 0
^•

Betrachtet man h auch als ver nderlich, so mufs zu dem oben gefunde-
nen Ausdruck von dx9

noch der Ausdruck

hinzukommen, wodurch man erh lt:
Ja? = pi die,. +Pi dx2 . . . . + pn dxn

+*/"·?··«·
Bezeichnet man durch A* den Ausdruck von A, und durch φ° den

Ausdruck von φ, wenn man gleichzeitig a?=0, # s= Λ-,% Pi~p\ seUt,
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8. C. G. J. Jacobi, zur Theorie der partiellen Differentialgleichungen.

und eliminlrt aus den 2/z-f-l Gleichungen

die 2/2Gr fsen pi9 p2 ...... pn, p*, p*2, .... p*9 so erh lt man χ ausge*
dr ckt durch xl9 x29 . ... xn9 x°l9 x^9 .... x*9 Λ, und die nach diesen
Gr fsen genommenen partiellen J)ifferentialquotienten dieses Ausdrucks ^n
χ sind:

Βχ θα? dx

ΰ* _„ η* Γ* d*
ΟΛ" ~ α V0 MP'

In den beiden in diesen Formeln Torkommenden Integralen

/
9φ do^ Γ dx
^· P > J MP

sind die Gr feen x*, pl als Constanten zu betrachten, und vermittelst der
vollst ndigen Integrale der gegebenen gew hnlichen Differentialgleichungen
alle Variabein durch eine auszudr cken.

Ich habe im Vorigen als willk hrliche Constanten die Werthe der
Variabein f r χ = 0 angenommen. Man beweist aber eben so, dafs, wenn
man vermittelst der vollst ndigen Integrale der angegebenen gew hnlichen
Differentialgleichungen sammtliche Variabein durch irgend eine von ihnen
oder eine beliebige andere Gr fse t ausdr ckt , und mit o?% o?®, .... a%,
P\> Pl> *···Ρ* die Werthe von ar, o:lr .... xn9 pL9 p^ .. .. pn f r t = 0
bezeichnet und diese Werthe ebenfalls als Variabel setzt: die Gleichung
Statt finden wird:

dx —

in welcher wiederum

M s= c ^χ* 3* F ·
Wenn die gegebene partielle Differentialgleichung, wr aa in den

Anwendungen auf die Mechanik der Fall i&t, die unbekannt Function χ
nicht enth lt, ist

θφ n-~ s= U.dx '
und daher

M = 1.
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144 8· C· G. J* Jacob i l zur Theorie der partiellen Differentialgleichungen·

Das System gewohnlicher Differentialgleichungen reducirt sich dann auf
folgendes Systems

i * · · · idxn · dpi : dp2 ···· * dpn

_ .
ι· · Λ · r» J · · · · ·cp! cpa

welches eine Gleichung und eine Variable χ weniger enth lt. Hat man
dieses System vollst ndig integrirt, und alle Variabein xi% /?,· durch eine
von ihnen, z.B. #1, und 2 n — l willk hrliche Cpnstanten ausgedr ckt, so
erh lt man χ durch eine blofse Quadratur vermittelst der Gleichuog

Γ*—α s= l
J n

d<p

wo α eine neue willk hrliche Constante ist, welche in den Ausdrucken
von #29 o?3,... . &n> Pi> fai ···· P n durch &t nicht vorkommt. Bedeuten
jetzt a£, »\9 . . . . x\ , />j, /^, .... pn die Werthe, welche diese Ausdrucke
f r rr = 0 annehmen, und in welchen ebenfalls α nicht vorkommt, so er«
h lt man , da oc\ = 0 und M = l, aus der obigen allgemeinen Formel

dx =

wo

gesetzt ist· Diese eine Gleichung gleit:

θ χ

— Γ**""/ «z.,
Wenn man durch^ Einf hrung eines Elementes dt den gew hnlichen Dif-
ferentialgleichungen die Form giebt, die sie in den Problemen der Mecha-
nik haben:
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8, C, (?» J. Jacobi) zur Theorie der partiellen Differmtialgleichungeiti 145

dXi Βφ dpi ^^ 5φ
dt dpt * dt """ ""*" d X T

f

dt ~~ p a* dt

d ΧΛ ___ 3 y dpn _ d φ
dt ~~ dpn * dt "̂  ?/JJ

dt — da?
«r — -p-,

so erh lt man, nachdem man die Gleichungen

θ φ βψ^*
* * " * p» * JP, *

vollst ndig integrirt, und ατ2, α?3, .... jpn, pl9 p^y .... pn durch xt ausge-
dr ckt hat, die Functionen o?, t durch blofse Quadraturen,

/

*«» Ράχτ . . p** dxx- -
-

wo GLy τ neue willkuhrliche Conslanten sind· Von diesen beiden Inte«
gralen ist aber eines das partielle Differentiale des ndern nach h genom-
men. Hat man n mlich durch Integration χ gefunden, so hat man den
obigen Formeln zufolge:

dx Γ** dxx _ ,

— l " "J

Wenn in (p aufser χ noch eine der unabh ngigen Variabein, z. B,
xn fehlt, so erh lt man noch ̂  =0; es geben daher die gew hnli-
chen Differentialgleichungen

dpn = Q oder pn = Const. ,
wodurch sich die Zahl derselben wieder um 2 reducirt. Sie werden n m-
lich in diesem Falle

dxL ι dx2 .... dXn-i : dpL : dpi .... dpn_t

— &Ψ... &Ψ ΰφ . d φ ^ d φ θφ
m <* ~e\ » r\ ^ 9 . t t W : - ' ' "Ί · ·"""· r-« » "Λ "" · · . · ««·— · Λ ·

c^Pi c'Pa c/prt«.i c/JCj co?a cxn—i
ia welchen Ausdrucken man /?n als Constante zu betrachten bah Hat
man durch Integration dieser Gleichungen die Gr en o?i, orft, . , · . a?^,
Pi> P2> · · · · Pn-ι durch eine von ihnen ausgedr ckt, so giebt eine der
Gleichungen :

Oelie's Journal d. M. Bd. XVII. Hff. 2. 19
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146 & C. G. J. Jacobi, zur Theorie der partiellen Oifferentialghichungen.

j _ 8 dxj _ ^_ dpi
dpn — dp«'

dpi dcci
durch blofse Quadratur den Werh von xn. Man kann aber auch in die-
sem Falle auf ähnliche Art, wie Hamilton die Function S durch V er-
setzt, allgemein die Gleichung (p = Ä selber in eine andere transformieren,
in welcher die Zahl der unabhängigen Variabein um eine geringer ist.
Wenn nämlich weder noch xn enthält, so setze man

wodurch
dy = Pi d^+pi dx% ---- + pn^ dxn„i — xn dpn.

In dieser Gleichung betrachte man pn als Constante, wodurch sie sich in
die Gleichung

dy = PI d#! + p 2 dxi ...·.+ pn„t dxn^
verwandelt, so dafs pt9 p2> ···· pn-i die partiellen DiiFerentialquotienten
von y nach xl9 jr2 j · · · · ^n~i genoinmea^werden, und die gegebene par-
tielle Differentialgleichung, in welcher ebenfalls pn als Constante betrach-
tet wird, eine partielle Differentialgleichung für y wird mit nur n — l un-
abhängigen Variabein x± , oc2 , .... ocn^ . Hat man durch Integration die-
ser partiellen Differentialgleichung y als Function von xi9 #2> .... JV_ I f
von n — l wülkührlichen Constanten und der Constante pn gefunden, so
findet man die gesuchte Function dadurch , dafs man in der Gleichung

x == y + pn^n
die Gröfse pn vermittelst der Gleichung

eliminirt· Man kann xn um eine willkührliche Constante vermehren, wo-
durch a?, wie es für eine vollständige Lösung nöthig ist, n willkührliche
Constanten erhält.

10.
Wir haben im Vorhergehenden gesehen, wie man durch die Inte-

gration eines Systems gewöhnlicher Differentialgleichungen eine vollstän-
dige Lösung einer vorgelegten partiellen Differentialgleichung erster Ord-
nung finden kann. Ich will jetzt zeigen, wie man umgekehrt aus irgend
einer Tollständigen Lösung die vollständigen Integrale des Systems ge-
wöhnlicher Differentialgleichungen ableiten kann.

Brought to you by | University of Iowa Libraries
Authenticated

Download Date | 5/24/15 7:06 PM



8. C. G. /. Jacoli, zur Theorie der partiellen Differentialgleichungen. 147

Kennt man einen Ausdruck von χ durch xt , #2 , .... #„ , mit n will-
k hrlichen Constanten aL9 a2> .... αΛ, welcher der gegebenen partiellen
Differentialgleichung φ = Α Gen ge leistet, so bilde man die Λ— l Glei-
chungen , welche sich durch die Proportion darstellen lassen:

Sx dx Sx o o n

wo t , j52 9 ..·· * neue willk hrliche Constanten seien, die aber, da nur
ihre Verh ltnisse in Rechnung kommen, nur die Stelle von n — l willk hr-
lichen Coostanten vertreten. Fuhrt man eine neue Gr fse M ein, so kann
mau diese Proportion durch das System Gleichungen ersetzen:

Durch diese Gleichungen sind die /2 + 2Gr fsen #, xL9 x29 .... ΛΤΠ, Μ
als Functionen von einer unter ihnen gegeben. Difierentiirt man eine die-
ser Gleichungen

und setzt f r ^ den aus dieser Gleichung gezogenen Wertb, so erhalt man:
dM
"-n/r"M

x dM , d*x ,,„ t θ*χ ^^ ,
O """"̂  ""~ "7̂  - ' · "-n/r" "T" "«S ri ~~ ** *"1 T" "̂ - rv W ^/o · · · · "T" T.' * ' 2 '

oder wenn man

setzt, die Gleichung:

o --
Die gegebene Differentialgleichung φ = Λ mufs, wenn man darin f r #
seinen gegebenen Werth und die daraus durch partielle Differentiation nach
ΑΊ, SD ·· · ^n S*C^ ergebenden Werthe von pl9 p2, .... pn setzt, eine
zwischen den Gr fsen xL9 or2 , .... a?n , aL9 a2 > · · · · ccn , A identisch Statt
findende Gleichung werden. Nimmt man ihr partielles Differential nach
a/, so erhalc man:

8ψ Bx.dtp d p t i d c p dp2 ι^Ψ dp*1 * "T" K · —t) . . . » ·+· 7T~~~ .j op2 C7«j ' dpn

Vergleicht man die zwei Systeme von n Gleichungen, welche sich aus
dieser und der vorhergehenden Gleichung ergeben, wenn man darin f r ι
eeine Werthe l, 2, .... n setzt, so erh lt man die Proportion:

19*
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148 8. C. G. J. Jacobi, zur Theorie der partiellen Differentialgleichungen.

^Λτ.:**,....:**.« *2S |£,^....: «£,m dx <9px p2 dpn *
welche man auch, da

durch die Gleichungen darstellen kann;
p dM _ _ θφ

Mdx dx*
p?[£«_ d£ p rfa?» ___ d<PΛ dx ~~ dpi9 dx ~ p *

wo wieder

gesetzt ist. Differentiirt man ferner die Gleichung (p = A nach JF;, und
setzt in dem Differentiale:

dp* θ p;
0?i ~ d&l· *

so erhalt man
n — ^y j, M 3<P ι θφ Βρι.δφ Βρι , όy £= , . . , . ' . , , J- n £_ -- L. — £-. w · «4* -5 - .-—-—, t t · T -

' / l ' * l - ~ ·dpn
oder wenn man in diese Gleichung die vorhin erhaltenen Werthe

3φ _ π da? 9φ _ p dcc* dq> _ p dxn
W · · * " -. " % rr\ ^ » "i" Jt "—t · · · · · ""rv -™1 " "· JT^ -" " -1

px doc 7 c;p dx * dpn doc
substituirt, die Gleichung:

n _ βφ ι θφ , p e?p£
U =S v· · -H /?; TT-̂ - ·+· JT —-i- ,

GXi * ' 007 ' </0?

Wir haben so umgekehrt aus den 2 /z Gleichungen:
/7S t dx 3x doc _ o . n nψ s= Λ , -r-— : -κ — . . . . : -5 — s= PI : p2 . · t . : p„ f^ ' Μ f-2 r-«>

die 2/2 Differentialgleichungen
plf5~^2. p^J — _ ^^ _ ^ y '

dx ~~ dpi* dx ~~ dxi dxli

abgeleitet, und da jene Gleichungen In willkuhrliche Constanten, n mlich
h, cti , C62 9 · · · · α/t und die Verh ltnisse von |3ι , j92 > · · * · » enthalten, so
sind sie zugleich die vollst ndigen Integrale dieser Differentialgleichungen.

Man kann die letztere Analysis auch auf die allgemeinere Unter*
suchung ausdehnen, unter welche Pfiff die Integration der partiellen DK-
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8. C. G. J. Jacob i, zur Theorie der partiellen Dfficrentiatgtfichungen. 149

ferentialgleiehtingen erster Ordnung mit einbcgreift, und zeigen, dafs wenn
irgend ein System von Gleichungen mit n wHlkührlichen Constanten ge-
geben ist, welches der Differentialgleichung

0 = Xt dx± + X2 &Xl · · · . + J5T2* &X*n

Genüge leistet, man daraus die vollständigen Integrale des von Pf äff auf-
gestellten und oben mitgetheilten Systems von 2 — l gewöhnlichen Dif-
ferentialgleichungen ableiten kann *). Durch das gegebene System
von n Gle ichungen drucke man nüml ich cc1> #2, .... xn d u r c h
ÄVfi, # +2> ···· und durch die n w i l lkür l i chen C o n s t a n t e n ,
die wir <&!, a2> · » · · ctn nennen wollen, aus, und b i lde die Glei-
chungen:

in welchen ßi9 ß*, .... ßn neue wi l lkühr l i cheCons tan ten sind,
welche aber n u r dieStelle von n — l vertreten, da hier allein
ihre Verha l tn i s se in R e c h n u n g kommen, so werden diese
Gleichungen, welche nach El iminat ion der neu e ingeführ ten
Gröfse M die Stelle von n — l Gleichungen ver t re ten , in Ver-
b indung mit den gegebenen «Gle ichungen , die vo l l s t änd igen
Integrale des von Pf äff au fges te l l t en Systems gewöhnl icher
Di f fe ren t i a lg l e i chungen sein, mit 2fl-~l w i l l küh r l i cben Con-
stanten, näml ich den n wi l lkühr l ichen Constanten aL9 a2, . . .
. . * art und den n — l Verhäl tnissen der w i l l k ü h r l i c h e n Con-
stanten ßi, {32> ···· ßn· Man beweist dieses Theorem wie folgt:

Da die durch die gegebenen n Gleichungen bestimmten Ausdrücke
von , #2 > · · · · &n durch #n+1, ara+2, .... x2n und die n willkührlichen
Constanten der Gleichung:

XJL dxL + X2 d jr2 · · · · + ^2/1 dx2n = 0
genügen sollen, so mufs man die Gleichungen haben:

*) Statt i» den oben milgetheiJten Formeln ist hier xzn geschrieben.
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150 8* (7, G. J. Jacoli, zur Theorie der partiellen Differentialgleichungen.

• ·γ· O 3Cj · ^rjr C/ «3F/j

Man denke sich jetzt vermittelst der n Gleichungen

die Λ+1 Gr fsen α?η+ι, #rt+2, .... ar2n , JKf durch eine von ihnen 5 z. B.
durch IM, ausgedr ckt, wodurch diese Grofsen und daher auch oct > #2, ...
. . . xn Functionen von Λ/, von ai9 a29 .... an , und von L y |S2 , ....
werden. Die auf diese Annahme sich beziehenden partiellen Differential-
quotienten werde ich der Unterscheidung wegen in Klammern einschlie-
fsen, w hrend die partiellen Differentialquotienten ohne Klammern sich
auf die Annahme beziehen, dafs oct , o?2 , .... scn als Functionen von jcn+i ,
jr„.p , ____ x2n y aL y 0,29 · · · · an betrachtet werden. Man hat demnach :

Υ σ * -L. Υ ρ^^ ι ·\ζ

i J V υχϊ ι V* γ ̂ a ^ ι Jjr ^n J /
L A OCn+i 2 3«^n-}-2 * * * * * Λ ^^„^J >

1 i*V ^«3Ρχ ι \?~ U 3? 2 ι γ" OCn | /(
" * L λ ^^2« 2 ^T2n " * ' * ' n 072n J \

oder: x> (15)+
Differentiirt man diese Gleichung nach" M, so erh lt man

dXz (3χΛ , dX, /δ£^\ ,
dM \dail "^ dM\.aJ <"

. _.. / 5Jicr \ , v / d*xI \ .
+ i \dMdaJ + ·*?\OMdaJ '''' ̂
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8« C. G. Jt Jaco&i, zur Theorie der partiellen Differentialgleichungen. 151

E« folgt ferner aus der Gleichung

wenn man alle Gr fsen als Functionen von M betrachtet:
τ (da>*\ j_ Yl\dMJ τ ^2

Difierentiirt man diese Gleichung nach aly so erhalt man:
Υ /" 5&37* \ Ο. γ f d*072 \Xi \dWB^J + -Y2 V^T ^/ · · - ·

+
wodurch sich die obige Gleichung , wenn man sie mit dM multiplicirt,
in folgende verwandelt:

Eliminirt man aus dieser Gleichung ; vermittelst der Gleichung:

* (If
so erhalt man:

Setzt man, wie erlaubt ist, n = l, so erh lt man durch die n m-
liche Analysis hnliche Formeln, wie f r α>, auch f r die n — l ndern
willk rlichen Constanten ! , 2 > · · · · a_i » Zuv rderst hat man :

3πτ . γ ΟΧΛ . Ύ dxnl (θπη+
., ~ - · -Τ" <Λ-2 ~ζ> - « · · * "Τ" "^η *0 Ι \ ^ ζ>'d^+i ' dxn+ι * "dapn+iJ V /%

2 ,̂  γ ^-^· · · · τ Λ»

+ Γ 3Γ -*^*_ _L 3Γ ^* JL· Υ ^χ/ΐ 1 ( & χϊη \1Λι~ο^Γ + Λ2 ^T**'' "*" " a^2n J V a/?/ /
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n —u —
Differentiirt man diese Gleichung nach Λί und die Gleichung

o =
nach f , und zieht beide Resultate von einander ab, so erhalt man nach
MuUiplication mit dM:

von welcher Gleichung wir, um ihr dieselbe Form mit der Gleichung zu
geben, die wir in Bezug auf a-, gefunden hatten, die Gleichung:

0 =

mit -jrf- multiplicirt, abziehn wollen, wodurch man erhalt:
(ΒχΛ .νο#ν····Η

~" r L^1 \w "̂ * Xa ( ^f) · · · ·
Wir wollen in dieser Gleichung, so wie in der oben gefundenen hnlichen,
auf ai bez glichen, f r die partiellen Differentialen

(B ΧΑ (ΒΧΛ
\ δ α ί / > \d i)

ihre entwickelten Werthe
__ dXi (9χ

setzen, und die Gleichungen nach den Gr fsen

ordnen, so verwandeln sie sich in folgende:
o -
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WO

te · · · · +
Multiplicirt man diese Gleichungen mit df ̂  , dx^ , , . . . . , ^#2» , und addirt
eie, so heben sich, da

-J- -λ

alle Terme rechter Hand fort, wodurch man die Gleichung erhalt:
Tidxi + Ttdx* ----- \·Τιηαχτη = 0,

welche man auch so schreiben kann:

da wir in den vorstehenden Formeln alle Gr fsen o^, x2, . . . . x^n als
Functionen blofs τοη einer Gr fse My und α0 α2, .... an, ft, 2 9 ...
. . . n„i als Constanten betrachten, was ich durch den Gebrauch der Cha-
rakteristik d andeute· Aus den ̂  n Gleichungen^ n mlich den n Gleichungen :

den ^ — l Gleichungen
T (dy^ \^

und der Gleichung
da:' T* dm • • • · τ - 2 Λ dM

folgen die 2 Λ Gleichungen
t S=3 0, /2

 ==: 0^ € & . · ./2η === Q> *

welche mit den P/ii '̂schen Differentialgleichungen bereinkommen, wie
ich sie oben aufgestellt habe, wenn man in ihnen -|j- statt dN und X2n>

x2n f r X, a? setzt,
Dafs man aus den 2 Λ angegebenen Gleichungen die Gleichungenτ, = ο, τ2 = ; o, — ^2n = o

folgern kann, Uifst sich, wie folgt, beweisen· Man betrachte gleich*
Grelle'* Journal d. M, Bd, XV1L Hft. 2. 20
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154 8* C. G. J. Jaco&i, zur Theorie der partiellen Differentialgleichungen.

zeitig tti» #2, . .,. » a„, i> 2 > · · · · !βη-ο Μ als Variabein, so wird
durch die zwischen diesen Gr fsen und den 2 /z Gr fsen xn &2> · · · · ^2«
aufgestellten Gleichungen keine Relation zwischen diesen letztern allein
gegeben, sondern sie zeigen nur, wie das eine System von 2/2 Variabein
sich durch das andere System von 2/2 Variabein ausdr cken l fst. Man
bezeichne beliebige Variationen der Gr fsen jpx, #2, . . . . #2n mit S#A,
&r2, .... i #2«? die von einander unabh ngig sind, da zwischen den Gro-
fsen XD Λτ2, .... ;r2n selber keine Relation Statt finden soll. Sind $aA,
ί"α2, .... iart, ίβχ> ίβ2, .... ίβη-ι, ^Λί die entsprechenden Variationen
der Variabein a19 a2, .... c&rt, (Si, 2, .... n-i, M, so hat man:

Multiplicirt man daher die 2 /z Gleichungen , die wir gefunden haben:

respective mit ί«ι, ία2, .... art, o x, o a, .... i n_j, ίΛΓ, und ad-
dirt sie, so erhalt man;

^9^+719**.... + ̂ ^ =o,
welche Gleichung, da ia?i, i#2> · · · · ^2» beliebige, von einander unab»
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8. C. G. /. Jacob i, zur Theorie der partiellen Differentialgleichungen. 155

hängige Variationen sind, nicht anders bestehn kann, als wenn
7\ = 0 , /2 = 0, · . . . T2n = 0,

was zu beweisen war·
Dafs man auf die angegebene Art, wenn man der Gleichung

XL dxi 4" X2 dxi . · · . -4- X^n dx2n — 0
durch irgend ein System von n Gleichungen mit n willkührlichen Constan-
ten genügen kann, immer auch die vollständigen Integrale der von Pfaff
aufgestellten gewöhnlichen Differentialgleichungen erhält, läfst sich auch
durch folgende Betrachtungen einsehen· Man löse die n Gleichungen nach
den n willkiihrlichen Constanten , auf , so dafs sie die Form erhalten,

\ = &i , 2
 :== &2 > · · · · ==:: C4rt ,

wo &i , 2 , .... an die willkührlichen Gonstanten sind und in A± , A^ ...
. . , An nicht mehr vorkommen. Sollen diese Gleichungen der Differen-
tialgleichung

X.doc.+ ^doc, ..... +Xindx,n = 0
genügen, so mufs es n Multiplicatoren U± 5 Z72 , . , . . U„ «eben, vermittelst
welcher i d e n t i c h

wird, da der Ausdruck linker Hand vom Gleichheitszeichen verschwinden soll,
wenn ^ , . . . . An wiükührliche Constanten werden. Denkt man sich

> x?29 ·· · · &n durch A ± , A2 , . . . . An , #„44 , ^„^.3 > · · · · #2* ausgedrückt,
so erhalt man hieraus:

Aus der von Pfaff selber gegebenen Analysis folgt, dafs wenn man auf
irgend eine Art die Gleichung

0 == XL doci + X2 d#2 . . . . + X2n dx^n
in eine andere zwischen nur 2 n — l Variabein transformiren kann, diese
willkührlichen Constanten gleich gesetzt, die vollständigen Integrale seiner
gewohnlichen Differentialgleichungen geben. Nun haben wir aber

0 = X, d xt + X2 Axi . . . . + X^n d x2n = Z7i d At + U2 d A2 ---- + Un d ,
oder

0 = d4l+
welches eine DiflFerentialgleichung zwischen nur 2/2 — l Variabeln

ist. Diese willkührlichen Constanten gleich gesetzt, müssen daher die voll-
20*
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ständigen Integrale de» Pfafffoehen Systems gewöhnlicher Differentialglei-
chungen sein; sie kommen aber genau mit den 2/2 — l Gleichungen über-
ein, wie ich aie oben aufgestellt habe·

12.
Ich habe oben bemerkt, dafs es der von Pfaff zur Integration

der Gleichung
XL d&i -f" -^2 do?2 · · · · + X*n d&ln =: 0

vorgeschlagenen Methode ein Uebelstand sei, dafs man von den nach ein-
ander zu integrirenden Systemen gewöhnlicher Differentialgleichungen nur
das erste wirklich aufstellen kann, und für die ändern Systeme nur die
Art angeben kann, wie man sie, wenn man die vorhergehenden vollstän-
dig iutegrirt hat, zu bilden hat. In der That ist klar, dafs es hierdurch
unmöglich lallt, das Ganze der Aufgabe zu übersehen. Für den beson-
dern Fall, welcher die Integration der partiellen Differentialgleichungen er-
ster Ordnung giebt, haben wir gesehen, dafs die Integration des ersten
dieser Systeme gewöhnlicher Differentialgleichungen vollkommen ausreicht,
und es der Aufstellung und Integration anderer Systeme nicht weiter be-
darf. Dieser besondere Fall kann als derjenige bezeichnet werden, in wel-
chen von den 2 n Größen Xt, X2> .... X2n eine Anzahl von n — l gleich 0
ist. Es sei z. B.

so dafs die zu integrirende Gleichung wird:
~ [

Man setze:
_ «.. X* _ n ,. Xn _ n— Pi > "~ iF~ F ̂  * ··-··· v ·"— P n r' ' , -

»o sind PI? p*9. · · · · p» die partiellen Differentialquotienten von a?„41 als
Functionen von # , #2 > · · * · &n betrachtet, und die Elimination der
n — l Gröfsen a?„^2> xn+39 *··· ^2» aus diesen n Gleichungen giebt die zu
integrirende partielle Differentialgleichung. Ich will jeltzt im Foljgenden
zeigen, dafs wenn man die Methode, welcher wir uns für diesen beson-
dfern Fall bedienten, auf die allgemeine Pfaffacfa Differentialgleichung an«
wendet, man des oben bezeichneten Uebelstandes ledig werden kann, in-
dem es dadurch gelingt, mit Leichtigkeit alle zu integrireuden Systeme
gewöhnlicher Differentialgleichungen aufzustellen, ohne eines derselben
wirklich integrirt zu haben**
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Um hierzu zu gelangen, nehme man in den Integralen des von Pfaff
aufgestellten ersten System» gewöhnlicher Differentialgleichungen als will*
kührliche Gonstanten die Werthe, welche xt9 #2, .... x2n^ für #2n=0
annehmen, und die wir mit x\, #° ? . . ̂ . ^ - bezeichnen wollen« Be-
zeichnet man auch die entsprechenden Werthe von Xiy X2y ..*, JX2n mit
X*·* -^** ···· - ·̂2 > so erhält man Gleichungen von der Form:

^

^2«-i > Si y S21 · · · * S2/l Functionen von #2», a?°, a?*» · · ·
l, welche für #2n = 0 nicht unendlich werden. Substituirt

man diese Werthe von &L, #2, .... 2 1, wie sie durch vollständige In*
tegratiou der von Pfaff aufgestellten gewöhnlichen Differentialgleichungen
gefunden werden, in die Gleichung:

indem man auch die Grofsen &*y ot^, ... .· ^2nMl als unveränderlich
trachtet, so erhält man

0 = \X

- J ̂  [

» B ̂  + l?, df < + B2 d*l . . .
wo> wenn r eine der Zahlen l, 2^ .... 2 n — l bedeutet,

+ *

+ 2 ^
^ Ai

Aber F/^jf hat bewiesen, dafs wenn man vermittelst vollständiger Inte-
gration der von ihm aufgestellten gewöhnlichen Differentialgleichungen die
Gröfsen x&t #2 > · ·/ · #in durch eine von ihuen, z. B. oc2n , und durch die
2/i — l willkürlichen Constanten ausdrückt, und diese Werthe in den
Ausdruck

substituirt, indem man die wiUkiihrlichen Constanten ebenfalls als voran«
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158 S. C. G. J. Jacobi, zur Theorie der partiellen Diffcrcntiafgleichungen.

betrachtet, der Coefficient von Axn verschwindet, und die Verhalt-
nisse der Coefficienten der Differentialen der willkührlichen Constanten von
ocn unabhängig werden« Da hiernach

B = 0,
und die Verhältnisse von /? , J?2» · · *· B2n_t von x2n unabhängig sein wer-
den, so bleiben diese Verhältnisse ungeändert, wenn in , B2 , .... B2n-i
man -2 = 0 setzt, wodurch man erhält:

oder, wenn man einen Multiplicator M einführt,
B, = MX\ , B2 = MX«2 9 .... B2n^

Wir sehen also, dafs wenn man statt der Var i abe in ;25 · ·· ·
* . * ̂ 2n-i5 ^2n die Variabein a?^, o:*, .... ^ - ^2» e i n f ü h r t , ver-
mit tels t der G le i chungen

welche sich durch die vol ls tändige Integrat ion der von Pfaff
aufgestel l ten gewöhnlichen Di f fe ren t i a lg l e i chungen ergeben,
die vorgelegte Di f f e ren t i a lg l e i chung

0 =
sich in die Gle ichung

o = xid
verwandelt , oder in eine andere Di f fe ren t i a lg le ichung mit
einer Variabja weniger, welche aus der gegebenen Differen-
tialgleichung erhalten wird, wenn man in ihr Ä?2n=0 setzt,
und \ , x°2> · · · · ?2 - für #!, ^2 9 · · · · #2n~i schreibt. Die Inte-
gration dieser le tz te rn Gleichung giebt also die In teg ra t ion
der vorgelegten, wenn man in ihren In t eg ra lg l e i chungen
wieder oc\> #£, ···· ^L-i durch XL , #2, ·· ·· ^2«-o ^2» vermi t te l s t
der angegebenen Gle ichungen ausdruckt.

Nach der Pfaffseben Methode hat man nun in der Gleichung
0 = X\dx\ + X.: dx\...-.+ Xln-i dxl^

eine der Gröfsen o?* , ̂  , .... a?^ einer willkührlichen Constanten gleich
zu setzen; es »ei also

&2n~-l — t»l,

wo UL eine willkührliche Constante. Die Differentialgleichung wird demnach
0 = Xld^ + Xld»l....+Xl^difft^9

wo in den Grüfsen X? für ar2n^ die Constante a* zu setzen ist. Hat man
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diese neue Differentialgleichung durch n — l Gleichungen mit n — l will-
kiihrlichen Constanten integrirt, so fuge man die Gleichung

#2n-l = ®1

hinzu , und dr cke vermittelst der Integralgleichungen des ersten Sjstems
&** xl > · · · · ^n-i durch ar, o?! , . . . . a?2„ aus, so hat man die n Gleichun-
gen mit n w lk hrlichen Constanten , welche der vorgelegten Differential-
gleichung

0 = Χι d Xi + X2 dXi . . . . + Xin Vln

Gen ge thun.
Man kann auf dieselbe Weise nun wieder die Differentialgleichung,

auf welche die vorgelegte reducirt worden ist, auf eine andere mit 2 Va-
riabein weniger reduciren. Das zu diesem Ende zu integrirende zweite
System Differentialgleichungen erh lt man aus dem ersten, wenn man die
beiden letzten Gleichungen desselben fortl fst, #2Λ = 0, #2«-ι = αι setzt,
und f r xiy Χι schreibt a£, XI. Man erh lt dann 2 n — 3 gew hnliche
Differentialgleichungen zwischen den 2 n — 2 Variabein a?° , Λ?° , .... a??«-«·
Als willkiihrliche Constanten nehme man wieder die Werthe von x\ ,
#2 9 . . .» xln^ f r Λ?οη-2 = 0, welche wir mit Λ??0, Λ?^0, .... χ™-* bezeich-
nen wollen ? und nenne X™ den entsprechenden Werth von JX* , »o ist
die Aufgabe darauf zur ckgef hrt, die Gleichung. x»: **·; + χ™ a**: ....+ x^ ̂ ^ = 0,
welche au» der vorgelegten erhalten wird , wenu man #2n = x2^2 = Of

Λτ2η__ι=αι, ^2η-3=^2 setzt, wo α ΐ 9 ~ α 2 willk hrliche Constanten bedeuten,
und X00, a?00 f r Χ, χ schreibt, durch n — 2 Gleichungen mit /z — 2 will-
k hrlichen Coustanten zu integriren* Zu diesen fuge man die Gleichung

oo
#2n— 5 - $2 J

und drucke Λ?^°, α£°, .... ^C-a vermittelst der Integralgleichungen des
zweiten Systems durch x\ , Λ·̂  · · · · ̂ -2 aus, fuge wieder die Gleichung

hinzu, und dr cke JP° , a?* , . . . . ^n-i vermittelst der Integralgleichungen
des ersten Systems durch a^ , ap2 > · · · · xm ^us , so hat man die n Inte-
grale der vorgelegten Gleichung mit n willk hrlichen Constanten» Indem
man auf diese Weise fortfahrt jede Differentialgleichung, auf welche man
die vorgelegte reducirt hat, dadurch noch um 2 Variabein zu verringern,
da£& man eine Variable =0, eine andere einer willk hrlichen Constante
gleich setzt, kommt man zuletzt auf eine Differentialgleichung zwischen
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160 8. C. G. J. Jacoli) zur Theorie der partiellen Differentialgleichungen*

2 Variabelu;
=5 Q,

wo in Xi , zu setzen ist 0^,,*= av-.?.· » . . «= a?4 5= , a^^rs: ,

Bezeichnet man daher mit #0 «2, ..... a„ willkührliche Constanten,
ßo besteht das ganze Verfahren zur Aufstellung der verschiedenen zu in-
tegrirenden Systeme gewöhnlicher Differentialgleichungen im Folgenden. In
dem oben aufgestellten ersten Systeme gewöhnlicher Differentialgleichungen
setzt man #2n — , ·2 - = > läßt die beiden letzten Gleichungen fort,
und schreibt #£, -X? für jp f > X^ wodurch man das zweite System er-
hält; ia diesem setzt man aC^ — O, ar^ == ct2 , läfst wieder die beiden
letzten Gleichungen fort, und schreibt & , XI* für #£, XI, wodurch man
das 3te System erhält; in diesem setzt man ^2n-4c=0, 2^_5 = 3, lülSst
wieder die beiden letzten Gleichungen fort, und schreibt »?e% X?** für ^J%
A\OG, wodurch man das 4te System Differentialgleichungen erhalt, und so
fort,; zuletzt kommt man auf die Gleichung, welche das /zte System vorstellt?

-m
Liifst man #; 9 &l , «... ^OT+1 dieWerthe bedeuten, welche in den
2/72+1 Integralen des (n—7w)ten Systems Differentialgleichungen a^f m" f

ar® , .... #2m-i-i ^r ^»1+2 = ® annehmen, so geben die sämmtlichen
Integralgleichungen der verschiedenen Systeme, verbunden mit den Glei-
chungen

die verlangte Lösung. Man kann nämlich In der letzten der n Gleichungen:

vermittelst des Integrals der letzten Differentialgleichung (des /zten Systems)
or®* durch ?^ , a£ > dann in den beiden letzten vermittelst der drei In»
tegrale des (^ — l)ten Systemes a?f", orf , xf" durch a?f , a?f", #f~*,
jpf , dann in den drei letzten vermittelst der 5 Integrale des n — 2ten
Systems Differentialgleichungen x^ , a£ > ^f " > ^f > ^f' durch a?f ~ ,
o?f , . . . . ̂  ausdrücken, tind eo fortfahren, bis man vermittelst der
Integration des Isten Systeme alles in den n Gleichungen durch die ur-
sprünglichen Variabein #1 , #* , · . · . x^ ausgedrückt hat.
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Wir haben gesehen, dafs wenn von den 2 n Gröfsen X19 X«>9 ...
... X2ft eine Zahl n — l verschwindet, was den Fall der partiellen Diffe-
rentialgleichungen erster Ordnung giebt, die Integration des Isten Systems
Differentialgleichungen hinreicht. Wenn eine geringere Zahl n — -m feh-
len, so dafs

XL -CSS X2 , , . . = - -n—m ==: 0,

so braucht man das obige Verfahren nur so weit fortzusetzen, bis man
die vorgelegte Differentialgleichung auf eine mit 2 n — 2/72 + 2 Variabein
reducirt hat, welche die Form haben wird:

n771"1 t -rm™-1 ·» n7""1 Tm™"1 -, i,™-1

indem die Coefficienten von dx\ , dx^ , . . . . dx()
n_m fehlen· Die Inte-

gration des raten Systems Differentialgleichungen reicht hin, die n —
Gleichungen zu finden, durch welche dieser Differentialgleichung Genüge
geschieht, und man braucht keine Differentialgleichungen weiter zu 10-
tegriren.

Man kann sich auch zur Integration der Gleichung
Xl docL-^- X^docz . . . . -\- X2n d&2n = 0

folgender Methode bedienen, welche von der Pfaffschen verschieden ist.
Indem man nur JCL und x2 als Variabein betrachtet, kann man durch In-
tegration einer gewöhnlichen Differentialgleichung erster Ordnung zwischen
2 Variabeln

X^dx-^X^dx^ — U du
setzen· Betrachtet man auch oc3 und #4 als Variabein, so erhalt man hier-
durch

wo, wenn man u statt XL einführt, Z7, Z77, U" Functionen von ^, ?2, 3,
xk werden. Durch Integration einer partiellen Differentialgleichung erster
Ordnung zwischen 3 Variabein kann man, wie sich leicht zeigen läfst,
diesem Ausdruck die Form geben

Uß
wodurch auch

Betrachtet man noch #$, xö als Variabein, so erhält man hierdurch!
Xldx1 + X2dx2.... + X6dxG = Fidv^Ftdvt + r1 ,+ V" dx,,

wo, wenn man v19 v2 statt xl9 x^ einführt, Ft9 V^ V1^ V" Functionen
Journal d. M. Bd. XVII. Hit. 2. 2l
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von vl9 v-i, #3, #4, ir5> #G werden. Dem vorstehenden Ausdruck kann
man durch Integration einer partiellen Differentialgleichung erster Ordnung
zwischen 4 Variabein die Form geben

V, dvi + F2 dv2+ V'dx*,
wodurch auch

dxL + X* dx*
u. 8. w. Fährt man so fort, so erhält man, nachdem man zuerst eine
gewöhnliche Differentialgleichung erster Ordnung zwischen zwei Variabein,
und dann hintereinander partielle Differentialgleichungen erster Ordnung
zwischen 3, 4, .... n Variabein integrirt hat, zuletzt durch Integration ei-
ner partiellen Differentialgleichung erster Ordnung zwischen n + 1 Varia-
bein die verlangten n Gleichungen* Da nach dem oben auseinanderge-
setzten Verfahren eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung zwi-
schen k-}- 1 Variabeln die Integration von 2 k·*— l gewöhnlichen Differen-
tialgleichungen erster Ordnung zwischen 2 £ Variabein gefordert, so sieht
man, dafs man nach dieser Methode eben so viel Systeme gewöhnlicher
Differentialgleichungen zwischen gleich viel Variabein zu integriren hat,
wie nach der früheren Methode. Wenn m von den Gröfsen XL9 X2, ...
. . . X2n gleich 0 sind, so kann man sogleich bei diesem Gange der Opera-
tionen mit der Integration einer partiellen Differentialgleichung erster Ord-
nung zwischen n -{- 2 Variabein anfangen«

Den 9ten December 1836·
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