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- ,. 4
Zur Theorie der Variations-Rechnung und der

Differential - Gleichungen.

(Von Herrn Prof. C. G. J. Jacobi zu Kinigsberg in Pr.)

(Auszug eines Schreibens desselben vom 29. November 1836 an den Herrn Professor Enke, Secretair
der mathematischen Classe der Akademie der Wissenschaften zu Berlin.)

Es ist mir gelungen, eiue grofse und wesentliche Liicke in der Varia-
tionsrechnung auszufiillen. Bei den Problemen des Gréfsten und Kleine
sten nimlich, welche von der Variationsrechnung abhiingen, kannte man
keine allgemeine Regel, woran zu erkennen wiire, ob eine Losung wirklich
ein Grilstes oder Kleinstes giebt, oder keins von beiden. Man hatte zwar
erkannt, dafs die Kriterien hiefiic davon abhiingen, ob gewisse Systeme
Differentialgleichungen Integrale haben, die wihrend des ganzen Intervalls,
iiber den das Integral, welches ein Maximum oder Minimum werden soll,
erstreckt wird, endlich bleiben. Aber man konnte diese Integrale selbst
nicht finden, und auf keine Weise sonst, ohne sie zu kennen, den Umstand,
ob sie innerhalb der gegebenen Grenzen endlich bleiben oder nicht, erir-
tern, Ich habe aber bemerkt, dals diese Integrale immer von selber ge
geben sind, wenn man die Differentialgleichungen des Problems integrirt
hat, d. h. die Differentialgleichungen, die erfiilit werden miissen, da-
mit die erste Variation verschwindet. Hat man durch Integration dieser
Differentialgleichungen die Ausdriicke der gesuchten Functionen erhalten,
welche eine Anzahl willkiibrlicher Constanten enthalten werden, so geben’
ihre nach diesen willkiihrlichen Constanten genommenen partiellen Diffe~
rentialquotienten die Integrale der neuen Differentialgleichungen, welche
man zur Bestimmung der Kriterien der Grifsten und Kleinsten zu intee

griren hat, \
Es sei, um den einfachsten Fall zu betrachten, das vorgelegte Ine’

tegral / S (w, ¥y %) dx; y wird durch die Differentialgleichung
of

'g‘g=0 bestimmt, wo y fiir % gesetzt ist. Der Ausdruck von y,

of _
oy
wie er durch die Integration dieser Gleichung gegeben wird, enthiilt zwei
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willkiibrliche Constanten, die ich ¢ und 4 nennen will, Die zweite Variae
tion wird, wenn w =7y, w'= -g—-'f ist,
orf NS v
f(a 2ww+2‘9y 8 ~ww' +6 ,, w)ax

sein, wo fiir das Maximum oder Minimum néthig ist, dafs %’—f; immer dasselbe

Zeichen behiilt. Aber um die vollstindigen Kriterien des Maximums oder
Minimums zu haben, muls man noch den vollstindigen Ausdruck einer
Function v kennen, welche der Differentialgleichung ‘

a2 f . 02 f 2
ay ( +8x) — (8y8y'+1})
Gentige leistet; wie man dxes in Lagrange’s Functionentheorie, oder in

Dirkserw’s Variationsrechnung sehen kann. (Die Variationsrechnung von
Ol ist in dieser Theorie nicht genau.) Diesen vollstiindigen Ausdruck fiie

d
v finde ich nun wie folgt. Es sei u=uqa y—{-Bab s WO ay’ 3% die par-

tiellen Differentialquotienten von Yy bedeuten, nach den willkiihrlichen Con=
stanten @, b genommen, die in ¥ vorkommen, und ¢, 3 neue willkiihrliche

Constanten sind, so wird

v = — (2L, 4 L 2 on)

0ydy’ ¥V u'dy” d0x

der verlangte Ausdruck von v, welcher eine willkiibrliche Constante

“'f—' enthﬁltc
Schwieriger ist der Fall, wo unter dem Integralzeichen Differene

tiale héherer Ordnung als die erste vorkommen, Es sei /f(x, Yy ¥y ¥ 30

zu einem Maximum oder Minimum zu machen, wo wieder ¥y’ = aa_"
x?

yi= 9° ’;, 80 wxrd y das Integral der Differentialgleichung

af af . -
of 4 9y 2 Oy —
oy '3x -!-(9.-;—;...0,

welches 4 willkiilirliche Constanten @, a,, a,, a; enthalten wird. Wenn
wieder 0y =w, Oy’ =w/', dy"’=uw", so wird die zweite Variation:

o f f ‘ o f uy 9*f o f
‘/.(ay,ww-l-Qa ) ,ww+2a a - W +a—y?w’w’—;-2ww’w’f
2
+377f,w’f w”) ox.
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Fiir das Maximum oder Minimum muls 6—'.9;,—,’; immer dasselbe Zeichen ha-
ben. Um aber die vollstindigen Kriterien zu haben, mufls man folgendes

System von Differentialgleichungen integriren, wie man aus Lagrange's
Theorie der Functionen ersehen kann:

G+ i) Ghtam+2v) = G+ +"’”*)

aaytrj: (dzf'}‘ax) = (ngfﬁ v)'s

é%};; (§;£ + a"‘ ) (8y’8y”+ )

Durch diese 3 Differentialglemhungen erster Ordnung, welche einen ziemlich
ahschreckenden Anblick bieten, sind die drei Functionen v, v, und v, zu be=
stimmen, deren vollstindiger Ausdruck 3 willkiihrliche Constanten enthalten
mufs. Ich habe ibre allg_,emeinen Integrale, wie folgt, gefunden. Es sei
u—-may"l"%a:,'l"“zay'l'“s ) Ux—Bay+Bx +Bzay+93
oder es seien u, u, lineiire Ausdrucke der partiellen Dnﬂ'erentlalquotlenten
von y nach den willkiihrlichen Constanten, die es enthiilt, genommen,
Die 8 Constanten o, oy, ¢y O3, B, Bis B, £ sind nicht ganz willkiihrlich
zu nehmen, sondern es mufs zwischen den 6 aus ihnen zusammengesetz«
ten Grifsen d«@ﬁ—%ﬁ, afr—a.f, af—af, o B3 —Psy o3 By— 0ty B3y
a,(3,—a.B: eine gewisse' Bedingung Statt finden, in deren nithere Erirtee
rung ich’ hier nicht eingehen will. Hiernach werden die allgemeinen Aus«
driicke fiic v, V1, ¥y die ich gefunden habe, folgende:

a’u,__u 0%u
, oxf oxf U 5ze 182
R T T TR T

dx 3z
-B_i B’ut_au, 03u
— L aﬂf + azf.am ax 6m ° 6;’?
Vw = 75,0, T oy au, Ou ’

oz "oz
- 0% uy 0%u\ (Ou 0%u Ou, 0%u
dv, o*f o*f ( Tz g ) (3—5 c?x:—'- 8;"'6:1:’)
V= "%x" ra'—x T 0y’ ' ( au. —u 3,,)2 '
dx gz

Da zwischen den 6 Grifsen «(3,—a,3 u. s, w. eine identische
Gleichung Statt findet, aufserdem zwischen denselben noch ecine Bedingung
gegeben ist, und in den Ausdriicken von v, v,, v, nur ihre Verhiltnisse
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vorkommen, so vertreten sie die Stelle von 3 willkiibrlichen Constanten,
wie verlangt wurde.

Die allgemeine Theorie, wenn unter dem Integralzeichen die Dif-
ferentiale von y bis auf irgend eine Ordnung vorkommen, wird ohne
Schwierigkeit aus einer merkwiirdigen Eigenschaft einer besondern Classe
linedirer Differentialgleichungen abgeleitet. Diese lineiiren Differentialglei=
chungen der 2zten Ordnung haben die Form

Ay | OPdyy’ | 9%.d o A,y
O=Ay+aa(;y+ 2y + ay‘-ooo"l"———‘L:Y,

dx3? Jdad Jx™

und 4, 4, etc. gegebene Functionen von x sinde Wenn y

my — O™Y
Wo y( ) =a'xm

irgend ein Integral der Gleichung Y==0 ist, und man setzt u =12y, 80

wird der Ausdruck, in welchem &™ = g—x’;‘-n,

0. A u , 0*. .4, u" o A, ™
y (du+ 270 5T 4 SE) =y D,

integrabel, d.h. man kann sein Integral angeben ohne ¢ zu kennen, und
dieses Integral hat wieder die Form von ¥, nur dafs 2 um 1 kleiner ge-
wworden; man hat niimlich:

‘/‘yyax:_"Bt, + 0.Bt" |, 8*.B, " T n =1, B, 1

T Ox 0x3 ox~1 2

wo ™ =§£—,—i und die Functionen B sich aus # und den Functionen A4

und deren Differentialen allgemein angeben lassen. Der Beweis dieses
Satzes ist nicht ohne Schwierigkeit. Ich habe die allgemeinen Ausdriicke
der Functionen B gefunden; doch geniigt es fiir die vorgesetzte Anwenw
dung, nur iiberhaupt zu beweisen, dals / yUdx die angegebene Form
habe, ohne dafs es nithig ist, die Functionen B selber zu kennen.

Die Metaphysik der gefundenen Resultate, um mich eines franzisie
schen Ausdruckes zu bedienen, beruht ungefihr auf folgenden Betrachtune
gen. Man kann bekanntlich der ersten Variation die Form /7 8y dx
geben; Wo 7==0 die zu integrirende Gleichung ist. Die zweite Variae
tion erhilt hiernach die Form f 873y dx. Scll die zweite Variation das
Zeichen nicht iindern, so muls dieselbe nicht verschwinden kénnen, oder
die Gleichung 87 == 0, welche in §'y linedr ist, darfkein Integral &'y haben,
welches die Bedingungen, denen nach der Natur des Problems 8y unter-
worfen ist, erfiillt. Man sieht hieraus, dals die Gleichung 7 =0 bei
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dieser Untersuchung eine bedeutende Rolle spielt, und gewahrt in der That
bald ihren Zusammenhang mit den fiir die Kriterien des Max. oder Min.
zu integrirenden Differentialgleichungen. Aufserdem sieht man sogleich,
dafs cin Werth von dy, welcher die Differentialgleichung § 7 =0 erfiillt,
jeder partielle Differentialquotient von y ist, nach einer der willkiirlichen
Constanten genommen, die y als Integral der Gleichung 7 =0 enthiilt.
Man erhilt daher den allgemeinen Ausdruck des Integrals Jy der Diffee
rentialgleichung ¢7'== 0, wenn man aus allen diesen partiellen Differen=
tialquotienten von y einen lineiiren Ausdruck bildet. Die Gleichung 07 = 0,
“deren simmtliche Integrale man auf diese Weise kennt, Lilst sich aber,
wie man zeigen kann, auf die Form der obigen Gleichung ¥ =0 bringen,
wenn man in dieser Jy fiir y schreibt, und vermittelst der angegebenen
Eigenschaften dieser Art Gleichungen gelingt es, die zweite Variation
oY 3y dx durch fortgesetzte partielle Integration in einen andern Aus-
druck zu transformiren, der unter dem Integralzeichen ein vollstéindiges
Quadrat enthiilt, welches eben die Transformation der zweiten Variation
ist, die man hiebei zu erreichen strebt. Wenn z. B. das obige Integral
/ S(x, ¥, 5, v') 0z vorgelegt ist, und man die fiir diesen Fall angegebene
Bedeutung von # und , beibehiilt, so erhiilt {7 die Form
3 174
3 = Ady §Ldalyy Pedady?,

und es wird 3% =0 fiir y =u. Setzt man 0y =ud"y, so erhiilt man
nach dem obigen allgemeinen Satze:

f37 oy ox =_-fual/a'yax--
(Boy + L2 2Ygy— f(Boy + 2202y 0.,
Setzt man nun das letzte Integral f V,0y'dx, so wird dne Gleichung
“ setzt, Man

uu,—u v 3"

7, =0 erfiillt, wenn man S’y-._—.!‘.z, also &'y’ = U Uy—

kann daher dieselbe Methode fortsetzen, indem man ¢’y’
setzt, wodurch nach demselben Satze

f,/ & /ax__fy (uuI uu’)a\uyaz_oauyl My fc(all Y o,

welches die letzte Trausformation ist, in welcher die willkiihrliche Variae
tion nur in einem Quadrat unter dem Integralzeichen vorkommt. Man

.
v
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. oy e . _ 2  fuu—u, w\?

sieht iibrigens leicht, dafs B, = 4*4,, C= (—_—J‘ B,, und daher
’ n2 i

OC= (_—______uux-—_u,u) -dzy

Es ist ferner A= a;,,f;, so dafs C immer dasselbe Zeichen wie
9 f

3,7 hat, welches fiic das Minimum immer posntw, fiir das Maxxmum ime

mer negativ sein mufs, Man mufs bekanntlich nun noch untersuchen, ob
0y’ zwischen den Grenzen der Integration nicht unendlich werden kann,
wozu man durch die Kenntnifs der Functionen #, u, in den Stand gesetzt
ist, welche man kennt, so wie ¥ gegeben ist oder das vollstindige Inte-
gral der Gleichung 7 =0.

Wenn die im Vorstehenden angedeutete Analysis ziemlich tiefe Spe-
culationen der Integralrechnung erfordert, so werden doch die daraus ab-
geleiteten Kriterien, ob eine Losung iiberhaupt ein Maximum oder ein
Minimum giebt, sebr einfach. Ich will den Fall betrachten, wo, wenn
unter dem Integralzeichen y mit seinen Differentialen bis zum nten vor-
kommt die Grenzwerthe von y, ¥/, .... y*, s0 wie die Grenzen selber
gegeben sind. Setzt man in die 22 Integralgleichungen, mit ihren 22 will-
kiihrlichen Constanten, diese Grenzwerthe, so werden die willkiihrlichen
Constanten bestimmt; aber weil hiezy die Auflésung von Gleichungen no-
thig ist, giebt es in der Regel mehrere Arten dieser Bestimmung, so dals
wan mehrere Curven erhiilt, welche denselben Grenzbedingungen, und
derselben Differentialgleichung Gehiige leisten. Hat man eine von diesen
gewihblt, so betrachte man den einéw Grenzpunct als fest, und gehe von
ibm zu den folgenden Puncten auf der Curve iiber. Nimmt man einen
dieser folgenden Puncte zum andern Grenzpuncte, so wird es, nach dem
‘eben Gesagten, sich ereignen kénnen, dafs man durch ihn und den ersten
noch andere Curven legen kaun, fir welche in diesen beiden Grenzen
y's ¥ .o 4D dieselben Werthe haben, und welche der vorgelegten Dif-
ferentialgleichung geniigen. Sobald man pun, indem man auf der Curve
fortschreitet, zu einem Punct derselben gelangt, fiir welchen eine jener
andern Curven mit ihr zusammenfillt, oder, wie man sich auch ausdriik-
ken kann, ihr unendlich nahe kommt: so ist dieses die Grenze, bis zy
welcher, oder iiber welche hinaus, man die Integration nicht ausdehnen
darf, wenn ein Maximum oder Minimum Statt finden soll; wenn man

aber das Integral nicht bis zu diesen Grenzen ausdehnt, so wird einMaxi-
Crelle’s Journal d. M. Bd. XVI', Hift. 1. . 10
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mum oder Minimum immer Statt finden, vorausgesetat, dals 5—(7), zwischen
den Grenzen immer dasselbe Zeichen hat.

Ich will, um dies an einem Beispiele deutlich zu machen, das Prin-
cip der kleinsten Wirkung bei der elliptischen Bewegung eines Planeten
betrachten. -

Das in dem Princip der kleinsten Wirkung betrachtete Integral
kann nie ein Maximum werden, wie Lagrange geglaubt hat: es wird aber
auch keinesweges immer ein Minimum, sondern es sind dazu bestimmte
Einschriinkungen fiir ihre Grenzen nithig, welche durch die obige alige=
meine Regel gegeben werden, widrigenfalls das Integral weder ein Maxie
mum noch ein Minimum wird. Es fange der Planet (Fig. 1.) sich von @
zu bewegen an, wo @ zwischen dem Peri- und Aphelium liege; der an=
dere Endpunct sei b; wenn 2.4 die grofse Axe, f die Sonne ist; so er=
hiilt man bekanntlich den andern Brennpunct der Ellipse als Durchschnitt
zweier aus den Centren ¢ und b mit den Radien 24— of, 24— bf
beschriebenen Kreise. Die beiden Durchschnittspuncte der Kreise geben
zwei verschiedene Lisungen des Problems, welche nur dann in eine zu-
sammenfallen kénnen, wenn die Kreise sich beriihren, d. h., weon ab
durch den andern Brennpunct geht. Wenn man also von a durch den
andern Brennpunct der Ellipse f' die Sehne der Ellipse aa’ zieht, so wird,
‘der gegebenen Regel zufolge, der andere Grenzpunct b zwischen a und
a, liegen miissen, wenn die Ellipse das im Princip der kleinsten Wirkung
betrachtete Integral wirklich zu einem Kleinsten machen soll. Fiillt 5 in
a,, so kann die zweite Variation des Integrals zwar nicht negativ werden,
aber 0, so dafs die Aenderung des Integrals von der dritten Ordnung
und daher sowohl positiv als negativ werden kann. Fiillt b iiber o’ hine
aus, so kann die zweite Variation auch selbst negativ werden. Wenn
der Anfangspunct ¢ zwischen dem Aphelium und Perihelium liegt, so
wird der iufserste Punct @’ durch die Sehne der Ellipse bestimmt, welche
man von & durch die Sonne f zieht. Denn wenn a und o’ (Fig. 2.) die
Grenzpuncte sind, so erhiilt man durch Drehung der Ellipse um efo’ un-
endlich viele ‘Losungen des Problems. Wenn also der zweite Grenzpunct
im letztern Falle iiber o’ hinaus liegt, wird es eine courbe ¢ double cour-
bure zwischen den beiden gegebenen Grenzen geben, fiir welche / vos

kleiner wird als fiir die Ellipses
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Ich will bei dieser Gelegenheit noch ein Paar Worte ilber die Vae
riation der Doppel-Integrale sagen, deren Theorie ejner grifsern Eleganz
f;{hig ist, als sie selbst nach den Arbeiten van Gaufs und Pojisson erlangt
hat. Um eine Vorstellung von der Art zu geben, wie es mir zweckmii«
{sig scheint, die Variation der Doppel-Integrale auszudriickefi, will ich

den einfachsten Fall annehmen, in welchem W(x, Y% p19) Oxdy be-
Oz

9y’

Es sei o die Variation von z, so wird

ffo=-29 = [[owoy (Lo + Z. 224 5.55).

Die bei einfachen Integralen angewendete Methode hesteht darin, den Ayse
druck unter dem Integralzeichen in zwei Theile zu theilen, yon denen
der eine in v multiplizirt ist, der andere das Element eines Integrals ist;
der erste muls unter dem Integralzeichen == 0 gesetzt werden s wenn
die Variation verschwinden soll; der zweite kann integrirt werden, und
man lifst sein Integral verschwinden. Eben so theile ich den Ausdruck
upier dem Doppelzeichen in einen in zo multiplizirten Theil, und in einen
andern, der das Element eines Doppel - Integrals ist, das heilst, wenn u = g w,
80 setze ich~

batrachtet wird, wo p = aa 3z 15

8f dw , 8f 8w . Qﬁ Bu_@ﬂ
+3p x+8q dy —Aw+ "dy

Verglewbt man die in w, gw ”‘g multiplicirten Termen, so erhiillt man:

of a dv aaav of dv  of __ ov
—A+6€L‘ y '3;.3‘:;, g-l;zzaay’ Fg———-aax’

4= (5;)__‘9(5{;)2
ST 0z Ox dy ? ‘
folgt, welches = O gesetzt, die bekannte partielle Differentialgleichung giebt,
die hier guf eine vollkommen symmetrische Art abgeleitet ist, Die Function

v muls die Gleichung erfiillen: g—’f g:;-l— 55 -g;v =0, Setzt man « =0,
so hat man: ‘ ' ’

f du dv  Bu -dv ,
af/’axayf_,/faxay(%.ay gam) = [ evau, .
welches, in den gegebenen Grenzen genommen, verschwinden mufs. Wenn

z in den Grenzen gegeben ist, wird z» und mithin auch ¥ =aw),.in den-
10*

waraus
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Grenzen verschwinden und daher //0udv =0 sein. Wenn die Grenz-
werthe von z ganz willkiihrlich sind, so muls v in den Grenzen vcre
schwinden, oder wenn v =0 die Grenzcurve bedeutet, so miissen die im

Integral der Gleichung 4 =0 vorkommenden willkiihrlichen Functionen so

pestimmt werden, dals g% g% +§—fq-‘ —g—;: 0 isty, u.s. W,

Um auf das Maximum und Minimum zuriickzukommen: so ist es ein
Ubelstand, dafs im Gebrauch dieser Worte solche Verwirrung herrscht.
Man sagt, ein Ausdruck sei ein Maximum oder Minimum, wenn man blols
sagen will, dals seine Variation verschwindet, selbst wenn auch weder
ein Maximum nech ein Minimum Statt findet. Man sagt, eine Grilse sei
ein Maximum, wenn man nur sagen will, sie sei kein Minimum. So sagt
Poisson in seiner Mechanik: bei geschlossénen Flichen kionne die kiire
zeste Linie zwischen zwei gegebenen Puncten ein Maximum sein, obgleich
es sich von selbst versteht, dals man durch Ausbiegungen, die unendlich
klein sein kinnen, einen noch so grofsen Weg noch grifser machen kann.
Freilich giebt die kiirzeste Linie nur dann ein relatives Minimum, wenn
die nach meiner obigen allgemeinen Regel gestellte Bedingung erfiillt ist,
nimlich dals es zwischen den beiden Endpuncten auf der Curve nicht
zwei andere giebt, zwischen denen man noch eine zweite unendlich nahe
kiirzeste Curve ziehen kann. Im andern Falle ist aber die Liinge kein
Maximum, sondern weder ein Maximum noch ein Minimum. Fiir die
Flichen, die in jedem Puncte zwei entgegengesetzte Kriimmungen haben,
habe ich bewiesen. dals zwischen je zwei ihrer Puncte die kiirzeste Linie
wirklich eine kiirzeste Linie ist,

Die oben angedeuteten Untersuchungen iiber die Kriterien des Grifs-
ten und Kleinsten in den isoperimetrischen Problemen fiillen eine wesent~
liche Liicke in einem der schinsten Theile der Mathematik aus; aufsers
dem sind sie durch die Kunstgriffe der Integralrechnung, die dabei ange~
wendet werden, merkwiirdig. Tiefer aber in das Ganze der Wissenschaft
eingreifend diirften folgende Untersuchungen sein, von denen ich mir Ih-
nen eine kurze Andeutung zu geben erlaube,

Hamilton hat gezeigt, dals die Probleme der Mechanik, bei denen
der Satz von der lebendigen Kraft gilt, sich auf die Integration einer pare
tiellen Differentialgleichung erster Ordnung zuriickfiihren lassen: Er for.
dert eigentlich die Intepration zwefer solchér particllen Differentialglei-
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chungen: man zeigt aber leicht, dafs es geniigt, irgend ein vollstindiges
Integral einer von ibnen zu kennen. Auch dehnt man seine Resultate
leicht mit auf den Fall aus, wo die Kriiftefunction, d.i. die Function, deren par<
tielle Differentialquotienten die Kriifte geben, die Zeit explicite enthiilt; fiir
welchen Fall der Satz von der lebendigen Kraft nicht gilt; aber immer noch
das Princip' der kleinsten Wirkung. Durch diese Zuriickfiihrung auf eine
partielle Differentialgleichung kinnte wenig gewonnen scheinen, da nach der
Pfaff’schen Methode in den Abhandlungen Ihrer Academie — und fiir mehr
als 3 Variabeln kannte man bisher weiter nichts iiber die Integration der
partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung — die Integration der
einen partiellen Differentialgleichung, auf welche das dynamische Problem
zuriickgefiihrt wird, viel schwieriger ist als die Integration des Systems
der unmittelbar gegebenen, gewdhnlichen Differentialgleichungen der Be-
wegung. In der That, wenn man, wie es ebenfalls ohne Schwierigkeit
geschieht, die Untersuchung Hamiltons auf alle partielle Differentialglei=
chungen erster Ordnung ausdehnt, ist es umgekehrt eine bedeutende Ent«
deckung in der Theorie der partiellen Differentialgleichungen erster Ord-
nung, dals sie so immer auf die Integration eines einzigen Systems gew&hn-
licher Differentialgleichungen zuriickgefiihrt werden ksnnen, welche bis~
her nach der Pfuff’schen Methode nicht ausreichend war. Wichtig fiir
die Integration der Dilferentialgleichungen der Mechanik selber, konnte
dies nur werden, wenn man nachwiels, dafs die Systeme gewdhnlicher
Differentialgleichungen, auf welche die partiellen Differentialgleichungen
1ster Ordnung zuriickkommen, einer besondern Behandlungsweise fihig
sind, welche sie von andern Differentialgleichungen unterscheidet, Hamil-
ton, obgleich ¢r manche Anwendung seiner neuen Methode, wie er
seine Untersuchungen nennt; zu machen versucht hat; hat hiervon nichts
bemerkt, und daher auch aus seinen merkwiirdigen Theoremen keinen
wesentlichen Nutzen gezogen. Aber in der That hat schon Lagrange fir
die partiellen Differentialgleichungen Ister Ordnung zwischen drei Variae
beln, auf die er sich beschriinkt hat » und deren Integration zu seinen
sehtnsten und beriihmtesten Entdeckungen gehort, bemerkt, dals, wenn
man ein JIotegral des Systems von 3 gewdhnlichen Differentialgleichungen
Ister Ordnung zwischen 4 Variabeln, auf welchen er das Problem zuriicke
geftihet hiat, ‘kennt, nur noch zwei. Differentialgleichungon etster Ovde
mung, jede zwischen zwei Variabeli zu integriren sindi Im Allgemeinen
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aber wihire noch eine Differentialgleichung zweiter Ordnung zwischen
2 Variabeln zu integriren, die man also fiir jenes besondere System ge«
wohnlicher Differentialgleichungen immer auf die 1ste Ordnung zuriicke
fihren kann. Wenn die partielle Differentialgleichung Ister Ordnung
zwischen 3 Variabeln die unbekannte Funotion nicht selber, sondern nur
ihre beiden Differentialquotienten enthiilt; so hat man nur 2 Differentiale
gleichungen erster Ordnung zwischen 3 Variabeln zu integriren; und kennt '
man ein Integral derselben, so hat man nach der Lagrangeschen Methode
nur noch zwei Quadraturen ausgufiihren, wiibrend im Allgemeinen nach
eine Differentialgleichung l1ster Ordnung zu integriren wiire, Der letate
Fall findet in der Mechanik Statt, d. h, die particllen Differentialgleichun=
gen lster Ordnung, auf welche die dynamischen Probleme zuriickkom-
men, enthalten nie die unbekannte Function selber. Hiernach kann man
schon aus dem Lagrangeschen Verfahren fiir 3 Variabeln neue, hochst
merkwiirdige Siitze der Mechanik ziehn. Es folgt niimlich daraus ganz
allgemein, dafs, wenn irgend ein Problem der Mechanik, fiir welches der
Satz von der lebendigen Kraft gilt, von einer Differentialgleichung der
2ten Ordnung abbiingt, und man noch aufser diesem Satz ein Integral
kennt, so dafs das Problem auf die Integration einer gewdhnlichen Diffe-
rentialgleichung Ister Ordnung zwischen zwei Variabeln zuriickkommt,
man diese letzteren immer integriren kanp, d. h., man kann nach einer
allgemeinen, ganz bestimmten Regel den Multiplicator derselben finden,
Ein solches mechanisches Problem ist z. B. die Bewegung eines Korpers
in der Ebene, der nach zwei festen Centren gezogen wird, KEuler fand
hier mit Leichtigkeit aufser dem Integrale der lehendigen Kraft noch ein
zweites; die Differentialgleichung erster Ordnung, worauf er hiernach kam,
war aber so complicirt, dals seine ganze Unerschrackenheit dazu gehirte,
sich mit der Integration derselben zu beschiiftigen und das Gelingen die-
ser Bemiihung zu seinen beriihmtesten Meijsterstiicken gehirt, Diese Inte=
gration aber wiirde ohne alle weiteren Kunstgriffe durch die erwiihnte all«
gemeine Regel geleistet, Ich habe vor etwa einem halben Jabre die auf
den Fall der freien Bewegung eines Punctes in einer Ebene heaziiglichen
Formeln, welche allgemein, wenn man aulser dem Integral der lebendigen
Kraft noch ein anderes Integral kennt, das Problem auf Quadraturen zuriick«
fihren, der Pariser Akademie mitgetheilt, - Diese Formeln lassen sich sogleich
auch auf die Bewegung eines Punctes auf einer gegebenen Fliiche ausdehnen.
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Damit aber eine Anwendung dieser Betrachtungen auf complicirtere
mechanische Probleme moglich sei, ist es nithig, die Lagrangesche Me-
thode fiir die Integration partieller Differentialgleichungen erster Ordnung
zwischen 3 Variabeln auf jede Zabl Variabeln auszudehnen. Pfdff, der
dies mit uniibersteiglichen Hindernissen verkniipft hielt, sah sich aus die~
gsem Grunde gendthigt, diese Methode ganz zu verlassen, Er betrachtete
das Problem als speciellen Fall eines viel allgemeinern, dessen gliickliche
Lisung zu den wichtigsten Bereicherungen der Integralrechnung gehirt.
Aber das Problem der Integration der partiellen Differentialgleichungen
erster Ordnung hat vor dem allgemeinen Probleme, welches Pfaff be-
trachtet, Erleichterungen voraus, die ihm entgangen sind, und die er auf
seinem Wege nicht finden konnte. Es ist mir gelungen, die Schwierigkei-
ten, welche der Verallgemeinerung der Lagrangeschen Methode im Wege
standen, zu heben und hiedurch eine neue Theorie der partiellen Diffe-
rentialgleichungen erster Ordnung fiir jede Zahl Variabeln zu begriinden,
welche fiir die Integration derselben die wesentlichsten Vortheile darbietet
und unmittelbar auf die Probleme der Mechanik ihre Anwendung findet.
Hier migen folgende Andeutungen geniigen.

Die partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung und die iso-
perimetrischen Probleme, in welchen die Differentialquotienten der unbe-
kannten Functionen unter dem Integralzeichen nur bis auf die erste Ord-
nung steigen, hiingen von derselben Analysis ab, so dals jedes solche iso-
perimetrische Problem auch als Integration einer partiellen Differential-
gleichung erster Ordnung gefalst werden kann. Man kann unter diesen
isoperimetrischen Problemen auch diejenigen begreifen, in welchen der Aus<
druck, der ein Maximum oder Minimum werden, oder allgemeiner, des-
sen Variation verschwinden soll, nicht unmittelbar als Integral, sondern
durch eine Differentialgleichung erster Ordnung gegeben ist. Umgekehrt
kann man auch die Integration einer partiellen Differentialgleichung erster
Ordnung als solches isoperimetrische Problem fassen. Zufolge des Prine
cips der kleinsten Wirkung kann als ein isoperimetrisches Problem der
genannten Art die Bewegung eines Systemes sich gegenseitig anziehender
Kérper betrachtet werden, welche aulserdem noch von constanten Parale
lelkriiften und von Kriiften sollicitict werden kénnen, welohe nach festen
oder beweglichen Centren gerichtet sind, wofern die Kirper des Systems
auf die letztern Centra nicht reagiren und die Bewegung derselben als ane
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derweitig bekannt vorausgesetzt wird, Solches mechanische Problem kann
daher auch immer als Integration einer partiellen Differentialgleichung ere
ster Ordnung gefalst werden, Diese Integration hiingt von der eines Sy
stems gewdhnlicher Differentialgleichungen ab, welche mit den bekannten
Differentialgleichungen der Mechanik iibereinkommen, aber, als auf eine
partielle Differentialgleichung erster Ordnung beziiglich, besonderer Erleich~
terungen fihig sind. Man kann niimlich bei denselben durch einen be-
sondern Gang des Verfahrens, und durch besondere Wahl der Grifsen, die
man als Variabeln einfiihrt, bewirken, dafs jedes gefundene Integral die
Stelle von zwei Integrationen vertritt., Um dies deutlicher zu machen,
will ich sagen, dals ein System Differentialgleichungen von der nten Ord-
nung sei, wenn man dasselbe nach Elimination der iibrigen Variabeln auf
" eine gewdhnliche Differentialgleichung zter Ordnung zwischen 2 Variabeln
bringen kann. Fiir die partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung,
welche nicht die unbekannte Function selber, sondern nur ihre partiel-
len Differentialquotienten enthalten, so wie fiir die isoperimetrischen Pro-
bleme der genannten Art, in welchen der Ausdruck, dessen erste Varia-
tion verschwinden soll, als Integral gegeben ist, und daher auch fiir die
genannten mechanischen Probleme, lifst sich nun der zu befolgende Gang
der Operationen und der dadurch gewonnene Vortheil wie folgt ange-
ben. Es sei das System der gewihnlichen Differentialgleichungen, vor
dem das Problem abhiingt, von der 2nten Ordnung; man kenne ein In~
tegral derselben, so lilst sich das Problem durch :eine bestimmte Wahl
von Grilsen, die man als Variabeln einfiihrt, auf ein System von Differen«
tialgleichungen der n—2ten Ordnung bringen. Kennt man von diesem
Systeme wieder ein Integral, so lilst sich dasselbe durch eine neue Wahi
von Variabeln auf ein System von der 227 —4ten Ordnung bringen, und
so fort, bis man keine Differentialgleichungen mehr zu integriren hat, Alle
aufserdem noch auszufiihrenden Operationen bestehen lediglich in Quadra-
turen. Ich bemerke der Deutlichkeit wegen, dals ich ein Integral eines
Systemes gewohnlicher Differentialgleichungen ejne Gleichung &/ = e nenne,
wo a eine willkiibrliche Constante ist, welche in / nicht vorkommt, und
U ein solcher Ausdruck, dafs durch die D:ﬁ'erentnalgle:chungen dU nden-
tisch Null wird.
Als. Beispiel der ‘allgememen Methode nehme mh ein mechamsches
Problem, von dem ich bereits: in eimem friihern Schreiben :die. Akademie.

=
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zu unterhalten die Ehre hatte. Es giebt ntimlich Fiille bei der Bewegung
der Himmelskorper, wie z, B, des Mondes oder eines Cometen, der dem
Jupiter nahe vorbeigehet, in welchen die elliptische Bewegung so wenig
angeniihert ist, dafs man zur Integration der Differentialgleichungen dee
Bewegung darauf kein Anniherungsverfahren griinden kann, welches wise
senschaftlichen Werth hat, Es ist daher von grolser Wichtigkeit, andere
Bewegungen zu erfinden, welche einer einfachen Behandlung fihig sind
und dem Fall der Natur sich mehr anniihern kdnnen. Hiezu kinnte man
versuchen, die Bewegung eines masselosen Punctes zu wiihlen, der von
zwei Korpern angezogen wird, die sich gleichférmig und mit gleicher Win-
kelgeschwindigkeit um ihren gemeinschaftlichen Schwerpunct drehen, Beim
Monde kann man fiir das Niherungsproblem noch annehmen, dals die
3 Korper sich in einer Ebene bewegen. Man hat dann zwei Dillerential-
gleichungen 2ter Ordnung, welehe, da die Krifte die Zeit explicite ent«
halten, und daher weder der Satz von den Flichen, noch der Satz von
der lebendigen Kraft gilt, die Stelle einer Differentialgleichung der vierten
Ordnung zwischen 2 Variabeln vertreten. Obgleich die beiden Siitze von
den Flichen und der lebendigen Kraft nicht gelten, so habe ich doch ge~
zeigt, dals eine gewisse Combination derselben auch hier Statt findet,
Dieses von mir gefundene Integral fihrt aber das Problem nicht blofs auf
die dritte Ordnung zuriick, sondern die Anwendung der allgemeinen Me-
thode auf diesen Fall zeigt, dals man durch zweckmiilsige Wahl der Va-
riabeln das Problem auf eine Differentialgleichung zweiter Ordnung zwi-
schen 2 Variabeln zuriickfihven kann, von welcher man, wie nach ders
gelben Methode erhellt, wieder nur ein einziges Integral zu kennen hraucht.
Es ist also vermittelst dieser Methode durch das eine von mir gefundene-
Integral die Integration der Differentialgleichung 4ter Ordnung darauf zu-
riickgefiibrt ein einziges Integral einer Differentialgleichung der 2ten Ord-
nung zu finden, indem alles iibrige nur noch Quadraturen erfordert.

Der ganze Gang der angedeuteten Operationen hiingt von den je-
desmaligen Integralen ab, welche sich entdecken lassen; die Wahl der Va-
riabeln hiingt ebenfalls von denselben ab und erfordert auch ihrerseits In-
tegration von Differentialgleichungen, immer aber so, dals durch ein ge-
fundenes Integral das System Differentialgleichungen auf andere zuriickge=
fiihrt wird, deren Ordnung um 2 niedriger ist; auch werden sich die zur
Bestimmung der Wahl der Variabeln aufzustellenden Differentialgleichun-
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gen in vielen Fillen leicht integriren lassen, Wofern man nur die ein-
fachen Integrale, dié sish finden lassen, nicht iibersieht, kann man auf dem
genannten Wege sicher sein, das Problem, wenn nicht giinzlich auf Qua-
draturen, doch so weit zuriickzufiihren, als es seiner Natur nach méglich
ist. Auch wenn die Differentialgleichungen, auf welche man kommt, sich
nicht integriren lassen, wird man doch merkwiirdige Eigenschaften dersel-
ben erkennen, welche sich vortheilhaft benutzen lassen. So weils man
in dem angefiihrten Problem, wenn man auch die Differentialgleichungen
der zweiten Ordnung, auf welche dasselbe zuriickkommt, nicht integriren
kann, dals ihre beiden Integrale, eins aus dem andern durch blofse Qua-
draturen gefunden werden konnen.

Sie sehen, hochgeehrtester Herr Professor, dafls die in' vorstehenden
kurzen Umrissen angedeuteten Resultate ein neues wichtiges Capitel der
analytischen Mechanik begriinden, die Vortheile betreffend, welche man aus
der besonderen Form der Differentialgleichungen der Mechanik fiir ihre In«
tegration ziehen kann. Wir verdanken Lagrange diese Form, aber sie hat
bis jetzt in seinen und in den Hiinden der ihm nachfolgenden Analysten
vur dazu gedient, die analytischen Transformationen rascher und iibersicht~
licher zu leisten, und den bekannten allgemeinen mechanischen Gesetzen die
Ausdehnung zu geben, deren sie fihig sind. Aber diese Form erhiilt jetzt
eine viel wichtigere Bedeutung, indem sich zeigt, dals gerade die Differen<
tialgleichungen von dieser bestimmten Form einer eigenthiimlichen Be-
handlung fibig sind, welche die Schwierigkeiten ihrer Integration bedeu-
tend vermindert.

Den 29. November 1836. -




