
228 12. Kummer, de integralibus quibusdam definitis et seriebus in nitis.

12.
De integralibus quibusdam definitis et seriebus

infmitis.
(Auctore E. E. Kummer, Dr. pliil.)

JLntegralia definita, quae nunc tractare mihi proposui, arctissime eonjnneta
sunt oum seriebus infioitis, de quibus egi in commentationc hujus diarii de
serie hypergeometrica, Tom. XV. pag. 138 sq. quas, ut faciliori modo re-
praesentari possint, bis signls functiooalibus designabo:

og.a:Ιβ 1 + " ί

T* T OC

. 1.2
a. β « ._ _

d. l— JT^H -- fTT^i E2.3.X» ·" -----
lade earutn serierum transforraationes loco citato inventae hoc modo ex
hiberi possunt:

4. <Ρ(α,β,*) = <?. φ(β— α, β, - *),
5. ψ (α, a?) = β±2·*?)(α— ϊ,2α— 1,±4/·*),

quae formula eadem est ac
6. <P(a,2a,*) = βΙψ(α+1,

et
• / n \ xali(3—cc — l)/-., n ι Λ \ ι a^ fa — /7. xte »*) = - n(^-i) Φ(^>«— +l^) + -nn^i

Quibus praeparatis primum quaeationem instituam de integral!
» —

8. γ — ί u«-l.e~u.e~^ du,
t/0

ex quo eequitur
* °° * wa-3. e~tt. i^ du,doc o < 0

M

per differentiationera quantitatis u^.er^.e x est:
/ -~\d(u«~l.e-u.e u)
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12. Kummer, de integralibus quibusdam definitis et seriebus infiniti$. 229

et per iutegrationem intra l im i t es 0 et σο

0 = ̂

λ*00 — .Ξ.
+ J7/ ua~\e~u.e u du,0

sive quod idem est

Aequationis hujus integrale completum per series, quas signo functionali ψ
desigaavimus, facile invenitur

10. y = -4.ψ(1 — α,Λ?) + Β.^«.ψ(1 + α,Α),
ubi A et B «not constantes arbitrariae. Inde sequitur integralis propositi
expressio haec

J* vp-\e-\JT"du = -4·Ψ(1— c%ir)+ .a?e^(l + a, x).
Constantis A determinatio facilis est; nam si quan tatem α positivam ao-
cipimus, et ponimus j?=0, habemus

/^u"-1. e-w du — A
t/0

sive

Ut eodemmodo constans B determinari possit, integrale y per substitutio»
nem u ·= — transformari debet, unde 6ti;

f*if-i.e~u.e""du = ^ Γ™ rr«-\e~v.e~~ dv,
Jn J o ^

bac integral}» transformatione adbibita aequatio (11.) transit in hanc:
Λ« -Ξ

/ ι?-β-1.β-ν.β υ dv = A.x~a ψ(1~α?χ}~}- Β.ψ(1 + αβχ),J (>
inde, si quantitatem α negativara accipimus et ponimus χ = 0, habemus

v-«-ie-vdv — B
sive

B — Π(— α-1);
quibus deuique constantium vaioribus substitutis est:

00 — Ξ.

Ab hac constantium determinatione dubia quaedam remorenda sunt, quae
inde oriri possint, quod constans altera inventa est posito a>0, alterius
Tero constantis determinatio bypotbesin contrariam poscit. Attamen ap~
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230 11· Kummer, de integralilus quibusdam deftnitis et serielus infinitis.

paret eas conditiones euperfluas fuisse, si in constantibus determinaudb
non valore #=0, sed aliis quibuscunque valoribus positivis usi essemus,
neque alias inde constantium valores exstitisse. Praeterea monendum est
forraulam (12.) non valere nisi χ sit quantitas positiva, alioqui integrale
illud infinitum evaderetj si vero χ est positimm hoc integrale valorem
finitum babet, quaecunque sit quantitas a, positiva seu negativa.

Ex hac formula (12.) aliud integrale deduci potest, quod per series
uas formae (p (a, ^ x) exprimitur. Ponendo xv loco x> multiplicando

per e~v.v ~~l.dv et integrando intra limites 0 et σο, est

.e~~Zdudv=zn(a,-- V) Γ ν^^.ψ(1—
J 0

^— α— l)a?« Γνα·*Ρ-ι.β-υ ψ(1 + «, xv)dv,
t/ 0

integrajiones secu dura variabilem v facile peraguntur; est enim
a,xv)dv = Π(β —

rv^.e-.e~v =J.
unde

-
quod integrale ponendo U χ loco « mutatur ία

quibus denique substitutis habemus

-α—
quae formula, mutando α ίο α — β, in hanc formam commodiorem redigltur

Qaia aequationis hu)us altera pars, quantitatibus α et β inter se perrauta-
ti9| eadem manet, esse debet
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12. Kummer) de integralibus qidbusdam defmitis ei seriehus in niiis* 231

- . oca Γ* u""1.*-"*, du _ oc Γ* u -L.e-uxdu
"· Π(α-1)/0 (l+u)P — Π0?-1)/0 (i+u)~9

Si ad formulam (13.) transformatio applicatur, quam aequatio (7.) con-
tinet, est

. X*

Quura series χ (α, ,#) ad classem serierum semiconvergentium per-
tineat, necessarium videtur formulam (15.) demonstratione singulari mu-
nire, e qua simul prodeat, per computationem numeri certi terminorum
primorum hujus seriei valorem proximum integralis hujus inveoiri. Quem
ad iioem adhibeo aequatiouem cognitam

!-*)*-* du

ponendo 2 = ·̂> nmltiplicando per vct~1.e~~v.dv turn integrando ab 0 = 0
usque ad t? = σο et dividendo par Π (α — 1) fit
i i «./? , «(«+!) /?(/?+ i) , ^^ «(«f !).._.. («+fc-2) /g (/?+!).... Q?+fc-~2)"~ · ~~

l /·*" «"-'.e .̂
(α-1)/ Λ , «47 « ν1"*"

(— D* /?(/?+ 1).... (/?+*— 1) λ»1 (l— ;<))ί-1. !;«+*-». c-". Ju. e/»

hoc integrale duplex cum coef ciente suo errorem indicat, qui committi-
tur si integrale

g, sive quod idem est, *L—
per seriei illius termiuos primos, quorum numerus est ky computatur. Si
k tarn magnum est ut β + k sit positivum illa quantitas, quam erroris no-
mine designavimus^ signuin mutat simulac k transit in k +1, sire, si seriei
illius terminorura certus nuraeVus computatur, haec summa aut major est
aut minor quam integrale quaesitum, si vero terminus subsequens seriei
adjicitur, baec nova summa est minor quam integrale quaesitum , si illa
major erat, et major est si iila minor erat. Itaque summao, quas series
illa praebet alternatim sunt uimis magnae et nimis parvae, atque elucet
valorem proximum inreri, si computatio usque ad terminos mioimos seriei
semiconvergentis exteudatur. Eadem r es ex aequatlone (16.) hoc modo
demonatrari potest. Manifeste pro positive + /v est:
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232 l-· Klimm er, de inlegralilus quibusdam definitis ei seriebus infinitis.

V°(l_ „)*-!.;

et
Γ1 r(i-ii^.r».ir**-*

C/ 0 «7 0 fc

ergo error, qui per integrale illud duplex exprimitur, semper minor est quam

1.2.3. . . . fc.II(a— l)a? f

qui cum sit terminus primus neglectus, sequitur errorem semper minorem
esse quam eum terminum seriei9 usque ad quem summatio extendatur.

Posito = l — α aequatio (15.) transit in banc:

quibus seriebus seoundum formulam (6.) transiorniatis, est

Π (2 a — 2) ι tt £ · Λ ^3\ ι Π(— 2«) Λτ -
porro si a? mutatur in 4v^#> α in a-{- £ 5 per reductiones paucas habemus

02a4-l V^^r «r« p— 2)'

= Π(α— 1)ψ(1— α,ατ) + Π(— α — 1)«β

iiule per cotnparatiouetu cum fortnula (12.) sequitur

ex bac formula, aut si mavis e formula (12.), posito a= ^, facile dedu-
citur valor persimplex integralis

18. Γ e-*\e~*.du = ^.e~^.
*' 0 *

Integralia, quae modo iuvenimus, applieationes multas habent in analysi,
ex. gr. in integranda aequatione Riccatiana, quae per substitutiones faci-
les in formam aequationis (9.) rautari potest; in iis autem non immora-
l>or, sed de aliis etiam integralibus similibus quaestionem insiituam, quo~
nun primum accipio hoc:

n

19. 2; = f^cosV
J U
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12. Kummer, de integralibus qttibusdum dtfimtis et seriebus infnilis. 233

Quantit ten! χ somper positlvam accipio, quum ejus signum oegativum in
quantitatem trausferri possit. Per differentiationera quantitatis

cos i?"""1 . sio (| o? tang 0 + #)
est

"1 ein (f # tang υ + β #)) = — ( — 1) cos^a""2. sin v . sin (f

et integrando intra limites v == 0 et v = -j

20. Ο = — (α —
V 'ι/Ο

η

-{—<j- / cos #α"~3· cos (f χ tang t? -|- β t?) rfu
X »/ o

/* ̂+ / cos t;"^"1. cos (f ^taug t? 4- #) rft%
*/ 0

porro est
n

-*r— si ·— ~ / cost)a~ «sint^ · sin Γί Λ? tang ι? -4- p ̂ ) dft?>dx *s o
n

-~ = — \J cos va""3. sin v*, cos (| Λ? tang v + t?) rf0,

itaque
cZ2s /*?

* — ̂ T^T == / cosi;a""3cos(ia? tangv + ^) at^

quibus substitutis aequatio (30.) transit in hanc

2l. 0 = ' dx
_ X

haec aequatio per substitutionem z = e 2 y transformatur in banc

cujus integrale completum est:

Λ:
2~et quia *= e .y, est

9T

/
Ϊ

cos t?^1. cos (i oc tang t? + v) dv
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234 12· Kummer, de integralibus quibusdam definitis et seriebus infinitis.

Constantis A determinatio facile obtinetur ponendo # = 00 si α est quan«
tifas positiva, alterius vero constantis determinatio artificia peculiaria pos-
cit; utramque simul constantem obtinebimus hac methodo. Aequatio (22.)

X

imiltiplicetur per xl~1e~T dx et ictegretur intra limites a?==0 et o? = oc,
quo facto est

π χP x Γ^ — JS23. J J cos v0""1. x1"1 e 2 cps (f χ tang v + β ν) dv dx

-, l—a>x) dx

φ Bf V*-1*-* φ ( +l+1, l + a?x) dx.

Ommum horum integralium valores per functiones notas exprimi possunt,
est enira

T*30 xc-l.e~*.$(a, b, x) dx = H(c — 1) F(c, a, b, 1),
ubi F designat notam seriem hypergeometricam , qua per functionem Π
expressa est

porro est

r*a*-l.e~
*/0

unde illud integrale duplex transit in hoc

cujus valor per functionem Π hoc modo exprimitur
π.ΤΙ(λ— 1

quibus substitutis aequatio (23.) transit in banc:

hae€ aequatio facile reducitur ad hanc formam commodiorem
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12. Kummer, de infegralilits ytilitsdam deftniiis et seriebifS infnitia. 235

- -

^
quae, quuiy» pro quolibet valore quantitatis λ Ipcuni babere debeaf, in
duas dilabitur

.JI(— g) . .

« -
e quibus facile inveninntur constantium A et B valores

quibus d nicjue constantium yaloribus in aequatione (22.) sujbstitutis, est
7C

/
^ cos f""1 . cos (| a? tangjp + β v) d v

Hnjus fornuilae casus ?pcciales persimplices sunt:
F

!25. J
7Γ

/* "ϊ26. /
quorum alter obtinetur posito =P — — l, alter posito = α + 1. E
juactis formutis (25.) et (26.) sequuntur etiarn bae

ti7· y eos t?"""1, qos (Λ? tang i?) cos (a -f- i ) r . rft? = ̂

/

7Γ
* IX"

Formulae (2S.) et (26.) cum formula &b IM. Laplace inventa coneentiuot,
quam postea alii aliis modis demonstrarunt, cfr, huj. diarii tooi. XIII. p. 231,

Grelle1* Journal d. M. Bd.^TlL Hit 3. 31
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23§ 12«, Kummer , de integrahbus qwbusdam definitis et serielus infinitis.

ubi Cl. Liouville per motbodam differentiationis ad indices qualesounque
inveoit

/
+» e*^-1.^ _ 2π»β-*

-oo (x + aV-1/* ~ Γ (/i) *

Persimplex aliud integrale praebet formula (24.) posito = & — l
7Γ

29* ^ cos t?*""1» cos (a? tang t? + (a — 1)0) dv = ^—^ .

Series duae, quae in altera parte aequationis (24.) insunt, posito = 09

fiunt φ(-^, l— &, 00} et φ(-γ^Λ1+α,'Α?), eaeque per formulam (6.)
in series generis ψ transformari possunt. lis trausformationibus peractis,
si mutatur α in 2α, χ in 4/*a? prodit formula

10.

= Π(α— 1)ψ(1— (»,*) + Π (—α— 1).α;α.
inde per .comparationem cum formula (12.) est

7t

31. 2Π(α— |) /^I
cosi,2«-^cos(2y^tangv) dv = /*

r ^ */ 0 «y 0

Simili modo demonstrari potest nexus duorura integralium, quae in aequa-
tionibus (13.) et (24.) contiuentur; haeo enim formula (24.), si ponitur
α— β loco a, a + —· l loco β et multiplicatur per ^-Π(— ).2e.e^^r

accipit formam

32. 2Π (-/?). e».d» /·* (2008^-^-^008(1^ tangtr-j- (a+ — 1)»)
?l t/ 0-

qua coraparata cum formula (13.) cognoscitur esse
QQ /** vf^'f^'du6it Λ +^F

praeterea, si aequationis (32.) altera pars^ per formulam (7.) transforma-
tur, est

34.
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12. Kumw trt de integralib'M ' qitiuus&am deftnitis et scriebus infini s. 237

Generalius etiam integrale «imili modo tractabimus
n

/

·$
sin v*~l. cos v ~** cos (x tang v + 7 1?) d v

eosqire casus eligemus, quibus per series supra citatas exprimi possit. Qtian«
titatem oc etiam in hoc integral! seraper positivam accipimus, quum ejus
signutn negativum in quantitatem 7 transferre liceat. DifFerontiando for-
mam sin vtt. cos tA cos (Λ? tang v + 7 v) > deinde integrando ab u = 0 usque
ad w = ~, fit

π
/*"%

0 = aj sin va"~l. cos t?^+1* cos (o? tang v + 7t?) d v
nr* ̂— β / sin va+l. cos t̂ "1. cos (Λ? tang t? + 7 r) ̂*̂  o
7t

/

·£
sin t?a * cos ̂ "2 . sin (# tang t?

— 7^ sin va . cos ̂  . sin (x tang 0

ex hac aequatione, si integralia per y eiusque differentialia exprimuntur,
facile deducitur baec aequatio differentialis tertii rdinis:

35. O e a y
ounc ei poaitur

36. γ =
facile inveniuntur aequationcs couditionales, quae inter coefficientes hujus
seriei locum habere debunt, ut aequationi differentiali haeo eeries satisfaciat :

et generaliter
37. (

Eo3em modo ei ponitur
38. y =

iDveniuntur bae coefficientium relationes

et generaliter
39. (
ittde patet aequationis (35.) integrale completum esse

31«
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233 12» Kummer, de integratibus quibusdam definitis et seriebus irtfin is.

40, y^Av+Alx + A2tf + ....^+xP(BQ+Bix + B2x1....');
nam per aequatlones (37·) quantitatum AQ, At> A2 etc. duae, et per ae*
quationes (39.) quantitatum B(), BL, B2 etc. una arbitrariae manent, it
ut hoc integrale tres constantes arbitrarias contineat* Itaque, si pro y
integrale supra propositum restituitur, est

4L Γ
π

E relationibus coefficientium facile cognoscitur, has series et hoo
integrale generale transcendentes altiores esse quam eas de quibus hie
agere constituirnus ; attamen casibus quibusdam specialibus cum illis con-
igruunt. Primum, si accipimus y == α + ^ ex aequationibus (39.) sequitur

_ («+/?) («

etc. etc.
Porro, si β est posltiyum, posito α? = 0^ ex aequat. (41.) sequitur

eodem modo si aequatio (41.) differentiatar seoundom a? et postea poni-
tur χ =s , fit

est igitur

inde ex aequationibus (37.) facile sequitur

etc» etc., *3ΙΛ/» vJlVt·

Hoc igitur casu, quo ^=05+$* seriee duae, per quas integrale nostrum
expressimus, ad hoo genus serierum pertinent, quod supra per φ designa-
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12, Kummer, de integraUbus qitibusdam definitis et serieius inflnitis. 239

vimus, et formula (4L) transit in haue:
n

/

•jp
sin να~* . cos v ~* . cos (o? taug v -f- (a + ) v) dv

In determinanda constante /?„ metbodo eadem utemur ac supra in deter*
ininandis constantibus aequationis (22.)· Multiplicando per &Ρ~ι.&~* *d$ et
integrando intra limites 0 et oo fit

,^1-ft D

sqne seriebus hypergeometricis cura integral! per functionem Π exprea-
8is est

Π(λ-1) Π(«-1) Π(/?-1) Π(-£) Π(-£- α-λ)

post re uctiones nonnullas quantitas λ, quod debet, omnino evaneacit, et
prodit vaior persimpex constautis B0

quo denique substituto habemus
Λ

42. λτβί
J 0

Formula similis ex bac deducitur mutando α in a—l, β in +1 et dif-
fcrentiando
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240 1 1 « Kummer, de inlegraUbus quibusdam definitis et seriebus infinitis.
ΤΪ

42,

iisfjue forraulis inter se comparatis, cognoscitur nexus duorum integraliurn
n

43, cos ̂ y sin t̂ 1. cos t̂ ""1. sin (x taog 0 + (a + j3) t?) df 0
,7T

n fr /* JE= sin -y / sin va*"1. cos v ~\ cos (Λ? tang v + (a + ) v) d v,
quae formula etiarn hoc modo exhiberi potest

ττ

44. y'^sin^-^cos^^sin^tangv + Ca + )!?—^)^ = 0.
Notalu dignus est formulae (42.) casus specialis, quo a = 0

n
Γ* cosv ~~l. sin (anlangt; + β v) ·* n

)9 l —. U/V SS -rr-·
J o ^1D v 2 *

cujus casum epecialiorem, valoxri #=0 respondentem cl. Liouville tnve-
nit hoc diario tom, XIII. pag. 232. Praeterea e comparatis formulis (42.)
et (13.) sine ulla difficultate cognoscitur nexus hujus integralis cum illis
quae supra tractavimus

* ua+ -l.e~u*du

s= sin t?"""1, cos t̂ 1""1. cos (Λ? tang t? + (( + ) v) dv.
J o

Alius casus, quo series formulae (41.) in series per cbaraOterem (p
designatas redeunt^ est γ = — a — jS, hoc enim casu fac e eodem modo
ac supra invenitur formulam (4L) transire in hanc:

/
Ϊ

sin t?0"1 cos v "1. cos (o? tang v — (a + )

sed hoc casu constans £υ alium valorem accipit, quem invenimus multi-
plicando per x*+P . e~* d χ et integrando intra limites a?a=0 et # = oo, s
integrationibus peractis fit:
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12« K mmert de integralibus quibusdam definitis et Seriebus in nitis. 241
π

Π(α + β— 1) /^wnv^.coso«^-1. dv
«/O %

^ Π(α—2) Π(β— 1) F(a + β, α, 1— β, -1)

etiam hae series hypergeometricae, quarum elementum quartum est = — l,
per functionem Π exprimr possunt secundura formulam

a— - —,-i-
quam demonstravi in commentatione de serie hypergeometrica h· diar
tom. XV. pag. 135. Inde sr integrale illud et serie» bypergeometrica
Functionem II exprirnuntur, post faciles quasdam reductiones prodit:

eoque constantis valore substitnta est:
TC

/

«·
sin t?05""1, cos tf~\ cos (x tang v — (a + ) v) dv

+ ̂ cos|- + ^n(— β— 1)φ(

Formula similis ex hac facile deducitur mutando in α — l, (3 in
et differentiando secundum variabilem χ

7f

48. Γ * sin t?e-f. cos v^H sin (a? tang t; — (a + ) t?)
«y 0

2

— acf. sin (-J -fr β) π Ιί (— β — 1) ψ(α + β, 1+β, — β).

Hae formulae (47.) et (48.) duobua modis facile ita conjungi possunt, ut
has formas simpliciores obtineant:

49. f ' ein»"-1, cost)'5-1, sin (a? tang — (α+ )» + (f + β) τ) dv
_ n Π («'—1) φ (g, l— — J?)
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242 12. Kummer, de integralilus qwbusdarn definitis et seriebus infinitis.
n

/

·$ * v
βία va~l. cos t^-1. sin \x tang v — (a+ ) v + ~ j dv

In omnibus integralibus que bic tractata sunt, uti jara supra mo-
nuimus, χ semper esse debet quantitas positiVa, si vero χ acciperetur ne*
gativum, omnes summae inventae falsae essen t; in eo praecipue n o tat u
dignum est integrale aequationis (50·), quod pro positivo χ seriei illi
aequale est, sed pro negatiro χ evanoscit, cfr· aequat» (44.).

d. Lignicii, mense aprili 8t 1837»
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