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20.
De usu legitimo formulae sumthatoriae Maclaurinianae *).
(Auct. Dr. C. G. J. Jacobi, prof. ord. math. Regiom, )

1.

Series semiconvergentes, quibus Geometrae ante hos centum aonos com-
putare docuerunt summas, quae magno vel infinito numero terminorum
constant, eo maxime se commendant, quod signis alternantibus procedere
soleant; ita ut serie usque ad ntum et usque ad (2 1)}tum terminum
computata, alter eius valor maior, alter minor sit valore summae quae-
sito. Unde cognoscuntur limites, quos excedere non potest error com-
missus, si in certo termino seriei summatoriae computationem sistis, Fre-
quentur illud observatum, tantum casibus specialibus, ni fallor, demon-
stratum est. Quod quoties locum habet, tuto ac legitime ad calculandum
summae valorem numericum seriae uti licet, quamvis constet post certum
terminorum numerum eam fieri divergentem. Hinc operae pretium videe
tur, paucis demonstrare, quomodo est observatio precaria, ad certam et
accuratam regulam revocetur.
Nota est formula

L Ve+h) =@+ @h+b (@) 1+ PO@)
L

in qua positum est
Hn — 1 o‘2l3 Y ”’ \!/(m) (1‘) m— d’gw(w)'
dax™
Posito — loco h, simulque —¢ loco ¢, formula illa abit in han,

2. b@—h) = Y@= @h+P (@) {og ees (1)
+ (_ 1)n+1/‘h (h—t)* "I-’(".H) (x t) ot ’
. 0 _"'—I_In A — g

Sit '
U(x) == / f@)om, V(@)= (x—h) = D(x),

#) C. Maclaurin treatise on fluxions pg. 672. §. 828,
34°*
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ac supponamus, esse x — ¢ multiplum ipsius %z, quod sequentibus semper
positivum accipimus, erit

3 Qat+i)+o@+2h)+...+0(x) = Y(x)—Y(a) = Y (),
quam summam generaliter design®mus per
Z0@) = @a+h)+@(e+2)+ Q@430 +....4¢(2),

excluso valore infimo @(«), incluso extremo @(x). Qua adhibita nota-
tione, est e (3.):

4 =0 = V@) = [ f(=)ox.
Habetur autem e (2): .
5 Q(x) = V(@)=Y (r—h) =
Y@= @) e (1 ) (— )%" (1 oot o~y 01,
sive cum sit S
Y/ (x) = f(x), ac generaliter L") (x) = f)(x),
erit, divisione simul per /% facta,

6 22 = fa) = )P o () P
e e e

Si in hac formula loco # ponimus e+ %, ¢~-224, e} 34,
summationem instituimus, obtinemus e (4.):

A z"‘-’i(i"l -_—_/"f_@ax

«o0 Xy atque

= 2 {f(x)._.fl(x) 03 +f/l(x)2 e +\-1)n-—lf(n—l)( ) ]:n i)}

+ =ty ET L= o — o,

2,
Sit iam, evolutione facta,
h h
1 e*4e 2 1 1
8- ’é‘o 13 :E='i"+m= "h—+a1h—02’l3+03,l6'—-..--;
82 —e 2 .

multiplicatione facta per

A h3 R - R
¢ —1 = bttt e
nanciscimur relationes sequentes, quibus codfficientes ¢, aliae post alias
determinantur, et singulae quidem ex antegedentibus binis modis diversis,
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=

(

'
it T =0
9. - 1 T 1 1 az —
II_—: 7z ﬁ_; + I'T. '-_: 0’
1 1 1 o, a, - .
H(2m+l) 3 IIom + H(Qm—;l) H(Qm_” e ( l) Cp = 0’

1 1 [ o, mi1 @m
\H(2m+2) —3- 2mi1y + H2:n. _H(2m.—2). see (1) +lﬁ: = 0.
Harum relationum beneficio fit, ut si in formula (7.) loco f(x) ponimus
f@)y 2 @by af(@)l —oa f¥(@)h eose (—1)"H “mf&m)‘(x) hm,
atque simul loco # ponimus

n, n—1, n—2, n—4, .4 n—2m:
instituta additione, in altera aequationis parte sub signo summatorio, quod
extra signum integrationis invenitur, abeant termini ducti in

fl@)h, fUx)B F@)B o ot o fOmED (@) B,

Unde si stataimus
= 2m-42,

post factam additionem mdxcatam evanescit summa integra, quae in altera
parte aequationis (7.) extra signum integrationis invenitur, excepto ter=
mino primo Exf (x), atque prodit formula memorabilis:

10. /. ax[f Z 41 (x) e f”lz——-ce Fo @) R (— 1) fO () Fom1]
= =@+ [ TuZ [ @—0) 0,

posito
11 7P = (h —_— t)2m+2 o (h __t)'lm-i-l o (h __t)flrzl h (h _t)2m.—2 he
¢ m = "hllam+y 2 Tomt S | P %2 Mam—2)
(h — )Pt he (h — t)* h2m—1

LR — m+l
+ %3 11(2)11—-4) * ( 1') &m II’

Seriem ad laevam aequationis (10.) Cl. Maclaurin olim ad valorem
summae = f(x) computandum proposuit. Aequatio nostra insuper erro-

rem assignat commissum, si in certo termino seriem sistis. Qui error cum
per integrale definitum exprimatur, plensque casibus de maguitudine eius
indicare’ licet. : : :
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Numeros @, notum est omnes esse positivos, Facta enim integra-
tione sequitur e (8.):
12, log(e"—e”) = logh+ ;oA — ,‘;azh‘-lég-a,b“—. .
h\%
loglz-|-1og[1+II =) ‘-|-H (=) +...]s
2 _k
sive, expressione e —e ? in factores infinitos resoluta,
2 2 6 —_— h?
13. i'aqilr —%avgll +§'a3]l TR 00 e % ]0g(l+m),

ipsi p tributis valoribus 1, 2, 3 usque ad infinitum. Hino habetur}

1 — 1. ) 1
4. 20, = an (2n)2m[1+22m+32m +42m+"" .

Unde facile etiam assignas limites, quibus quantitates «,, includuntur. Ha-
betur enim

» 1 1/l
= g <1+ (3 1),

sive cum sit
" 1

: =
erit 1 "
© n*
zo" p§m¥2 <i + 22m (—6— - 1) ’
unde

1 . 1 1 (n®
I gom<ite<ggym :[1+ T (‘g —1)] .
‘Qui limites facile, quantum placet, arctiores redduntur.
3,
Accuratius examinemus expressionem 7, . Qui posito-

2m+42 PRUSS] 2 2m—2 .
x 1 & 20t 20 o (—1)Hg ."f:
. mgs

16. x'zm-i-l n amt2) 'ﬁ' H(_2m+-;)- oy 0., - 0y H(gm._-z) .

fit

170 T — ll"m‘-lxgm_’_] t_’:h)o

Notum est, et facile e (10.) demonstratur, desxgnante‘ z quemlibet nume-

rum integrum, esse.
’c x2m+1

180 Xam41 (x) H(2m+l)

siquidem argumenti & incrementum % = 1 statuimus. Casu vero nostro,’ quo
t—h .

x == 5

atque per integrationem ¢ valores omnes a 0 usque ad b mdult, erit x
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quantitas fracta negativa, inter O et —1 posita. Quo casu non amplius
definire licet expressionem ;4 () ut summam. Nihilo tamen minus va-

let aequatio {ymt
19. Xmp(z+1) = ;fn)-l-l + (xl-ltmln

quicunque sit valor ipsius . Nam cum aequatio illa, designante = inte~
grum, e (18.) sponte pateat, ideoque pro diversis ipsius a valoribus innu-

b4

meris valeat, identica illa esse debet. Statuto autem x == 11—_;—h, et multi-
plicatione per %"t facta, fit ea e (17.):

20, A (t ) 2mtt
. Xo—t1 _h- m + H(Zm + 1)
unde
21, 7, =
2m+2 1 2mt 12mp =2 p2 12 p2m—-1
Ty T -— O esge —1 m"‘"a T .
hlamysy 2 Iamtny L Mom *MWam—2) (—1) )

Qua expressione ipsius 7}, collata cum superiore (11.), videmus, ita com-
paratam esse ipsam 7)., ut posito 2—¢ loco ¢ immutata maneat. Habe-
tur igitur

. t—h t
22, T, = ,12’"+1%2m+1 ( 7 = At Xam41 (— )

sive
Yomg1 (—1) = xzm-{-l(_x)‘
Quae abunde nota sunt. Et constat facile exprimi ipsum 7, per solas

dignitates pares ipsius £— -2—, quae posito A—¢ loco # non mutantur,
Quam obtinent expressionem per formulam, que sponte patet,
5. U@ = 3 (/e +2), =3 e+ ), 4

ubi per signum Z[f(x), £] intelligo, argumenti & accipiendum esse 5 in-
cremenfum. . De qua formula, posito

2m~-1 —
f@) = Sy a=0, x="",
obfines: , _{
h \2m+2 h\2m B \2m=2
8T, = (t—.i’) , ( _’5-') h e, (t'f_'—f) ht
hn(2m+2) -2 ILm + K} I 3m—2) e
1 ( ""g‘ s
o (—1" (1-- 22,"_,) A Ii; + A*+ Const,

Addo, cum 7, posito & —¢ loco ¢ non mutetur, theorema nostrum (10.)
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etiam ita exhiberi posse:
95, ‘/(:" dx {{-m-l— .%.f/(x).i-ml Sl(@h—a, frr(@)h. . . (~1)™H amf(zm)(w)hzm-x}
| = S f(@)t [ Tu S fomsd @ —h - t)ar

h

= 3@+ [ TS [ (g ) + 4D (m—h 4 )] B,
4. . ,
In theoremate nostro (10.) seu (25.) cum valores ipsius ¢ tantum
inter O et A positi considerentur, iam demonstrabimus, in quo cardo rei
nostrae vertitur, pro omnibus illis valoribus ipsius ¢ ipsum 7, signum non
mutare. Quam ita adornare licet demonstrationem.
Habetur

) — X% 4 X2 .
2. = F—To = =D +enE =)+ fu@—1) +

Quae, designante x integrum, sponte patet evolutio e (18.), cum sit

1 — X%
— z(x—l)
1 — % ’ ? e

ipsius a incremento =1 posito, Unde cum aequatio (26.) pro innumeris
ipsius x valoribus valeat, pro natura functionum X (x), quae sunt rationa-
les, mtegrae, finitae, eadem pro quolibet ipsius x valore valet, Sit iam

.‘L‘ = 1_“‘,
erit 1 1 1—e 1 Yt
_e:zz ___e-xz — ——— 74 ez,__exl ( — exz __exlz)
27. T—et 1—e=° — 1—e* + 1—e: — 1 — e
(Fr=f)( oty

z
€2 wmm

Unde fit e (26.), si expressionem hanc in factores infinitos resolvis:
m/z 2
(1+4p n)( +4p n)
(t+m

siquidem in producto praeﬁxo IT denotato ipsi p valores 1, 2, 3, .... oo
tribuis.
Ponamus

N' u

28, —zxx'll

= 2z (w=—1)+2" ;3 (x—1) + -:"] ’

.
-—

Y= Gpa
.erit expressio sub signo multiplicatorio in (28.),
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l

29, ([—x’y)([—x"y) — 1+(1 —? xﬂ)y + (1—=x* )(1"“-’”' )
(1= 1—y
=14 xx'yFxx’'R+xx") 12’_-_——;

Quae expressio evoluta in seriem secundum dignitates ascendentes
ipsius y seu (— 2°), coéfficientes omnes habet positivos, si 2’ positivum
est. Quo casu igitur etiam productum II, e factoribus (29.) conflatum, si
ad dignitates ipsius (—=z°) evolvitur, coéfficientes omnes habebit positivos;
sive cum in expressione (28.) productum Il adhuc ducatur in —zxx's,
coéfficientes expressionis illius evolutae, 2,n4,(@—1), erunt positivi, si
m est impar, negativi, si /2 est numerus par.

Fit autem xx’= x(1—x) positivum pro iis valoribus ipsius x
omnibus, qui sunt inter O et 1 positi, neque pro illis aliis. Unde

s €rit Yomai(x—1) pro wvaloribus ipsius x omnibus inter O et 1 po-
s Sitis positivum, si m est numerus impar, negativum, si m est par.”

Unde, cum posito x = -:T, sit £ inter O et %, si a inter O et 1, sequitur
e (17.) incremento /i semper positivo accepto,
5 pro omnibus ipsius t wvaloribus inter O et k positis, esse T,, posi-
s»tivum, si m sit numerus impar, negativum, si m sit par.’

5.

Et hinc profecti sine ulla negotio iam de formula nostra (10.) de-
ducimus hoc theorema.

: T heorema.
,, Proposita summa
»=f(2) = fla+h)+f@+2) +f(a+3h) ... +/(=),
»» quoties expressio
zxf(ﬂm-}-z)(x__t) — 21 02 sz(w—-t)

2m+2 3

s pro valoribus omnibus ipsius t inter O et b positis neque in infinitum
,abit, neque signum mutat: excessus seriei summatoriae usque ad
(M 2" terminum productae super valorern summae propositae,

of 12D 41 @) S @b f @) ...
cors (—1)™Ha,, O () Iz*”'-‘}—‘_-z"j-‘f(‘é)i |

Crelle’s Journal d. M. Bd, XII, Hft. 3. , ' 35
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ywidem signum habet atque == fOm+)(x—1t), si m est numerus impar,
a
wSignum contrarium, si m est numerus par.”
Quod est de re, quae satis vagis ratiociniis tractari solet, theorema

rigorosum et accuratum.

Vocemus §,, valorem seriei Maclaurinianae usque ad (72 - 2)tum
terminum productae,

el

Sm=/, o= [%T_) 11/ @)+ e S (@ h—a, £ (@)t oos (1) o fO (@) "m_l}'
Sequitur e theoremate invento hoc: "
» 8% utragque expressio
» 25 [0 (@—t), =[O (x—1)
s pro valoribus ;mnibus ipsius tairzter 0 et h positis neque in infi-

whitum abit negue signum mutat, idemque utrique signum suppetit,
wsammae propositae =* f(x) wvalor inclusus est inter valores G, _,
a

net G
Idem extenditur ad casum generaliorem, quo indicum 7 differentia est
numerus quilibet impar.

Facile patet, esse generaliter
30, [ o@ox=[" ?Wp(&-—t}é‘t.
Unde si ?"f""‘"‘” (x—1t), si ¢ inter O et %, neque signum mutat neque
in infinitum abit, idem etiam signum erit integrali.
Lo o
porro e theoremate invento idem signum est expressioni
=) [Gn—Z" f(2)].

Hinc habemus theorema: ’

) aE" SO (x—1t), quoties & inter O et k, neque signum mutat

pnegue in infinitum abit, excessus G,,,-gx S(2) signum contrarium

»habet atque terminus seriei. Maclaurinianae, qui ipsam G,, proxime
poontinuat,.

) [ 104 (@) D0
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Casibus, quibus prae ceteris applicatur series summatoria Maclauriniana,
~conditionibus antecedentibus stabilitis satisfieri solet. Quibus igitur casi-
bus de erroris limitibus tibi constabit, atque seriei tutus et legitimus
usus erit.

Corollarium,

Apponam summas dignitatum imparium numerorum naturalium sive
functionum 115,14y Xomy1(2), expressas per quantitatem

u = x(x-41).
Fit
= at = ;.0
onxs = 12 (ll--—-['ﬁ
S = put—tu +3)

o

%xx" s —§u*3u —3)

S = Fu'(u*—4uP+ fur —10u+5)

o
X | - 27,5 35,4 | 287 ,,3 118,02 §_ 69, 60
<{,ac----%z;u(u Ut Z e —22w s u—

etc. etc.

Il

Quae expressiones makxime in inferiorum' dignitatum summis eo se com-
mendant, quod earum terminorum numerus duobus minor sit atque vul-
garium formularum.

Ad continuandas expressiones observo, si
1

?"x”":‘ = 553 [urt—a,ur e quur™ L (—1)P e, 00,

haberi:.

1 .
Zxx’r‘ = Cy [6P —byur™ = b, aP™ oo (— 1) by W,

pRp—1)a, = Rp—22)2Ap—3)bij—p(p—1)
2pQ2p—1)a, = 2p—4)Qp—=3)br—(pP—D(p=2)b,
2pRp—1)a; = Qp—6)Qp—T7)b;—(p—2) (p—23)b..

2p(Rp—1)a,
0

—2-3-bp_3.~ ’ 7
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Harum relationum ope, cognitis «,,, coefficientes 6, aliae post alias
computantur. Calculus et retro institui potest, cum coéfficientem postre-

mum eandem habeas atque in forma vulgari, quae secundum dignitates
ipsius x procedit.

-

Expressiones similes summarum parium dignitatum obtines ex ante-
. cedentibus differentiando, cum sit

_ { 3 ?rw'lp-hl
— 2p4t  dax

Relationes antecc. inter quantitates ¢ et 4 facile e noto theore-
mate inveniuntur, quod summa numerorum naturalium ad dignitatem im-
parem clatorum bis differentiata, reiectaque constante et per constantem
divisione facta, prodeat summa numerorum naturalium ad dignitatem im-
parem proxime minorem elatorumi.

Ex iisdem relationibus ipso conspectu demoustratur, expressiones
propositas, sicuti in exemplis appositis videre est, alternantibus signis pro-
cedere. Quippe quod, ubi in ulla valet, e natura relationum istarum
etiam de subsequentibus ommibas valebit. Unde quoties u est quantitas
negativa, expressionum termini omnes signum idem habent, quod e signo
dignitatis supremae determinatur. Hinc petitur demonstratio nova magis
elementaris theorematis supra propositi, expressionem 7', pro ipsius ¢ va-
loribus omnibus inter O et % positis signum idem servare,

Residui seriei summatoriae Maclaurinianae expressionem a nostra
diversam dedit ill. Poisson in commentatione egregia ,, Sur le calcul nu~
mérique des Intégrales définies” (Acad. des Sciences Vol. VI, pag. 571 sqq.).

D. 2. Junii 1834.

Ex x?p
0




