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a
Über eine besondere Art von Umkeh^ung der Reihen.

(Von Herrn A. F. Möbius, Professor zu Leipzig.)

Uas berühmte Problem der Umkehrnng der Eeihen besteht bekanntlich
darin , dafs, wenn eine Function "einer Gröfse durch eine nach Potenzen
der Gröfse fortlaufende Reihe gegeben ist, man umgekehrt die Gröfse
selbst , oder auch irgend eine andere Function derselben, durch eine nach
Potenzen jener Function fortschreitende Reihe ausgedrückt verlangt. Man

\weife, dafs es keines geringen analytischen Scharfsinnes bedurfte, um das
Gesetz, nach welchem die Coefßcienten der zweiten Reihe von denen der
ersteren abhängen, aufzufinden. Ungleich einfacher zu losen ist folgende
Aufgabe»

Sei eine Function/^ einer Grufse # durch eine nach den Poten-
zen von geordnete Reihe gegeben: *

Man soll durch eine, nicht nach den Potenzen der Function /#,
sondern nach den Functionen / der PotiÄizen Von fortgehende Reihe
darstellen:

2. * = bjx + A/(^) + / +>4/(^4) +
Wiewohl diese Aufgabe weder hinsichtlich 4fr Schwierigkeit ihrer

Lösung, noch hinsiohtKch ihre^ Nutzens mit dem ,eVst erwähnten eigent-
lichen Problem der Umkehrung der Reihen in Vergleich gestellt werden
kann, indem aus dem Werthe von fx noch nicht die Werthe von /(a?a),
/(#*), * . . . , also auch noch nicht nach der Formel (2·) fach berechnen
lassen, und daher der eigentliche Zweck des Reversionsproblems hierbei
unerfüllt bleibt, so wird uns doch die Lösung dieser neuen Aufgabe zu
mehreren, für die Theorie der Reihen sowohl, als für die Combinations-
lehre, nicht ganz unwichtigen Resultaten führen.

Die Hauptforderung unseres Problems ist: die Coefficienten bt> £0
£3, .... der Reihe (2.), als Functionen der Coefficienten al9 #8, ö3, . . . .
der Reihe (1.) auszudrücken; und dies geschieht durch folgende ganz leichte
Rechnung. Aus (1.) liefet:
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106 8. M'ob i u s, ber eine beibMere Art von Umkehrung der Reihen,

ss Ο,Λ?4 4- Ot

u. s. w.
Substituirt man diese Werthe von /(>*), /(#3),
selbst in die Gleichung (2.), so kommt:

l | 7 2 t I
ff* «··* 0 Λ -4— (l Q f ·γ~ fq O

und von /Λ? aus (1.)

\ CG "' J1" · · · ·

4-Me
Das Fortgangsgesetz der Coef ficienten dieser Reihe liegt am Tage.

Ist nemlich der Coefficient von xm ?A\ bestimmen^ so zerlege man die Zahl
m auf alle m glichen Arten in zwei ganze positive Factoren. Jedes die*
ser Froducte giebt dann ein Glied des gesuchten Coefficienten, indem man
die zwei Factoren des Products als Indices der in einander zu multiplici«
renden a und b nimmt·

Da die zuletzt erhaltene Gleichung f r jeden Werth von χ beste·
hen mufe, so haben wir:

= o,
= 0,

Ο,
U. S» W. -

wodurch sich jedes b mit H lfe der vorhergehenden b berechnen l fst.
Um hieraus die einzelnen b unabh ngig von einander zu finden,

setze man gr erer Einfachheit willen a4= l, und es kommt:

sss — αβ α4 <*« τ
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8. Mobius, ber eine besondere j&rt von Umkehrung der Reihen. 107

Schon aus diesen wenigen Entwickelungen ist hinreichend abzu-
nehmen, wie auch die Werthe der folgenden b aus αβ, ?3, .... zusam-
mengesetzt sein werden. Man zerlege nemlich den Index m von bm auf
alle m gliche Arte» in Factoren, indem man m selbst als h chsten Fac-
tor mitnimmt, die Einheit aber wegl fst, und auch je zwei Zerlegungen,
die sich nur durch die Folge ihrer Factoren unterscheiden, als zwei ver-
schiedene betrachtet; oder wie man sich auch in der Sprache der Com-
binationslehre kurz ausdr cken kann: Man bilde alle Variat ionen
mit Wiede rho lungen zum Product m. Aus jeder dieser Variatio-
nen ergiebt sich dann ein Glied in dem Werthe von bm dadurch, dafsman
die Elemente der Variation zu den Indices von a nimmt, und dieses Glied
erh lt das positive oder negative Zeichen, je nachdem die Anzahl seiner
Elemente gerade oder ungerade ist.

So sind z. B. alle Variationen zum Product 12:
12, 2.6, 3.4, 4.3, 6.2, 2.2.3, 2.3.2, 3.2.2,

und dpher

Die allgemeine Richtigkeit dieses Gesetzes fliefst aus den recurri-
renden Formeln (3.) so leicht, da£» es berfl ssig sein w rde, uns bei dem
Beweise desselben aufzuhalten·

Dieselben Relationen zwischen den Coefficienten a und b worden
brigens auch dann erhalten worden sein, wenn man, so wie (1.) und (2«),

auf gleiche Art die allgemeineren Gleichungen
fx = a, Fx + a*F(x*) + a, F(^) + ... .
Fx = bg.f* + &a /(*>) + A3/V) + ....

mit einander verglichen h tte* Finden daher zwischen den a und den b
die Relationen (3.) statt, so ist von diesen zwei Gleichungen die zweite
eine Folge der ersten^ und die erste eine Folge der zweiten, was auch
im erstem Falle Foc9 und im .letzteren /#, f r eine Functiou von oc sein mag.

Die Relationen (3.) bestehenv wie man leicht Wahrnimmt, auch
dann noch, wenn man

f r «2, «3, 04, ···;· resp. 2ηαβ, 3ηα3, 4ηο4, .... und
f r o2, o3, 64, .... resp. 2n&2, 3no3, 4nA4, ....

substituirt, wo n eine? MMiebige posi^ve oder negative, g nze oder ge-
brochene Zahl .ββιο:'&Ηΐη*^^^ Γ

Brought to you by | University of California
Authenticated

Download Date | 6/2/15 6:04 AM



108 8· Mobiuf, über eine besondere Art von Umkehrung der Reihen.

t fx = a, Fx + 2 2 F(*?*) + 3n% *V) + - · ·, so ist auch

und umgekehrt.
Ton noch gröfserer Allgemeinheit, als diese, sind folgende zwei zu-

sammengehörige Gleichungen :
i /* =

In ihnen können die Coefficienten c2 , c3 , £5 , . . . . , deren Indices
Primzahlen sind, nach Belieben bestimmt werden. Ein Coef fielen t c, des-
sen Index eine zusammengesetzte Zahl ist, mufs dann gleich genommen
werden dem Product aus den Coefficienten c9 deren Indices die einfachen
Factoren jener zusammengesetzten Zahl sind ; also c4 = c\ , c6 = c2 . c3 , etc*
Die zwischen den a und den b erforderlichen Relationen sind dieselben,
wie vorhin.

Um jetzt von dieser neuen Art der Reihen» Umkehrung ein sehr
einfaches Beispiel zu geben, wollen wir

(t SS #3 = #3 SS t t t · = l

setzen, also nach (L)
/a? == + a?2 + ?3 + · . . · und daher / ? = ^-^ — .

l — ££

Mit diesen Werthen von a wird aber nach (4.):
^=1, Ä2=— l, 03= — l, Ä4=0, a5=— l, Ä6=l, Ä7=-~l, 08=0,
u. s. w· 9 und daher nach (2.):

3 a?* . o?6 ___ a?7 . a?yo

l_a?« " " l— a?* l— a?7 "·"" l— a?1

a?^ ,^ r » · · - · ,- . , " * etc« · *l — a*** l^^^ia i
Man wird es gewiß* sehr auffallend finden, dafs die Coefficienten

dieser Reihe, auch wenn man sie noch weiter fortsetzt, keine ändern als
l, 0 und —l sind. Der Grund dieses merkwürdigen Ergebnisses, und
das Gesetz, nach welchem die Coefficienten l, 0 und — l mit einander
abwechseln, wird sich am leichtesten mit Hülfe der recurrirenden For-
meln (3.) entdecken lassen. Indem wir darin , , 3 ,.... = l,
und näohitdem, der ersten dieser Formeln zufolge, auch b^ = l setzen,
werden sie:

a?
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8. Möbius, über eine besondere Art von Umkehrung der Reihen. 109

so dafs überhaupt, wenn , , , ,̂ . . . . alle von einander verschiedenen
Factoren von m sind, man zur Bestimmung von bm die Gleichung

- « + ̂ 4 + ···· + ̂  = °
hat. Hieraus ist nun

1) ohne weiteres ersichtlich, dafs, wenn m eine Primzahl bedeutet,
l -f bm = 0, und daher bm = — l ist. Sei

2) m ein Product aus zwei einander nicht gleichen Primzahlen und ß,
und habe also blofs # und zu Factoren, so gilt für baß die Gleichung :

1 + ̂  + ̂  + ̂ =0,
mithin

l + ba + bß + ba.bß = ba.bß — baß.
Es ist aber von den zwei Factoren l + ba und l -f- bß , in welche

sich die linke Seite dieser Gleichung auflösen läfet, nach 1) jeder für sich
= 0, folglich

(a.) baß = ba.bß.
Von einer Zahl, welche ein Product aus drei verschiedenen Prim-

zahlen , , ist, erhält man sämmtliche Factoren durch Entwickelung
des Products (l + a)(l +ß)(14"y)> und es ist daher

i + ba+bß + bY + baß+baf+bßY + baßY=: 0.
Setzt man darin, der Formel (a.) zufolge , statt baß , bay , bßy resp. ba.bß9
ba . by , bß.by, so kann man die Gleichung auch so schreiben :

und da jeder der drei Factoren der linken Seite dieser Gleichung =0
ist, so hat man

(b.) baßy = ba.bß.by.
Hiermit läfst sich auf ganz ahnliche Art zeigen, dafs, wenn S eine

vierte von , , verschiedene Primzahl ist,
(<*·) baßY§ = ba.bß.bY.bs,

u. s. w. Nun ist, na$i 1), ia = o^ = oy= etc. sä — l, und daher
baß = + 15 **/?/ == — ̂  > *«^ s» + 1>

und so fort abwechselnd. Wenn demnach m das Product aus mehreren
einander nicht gleichen Primzahlen ist, so ist Äm = ±l, und zwar + i>e*
einer geraden, — bei einer ungeraden Anzahl von Primzahlen.

3) Sei m = of = dem Quadrat einer Primzahl, so hat m den Factor Ä,
und es ist daher

(d.) l + Ä Ä +o a *«0,
folglich , wegen l + ̂ »0, oe* = 0*
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HO 8. Mobius* Hier eine besondere Art von UmTcehrung der Reihen.

Eben so folgt, wenn m = a3 ist, und daher » und aft zu Factoren hat :
1+4, + * · + · = 0,

mithin wegen <?), oö* = 0; und auf gleiche Art erhellet, dafs überhaupt,
wenn m die Potenz einer Primzahl ist , bm = 0 ist.

4) Wir haben jetzt noch den allgemeioen Fall zu untersuchen, wo
m aus mehreren zum Theil einander gleichen, zum Theil verschiedenen
Primzahlen zusammengesetzt ist. Sei daher m = a? 0? yr . . . . 9 also
P> 99 r> · · · * * positive ganze Zahlen , von denen wenigstens eine gröfser
als l ist. Auch ist darunter der vorige Fall, wo m = otp, als ein speciel-
ler, mit begriffen. Die Anzahl aller einfachen Factoren, in welche m auf-
gelöst werden kann, ist ==/> + ? + r-f-. ..« + *, und werde mit N be-
zeichnet. Ich behaupte nun, dafs für ein m von der angegebenen Be-
schaffenheit immer bm = 0 ist, und werde dieses beweisen, indem ich
zeige, dafs wenn die Behauptung für alle Formen gilt, welche m bei allen
Werthen von JY, die kleiner als eine gewisse Zahl M sind, haben kann,
die Behauptung auch für JV= M richtig ist.

Sämmtliche Factoren von ap ßg y . . . . * sind einerlei mit den Glie-
dern, welche durch Entwickelung des Products

(1+*+* ·····+« (1+ ̂
erhalten werden, und es ist folglich

l + ba + bß + ···. + Ä£ + Äa/3 + bay 4" bßy + ··*

wo 3 die Summe aller durch die angezeigte Entwickelung entstehenden
Glieder von der* Form bn bedeutet, in denen n dieselbe Beschaffenheit,
wie die vorhin von m bemerkte, hat, nur dafs dabei die Summe der Ex-
ponenten der Primzahlen nie die Summe der Exponenten /?, 7, r, . . . . z
im letzten Gliede der Reihe erreicht. Nun sind von den ersten Gliedern
der Reihe bis mit zum Gliede > .,.. die Indicee sämmtliche Factoren des
aus den nicht potenzirten Primzahlen #, ß, 7, .... zusammengesetzten Pro-
ducts, und es ist mithin die Summe dieser Glieder nach 2) für sich =0.
Wenn folglich jedes der unter S begriffenen Glieder = 0 ist, so muh auch
das letzte Glied #ap*<? ^ srfb&t -=0 sein, wie zu erweisen war.

Aus dem in 3) gefundenen ba* = Q folgt daher
l>a*ß = 0;

und hieraus und aus » = 0: ,
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8. MöbiuSf über eine besondere Art von Umkehrung der Reihen. Hl

und hieraus und aus Äa* =a 0:
ba*ß, » ^ > Ä«Vy> *«'/** y > ^aVy* — 0»

U. S. W.

In der Reihe [1.], deren allgemeines Glied -^— und deren Summe
X—"— (K

= 07 ist, herrscht demnach das Gesetz, dafs für w = l und für je-
des m, welches ein Product aus einer geraden Anzahl von
einander verschiedener Primzahlen ist, der Coefficient des
Gliedes = 1 ist§ dafs jedes Glied, dessen m eine Pr imzahl
selbst, oder ein Product aus einer ungeraden Menge sich
nicht gleicher Primzahlen ist, den Coefficient —l hat , und
dafs endlich alle Glieder wegfallen, deren Exponenten Qua-
drate oder höhere Potenzen von Primzahlen zu Factoren
haben.

Wir entwickelten dieses Gesetz mit Hülfe der reeurrirenden For-
meln (3.). Indessen wird es nicht unnütz sein, hierbei auch den inde-
pendenten Bestimmungen (4.) Aufmerksamkeit zu schenken. Da gegen-
wärtig ur2 = ö3 = 04 = etc. = l, so ist nach den Formeln (4.) und nach
dem, was zunächst über sie bemerkt worden: Äm=s —1+ der Anzahl
der Binionen oder der Variationen der zweiten Gasse, — der Anzahl der
Ternionen, oder der Variationen der dritten Ciasse, -f- u. s.w., welche
mit Wiederholungen zum Product m gebildet werden können. Hieraus,
und weil die erste Classe blofs aus der Zahl m besteht, mithin die An-
zahl der Unionen = l ist, fliefst in Verbindung mit dem Vorhergehenden
folgender bemerkenswerthe Satz;

Bildet man alle Variationen mit Wiederholungen zu
einem bestimmten Producte m, und ordnet diese Variatio-
nen nach Classen, wobei die Zahl m selbst die erste Classe
ausmacht, die Einheit aber als Factor ausgeschlossen bleibt
(indem sonst die Menge der Variationen unendlich sein würde), st> ist
die Anzahl der Variationen in den geraden Classen der An-
zahl der Variationen in den ungeraden entweder gleich oder
um l gröfser, oder um l kleiner als die letztere, je nach-
dem von den einfachen Factoren von m einige, oder aucb
alle, einander gleich sind, oder m ein Product aus sömmt-
lich von einander verschiedenen Primzahlen ist, und dann
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112 8. Mobius, über eine besondere Art von Umkehrung der Reihen.

die Menge dieser Primzahlen entweder gerade oder un-
gerade ist.

Dieser Satz steht in nahem Zusammenhange mit dem analogen
Satze bei Variationen mit Wiederholungen zu. einer bestimmten Summe m.
Die erste Classe dieser Variationen hat blois eine Complexion, nämlich m
selbst; die zweite Classe »besteht aus den Variationen:

1) w — 1; 2) m — 2; 3) m — 3; .... m—2, 2; w — l, 1;
uijd die Anzahl derselben ist =m — 1; die Anzahl der Variationen der
dritten Classe findet sich = m~ ' i ~ " ; u. s. w. ; und weil

i_ (m_i ) + ^ i - - < > , > = (!_!)"« = o,
so ist bei Varia t ionen mit Wiederholungen zu einer bestimm-
ten Summe die Anzah l der Var ia t ionen in den geraden Clas-
sen der Variationenzahi in den ungeraden Classen imrner
gleich, statt dafs bei Variationen zu einem bestimmten Producte die eine
Zahl bald der ändern gleich, bald um l gröfser, bald um l kleiner, als
die andere war.

Die Variationen 2u bestimmten Summen sind in den Schriften über
die Combinationslehre zur Genüge behandelt worden, während über Varia-
tionen zu bestimmten Producten, wenigstens unter diesem Namen, noch
keine Untersuchungen angestellt sein dürften. Gleichwohl aber ist auch
von letztern Variationen der Nützen nicht zu verkennen, wie unter ändern
schon daraus hervorgeht, dafs die Aufgabe : alle Variationen der nten Classe
zum Product «pß<7yr .... zu finden, ganz einerlei ist mit der Aufgabe:
P + 9 + r + * · · * Elemente, von denen p Elemente unter sich, y Elemente
unter sich, u. s. w. gleich sind, auf alle mögliche Arten in n verschiedene
Fächer zu vertheüen. Auf dieselbe Art ist auch die Bildung der nten
Classe von Variationen zur Summe p offenbar nicht verschieden von der
Federung : p epiander gleiche Elemente auf alle mögliche Arten in n Fä-
cher zu vertheüen; woraus man zugleich ersieht, dafs das Variiren zu ei-
ner bestimmten Summe als ein specieller Fall des Variirens zu einem be-
stimmten Producte betrachtet werden kann.

D eif so eben erhaltene Satz von Variationen zu bestimmten Pro«
ducten möchte vielleicht einer der merkwürdigsten in diesem noch nicht
bebauten Felde der Combinationslehre sein. Obschon er nun durch die
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8. Mobius, über eine besondere Art von Umkehrung der Reihen. 113

vorhergehenden Betrachtungen ganz bündig erwiesen ist, «o will ich doch
einen zweiten Beweis noch mittheilen, der in höherem Grade, als der vo-
rige, auf der Natur der Variationen selbst beruht, und uns zugleich noch
eine andere mit jener verwandte Eigenschaft dieser Variationen entdecken
lassen wird.

Sei das Product zu welchem man Variationen bilden will, zuerst
eine Potenz einer Primzahl, also =ap, wo />>!. Irgend eine Classe der
Variationen zu diesem Product wird man erhalten, wenn man die ebenso»
vielte Classe von Variationen zur Summe p entwickelt und die Elemente
dieser Variationen zu Exponenten von nimmt· So ergiebt sich z. B·
die zweite Classe:

Die Anzahl der Variationen in der nten Classe zum Product ap ist
mithin der Variationenzahl der nten Classe zur Summe p gleich* Da nun,
wie vorhin bemerkt worden, beim Variiren zu einer bestimmten Summe
die Anzahl der Variationen in den graden Classen der Anzahl der Varia«
tionen in den ungraden gleich ist, so mufs dasselbe auch beim Variiren
zu einem Product gelten, welches eine Potenz einer Primzahl ist.

Werde jetzt die Anzahl von Variationen zu einem Product m, welche
resp. in der ersten, zweiten, dritten, .... nten Classe enthalten sind, durch
Am, Bm, Cm, . . . . Nm bezeichnet· Sei n die Anzahl der einander stimmt*
lieh oder nur theilweise gleichen, oder durchweg von einander verschie-
denen Primzahlen, aus denen m zusammengesetzt ist;, also die ite Classe
die höchste. Sei ferner eine in m nicht mit enthaltene Primzahl, und
werden die Mengen der Variationen zum Product m et nach den verschie-
denen Classen, deren höchste die (/2+l)ste ist, gleicherweise durch•H

··· Nma ausgedrückt. Alsdann wird tiekt

Cma =s

.
Deua die zweite Classe zum Product m» findet eich, indem man entlieh
die erste Classe zum Product mt d.i. m selbst nimmt, und diesem das
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114 β. Hl biut, ber eine besondere jfri von Umkehrung der Reihen.

eine Mal α vor-, das andere Mal nachsetzt. Dies gi'ebt 2==2-rfm Varia*
tionen: a, m und m^m. Die brigen Variationen der zweiten Classe zum
Product m» erhalt man aus den Variationen derselben Ciasse zum Pro-
duct m, indem man von den zwei Elementen einer solchen Variation, —
sie seien /, ff, und daher fg — m, — das eine Mal das eine, das andere
Mal das andere mit m verbindet, — also /*«# und f. ff a. Jede dieser Bm
Variationen giebt daher zwei, und s mmtliche Bm geben 2Bm Variationen
der zweiten Classe zum Product m a, so dais die Anzahl aller dieser Va*
riationen berhaupt =2 ^m + 2 Bm ist. Eben so bekommt man aus jeder
der JBm Variationen, wie f. ff, drei: » . f . f f j f . a . f f t f . f f . a , und aus jeder
der Cm Variationen, wie h. i. k, wenn hik = m ist, ebenfalls drei, nem~
Heb Α&.ι .έ , Α. /Λ.&, A. / .ία, der C^ Variationen ; folglich u. s. w.

Addiren wir nun die obigen Gleichungen mit abwechselnden Zei-
chen und setzen das Aggregat, mit dessen WerthbestimmiiDg wir uns jetzt

:

und ^ben so +1
4m* — Bma -J- £m* - · · · · T Wma =

so kommt:
iSMe=-5m.

Nun ist nach dem Vorigen, und wenn a, , y, $ ···· von einaii-
der verschieden Primzahlen bedeuten; ̂  = 0, folglich auch ό*α̂  = 0,
folgfeh iS^em-Oj i9ftp^ « 0* u. s. w.

Ist ferner ///eine Primzahl =a, so sind Bm, Cm? . ... = 0, folg*
lieh ^«χ,αΐ, J^e— iJ.ss· — l, ^y = — ̂  = 1, u.s. w. —
Alles iibereiostimmead mit den schon oben auf andere Webe erhaltenen
Resultaten.

Es bleiben uns daher noch diejenigen Werthe von Sm zu bestim-
men brig, bei welchen m aswei oder mehrere Potenzen von Primzahlen
zu Factoren hat· Sei zu dem Ende m eine beliebige Zahl, α eine in m
nicht mit enthaltene Primzahl, und suchen wir aus den Variationen zum
Product iTi die Variationen zum Product map herzuleiten. Zuerst ist:

1) J^ . Am.
Die zweite Classe zum Product m of wird sich ergeben :
Erstens aus der ersten Cl&see zum Product m, d. i. aus m allein,

indem wir daraus Variationen von den Formen mtf.*? undl tfmtf ablei-
ten, wo Ar f nach und nach die Wertbe 0, l, 2, ..,./; — 1, und f r r
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8* 31öbiu3t uier tine besondere Art von Umkehrung der Reihen. 1 15

die Wertlie l, 2, ..../* zu setzen sind, jedoch so* dafs immer
Die Anzahl dieser Variationen, welche 0 hei&e, wird offenbar eine blofe

abhangige Zahl sein·
Zweitens aus der zweiten Classe zum Product m. Sei nemlich /. g

irgend eine Variation dieser Classe, also fg — m. Alle daraus fließenden
Variationen sind dann ton der Form fofl.gtf) wo ?±s0j i, 2, «...p;
r = 0, l, 2, ·,.. p, und immer 7 + r = /> ist· Die Anzahl derselben wird
mithin gleichfalls blofs von p abhängen, und heiJfee b. Eben so viel Varia·
tionen der zweiten Classe zu mof werden aber auch aus jeder ändern
Variation der zweiten Classe zum Product m hervorgehen. Die Anzahl
aller erstem aus den letztern entstehenden Variationen ist daher =6Bm|;
und folglich überhaupt :

2) BmaP =* a4m + bBm.
Auf gleiche Art werden alle Variationen der dritten Classe zum Product
777 ef aus den Variationen der drei ersten Classen zum Produot m sich er*
geben, und zwar aus jeder Variation einer und derselben Classe gleich«
viel, so dafs wir setzen können:

3) Cmj>^a'4» + b'Bm + c'Cm,
wo a1, b'y c' nur von p abhängige Zahlen sind; b1 z. B· die Menge der«
jenigen Variationen der dritten Classe zu m <*?> welche aus einer und der-
selben, gleichviel welcher, Variation der zweiten Classe zum Product
m fliefsen·

Eben so wird sein: , . ·
4) Dmf « *"Am + b"Bm + ̂  Cm WO«,

wo c", A", c", d" gleichfalls nur von p abhäpgen; u. s. w.
Man addtre jetzt die Gleichungen 1), 2), 3), 4), u» s. w. mit ab-

wechselnden Zeichen, und man erhalt:

+ (c'—c" + . · . .) Cm _(rf"-., ,· .}Dm + etc*
Sei nun zuerst m eine Primzahl, so sind ^=1, Bm, Cm, DM'9

.... = 0, und, Wie wir vorhin sahen, 8mj>s*Q, folglich nach gegenwär-
tiger Formel:!— + '— "4- -.·=^0, und auch dann noch =0, wenn
m keine Primzahl ist, weü , a', a", *..· blofs von p abhängen. Mithin
ist allgemein:
SM„r = — (b-b'+b"— M..)Bm+(^— ̂ +.M·)^—^" —

15*
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8. Mobius, über eine besondere ^irt von Umkehrung der Reihen.

Sei zweitens m emProduct aus zwei verschiedenen Primzahlen, so
werden, Bm ausgenommen, Cmy Dm$ . ... = 0; und da nach dem Vori-
gen auch für diesen Fall <£*<*? = 0 ist, so niufc die ton m unabhängige
Zahl Ä— 4' + i"—- *... = 0 sein,

Eben so wird bewiesen, indem man m aus drei, vier und meh-
rern von einander verschiedenen Primzahlen zusammengesetzt sein lä'JGst,
dafe auch e /— c'7+ ...» = 0, u. s. w. Folglich ist allgemein

•Smap 0,
was auch m für eine positive ganze Zahl sein mag, und unser Satz ist
somit von Neuem vollkommen dargethan.

Um den letzten Theil dieses Beweises noch durch ein Beispiel zu
erläutern, wollen wir />==2 setzen. Hiermit findet sich

U. S. W. U. S. W.

In der That erhält man aus der ersten Ciasse zu m , d. i. aus m
selbst, 4 ss 4 Am Variationen der zweiten Classe zu m«2, nemlich:

und 3 = 3 -^m Variationen der dritten Classe zu m&% nemlich:
m. a. et, K.m.a9 a, a. m,

keine Variationen aber der höhern Classen zu mcf, indem hierzu eine
höhere Potenz von Ä, als die zweite, erforderlich ist.

Ist famer f.g eine der Bm Variationen , so bilden sich hieraus
3 von den Bmat Variationen:

9 von den CT
ma» Variationen:

/·
f .**.$, f o t . a . f f , f.a.gct,

//·<%·%
6 voo den i>met Variationen:

* *&·/·£*·&; /·#·£*·#>

keine aber von den höheren Classen zu
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8. 3t ob ins j über eine besondere Art von Umkehrung der Reihen. 117

Ähnlicherweise lassen sich auch die Coefficienten von Cm , Dm9 ....
in den obigen Gleichungen verificiren.

Die Anzahl dieser Gleichungen ist immer der Zahl der höchsten
Ciasse zum Product m#p, also der Anzahl aller einfachen Factoren dieses
Products gleich, mithin =/?-f-f> wenn m sich in y einfache Factoren
auf losen laßt. Die yte Classe ist die höchste, welche zum Prodnct m
gebildet werden kann, also die höchste, welche auf der rechten Seite der
Gleichungen vorkömmt. Sei z. B. wie vorhin p = 2, und enthalte m drei
einfache Factoren , so reduciren sich die vorigen Gleichungen auf fol-
gende fünf: Ama* = Am,

Ema* = 10 Cm.
Addirt man dieselben mit abwechselnden Zeichen, so werden, über*

einstimmend mit dem obigen allgemeinen Beweise, die Coefficienten von
Am , Bm , Cm einzeln =0.

Dieses sich Aufheben der Coefficienten von Amy . * . . kann uns
zur Aufstellung eines neuen Satzes Gelegenheit geben. Denn um anfangs
nur die Coefficienten 3, 9, 6 von Bm zu berücksichtigen, so erhielten wir
diese Zahlen als die Mengen von Variationen in der 2ten, 3ten und 4tea
Classe zum Product /#&% wobei jedoch die Elemente /, g* niemals in
einem Factor mit einander verbunden vorkamen, auch ihre Folge, g nach
/, immer dieselbe blieb. Ziehen wir auf gleiche Weise auch die Ceffi-
cienten von Cm , Dm , etc. in Betracht, setzen die Potenz von allgemein
==/?, und nehmen, was hier auf die Menge von Variationen keinen Ein*
Hufe hat, die Zahlen /, #, ...* insgesammt einander gleich, jede =ß,
ihre Menge = 7, so können wir den aus diesen Betrachtungen hervorge-
henden Satz also ausdrücken:

Bildet man alle Variationen zum Product apß^ so Je-
doch, dafs in keinem Factor einer dieser Variationen in
einer höhern Potenz, als der ersten, vorkömmt, und ordnet
man die Variationen nach Classen, wobei also die yte die
niedrigste, und die p + yte die höchste Classe ist, so ist die
Anzahl der Variationen in den geraden CUsseo der Anzahl in
den ungeraden gleicht _
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118 8' MobiuS) ber ein« besondere Art von Umkehrung dtr Rtihen,

Aus der im Obigen erhaltenen merkw rdigen Reihe
π ι * — * — ** _ *' -^ χ* ι ***L l . J # — 1_χ l-*·— l—*» t— x* "*" Γ^? ' * ' *

lassen sich eine unz hlige Menge anderer summirbarer Reihen ableiten,
von denen ich hier nur diejenigen anf hren will, die ihrer Einfachheit
willen, mir von Interesse zu sein geschienen haben· Durch Division mit
JT wird die Reihe

M *l 1 =s= * * ** .** ιL1 · J * β i_ i_o?* l — a?« l—*« T··*·
Hierin ar negativ genommen, erhalt man:

und wenn man diese Gleichung Glied f r Glied zu der vorigen addirt,
dann mit 2 dividirt, und zuletzt y f r x* schreibt:

e s j " ~ i i i " " r ^ « " " r " ~ . i — "~i— 11 τ
Jedes Glied dieser Reihe hat die Form i £_ — , wo m jede un-

gerade Zahl ist | die entweder eine Primzahl oder ein Product aus meh-
reren verschiedenen Primzahlen ist· Das Vorzeichen bestimmt sich wie
im Vorigen nach der geraden oder ungeraden Menge der Factoren von m.

Setzt man — j f r y, so geht [2.J ber inj
* § y y* ι ν* ι ys y6

[3.] 1 9=5 ̂ +q^~j^^ + i^ + q^
wo die Glieder einerlei oder entgegengesetzte Vorzeichen mit den gleich-
stelligen Gliedern in [2.] haben, nachdem m von der Form 4/7 + 1 oder
4p β l ist,

Man addire [2.] und [3.] , dividire durch 2 und setze z f r y\ so
kommt:

4 r* r r* 2* r<r Λ -i >i _ 1 ..̂  g , * ___ * * ..... * l[4.J l — JUi !_zi i_z, l—*»-" t—*« 1_ΖΜ-Γ·"·
Die Nenner und die Vorzeichen sind hier dieselben wie in [2»], die Ex-
ponenten der Z hler aber =|(w— Λ) oder es £ (3m — 1), nachdem m
oder der Exponent im Nenner von der Form 4/>+l oder 4/?-~ l ist.

Nach demselben Verfahren, durch welches [2t] aus [!,*], und [4.]
aus [2.) abgeleitet wurde, kann nun aus [4,] eipe neue .Reibe, aus dieser
abermals eine neue, und so fort ohne Ende, entwickelt werden·
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8. Mob in 3, ber eine besondere Art von Umkehrung der Heftern 119

Wir wollen jetzt in der Rahe [1.], von welcher wir ausgegangen
sind, ara f r χ schreiben, also:

Λ t j— ** g* *'* __ V0 ι ^Ia ^

und dieses Ergebnifs zu [1.] addiren· Hiermit findet sich
4 3 4, „$ <f «.11 »,12

eine Reihe, die sogleich aus [l·] hervorgeht, wenn man alle in [l·] vor-
kommenden geraden Exponenten verdoppelt.

Subtrabirt man (a.) von [1.], Glied f r Glied, so kommt:
rei r *· — * x* __ — _· x% ι **|O.J X X — 1_χ1 ι_Α4~ l_j? — ι—*'«» "T 1—0,12 · ·">

und wenn man von [L] das Doppelte von (a.) abzieht:
ry l ~ o ~« — ag a?a a?8 a?* . y617.J x—zx _ i__£:__l:__i:_

In wiefern sich diese zwei Reihen von [L] unterscheiden, fallt in
die Augen und bedarf keiner Er rterung·

Eine Transformation von noch anderer Art wird dadurch bewerk-
stelliget, dafs man in [1.], ar = r(cos<p-j-;'sin<p), wo ' — /^ — 1 9 setzt·
Hiermit wird

\ ar1* rm (co· m φ + i sin m op) — ram

- — — ~~ - ~ —, - < ~s= 9/7 r — a?m l — 2rm cos m φ + r2w 7

und man erh lt , nachdem man f r JT diese Functionen von r und φ in
[l·] substituirt und hierauf das M gliche vom Unm glichen abgesondert
hat, folgende zwei Gleichungen:

ro τ ^ rcoscp — r* r*co52qp — r*[8.] r οοβφ s - — rr- -£ -- - — - — ι — «-r — \ . A — etc. .L J ^ l — 2 r c o s p - - r a l — 2r* cos2<p rA ?

ΓΛ i · /» τ *in Φ ^a *'n 2 Φ .[9.1 /» sin Φ = ^ — r - 2—: — i — i — 5-5 — o . A — etc.L J ^ — * — *
Eine neue reichhaltige QueUe summirbarer Reihen er ffnet sich,

wenn wir die allgemeineren Gleichungen ( ) zur H lfe nehmen. Wer-
den 0 i f αβ, a39 ....= l gesetzt, so siî d 1 = l f 4,= —-· l, A3 = — l,
i4=^0, 65 = — t, *6 = 1? IKS.W· im J «a hat daher aUgenaeiî  wenn

/a? = Fa? + 2" F(*») ̂ 3nF(a?5) -f 4 F(a )̂ -f . . '.-. ist :

Setzt man hierin F T= ^ und Λ = — l, so wird
/a? S ar + | a?* -f· |a?3 -f- . f . . «= -^ Ibg (l — >i?)> und drfier

[10.] ^ = ~log(l— xj-γ »I g(l— ̂ ) +!log(l— x3) + IlogCl-
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120 β. Μ oft ία t, ber eine besonder* Art von Umkchrung der Reihen.

Setzt man ferner Faresa? — *?* und ns= — l, B wird
fx = ar —

folglich
[11.] #-** =

Eben so wie [10*] ist auch;
y = — log(l-r) + |Iog(l— ̂  + ̂

und wenn man diese Gleichung zu [IO.J ddirt:

Man setze hierin j? = r(cos<p-f-/sin<p), j" = r(eosp — /sin (p), und
es kommt:
[12.] 2rcos<p = — log(l— 2rcos(p + rft) + ilog(l— 2rYcos2(p + r4)-f.w.

Aus [10.], [11.]; [12.] folgt noch, wenn e die Basis der nat rli-
chen Logarithmen bedeutet:

[13,] e* « (l— *)^(1~ ̂ )§(1— ̂ (1— ̂ 5)f(l— *T* etc.
[14.] e— 2=(l+ar)(l+^r i(l+^Tf(l+^T i etc.
[15 j **rcos*= (l~2rcos<p + rT1(l— 2r2cos2?) + r4)* etc.

Man setze jetzt in [2.] x* statt y, und multiplicire die Gleichung
mit x, so kommt:

Man hat aber 7-^-^==^+Α?3 + Λ?δ+ΑΓ7 + ···· Wenn daher
——flrt = l, i7a = 0, a3=l, 04 = 0, a& — l9 r6 = 05 etc.,

so ist 4I = 1, Αβ = 0, 3 = — l, 4 = 0, ^ss~lf 6=sO, etc.,
und ee ist mithin von den zwei Gleichungen

/a: =

eine jede eine Folge dar ndern. Eben io flie sen aus [3*] die zwei zu-
sammengeh rigen Gleichungen:

Nimmt man darin F#=z=a? und /i = ~l, so wird
/o? s= ^ — !̂ PS + T#S -«*-··** =s arotangor,

· . · · - . . . . , - .. - ' . \ :,, ... ,̂ : -. ι Ά,,.ΤΜ
«P·» arctangip-f" farctangCj:3) -r fare t|tng( ?5) + l
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8. MO bin s, ber eine besondere Art von Umkehrung der Reihen. 121

Die Zahlen 3, 5, 7, 11, . . * « sind hierbei alle ungeraden Zahlen, die
entweder selbst Primzahlen oder Producte aus verschiedenen Primzahlen sind.
Jedes Glied, dessen Zahl ein Product aus einer ungeraden Menge von Prim-
zahlen und von der Form 4/? — l, oder aus einer geraden Menge und von der
Form 4/9-1*1 *8** hat das positive Zeichen, die brigen Glieder das negative.

Erw gt man dabei, dafs, wenn Zahlen, die zum Theil von der
Form 4/? + 1 , zum Theil von der Form 4/> — l sind, in einander multi-
plicirt werden, das Product entweder von der ersten oder zweiten Form
ist, je nachdem die Factoren der zweiten Form in gerader oder ungerader
Anzahl vorhanden sind; dafs folglich sowohl ein Product von der Form
4/j — l, welches eine ungerade Anzahl von Factoren hat, als ein Product
von der Form 4/>+l, dessen Factorenzahl gerade ist, eine grade Zahl
Factoren, jeden von der Form 4/?+l haben mufs: so sieht man leicht,
dafs die Coefficienten der Reihe [16.] nichts Anderes sind, als alle die ein«
zelnen aus der Multiplikation.

hervorgehenden Producte, wo die Nenner der Br che alle ungeraden Prim-
zahlen sind, und die Br che das positive oder negative Vorzeichen haben,
je nachdem ihr Nenner von der Form 4/> — l oder 4/>+l ist»

Die jetzt erhaltenen Reihen [10.], [11.], [12.] und [16.] lassen sich
auch sehr einfach durch Integration aus den vorhergehenden ableiten, z. B.
[10.] aus [L], wenn man [1.] vorher mit χ dividirt und mit dx multiplicirt.
Indessen schien es mir zweckm fsiger, statt Integralrechnung ein auf der hier
vorgetragenen Reversionsmethode selbst beruhendes Princip zu gebrauchen.

Den Schlufs dieses Aufsatzes m gen einige numerische Anwendun-
gen der entwickelten Reihen machen. Die Reihe [1.] erh lt, indem man
— f r χ schreibt, die etwas einfachere Form :

l _1 ___ l ___ l ___ l __ , _1 __
V s v — l v2— l v1— l v«— l ' v6— l **** .·

Setzt man hierin v— 10, so kommt:
ri^ -i i ._ t _ i t _ τ x ι τ _
[i/.J -y^ 55= y - -§r? "" " -9^"ST """ " ·5Γ"95"^ Τ^ *3ΓΤΤΤ3Γ5Γ """"····

folglich i%= l — τττ — ΤΤΓ — ····> l — ̂ y ~ ττ + τττ + ····> d· i·
[18.] Y

f == TT + τττ + τττ ττ ~ TTTTTT + · · · ·
Hiermit ist die doppelte Aufgabe gel set: den Bruch ^ als

ein Aggregat von Br chen darzustellen, deren Z hler =1,
Crelle's Journal d. M. Bd.lJu Hft, 2. 16
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|22 8» Möbiuif über eine besondere Art von Umkehrung der Reihen.

und deren Nenner das eine Mal blofs mit der Ziffer 9, das
andere Mal blofs mit der Ziffer l geschrieben werden. Das
in der einen und ändern Reihe herrschende Gesetz geht unmittelbar aus
[1.] hervor. Auch ist es leicht, sich durch Rechnung zu überzeugen, dafs
keine der beiden Aufgaben noch auf andere Weise gelöset werden kann.

Man setze noch m der für — erhaltenen Reihe, v—l-{-w, wo w
eine unendlich kleine Gröfse bedeute, so kommt, wenn man in der Ent-
wickelung blofs die erste Potenz von w beibehält:

i _ l l l L-L-l
l-|-iü w Zw 3w bw ' 6w ····>

folglich, wenn man mit w multiplicirt:

Aus der uns schon bekannten Beschaffenheit der Vorzeichen und der
Nenner dieser Reihe ersehen wir ohne Schwierigkeit, dafs die Reihe sich
auch als ein Product aus den Factoren l — £, l—£, l — f, l—y, etc.
darstellen läfst, wo 2, 3, 5, 7, .... die Reihe der sammtlichen Primzahlen
fet» Hiermit wird:

9 l — * 2 4 ff T O 12 16[^«•v.j \J ··· ^.•^•.•^•. ·. ff · 2" · · · · ·

Ein Product aus allen Brüchen, deren Nenner die
Äiimmtl ichon Primzahlen sind, und deren Zähler um l klei-
ner als die Nenner sind, hat daher Null zum Grenzwerth.
Dieses Resultat findet sich auch in Euler's Introductio, Tom. I. in dem
Kapitel de seriebus ex evolutione factorum ortis, §. 277. ExempL I.

Setzt man auf gleiche Weise in [13.] #= l — w> so kommt, mit
Weglassung der höhern Potenzen von w:

Da nun das Product auf der rechten Seite dieser Gleichung dem
Gliede mit der niedrigsten Potenz von w in der Entwickelung von el~w

gleich sein mufs, und el~~w = e.e^w = e(l — w + ....) ist, somufs gedach-
tes Product am e selbst, also unabhängig von w sein. Dieses ist aber nicht
anders möglich, als wenn —l +f+ y+···· = 0, wie schon vorhin ge-
funden wurde; folglich

[21.] <? = $.$.£.G*. *. * ** etc.
Zieht man demnach aus jeder Zahl, welche eine Prim-

xahl oder ein Product aus mehreren verschiedenen Primzah-
len ist, die eben so vielte Wurzel, als die Zahl Einheiten hat,
und mult ipl icir t die aus allen den Zahlen, welche Producte
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8. M bius, ber eine besondere Art von Umkehrung der Reihen. 123

aus einer geraden Menge von Pr imzahlen sind, gezogenen
Wurzeln in einander, desgleichen die Wurzeln aus allen den
Zahlen, welche entweder Pr imzahlen selbst, oder Producte
aus einer ungeraden Menge von Primzahlen sind: so giebt
die Division des erstem Products in das letztere die Basis
der nat rlichen Logarithmen.

Um mich eiuigermafsen ber die Ann herung zu belehren, mit
welcher man auf diese Weise e berechnen kann, bin ich in der Facto·
renreihe bis zu 5Γ"*1 fortgegangen, und habe damit e= 2,7258 gefunden*
Der wahre Werth von e ist =2,7183, und daher das Product aus den
von 53"""** an weggelassenen Factoren

_ 2,7183 _ l
2,7258 ~ 1,0028*

Jener sonderbare Ausdruck f r #, und zugleich eine andere noch
merkw rdigere Formel, liifst sich auch aus [15.] herleiten« Setzt man
darin r = l und φ = 2 ψ, so kommt:
e*™** = (2 — 2οο82ψ)-1(2— 2οοβ4ψ)*.... ̂ ^^^-^ιηφ^^ϊη^φ^....,
folglich, weil — l -]- £ + . . . . = 0, und wenn man beiderseits die Quadrat«
Wurzel auszieht:

[22.] <?c°89y = 8ΐηψ-18ίη2ψ|8ΐη3ψί8ΐη5ψ?8ΐη6ψ~ί....
Nimmt man nun hierin ψ unendlich klein, setzt also cos 2 ψ =ss l

und 8ΐηψ = ψ, 8ΐη2ψ = 2ψ, etc. so erh lt man, weil ψ-1**·*·*·«· =1 fat,
denselben Ausdruck f r £, wie vorhin.

Noch folgt aus dieser Gleichung, wenn man von beiden Seiten die
Logarithmen nimmt:
[23.] €θ82ψ=— ̂ 8ΐηψ + |^8ΐη2ψ + |^8ΐη3ψ + |^8ΐη5ψ— .....

Endlich setze man in [16.], # = 1; hierdurch wird arctanga?
= arctang (#*)== etc., = |π, ττ in der bekannten Bedeutung genommen,
und damit:

[24.] — = 1+ 3-— -5-+y+n~ ~i5~i7 + etc*
eine Formel, welche, mit Ber cksichtigung des oben zu [16.] Bemerkten,
ganz mit der von Eule r in dem vorhin angef hrten Kapitel der Intro-
ductio §.285, gegebenen Formel

13 1719 23
^identisch ist.
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