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8.
Uber eine besondere Art von Umkehrung der Reihen.
(Von Herrn A. F. Mobius, Professor zu Leipzig.)

Das berihmte Problem der Umkehrung der Reihen besteht bekanntlich
darin, dals, wenn eine Function ‘einer Grifse durch eine nach Potenzen
der Grifse fortlaufende Reihe gegeben ist, man umgekehrt die Grifse
selbst, oder auch irgend eine andere Function derselben, durch eine nach
Potenzen jener Function fortschreitende Reihe ausgedriickt verlangt. Man
“weils, dafs es keines geringen analytischen Scharfsinnes bedurfte, um das
Gesetz, nach welchem die Coefficienten der zweiten Reihe von denen. der
ersteren abhiingen, aufzufinden. Ungleich -einfaoher .zulosen ist folge,nde
Aufgabe. ‘ :
Sei eine Function fx einer Grofse x duroh eine nach den Potene
zen von x geordnete Reihe gegeben:
S = q,a.-+a,x"+qsx +a,az -{-1... .

Man soll x durch eine, nicht nach den Poténzen der Functlou NEN
sondern nach den Functionen f der Potﬁnzen von x fortgehende Reihe
darstellen:

2 5= ek B+ 6@+ @)t

Wiewohl diese Aufgabe weder hinsichtlich der Schwierigkeit ibrer
Losung, noch hinsichtlich ihres Nutzens mit.idem ,ei'st erwilhnten eigent-
lichen Problem der Umkehrung der Reihen in Vergleich gestellt werden
kann, indem aus dem Werthe von fx noch nicht die Werthe von f(x®),
f(@*)y ..., also auch noch nicht x nach der Formel (2.) sich berechnen
lassen, und daher der eigentliche Zweck des Reversionsproblems hierbei
unerfiillt bleibt, so wird uns doch die Loming dieser neuen Aufgabe zu
mehreren, fiir die Theorie der Reihen sowohl, als die Combinations-
lehre, nicht ganz unwichtigen Resultaten fiihren.

Die Hauptforderung unseres Problems ist; die.Coefficienten 5,, ,,
bsye oo der Reihe (2.), als. Functionen der Coeﬂimqnten @iy Qgy A3genee
der Reihe (1.) auszudriicken; und dxes gesehxeht durch folgende ganz leichte
Rechnung. -Aus (1.) fliefst : o 4
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fl&*) = e,x*fa,2* + ;28 +oa® ...,
f(#) = 0,2 + 6,2° +a,2° +.... g
f(=*) = a, 4+a,x8-|-....A :‘Z
f(&*) = a,2° 4+ a,x" +.,...
Jf(a®) = o, x4+ a2 . ...
U. S. W.
Substituirt man diese Werthe von f(z%), f(x*), .... und von fx aus (l )
selbst in die Gleichung (2.), so kommt:

x = a,b,+a.b,|x*+ ;b |x*} 0, b, |x* 4 a5 b, x"l"asb x-}-....,,
+axbu +a,b; +a.b, +a,b; + a0,
+ax'b4 +anbs
' '+albﬁl

Das Fortgangsgesetz der Coéfficienten dieser Reihe liegt am Tage.
Ist nemlich der Coéfficient von 2™ zu bestimmen, so zerlege man die Zahl
m auf alle moglichen Arten in zwei ganze positive Factoren. Jedes die-
ser Producte giebt dann ein Glied des gesuchten Coéfficienten, indem man
die zwei Factoren des Products als Indices der in einander zu multiplici-

renden ¢ und 4 nimmt,
Da die zuletzt erhaltene Gleichung fiir ]eden Werth von x beste-

hen muls, so haben wir:
e b =1,
a,b, + a6, = 0,
: Yo3b, 4 a,b6; = O,
,3Q a4b +a¢b +a bq——O
- Yasb, +a,b; = 0,
asb, 4 a,b -+ 0,63 +- 0‘1)5 = 0,
U Se Wo
wodurch sich jedes & mit Hiilfe der vorhergehenden b berechnen lafst.
Um hieraus die einzelnen 5 unabhiingig von einander zu finden,

setze man grifserer Einfachheit willen o, = 1, und es kommt:

b, = 1,
5bn = — 0,y
by = —as,
, 4 by = —a, 4 a,0,,

. 65 =—a5,
bﬁ [=~~1 —a°+asag+a203, ) '
by =.—a,,
bs_ = —dg + a4ag + ﬂ‘a‘— atalal ’

Ues 8 Wo
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Schon aus diesen wenigen Entwickelungen ist hinreichend abzu-
nehmen, wie auch die Werthe der folgenden 5 aus o,, oy, .... zusam-
mengesetzt sein werden. Man zerlege nemlich den Index 72 von &, auf
alle migliche Arten in Factoren, indem man 72 selbst als hichsten Fac-
tor mitnimmt, die Einheit aber weglilst, und auch je zwei Zerlegungen,
die sich nur durch die Folge ihrer Factoren unterscheiden, als zwei ver-
schiedene betrachtet; oder wie man sich auch in der Sprache der Com-
binationslehre kurz ausdriicken kann: Man bilde alle Variationen
mit Wiederholungen zum Product m. Aus jeder dieser Variatio-
nen ergiebt sich dann ein Glied in dem Werthe von 5,, dadurch, dafs man
die Elemente der Variation zu den Indices von ¢ nimmt, und dieses Glied
erhiilt das positive oder negative Zeichen, je nachdem die Anzahl seiner
Elemente gerade oder ungerade ist. '

So sind z. B. alle Variationen zum Product 12:
12, 2.6, 3.4, 4.3, 6.2, 2.2.3, 2.3.2, 3.2.2,
und daher
by = —a,+4 20,0, -+ 030, — 3azaza3-
Die allgemeine Richtigkeit dieses Gesetzes flielst aus den recurri-
renden Formeln (3.) so leicht, dafs es. iiberfliissig sein wiirde, uns bei dem
Baeweise desselben aufzuhalten.

Dieselben Relationen zwisehen den Coefficienten @ und 5 wiirden
ubrngens auch dann erhalten worden sein, wenn man, so wie (1.) und (3.),
auf glelche Art die allgemeineren Gleichungen

fx—-aFw+a,F(w’)+03F(x3)+.... -
Fox =b, fo+b f@)+ bsf(@)+....
mit einander verglichen bhiitte. Finden daher zwischen den ¢ und den &
die Relationen (3.) statt, so ist von diesen zwei Gleichungen die zweite
eine Folge der ersten, und die erste eine Folge der zweiten, was auch
im erstern Falle Fx, und im letzteren fx, fiir eine F unctlon von x sein mag.

Die Relat;onen (3 ) bestehen, wie man lexcht wahrnimmt, auch
dann noch, wenn man .

fiir a,, G35 @4y ooes resp. 2°a,, 3"a;, 4*0,, .... und

fir 6,4 b3y byy oees resp. 2'b,y 3"by, 4b,, o...
substituirt, we 2 'eine, beliebige posxtpve oder - negative , - ganze oder ge—
brochene Zahl sein kann. .-Wenn daher ",

s
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4 {fx = o, Fx -} 2"q, F(z*) + 3"03F(x§) -+ ¢e..y s0 ist auch
’ x=0bfx+ b f(x*)+ 3" b f(2*) + ...
und umgekehrt.
Von noch gréfserer Allgemeinheit, als diese, sind folgende zwei zu-
sammengehirige Gleichungen :
B fe = o, Fx+ c,a,F(z*) 50, F(x®) F o0 s
’ Fx:b,f:x:-l—c,b,f(x‘)+csb3f(x3)+....

In ihnen kénnen die Coéfficienten ¢,, ¢;, ¢55 +4 .., deren Indices
Primzahlen sind, nach Belieben bestimmt werden. Ein Coéfficient ¢, des-
sen Index eine zusammengesetzte Zahl ist, muls dann gleich genommen
werden dem Product aus den Coéfficienten ¢, deren Indices die einfachen
Factoren jener zusammengesetzten Zahl sind; also ¢,=¢;, ¢;==¢,.c;, etc.
Die zwischen den ¢ und den b erforderlichen Relationen sind dieselben,
wie vorhin,

Um jetzt von dieser neuen Art der Reihen-Umkehrung ein sehr
einfaches Beispiel zu geben, wollen wir

‘ Q == 0 = @ = e0ee =1
setzen, also nach (1.)

fe=x+2*+2+.... und daher foxr = i
Mit diesen Werthen von ¢ wird aber nach (4.):
b=1, by=—1, by=—1, 5,=0, bs——i, be=1, b;=—1, b;=0,
u. 8. w., und daher nach (2.):

x
-_—C

!O

x x? a3 @
[l'] x_l-—m—l_—w‘*l-——x3_1——x‘ + 1—a8 1——.70" +1—ac
. mt! x!3
iz I—gm T et

Man wird es gewils sehr auffallend finden, dals die Coéfficienten
dieser Reihe, auch wenn man sie noch weiter fortsetzt, keine andern als
1, 0 und —1 sind. Der Grund dieses merkwiirdigen Ergebnisses, und
das Gesetz, nach welchem die Coéfficienten 1, O und —1 mit einander
abwechseln, wird sich am leichtesten mit Hiilfe der recurrirenden For-
meln (3.) entdecken lassen. Indem wir darin @,, @,, @3, cve.. = 1,
und niichstdem, der ersten dleser Formeln zufolge , auch 4, =1 setzen,
werden sie:

145,=0, 14b;=0, 14b4b,=0, 1456;=0,
14b6,=0, 14b,+b;Fb;=0; 145,=0, u. s W,
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so dals iiberhaupt, wenn «, 3, W, d, . ... alle von einander verschiedenen
Factoren von 7z sind, man zur Bestimmung von b,, die Gleichung
14 b4 bstb,+ereetb, =0
hat. Hieraus ist nun
1) ohne weiteres ersichtlich, dafs, wenn 7 eine Primzahl bedeutet,
14 b,,= 0, und daher b, = —1 ist. Sei
2) m ein Product aus zwei einander nicht gleichen Primzahlen « und 3,
und habe also blofs « und 3 zu Factoren, so gilt fir b,, die Glelchung

140y + by + by = 0,

U b, bg 4 byuby = byobs— bg.
Es ist aber von den zwei Factoren 145, und 14 bz, in welche
sich die linke Seite dieser Gleichung auflisen liifst, nach 1) jeder fiir sich

=0, folglich

mithin

(a.) b = by.bs.

Von einer Zahl, welche ein Product aus drei verschiedenen Prim-
zahlen «, (3, y ist, erhilt man simmtliche Factoren durch Entwickelung
des Products (1} a)(143)(1+47), und es ist daher

1-"" ba+ bﬂ + by + baﬂ+ baf+ bﬂy + baﬂy = 0.
Setzt man darin, der Formel (a.) zufolge, statt 4.z, b.,, b, resp. b,.bg,
b,.b,, bg.b,, so kann man die Gleichung auch so schreiben :
(U485 (1 48) = buubgaby —bugys
und da jeder der drei Factoren der linken Seite dieser Gleichung =0

ist, so hat man
(6.)  bup == b,.bs.b,.
Hiermit Lifst sich auf ganz ihnliche Art zeigen, dafs, wenn 0 eine
vierte von «, (3, y verschiedene Primzahl ist,
(c.) bugys = byobs.b,ubs,
u. 8. w. Nun ist, nagh 1), b,=bg=10, = etc. =—1, und daher
aﬂ—‘+1’ baﬂy—_.i aﬂy&""'+1
und so fort abwechselnd. Wenn demnach m das Product aus mehreren
einander nicht gleichen Primzahlen ist, so ist 4,, = + 1, und zwar -+ bei
einer geraden, — bei einer ungeraden Anzahl von Primzahlen.
3) Sei m = «* = dem Quadrat einer Primzahl, so hat 72 den Factor «,
und es ist daher
(d) 146,46, = 0,
folglich, wegen 14-6,=0, b,x =0, -
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Eben so folgt, wenn m = ¢’ ist, und daher # und «* zu Factoren hat :
145,4 b2+ b = O,
mithin wegen ¢), b,s=0; und auf gleiche Art erhellet, dafs iiberhaupt,
wenn m die Potenz einer Primzahl ist, b5, = O ist.
4) Wir haben jetzt noch den allgemeinen Fall zu untersuchen, wo
m aus mehreren zum Theil einander gleichen, zum Theil verschiedenen
Primzahlen zusammengesetzt ist. Sei daher m = a? 399", ... % also
Ps 95 T's «-++ % positive ganze Zahlen, von denen wenigstens eine grofser
als 1 ist. Auch ist darunter der vorige Fall, wo m = «”, als ein speciel-
ler, mit begriffen. Die Anzahl aller einfachen Factoren, in welche 72 auf-
gelost werden kann, ist =p+9+4r—+....42z, und werde mit /V be-
zeichnet. Ich behaupte nun, dals fiir ein 7 von der angegebenen Be-
schaffenheit immer 5, =0 ist, und werde dieses beweisen, indem ich
zeige, dals wenn die Behauptung fiir alle Formen gilt, welche 72 bei allen
Werthen von V, die kleiner als eine gewisse Zahl M sind, haben kaun,
die Behauptung auch fiir V= I richtig ist.
Simmtliche Factoren von o« 37", ... ¢* sind einerlei mit den Glie-
dern, welche durch Entwickelung des Products
(14a 42ttt d) 14840 +BY A +y+nty) e . (14 F 89
erhalten werden, und es ist folglich :
T4 4bpteeeed bt bopt by +bg +oovetbogy+.nee
byt S F b o =0,
wo § die Summe aller durch die angezeigte Entwickelung entstehenden
Glieder von der'Form &, bedeutet, in denen ~ dieselbe Beschaffenheit,
wie die vorhin von 7 bemerkte, hat, nur dafs dabei die Summe der Ex-
ponenten der Primzahlen nie die Summe der Exponenten p, ¢, 7, .... =
im letzten Gliede der Reihe erreicht. Nun sind von den ersten Gliedern
der Reihe bis mit zum Gliede b,4,..; die Indices simmtliche Factoren des
aus den nicht potenzirten Primzahlen , 3, v, .... { zusammengesetzten Pro-
ducts, und es ist mithin die Summe dieser Glieder nach 2) fiir sich =0.
Wenn folglich jedes der unter S begriffenen Glieder = 0 ist, so mulfs auch
das letzte Glied bapﬂq““ .= selbst =0 sein, wie zu erweisen war.
Aus dem in‘3) gefundenen b,s =0 folgt daher
I/ g = 03
und hieraus und aus 5,s =0: o o
bppp=0, byrpr=03 b,y =0;
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und hieraus und aus b+ = O: _
. ba‘ﬂ, bu‘ﬁ" ba’ﬂy’ ba’ﬁ’y: ba’pyr):O’

u' s. W.

xm

1—am

und deren Summe

In der Reihe [1.], deren allgemeines Glied

= ist, herrscht demnach das Gesetz, dals fiir m=1 und fiir je-
des m, welches ein Product aus einer geraden Anzahl von
einander verschiedener Primzahlen ist, der Coéfficient des
Gliedes =1 ist, dafs jedes Glied, dessen m eine Primzahl
selbst, oder ein Product aus einer ungeraden Menge sich
nicht gleicher Primzahlen ist, den Coéfficient —1 hat, und
dafls endlich alle Glieder wegfallen, deren Exponenten Qua-
drate oder héhere Potenzen von Primzahlen zu Factoren

haben.

Wir entwickelten dieses Gesetz mit Hiilfe der recurrirenden For-
meln (3.). Indessen wird es nicht unniitz sein, bierbei auch den inde-
pendenten Bestimmungen (4.) Aufmerksamkeit zu schenken. Da gegen-
wiirtig a,=e; = ¢,= etc. =1, so ist nach den Formela (4.) und nach
dem, was zuniichst iiber sie bemerkt worden: b, =—1- der Anzahl
der Binionen oder der Variationen der zweiten Classe, — der Anzahl der
Ternionen, oder der Variationen der dritten Classe, -~ u.s. w., welche
mit Wiederholungen zum Product m gebildet werden konnen. Hieraus,
und weil die erste Classe blofs aus der Zahl m besteht, mithin die Aa-
zahl der Unionen ==1 ist, fliefst ia Verbindung mit dem Vorhergehenden
folgender bemerkenswerthe Satz:

Bildet man alle Variationen mit Wiederholungen zu
einem bestimmten Producte m; und ordnet diese Variatio-
nen nach Classen, wobei die Zahl 7 selbst die erste Classe
ausmacht, die Einheit aber als Factor ausgeschlossen bleibt
(indem sonst die Menge der Variationen unendlich sein wiirde), so ist
die Anzahl der Variationen in den geraden Classen der An-
zahl der Variationen in den ungeraden entweder gleich oder
um 1 grifser, oder um 1 kleiner als die letztere, je nach-
dem von den einfachen Factoren von m einige, oder auch
alle, einander gleich sind, oder m ein Product aus simmt-
lich von einander verschiedenen Primzahlen ist, und dann
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~die Menge dieser Primzahlen entweder gerade oder un-
gerade ist. '

Dieser Satz steht in nahem Zusammenhange mit dem analogen
Satze bei Variationen mit Wiederholungen zu. einer bestimmten Summe 2.
Die erste Classe dieser Variationen hat blofs eine Complexion, niimlich m
selbst; die zweite Classe besteht aus den Variationen: ‘

Dm—1; 2)m—2; 3)m—3; .co. m=2,2; m—1, 1;
und die Anzahl derselben ist = m —1; die Anzahl der Variationen der

. —1.m—2 .
dritten Classe findet sich = m-———i—f—:—-—-—; u. 8. w.; und weil

1—(m‘_"1)+m_1:’;2:—%—'--0u b— (1—'1)"‘_‘ = O,

so ist beiVariationen mit Wiederholungen zu einer bestimm-
ten Summe die Anzahl der Variationen in den geraden Clas-
sen der Variationenzahl in den ungeraden Classen immer
gleich, statt dafs bei Variationen zu einem bestimmten Producte die eine
Zahl bald der andern gleich, bald um 1 grifser, bald um 1 kleiner, als
die andere war.

Die Variationen zu bestimmten Summen sind in den Schriften iiber
die Combinationslehre zur Geniige behandelt worden, wihrend iiber Varia-
tionen zu bestimmten Producten, wenigstens unter diesem Namen, noch
keine Untersuchungen angestellt sein diirften. Gleichwohl aber ist auch
von letztern Variationen der Nutzen nicht zu verkennen, wie unter andern
schon daraus hervorgeht, dafs die Aufgabe: alle Variationen der nten Classe
zum Product «”(377y".... zu finden, ganz einerlei ist mit der Aufgabe:
p+¢-+r+.... Elemente, von denen p Elemente unter sich, ¢ Elemente
unter sich, u.s. w. gleich sind, auf alle migliche Arten in 2 verschiedene
Fiicher zu vertheilen. Auf dieselbe Art ist auch die Bildung der nten
Classe von Variationen zur Summe p offenbar nicht verschieden von der
Forderung: p einander gleiche Elemente auf alle migliche Arten in » Fii-
cher zu vertheilen; woraus man zugleich ersieht, dals das Variiren zu ei-
ner bestimmten Summe als ein specieller Fall des Variirens zu einem be-
stimmten Producte betrachtet werden kann.

Der so eben erhaltene Satz von Variationen zu bestimmten Pro-
ducten mochte vielleicht einer der merkwiirdigsten in diesem noch nicht
bebauten Felde der Combinationslehre sein. Obschon er nun durch die
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vorhergehenden Betrachtungen ganz biindig erwiesen ist, so will ich doch
einen zweiten Beweis noch mittheilen, der in hoherem Grade, als der vo-
rige, auf.der Natur der "Variationen selbst beruht, und uns zugleich noch
eine andere mit jener verwandte Elgenschaft dieser Variationen entdecken
lassen wird. ‘ L

Sei das Product, zu welchem man, Variationen bilden 'mll s zuerst
eine Potenz einer Primzahl, also = «?, wo p>>1. Irgend eine Classe der
Variationen zu diesem Product wird man erhalten, wenn man die ebenso-
vielte Classe von Variationen zur Summe p entwickelt und die Elemente
dieser Variationen zu Exponenten von « nimmt. So ergiebt sich z, B;
die zweite Classe: : .

aaP Ty at.aP Tt s a0t aPT.al.

Die Anzahl der Variationen in der nten Classe zum Product aP ist
mithin der Variationenzahl der nten Classe zur Summe p gleich. Da nun,
wie vorhin bemerkt worden, beim Variiren zu einer bestimmten: Summe
die Anzahl der Variationen in den graden Classen der Anzahl der Varia-
tionen in den ungraden gleich ist, so mufs dasselbe auch beim Variiren
zu einem Product gelten, welches eine Potenz einer Primzahl ist.

Werde jetzt die Anzahl von Variationen zu einem Product 72, welche
resp. in der ersten, zweiten, dritten, .... nten Classe enthalten sind, durch
Any By Cny ooo. IV, bezeichnet. Sein die Anzahl der einander simmt-
lich oder nur theilweise gleichen, oder durchweg von einander versehie-
denen Primzahlen, ‘aus denen m zusammengesetzt ist;. also die nte Classe
die hichste. Sei ferner « eine in 7,2 nicht mit enthaltene Primzahl, und
werden die Mengen der Variationen zum Product 7« nach den verschie-
denen Classen, deren hiichste die (n--1)ste ist, gleicherweise durch 4,,,

Brgy cove j\;,,., ausgedruckt. Alsdann wird sem' f" :
A,y = A, =1, Byl oo
Bm..—-2.4,,+2B..,‘ IR
Cn. =3B,+4+3C,, :

N,, = nIV +aN,, C o |
» Npwm (b ) Ne o
Denn_die zweite Classe zum Product 72« findet sich, mdem man . erstlich

die erste Classe zum Product 72, d.i. 7 selbst nimmt, und diesem das
Crelle’s Jowrnal 4. M. Bd. IX. Hft. 2. 15
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eine Mal ¢ vor-, das andere Mal nachsetzt. Dies giebt 2=24,, Varia-
tionen: «, m und m, a. Die iibrigen Variationen der zweiten Classe zum
Product ma erhiilt man aus den Variationen derselben Classe zum Pro-
duct 7, indem man von den zwei Elementen einer solchen Variation, —
sie seien f, &, und daher fg=m, — das eine Mal das eine, das andere
Mal das andere mit « verbindet, — also fz.g und f.ga. Jede dieser B,
Variationen giebt daher zwei, und siimmtliche B,, geben 2 B,, Variationen
der zweiten Classe zum Product ma, so dals die Anzahl aller dieser Va-
riationen iiberhaupt =2 4,,-}-2B,, ist. Eben so bekommt man aus jeder
der B,, Variationen, wie f.g, drei: a.f.g; f.a.g; f.g.a, und aus jeder
der C, Variationen, wie 4.i.k, wenn %ik = m ist, ebenfalls drei, nem-
lich he.i.k, hoia.k, h.i.ka, der C,, Variationen; folglich u. s. w.

Addiren wir nun die obigen Gleichungen mit abwechselnden Zei-
chen und setzen das Aggregat, mit dessen Werthbestimmung wir uns jetzt
beschiiftigen :

imd eben so
so kommt:

Am —Bm+ Cm"—'ooco_t Nm =)Sm’
) JM—BMG-"Cma—ouoo:Fﬁmu ——1 Smc’

Spe = ~—38,..

Nun ist nach dem Vorigen, und wenn &, 3, 7, & .... von einan-
der verschiedeme Primzahlen bedeuten: §,» =0, folglich auch §.,;=0,
folglich S, 2= 0; 9,755 =0, u.s. w.

- Est femer m eine Primzahl =«, so sind B,,, C,, ....=0, folg-
lich §,=A,=1, Sp=8,=—1, Spy=—08,p=1, u 5. wW. —
Alles iibereinstimmend mit den schon oben auf andere Weise erhaltenen
Resultaten.

Es bleiben uns daher noch diejenigen Werthe von S,, zu bestim-
men iibrig, bei welchen m zwei oder mehrere Potenzen von Primzahlen
zu Factoren hat. Sei zu dem Ende m eine beliebige Zahl, « eine in m
nioht mit enthaltene Primzahl, und suchen wir aus den Variationen zum
Product m die Variationen zum _Product me” herzuleiten. Zuerst ist:

1) 4,»= 4,

Die zweite Classe zum Product 7 «” wird sich ergeben:

Erstens aus der ersten Claske zam Product m, d.i. aus 7 allein,
indom wir'daraus Variationen von den Formen ma?.a” und o’ ma? ablei-
te, wo fiir ¢ nach und nach die Werthe 0, 1, 2, .... p—1, und fiir -
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die Werthe i, 2y ¢ess p zu setzen sind, jedoch so, dals immer ¢--r = p,
Die Anzahl dieser Variationen, welche a- heilse, wird oﬂ'enbar eine blofs
von p abhiingige Zahl sein.

Zweitens aus der zweiten Classe zum Product 7. Sei nemlich f. g
irgend eine Variation dieser Classe, also fg =m. Alle daraus fliefsenden
Variationen sind dann von der Form faf.ga", wWo ¢=0,1, 2, .... p;
r=0,1, 2,.... p, und immer ¢+ r=p ist. Die Anzahl derselben wird
mithin' gleichfalls blofs von p abhiingen, und heilse 5, Eben so viel Varia~
tionen der zweiten Classe zu maP werden aber auch aus jeder andern
Variation der zweiten Classe zum Product m bervorgehen. Die Anzahl
aller erstern aus den letztern entstehenden Variationen ist daher = b B,;
und folglich iiberhaupt: . :

9) B, = ad,+bB,.
Auf gleiche Art werden alle Variationen der dritten Classe zum Product
ma” aus den Variationen der drei ersten Classen zum Product 7 sich er-
geben, und zwar aus jeder Variation einer und derselben Classe gleich-
viel, so dals wir setzen kinnen:

3) C,p =0a'4,+bB,+cC,,
wo a’y &’y ¢/ nur von p abhiingige Zahlen sind; &' z. B. die Menge der-
jenigen Variationen der dritten Classe zu m«”, welche aus einer und der-
selben, gleichviel welcher, Vanatnon der zweiten Classe zum Product
m flielsen.

Eben so wird sein:
4) D,pr = a4, +b”B +c”C +d"D,,
wo a'’y by ¢"y d" gleichfalls nur von p ebhingen; u. s. w.
Man addire jetzt die Gleichungen 1), 2), 3) » 4), u. 8. w. mit ab-
-wechselnden Zeichen, und man erhiilt:
Sy = (1—a+4a'—a"+ sece)dm —(b-—-b’+b”.—..,,)1;m
' F (¢ —c"Feees) Cpo—(d" —20e) Dy + etos
Sei nun zuerst m eine Primzahl, so sind 4,=1, B,, C,, Dm,
ceee =0, und, wie wir vorhin sahen, S,..» ==0, folglich nach gegenwiir-
tiger Formel:1—a --a'—a'' + ....==0, und auoh dann noch =0, wenn
m keine Primzahl lst, weil a, a’ @'y «ous blofs von p ‘abhiingen; Mithin
ist allgemein:
Spe?p = — (b—b'+b"'— ..--) Bm+ (c—-c”+ ....)c -(dl’;-; wwee) Dt ete,
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Sei zweitens 1 ein Product aus zwei verschiedenen Primzahlen, so
werden, B, ausgenommen, C,, D,y «¢eo.=0; und da nach dem Vori-
gen auch fiir diesen Fall §,,» =0 ist, so muls die von / unabhiingige
Zahl b—b' 40" —ee0e=0 sein,

Eben so wird bewiesen, indem man m aus drei, vier und meh-
rern von einander verschiedenen Primzahlen zusammengesetzt sein lifst,
dafs auch ¢'— ¢4 .00s=0, u. 8. w. Folglich ist allgemein

Spe? = 0,
was auch m fiir eine positive ganze Zahl sein mag, und unser Satz ist
somit von Neuem vollkommen dargethan.

Um den letzten Theil dieses Beweises noch durch ein Beispiel zu
erliiutern, wollen wir p = 2 ‘setzen. Hiermit findet sich
Amaz = Am ’ |
B,. = 44,+3B,,

C,.. = 34,+9B,+ 6C,,
Dpy = 6B, -+ 16 C, + 10D,
E.. = 10C, + 25D, + 15E,,,

- Ue 8o WQ. " . S. W,

In der That erhiilt man aus der ersten Classe zu m, d.i., aus m
'selbst, 4 4-.4 Variationen der zweiten Classe zu 7 a® nemlich:
: “m.Ja'y of.m, ma.c, a.mo,
und 3 =3 4,, Variationen der dritten Classe zu ma’, nemlich:
M.ttty @M.y Gett.im,
keine Variationen aber der héhern Classen zu ma?, indem hlerzu eine
hihere Potenz von «, als die zweite, erforderlich ist.

Ist ferner f.g eine der B ‘Variationen, so bilden sich hieraus
3 von den B, Vanatxonen. :
’ fat.gs f@“» faogas
9 von den C,,. Variationen:
' fe 2 u.fu.g', u.f 8o,
fategy faeaeg, foa.ga,
feged®y fa.g., f. gu.u,
6 VOII den Dmg! vmatloneno N .
% ﬂ.f o) “cfo“og, f.“oulg,
“ofcg.u, fo“.gou, J.g.“o“,
keine aber von den hiéheren Classen zu m«®
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Ahnlicherweise lassen sich auch die Coéfficienten von C,,, D, ....
in den obigen Gleichungen verificiren.

Die Anzahl dieser Gleichungen ist immer der Zahl der hichsten
Classe zum Product 7P, also der Anzahl aller einfachen Factoren dieses
Products gleich, mithin = p+¢, wenn m sich in ¢ einfache Factoren
auflisen lilst. Die gte C!aése ist die hichste, welche zum Product m
gebildet werden kann, also die hichste, welche auf der rechten Seite der
Gleichungen vorkémmt. Sei z. B. wie vorhin p =2, und enthalte 72 drei
einfache Factoren, so reduciren sich die vorigen Gleichungen auf fol-
gende fiinf: A,,,.,. = 4,,

B,.=44,+43B,,

Cper = 34,4+ 9B, + 60,,.,
.D,,,a: ] GB + 16
E, 2 = 10 0,,, .

Addirt man dieselben mit abwechselnden Zeichen, so werden, iiber-
einstimmend mit dem obigen allgemeinen Bewexse, die Coéfficienten von
4., B, , C, einzeln = 0.

Dieses sich Aufheben der Coéfficienten von A,, .... kann uns
zur Aufstellung eines neuen Satzes Gelegenheit geben. Denn um anfangs
nur die Coéfficienten 3, 9, 6 von B,, zu beriicksichtigen, so erhielten wir
diese Zahlen als die Mengen von Variationen in der 2ten, 3ten und 4ten
Classe zum Product fga’, wobei jedoch die Elemente f, & niemals in
einem Factor mit einander verbunden verkamen, auch ihre Folge, g nach
f, immer dieselbe blieb. Ziehen wir auf gleiche Weise auch die Céffi-
cienten von C, , D, , etc. in Betracht, setzen die Potenz von « allgemein
= p, und nehmen, was hier auf die Menge von Variationen keinen Ein-
flufs hat, die Zahlen f, g, .... insgesammt einander gleich, jede = {3,
ihre Menge = ¢, 8o kinnen wir den aus diesen Betrachtungen hervorge-
henden Satz also ausdriicken:

Bildet man alle Variationen zum Product &”(3% so0 je-
doch, dafs in keinem Factor einer dieser Variationen (3 in
einer hohern Potenz, als der ersten, vorkimmt, und ordnet
man die Variationen nach Classen, wobei also die gte die
niedrigste, und die p4g¢te die héchste Classe ist, so ist die
Anzahl der Variationen in den geraden Classen der Anzahl in
den ungeraden gleich,
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Aus der im Obigen erhaltenen merkwiirdigen Reihe

x x* x3 x* x6
.[l 1 == I—7 1—x 1—a° 11—z ¥ f—x°
lassen sich eine unziihlige Menge anderer summirbarer Reihen ableiten,
von denen ich hier nur diejenigen anfiihren will, die ihrer Einfachheit
willen, mir von Interesse zu sein geschienen haben. Durch Division mit

x wird die Reihe
1 x x*

* ' — — — )
[1- ] 1 = 1—= 1—=° 1—t 1~x;+oooo

Hierin x negativ genommen, erhiilt man:

— 1 x x® x*
= 14 +f—x'-1+x’_1+kc’ +oeee
und wenn man diese Gleichung Glied fiir Glied zu der vorigen addirt,
dann mit 2 dividirt, und zuletzt y fiir x* schreibt:
4y oy oy
2] 1 T le-y 11—yt l—yt l—yT  —yF

m—1

_.__

Jedes Glied dieser Rejhe hat die Form ;t; 1 7 s Wo m )ede un-

‘}’6
"""1"___;’,;3 +o¢-c

gerade Zahl ist, die entweder eine Primzahl oder ein Product aus meh-
reren verschiedenen Primzahlen ist. Das Vorzeichen bestimmt sich wie
im Vorigen nach der geraden oder ungeraden Menge der Factoren von m.

Setzt man —y fiir y, s0 geht [2.] tiber in:

1 ¥y y® .

B =t ety e
wo die Glieder einerlei oder entgegengesetzte Vorzeichen mit' den gleich-
stelligen Gliedern in [2.] haben, nachdem 7 von der Form 4p-1 oder
4 p — 1 istu

Man addire [2.] und [3.], dividire durch 2 und setze z fiir 4%, so
kommt:

1 z* z 25 28
4] 1= l—z—.i--z’—1;-z‘—1—;'*l—z“—1~z" Feeee
Die Nenner und die Vorzeichen sind hier dieselben wie in [2,], die Ex-
ponenten der Zihler aber = §(m—1) oder = }(3m—1), nachdem m
oder der Exponent im Nenner von der Form 4p+1 oder 4p—1 ist.
Nach demselben Verfahren, durch. welches [2,] aus [1,*], und [4.]

aus [2.] abgeleitet wurde, kann nun aus [4,] eipe neue Rexhe, aus dneser
abermals eine neue, und so fort ohne Ende, entwickelt werden,
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Wir wollen jetzt in der Reihe [1.], von welcher wir ausgegangen
sind, »* fiir « schreiben, also:
E‘ s 3'6 mlo wlﬂ
1—:1:‘_1-——:::4_1-—.'1:5—1—&” 1___1.:3""". LU

und dieses Ergebnifs zu [1.] addiren, Hiermit findet sich

(@) ==

5] rtr=— =2 ® o E T

1—ax TI— T —x* 1—a° 1—x' 11—tV 1—x°
eine Reihe, die sogleich aus [1.] hervorgeht, wenn man alle in [1.] vor-
kommenden geraden Exponeuten verdoppelt.
Subtrahirt man (2.) von [1.], Glied fiir Glied, so kommt:

et x = . x
6] v—a*=—F—m—i—s— 1=

und wenn man von [1.] das Doppelte von (a.) abzieht:

e __ X x? x3 x$ 8
7] z—22" = iz iz~ 1= i +1+x° e

In wiefern sich diese zwei Reihen von [1.] unterscheiden, fillt in
die Augen und bedarf keiner Erorterung.

[
x
IO+1___“.12—"""

Eine Transformation von noch anderer Art wird dadurch bewerk-
stelliget, dals man in [1.], = r(cos@+isin®), wo i =y —1, setzt,
Hiermit wird

o = 1™ (cosmFisinm@), —Eo = Tloam@disinmg) —rm

r—axm™ 1t—2rmcosmep 4= ?
und man erhilt, nachdem man fiir x diese Functionen von r und @ in
[1.] substituirt und hierauf das Mogliche vom Unmdglichen abgesondert
hat, folgende zwei Gleichungen:

e _Teosp—rd  rlcos2¢—rt
[8] rcosp = T TreosgFr  T—3rcndpfre etc.,
9] rsnQ = r sin @ _ r*sin2 @ — etc.

1—2rcosp4r* 1—2rcos2¢+4rs

Eine neue reichhaltige Quelle summirbarer Reihen eriffnet sich,
wenn wir die allgemeineren Gleichungen ( 4) zur Hiilfe nehmen. Wer-
den a,, 0y 03y eees==1 gesetzt, so sind b,=1, b= —1, b)3=—1,
by==0, by=—1, bs=1, u.8. w. und man hat daher’ allgemein, wenn

I fx = Fa+42'F(a*)+$3"F(*)+ 4 F(z*) 4 .... ist:

) = fa—2f(a*) ~3"f (') —5"f (") +6"f («°) —....
Setzt man bxerm Fr=x und n=—1, so wird

fr=ctirtirF.,.. = —Tog (1 —-#), und daher
[10.] x=—log(t—x)4 }log(1—a") + Jlog(1— x*) + Hog (1 — =) —....



120 8. MGbius, iiber eine besondere Art von Umkehrung der Beihen.

Setzt man ferner Fxr = x—a* und n=—1, 50 wird
fx’—x—w"l" (x—x)"'—?(xa'——xs)'l‘.oco
=r—izrrtir—... =log(l 4=
folglich ' g+

[1L] x—a* = log(l +)— §log(1 +#)— tlog(1 +2*)— ...
Eben so wie [10.] ist auch:
¥ = —log(1—y) + Flog(1 —y) + Hlog(1—y") +....
und wenn man diese Gleichung zu [10.] addirt:
x +y‘ = — lOg(l—-.’”) (1 —y) + -’log(l—'w)(i—y') + csse
Man setze hierin x—r(cos(p—}-zsm @)y y =r(cos@—isin®), und
es kommt:
[12.] 2rcos(p.—-—log(1—2rcos(p+r')+,}log(1—2r‘c052(p+r‘)+..,.
Aus [10.], [11.], [12.] folgt moch, wenn e die Basis der natiirli-
chen Logarithmen bedeutet:
[13] e =l—o)'1—a(1—P—zH1—a51 et
14] e~ = (14x)1+2) 30 +2) 1425 ete.
[15.] e"?= (1—2rcos@+r*)"'(1—2r*cos2Q +r*)* etc.
Man setze jetzt in [2.] 2* statt y, und multiplicire die Gleichung
mit x, so kommt:
x a3 x* x”
I—x* 1—x8% f—xi° I—zia °*'**

Man hat aber 1_‘_'_"w,==:xc-+.av’"+.1|v"’+.1n' 4..cc. Wenn daher

o,=1, 6,=0, a;=1, a,=0, e,=1, a,=0, etc.,
s0 ist b,=1, =0, by=—1, 4,=0, by=—1, 4,=0, etc.,
und es ist mithin von den zwei Gleichungen
I {fx = Fx+43"F(2*)-5"F(2*) 4+ 7" F(x)+ ..o
* \Fx = fo—3"f(@)—5"f (&) =T fx)—11"f(z") —....
eine jede eine Folge der andern. Eben go flielsen aus [3.} ‘die zwei zu~
sammengehirigen Gleichungen :
T S = Fz-—-3"F(x’)+5"F(x‘)—7"F( )+....
" NFx = fo4:3f ()= L(@)+ T (@)1 f(a) —....
Nimmt man darin Fxr =2 und n::--l, so wird
o = x—§x3+ FX a0 = arotangx,

xr =

folglich
2] x==arc tangx-{— %arc tang(x’) —-gare tang (x‘) + 7arc tang(x’)
‘ : +]1fﬂf0tﬂﬂg(£u)+ooo-,_ L ;
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Die Zahlen 3, 5, 7, 11, .« . . sind hierbei alle ungeraden Zahlen, die
entweder selbst Primzahlen oder Producte aus verschiedenen Primzahlen sind.
Jedes Glied, dessen Zahl ein Product aus einer ungeraden Menge von Prim-
zahlen und von der Form 4p—1, oder aus einer geraden Menge und von der
Form 4 p--1 ist, hat das positive Zeichen, die iibrigen Glieder das negative.

Erwiigt man dabei, dals, wenn Zahlen, die zum Theil von der
Form 4p 41, zum Theil von der Form 4p —1 sind, in einander multi-
plicirt werden, das Product entweder von der ersten oder zweiten Form
ist, je nachdem die Factoren der zweiten Form in gerader oder ungerader
Anzabl vorhanden sind; dals folglich sowohl ein Product von der Form
4p—1, welches eine ungerade Anzahl von Factoren hat, als ein Product -
von der Form 4p -1, dessen Factorenzahl gerade ist, eine grade Zahl
Factoren, jeden von der Form 4p--1 haben mufs: so sieht man leicht,
dafls die Coéfficienten der Reihe [16.] nichts Anderes sind, als alle die ein-
zelnen aus der Multiplication

A+DA—HUA+FD U+ 1—) (1 — ) eto.

hervorgehenden Producte, wo die Nenner der Briiche alle ungeraden Prime
zahlen sind, und die Briiche das positive oder negative Vorzeichen haben,
je nachdem ihr Nenner von der Form 4p—1 oder 4p--1 ist.

Die jetzt erhaltenen Reihen [10.], [11.], [12.] und [16.] lassen sich
auch sehr einfach durch Integration aus den vorhergehenden ableiten, z. B,
|10.] aus [1.], wenn man [1.] vorher mit x dividirt und mit d2 multiplicirt.
Indessen schien es mir zweckmiifsiger, statt Integralrechnung ein auf der hier
vorgetragenen Reversionsmethode selbst beruhendes Princip zu gebrauchen.

Den Schlufs dieses Aufsatzes migen einige numerische Anwendun-
gen der entwickelten Reihen machen. Die Reihe [1.] erhiilt, indem man

'1-}—- fiir « schreibt, die etwas einfachere Form:

v o ”71-02—1——113-—-1—”1__1 v°o—1 ceve

v

Setfzt man hierin v = 10, so kommt:
[17] +5 = 5 — 35— 355535555 T 559555 —eeee

folglich % = 1—1r—xir—eeeey 1—F% = rrtrirtoees, do i

[18.] 5= 1r+ rir+ rrdrr—rrrerr+ oo

Hiermit ist die doppelte Aufgabe geliset: den Bruch 5 als
ein Aggregat von Briichen darzustellen, deren Zihler =1,
Crelle’s Journal d. M. Bd.1X. Hft, 2. - 16
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und deren Nenner das eine Mal blofs mit der Ziffer 9, das
andere Mal blofs mit der Ziffer 1 geschrieben werden. Das
in der einen und andern Reihe herrschende Gesetz geht unmittelbar aus
[1.] hervor. Auch ist es leicht, sich durch Rechnung zu iiberzeugen, dafs
keine der beiden Aufgaben noch auf andere Weise geliset werden kann.

Man setze noch in der fiir % erhaltenen Reihe, v=1 4w, wo w

eine unendlich kleine Grifse bedeute, so kommt, wenn man in der Ent-
wickelung blofs die erste Potenz von zv beibehiilt :
T S T TS
14w w 2w 3w Sw ' 6w 7%
folglich, wenn man mit w multiplicirt :
9] 0=1—3—5—F4+5—7+fo—vr—ceee

Aus der uns schon bekannten Beschaffenheit der Vorzeichen und der
Nenner dieser Reihe ersehen wir ohne Schwierigkeit, dafs die Reihe sich
auch als ein Product aus den Factoren 1—3, 1—3%, 1—§, 1—7, etc.
darstellen liifst, wo 2, 3, 5, 7,.... die Reihe der siimmtlichen Primzahlen
ist. Hiermit wird:

[20.] O = 2.%3.4.98.1%.1%.F5 ...,

Ein Product aus allen Briichen, deren Nenner die
siimmtlichen Primzahlen sind, und deren Zihler um 1 klei-
ner als die Nenner sind, hat daher Null zum Grenzwerth.
Dieses Resultat findet sich auch in Euler’s Introductio, Tom. I, in dem
Kapitel de seriebus ex evolutione factorum ortis, §.277. Exempl. L.

Setzt man auf gleiche Weise in [13.] #=1—w, so kommt, mit
Weglassung der hihern Potenzen von w:

e = w'Quw)l Bw) ... = w i of 3F

Da nun das Product auf der rechten Seite dieser Gleichung dem
Gliede mit der niedrigsten Potenz von z in der Entwickelung von e
gleich sein muls, und e"“=¢e.e"“=e(1—w+-....) ist, so muls gedach-
tes Product == e selbst, also unabhiingig von w sein. Dieses ist aber nicht
anders miglich, als wenn —1 43+ §+.... =0, wie schon vorhin ge-
funden wurde; folglich |

[21.] e = 2%.3%.5%.672.77. 10775, 117 ete.

Zieht man demnach aus jeder Zahl, welche eine Prim.
sahl oder ein Product aus mehreren verschiedenen Primzah-
len ist, die eben so vielte Wurzel, als die Zahl Einheiten hat,
und multiplicirt die aus allen den Zahlen, welche Producte
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aus einer geraden Menge von Primzahlen sind, gezogenen
Wurzeln in einander, desgleichen die Wurzeln aus allen den
Zahlen, welche entweder Primzahlen selbst, oder Producte
aus einer ungeraden Menge von Primzahlen sind: so giebt
die Division des erstern Products in das letztere die Basis
der natiirlichen Logarithmen.

Um mich einigermaflsen iiber die Anniherung zu belehren, mit
welcher man auf diese Weise e berechnen kann, bin ich in der Facto-
renreihe bis zu 517 fortgegangen, und habe damit e = 2,7258 gefunden.
Der wahre Werth von e ist =2,7183, und daher das Product aus den
von 537 an weggelassenen Factoren

27183 1
T 2,7258 T 1,0028°

Jener sonderbare Ausdruck fiir ¢, und zugleich eine andere noch
merkwiirdigere Formel, lifst sich auch aus [15.] herleiten. Setzt man
darin r=1 und @ = 2, so kommt:
€5 = (2 — 2082 )~ (2—2 cos 4h)tuees = &1 (sin YO~ (sin QY. ’
folglich, weil —1+4- 3 +4.... =0, und wenn man beiderseits die Quadrat-
wurzel auszieht: ‘

[22.] e~ = siny~'sin2 sin3 ¢ sin5¢ sin6 47,

Nimmt man nun hierin ' unendlich klein, setzt also cos2y =1
und siny =, sin2y =24, etc. so erhillt man, weil L~ 1Ht=1 jgt,
denselben Ausdruck fiir e, wie vorhin.

Noch folgt aus dieser Gleichung, wenn man von beiden Seiten die
Logarithmen nimmt:

[23.] cos2¢y = —Ilogsiny } }logsin2y -} Flogsin3J 4 tlogsinSy—...,

Endlich setze man in [16.], x=1; hierdurch wird arctangx
= arctang («*) == etc., ==} 7, = in der bekannten Bedeutung genommen,

und damit: . L 111 1 1 1
eine Formel, welche, mit Beriicksichtigung des oben zu [16.] Bemerkten,

ganz mit der von Euler in dem vorhin angefiihrten Kapitel der Zntro-

ductio §.285. gegebenen Formel

. 4 3 5 7 11 13 17 19 23
[2501 ; = T.T.F.E.E.E.ﬁ.ﬂ. eto.

identisch ist.

16 *



