Beitrige zur Theorie der Toeplitzschen Formen.

(Fortsetzung).)

Von

G Szegd in Berlin.
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29. Es sei f(6) nichtnegativ und (L) integrabel, 4(f) > 0. Ich be-
trachte fiir » > 1 die Determinante

An(z) = [{epmg— %.—q%—i]:—lmDn-l[f(‘)(g — 61')1 (n=1,2,8,...);

dies ist ein Polynom n-ten Grades in { mit komplexen Koeffizienten. Ich
behaupte den

Ratz XXV. Es st

ff(”)dm(i)z,:(fjdwao (¢ =% mzmn).

) Man vgl. Math. Zeitschr., 6 (1920}, 8. 187—202.
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Zu diesem Zwecke berechne ich die Integrale
27
,.7;‘5”)=§!;ff(x)zlw(§)fkdx (=e2; k=0,1,...,m n=0,1,2,..).
0

Das geschieht mit Hilfe der folgenden Umformung von .1, (¢):

Co Coif  een Conpt1 1
- ¢ c e Cepy £

(27) An(c) = [Ccp-—-q _ Cp_g.{.lJé:' E e 1 v 2
Cp  Cn—t ... cy Il

(m =1,2,8,..)%.
In der Tat, wenn ich

ety == 2, (b= 0,1,...,m 1)
setze, go gilt identisch
' 1 ... 1 1
1 1 | |
2 2 2 | 2y R ... Zyer
- 0 ! SR ok T I B T 2 2
- zO><é‘ - zl) Lo (4 - Zn...i) - 24 21 s Zn—1 g )
A—~1 n—~1 w1 N
2y zy1 cae Bpey l n n n %
2y 2 . z)’b-—l C
also
-1 —d1
‘1oz PO |
! -2
| z() 1 o] C
P __  p~qtlgn—1 g —nh 8 4
[C2f 7 —2] ]0 = } 20 B .. Zpey ¢
|
i 1 H—1 -n
L2 207 .. zgey O

Tch multipliziere jetzt mit £(6,), 7 (0:), ..., f{On-y) und integriere
nach 0, 0, ..., 0,-1. Dann folgt die gewiinschte Gleichung.
Daraus erhilt man sofort, daf3

2 Co C—y ... Copgy Ok
) ¢ € cir Coppn O X
Jlgn)zzlﬂff(x)dn(é-)&kdxm 1 0 nt k41 (Zmﬁzm)
0
. Cyp Cpei oo €y Cultn
ist, also
I =0 (0<k<n—1)
und
?(lm == 'Du<f)

Damit ist die Behauptung bewiesen,

%) Vgl. meine Arbeit: Uber orthogonale Polynome, die zn einer gegebenen Kurve
der komplexen Ebene gehtren [Math. Zeitschr. § (1921), S. 218--270].
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30. Das Polynom 4, () hat offenbar die Form
An(8) = Dper (fYE" ..

algo mit Riicksicht auf das letzte Resultat
2

2a
S e oras =) frea, a0
{

4

w o [ @) A Da (118745 Dy ()T D () D)
’ (£ =ei®).
Setze ich also
(28) @O o o pa(E) e = alEl o PanalT()(E =)

VD, (F)’ T VD (F) (P VDuer (D Dl

(m==1,2,8,...),
g0 ist

22
(29) Jf F@) 0u(8) @ (0)da = e, (E=ei% mn=0,1,2,...)
(]

Die Existenz eines solchen Systems von Polynomén ist a priori klar;
man muf einfach das Funktionensystemn

Vi), Vi)e, ..., V@i, ... (¢ = €i7)

nach dem Verfahren von E. Schmidt fir 0 £ 2 < 2x orthogonalisieren
(s. Binleitung). Die Polynome ¢, () sind dann durch die Forderung (29)
(abgesehen von einem konstanten Faktor mit dem absoluten Betrage 1)
eindeutig bestimmt. Wir haben hier diese Polynome durch die Fourier-
schen Konstanten bzw. durch die Toeplitzschen Determinanten von f(x)
ausgedriickt.

Die Polynome ¢, (¢) bezeichne ich als ,,die Polynome des 2u ()
gehérigen Orthogonalsystems®. Die sind offenbar eindeutig bestimmt, wenn
man man sie ebwa so normiert, dal der Koeffizient von ™ positiv sei. Dann
ist es klar, daB zu ¢f(z), wo ¢ > 0 ist, die Polynome 6:;%(5 ) gehoren
und zu f(— z) die Polynome @, (£)*®). Daraus folgt, daB fiir gerade f(x)*)
simtliche Koeffizienten der Polynome ¢, ({) reell sind.

Ist z. B. f(#)==1, so ist @, ({)==1(" (n==0,1,2,...).

" Wenn F({) eine Potenzreihe ist, so bezeichne ich mit F({) die Potenzreibe

F(Z), . h. die Potenzreiho mit den konjugiert komplexen Koeffizienten,
9 D. b f(~2)=F(2).
12%



170 G. Szegé.

§12.
Beziehungen zu der im XL Teil behandelten Minimum - Aufgabe.
~ 81. Es sei f(0) nichtnegativ und (L) integrabel, 4 (f). - 0. Tch gebe
der im § 3 formulierten Aufgabe eine neue Form.

Tch setze, wie dort
EF

(o3 7) = Yin g [ (8)] P, ()" (2o i),

fiir sémtliche Polynome n-ten Grades P, (z), die der Bedingung P, (¢) =
geniigen; o« soll hier beliebig seir.

Es sei nun
P, (2) =2, 04 (2) + @, ¢, (2) .- 42, 9,(2)%),
wo %,, #%,, ..., &, komplexe Zahlen bezeichnen und
By @o (@) -1~ 2, @y (@) 4+ @, (@) = 1

ist. Man hat aber

1 ‘- 2 g .
o] OV BB = Lo o 2, P o, [T (2 i)
0
und nach der Schwarzschen Ungleichheit
1=| Snml ézw.z @),
k=0
wo das Gleichheitszeichen nur fiir
&, = L, (e) (k=-0,1,...,n)

giiltig ist; 4 wird hier durch die Bedingung

2%5’:@5%(@;* lgi(pk<“)‘2fml

bestimmt ). Daraus folgt der

Satz XXVI. Es ses f(B) nichtnegativ, (L) integrabel und 4 (f) >0
dann hat man

e = P @+ o (@ + o ()]

% Das ist immer mdglich, da der hochste Koeffizient von zpn(z) positiv ist.
% Man vgl. Abschnitt11.
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Das Minimum w, («; f) der obigen” Aufgabe wird nur fir das Polynom

P, (2) = (5 £) [@o(@) 0o (2) -1 @ (€)p(2) ... + @, (¢)@,(2)]

= Mn(“ f) (“’ Z)
erreicht.

32. Die Polynoma
5, (¢, 2) = o (&) o (2) + y () oy (2) 4 -« + g, («) @, (2)
spielen im folgedden eine ausgezeichnete Rolle. Hs gilt zunichst der

Satz XXVIL Es sei f(0) nichinegativ, (L) integrabel und A (f) > 0.
Dann 18t fiir «==0

Ll ", (e F) =<, (; f') ;
es gilt ferner die Funktionalgleichung
s, (w, 2y~ (&z)"s, <~i;, i) (n=-0,1,2,...).
Ist z. B. f(0)--1, so ist

—(az)nH!
o, (w2 =" (n--0,1,2,...)
Man hat
2x
S (e f) =+ Min ;ﬂff(ﬂ) ]P”(z)lzd@ (2 = eid),
0

wahrend P, («):= 1 ist. Ich setze hier
\ AL
P (e (L)

Qu(z)=(z2)"P,(}),

wo @,(z) ein beliebiges Polynom n-ten Grades bezeichnet. Dann ist

also

les 1= f (6)Q, ()" (s = es)

= g Min ;nffw) QAP (z—e),
0

wihrend @, (i)a 1, d. b Qn<é~> =1 ist. Also

1 1
(3 f)*__wlzn Mﬂ(«.., >, g. e d.
Das Minimum wird hier nur fiir

P, (2) = w,(«; f)s,(¢, 2),
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bzw. fir

erreicht; also

Nun ist
5. (% 2) =3 o () 0 (),
go daf k=0
0@ =u(r:f) Do) 7

= (557) 2 o @ (o) = (537) 00 ()

ist; daraus folgt

et Do )= (2 )l 2,
d. h.

§ 13.
Siitze tiber Wurzeln.

33. In §3 habe ich gezeigt, daf fiir |«| < 1 das Polynom

o (@5 £)8, (e, 2) = u, (a; f)g‘% (@) @, (),

welches die Losung der dort gestellten Minimum-Aufgabe liefert, im Innern
des Einheitskreises keine Wurzeln haben kann. Diese Tatsache wird ver-
schirft durch den

Satz XXVIII. Das Polynom m-ten Grades in z

8. (2: 2) = 04 (&) 90 (2) + 1 (D) 1 (2) 4 - - + @, (@) 7, (2)
hat fir |«| <1 alle sesne Wurzeln auferhalb des Einheitskreises, fir
|e|==1 am Rande des Einheitskreises und fiir |«|> 1" tm Innern des
Evnheitskreises.

Es sei ndmlich 2z, eine Wurzel von ¢, (¢, 2). (Offenbar ist z,=«.)
Ich setze

8 (2, 2)
2~ Zo

F(O) = " 10) (2 = &%),
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dann ist fiir simtliche Polynome erster Ordnung P, (2), welche. die Be-
dingung P, (¢)==1 erfiillen,

S ORI Ll S g EU R}
;
d h
o jﬂ )P, (2)]? owzm«fr ":jg "4 (z=€'?).
Setze ich also i
?};J‘F(G)emedﬂw(]n (n=0,1,2,...)7,
;
KR S e i

(Cy>(0,]) und
8, (@, 2) = by () By (2) + (] D, (2),
dann ist mit Riicksicht auf (28) und auf Satz XXVI

8, (¢, 2) == const (2 — 2,),

also
_— 8, (&, 7)) = Bya) By (2,) -+ D, (@) B, (7) = 0.
. 1L (6E=0)(Ga=0) _
ot ota-ian - Y
Daraus folgt
_ G=~ Oo
Oooc ¢
Nun ist bekanntlich
2% — 1
fasup (lo| < 1),
je nachdem
ol$1
ist. Damit ist die Behauptung bewiesen.
84. Ich setze jetzt
" Dn
und
*(2) = 2", (= —1,2,8,...)
(s1) v (z) =2 wn(-;) (n=1,2,3,...).

") 0 A(F) ist positiv.
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Dann ist yF(0)==1 und
() [ = (2)] (1z]=1),
also

27

(82) L@ rao— D0 =m0 (oo,
G
d. h. nach Satz XXVI

(83) vk ()=, (05 )8, (0,5) = 5" ] z Pel0) 2, (2)
(n=1,2,3, ...)”’).

Daraus folgt nach Satz XXVIII, daB simtliche Wurzeln des Polynoms
v (z) auBerhalb des Einheitskreises liegen. Ee gilt also der

Satz XXIX. Das Polynom @, (z) hat alle seine Wurzeln im Innern
des Einheitskreises.

35. Als Anwendung der vorigen behandle ich folgende Frage:

Bs sei f(0) nichinegativ und (L) integrabel, A (f) >0 und 0, eine
feste Zahl im Intervalle (0, 2n). Welches ist das Maximum von ¢ (6,)

fir sdmtliche michinegative trigonometrische Polynome n-ter Ordnung
¢ (0), welche die Bedingung

o] B p(0)a8 =1
0

~ erfiillen ?
Lésung. Das gesuchte Mazimum st

-------- 2 l (pk lOo

Hn (61,60 f ) k=0
Dies wird erreicht fiir das einzige trigonometrische Polynom

@ (8) = u, ("®; )] 5,(e*®, 2)|?
= p, ("% ) 1}0_20’ 9, (¢%%) @, (2)

welches n reelle zweifache Nullsiellen besitzt®).

% Diese (Heichung folgt auch aus Satz XXVII fiir lim o= 0,

% Man vgl. L. Fejér, Uber trigonometrische Polynome [Journal fiir die reine
und angewandte Mathematik, 146 (1915) 8. 53—82] §. 64 —66. Hier ist f(6)=1,
Pn(2)=2" und p(6)<n-+1. — In meiner Arbeit ,Uber trigonometrische und har-
monische Polynome” [Mathematische Annalen, 79 (1919), 8. 828—339] habe ich diese
Aufgabe fiir

£(6)=

2 ,
| (z =)

H

1—¢2

mose-i—r“ (0sr<1)

behandelt. Dann ist
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Jedes Polynom mn-ten Grades ist némlich in folgender Form zu
schretben: )
Zy Po (Z} -+ Ty (Z) 4t &y Py <Z).

Nach einem Satze von Fejér'®) kann man also
9"((‘)) == qu P (z) A~ &, @, (z) 4w, (z)13 (Z = ew)

setzen; ferner ist die obige Normierung von ¢(f)) damit dquivalent, daf

iw()lgﬁ+“§xli{2 }ixtuﬂ 1
ist.  Also
V& >7 et00)|” 1. .
= EN ZI(P )| o (2360 ) q-e. d.

Dieses Maximum wird dann und nur dann erveicht, wenn

7= L, (%) (h=0,1,....n)
ist, wo 4 der Bedingung
[
N 00 12
ERPRTNCOIES
k=0
unterworfen igt. Also ist
[2§ W 1 7‘ (6“’", /‘)
d. h.
7 (0) == 1, (€% f) s, (7%, 2) (z=1e").

Aus Satz XXVIIT foigt, daB siimtliche Wurzeln des Polynoms s, (e, 2)
am Rande des Einheitskreises liegen.

§ 14.
Konvergenzsiitze.

36. Ich will in diesem Paragraphen einige Anwendungen der vorigen
Sitze zusammenstellen. Zunschst folgt aus Satz XII und Satz XXVI der

Satz XXX. Es sei f(0) nichinegativ und (L) integrabel, A(f) > 0
Ist G(f) > 0, so konvergiert die Rethe

] (’)0(2) }2 + | 971(z) [2"+" A ‘ qan(z)2 4+ ...
fér |z| < 1; ihre Summe ist gleich
! A 1 L 11).

12028 GGy 1—12f [ D@
Ist G(f) =0, so ist diese Reihe fir |2| <1 divergent'®).
1) A a 0.9 8.62—64.
1y Uber die Bezeichnungen vgl. Abschnitt 3.
1) Sie ist sogar fiir jedes z divergent., S. Abschnitt 88.
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Daraus folgt: Ist G (f) > 0, so ust
lim o, () == 0 (|2 <1),

und z2war gleichmdfig fir 2| <r < 1.
Beispiel. Es sei B eine Teilmenge des Intervalls (0,2x), deren
Lebesguesches MaB < 2 ist. Ferner sei £(f) nichtnegativ und
[r(6)d8 > o.
Ich betrachte das System ?

V@), Vi)z, ..., Vib)an, ... (2 = %)
und bilde daraus nach dem Verfahren von B. Schmidt durch Orthogona-
lisierung das System

V) 90(z), VD) @(2), - VO pula) .. (z =)

mit folgenden Eigenschaften:

a) ¢,(z) ist ein Polynom n-ten Grades in z.
b) Der Koeffizient von z" in ¢, (2) ist positiv.

o) ;J;ff(ﬂ)qum(z)&);(é")olﬂ =, (z=e"m,n~0,1,2,...).
#

Dann ist die Reihe
o0(@) P [ () o L () .
fir 2| < 1%) divergent.

Wenn ich nimlich £* (6) auf folgende Weise definiere:
£¥(0)=f(6) auf der Menge E,
£*(0)=0 anderswo,

so ist G(r*)=o.
Besonders bemerkenswert ist der Fall £(6)==1.

37. Es gilt nun folgende Erweiterung des soeben bewiesenen Satzes:

Satz XXXI. Ist f(0) nichinegativ und (L) integrabel, ferner Q(f) > 0,
80 konvergiert die Rethe

§

fir ja| <1, |2| <1 und zwar gleichmdfig fir |¢| und |2| <r<1;
thre Summe st gleich
1 1 1

1-%z D(a) D(z)

18) Bogar fiir jedes 2.
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Der Beweis dieses Satzes stiitzt sich auf Satz V. Zunichst ist es klar
daB obige Reihe fiir le| << 1, |2 <21 konvergiert. Die Funktion

En<z> - /ﬁ,,,(“;f:)sn@é,z)])(z):z e(gn)_‘__ e{n)z_}_ el in) k+

n=1,2,8,...)
ist fiir |2] << 1 regulér analytisch, von 0 verschieden und
B, («) = D(«) (n=1,2,8,...).

BEs ist ferner

Um B, (2) =~ B(z)=e,+ €z~ ... + ezt + ..

N o

fiir jedes |z|<C 1, und zwar gleichméfig fir |2/ <r < 1. Also

Jim e = ¢ (k=0,1,2,...).
Tch setze jetzt
fu8) = L (@3 1) 8,(0,2) " £(0) (2= &9);
dann hat man |
A(f,) = wa(es f)

wd G(f,) > 0. Nun ist s,(e,2)=0 fir {¢{<1, |2/ <1, also nach
Satz VII

Q(z;f) = B (2)]" (lz]<1;n=1,2,8,...)
Daraus folgt nach Satz V

e " e " o e 4 S AL = e ),

also
oo +le "+ et S dmp ) = (1~ e )| D ()"
Man hat aber andererseits

B(e) = lim B,(e) = D(a),

also
D@’ wt)j’ek«ki g%l “‘Zr o sr:;;rzw <|D(a
d. h.

| Y| = e e

k=0 1] k=0
Daraus folgt )

i (k==0,1,2,...)

und also .
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Die Konstante 4 la8t sich aus der Bedingung E(«)-= D(«) berechnen.
Es ist .
A= 1-2051“) (@),
also o
E(z)= -2, D(a).
Daraus folgt die Gleichung
. E(z) 1 1 1 d
iﬁs”(“’z) w(a;s)D(z) 1—dz D(«) D(z)’ 4-e. ¢
38. Ich will jetzt das Verhalten der Polynome ¢, (2) bzw. s («,z2)
fiir je| =1, |2] > 1 studieren. Zunichst gilt der
Satz XXXII. Hs sei f(0) nichinegativ und (L) integrabel, G(f) - 0.
Man hot fir |z] 1
lim (5 ]
n-n 2" D(}_‘)’
14
und zwar gleichmdfig fir [z| = R .- 1
In der Tat ergibt sich aus (83)
G(r) D(0)

lim y1¥ (2 e Lo (|2 < 1),
Lo S E) = by bie) <)
i Wrz(z): 1 1/},,(2’) _____ 1 <1>x 1 .
e T D T T gy R p(1) (J2> 1),
z

woraus der Satz folgt. Dieser Satz gibt eine asymptotische Abschatzung
der orthogonalen Polynome ¢, (z) auBerhalb des Einheitskreises.

Zur asymptotischen Abschitzung der Polynome s,(«,2) gebrauche
ich den Satz XXVIL. Man hat

. - \m 1
8, (a,2) = (az) sn<2 , —i)
Ist also G(f) >0, so ist

L&) L1 1 (le] > 1,]2]>1).
ai (az) (1Y =71 , 4
e L ()0l
Ist ferner G(f) =0, so ist
lim 59 — oo (12> 1).

Es gilt semit der

SatzXXXIIL Es ses f(0) nichinegativ und (L) integrabel. IstG(f)>0,
80 hat man

Hm ‘Po(‘x)‘ioo(z)'l"‘pl("‘) 4’1 z)““ +§;7n(w‘;5‘7)n(z)
n= % ((XZ)

&z 1

" (5

(le]>1,]2) >1)."
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Ist G(f)==0, dann st

lim | P @ U F o ()

izl
"o |ZI~ oo (Iz!>l)'
Daraus folgt die Divergenz der Reihe

L po(2)] [ pa(2) P ol (2)] P

fiur 2] 1. Ich beweise hier, daB sie auch fiir 2|~ -1 divergiert. Wire

némlich
zﬁm et [*

endlich, so wiire nach Abschnitt 35
) 2:1‘ ‘ ;
PO < 4, [ 10)0(0)0)
0

fiir jedes nichtnegative trigonometrische Polynom ¢(0), also aus Stetig-
keitsgriinden auch fiir jede nichtnegative stetige Funktion @(0). Ich
setze hier

p®- , 1= (0L r<1).

1- 2rcos(e- 6,)+r*
Dann wire also

[-~p®
§A2njf 6)1 27 cos (8 --8,) 12"572“

A Tr
:?m 2n1~rff

f(6) Z';
wo & () beliebig ist. Ich setze ¢=-V1-— 7, dann ist
1< l4+rL AV =7 +iff(6)d6

rez’
Dies fithrt aber zum Widerspruch, da ja

lim [ £(6)df==0

axz Q) f(e)g_i_
ist. Daraus ergibt sich die Behauptung*).

) By gilt algo folgende Erginzung zu Satz XIL: Ist |« |21, dann hat man
Bim pin (3 £) = o (5 ) = 0.
n=on

Fiir beschriinkte f(0) war dies bereits durch (97) bekannt.
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§ 15.
Entwickelung nach den Polynomen ¢, (#).
39. Ich stelle die folgende Frage:
Es sei F(z) fur 2| <1 reguldr; welches ist das Polynom n-ten
Grades P, (2), fiir welches das Integral
o [ 10 P z)— P, (21" a0 (2= o)

Y]

das kleinste ist; f(0) bezeichnet hier eine nichinegative, (L) integrable
Funktion, fir welche A (}) > 0 ist.
Ich setze’

g;c:':gl;, ff‘(e)F(z)G’/c(%)de (z=e k--0,1,2,...,
o
dann ist das gesuchte Polynom
(34) Po(2)=gowo(2)+ g. 21 (2) + . 1 gu o (2).

In der Tat, wenn ich allgemein
Pn(z) == Lo Po (z) -+ Py (z) A Z, P, (z>

setze, dann Ist

:z'];;ff(@ |F(2) ~ P,(2)|"db = g,;ff(e)]ﬁ’ @)|*d0~2% g7 +
0 0 pamrs

n Ba | n n
P 1 . W\ 8 7 2 [ 2 16
+{};Iwklz=‘=§;ff(6)’F(z)|ld0“’El% + 21— ml" (2= e
= 0 k=0 k=0

das Minimum tritt also dann ein, wenn z, =g, ist, q. e. d.'%).

Dieses Minimum ist gleich

@)@ ra0 - g,
¥ F=0

(2 == e%?).

) F(z) kann hier natiirlich durch eine komplexe Funktion H (6) der reellen

Variablen 6 ersetzt werden, fiir welche das Integral

;,,fﬂe)lﬂte)ﬁde
0

endlich ist.
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Ist z B. f(f)==1, so ist ¢, (2)==2" und die Polynome P, (z) sind
die Partialsummen der zu F(z) gehorigen Taylorschen Entwickelung.
Dies ist eine wohlbekannte Tatsache.

40. Bs gehort zu jeder im Bereiche [z| <1 reguliren Funktion F(z)
die formelle Entwickelung

(35) F(z)~gypy(2) 4 g,00(2) | <o g0, (2)-+ ...,

wo

(36) gnmzlnff(ﬁ)ﬁ’(z)q{ny(z)dﬂ (z= e n 0,1,2,...)
O

ist. Die n-te Partialsumme 8, (z) dieser Entwickelung 148t sich in der
Form schreiben

N f/"((:)lf"(&’)sn(é’,z')dx (Ewei®; m=0,1,2,...),

wo 8, (¢, 2) die im Abschnitte 32 definierten Polynome bezeichnen.

Teh beweise den

Satz XXXIV. Hs gilt fir jede im Bereiche (2| <1 requldre
Funktion F(z) die Glevchung

PAREAIAIRIEETH S Q:,ff Pd0 (2=e®).

Dieser Satz sagt in gewissem Sinne'®) die Vollstindigkeit des
Orthogonalsystems

VIO go(2), VIO @ (2)s . VIO p,(2), .. (=)

aus. Er folgt also unmittelbar aus jener Tatsache, dafl fiir geeignet ge-
wihlte Polynome P, (z) das Integral

| ..n' 1 N q;
o TO)1F (21— Py (5) "2t (=)
i
beliebig Iklein ist.
Der Satz XXXIV ist auf folgende Weise zu verallgemeinern:

Es seien F,(z) reguldr fir |z| <1 und
Fy(2) ~ g7 g0 () 0 0 (2) b oot o’ en(2) o (R=1,2);

%) Man vgl. Satz XXXV.
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dann ist

H1 g(l) (2) _I___{_g'(bl)g'(,‘: 4, _WZ'TJ‘]‘ F:—z)dﬁ
(z___a_eze)_

41. Es gilt nun das folgende allgemeinere Theorem:

Satz XXXV. Es sei H(B) irgendeine komplexe Funkiion der
reellen Variablen 0 und f(0)|H(6)|° (L) integrabel. Ich setze

by, = anff<6)H(0) @, (2)d0 (2 =e™; ma0,1,2,...).

Dann st

*d8.

h::}hoiﬂ%—}hl‘ + + hqﬂ g‘ J ‘Hl
(

Es gilt ferner fiir jede 1m Bereiche |z| <1 reguldre Funktion F(z)
die Ungleichung

w7) L [0 Py — HO) P02, [FOI BP0~ b (ze"),
[i} ]

deren rechte Seite nicht durch eine grofere ersetzt werden kann.

Der exste Teil unserer Behauptung ist eine direkte Folge der bekannten
Besselschen Ungleichung. Der zweite Teil folgt aus Abschnitt 39.
Bevor ich weitergehe, will ich folgende Bemerkung machen:

Es ser F(z) eine fiir |2] <1 reguldre Funktion, fiir welche in (37)
die Gleichheit besteht'?). Dann ist

An
g, — ;}J;ff(euwgz);;;;;(;j‘demhn (7o' 0 0,1,2,...),

0

d. h. simtliche Koeffizienten der Entwickelung von F(z)— H(0) nach
den Polynomen ¢, (z) verschwinden, obwohl im allgemeinen

;nff(ﬂ)lF<z)—~H(e)|‘*de> 0 (5= )

26t

%) Eine solche Funktion F(z) muf natiirlich nicht unbedingt existieren. Ich
werde unten ein Beispiel angeben, in welchem sie wirklich existiert.
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Dann ist namlich

)I —H(#)~P,(2)"d J [(0)|F(2) — H(0)|"d6

(z - e

fiir jedes Polynom P, (z) und das GHleichheitszeichen gilt, wenn P, (2) =0
ist. Andererseits tritt dies nur fiir

n

P.(z) - .2/7 (9 ) @), (2)

k=0

ein. Also ist g, -~ h, (b==0,1,...,n), q.e. d.

Beispiel. Es sei f(0)>0 und 7%’5 auch (L) integrabel®®). Ferner
sel |el 1. Ich setze
H(®) - Fe) zma T 1—ai (z==e 6)'
Dann ist
g 2n
o= o [FO B gz a0 L[ F g, @at= gL [P a
0 v ]zl 34
(Z == 6(59)1
wo das Integral im Cauchyschen Sinne zu nehmen ist. Also
by, == @, () (n==0,1,2,...),
woraus z. B. von neuem die Konvergenz der Reihe
oo ()P4l (@) '+ [ pa (@)
folgt (Vgl. Satz XXX). Man hat hier
1 1 1
b W) T 1S« [ Dle)
und
B 2o
1 1 de .
2,,Off<6n115r<6 " df = [ fias e
also ist fiir jede im Bereiche |2| <1 regulare F(z)
20
1 de 1
3| FO)F ()~ HO) 2,5 T T
0
(z == ew).

%) Dann ist notwendigerweise & (f) >0, da ja G (f) & <71,—> =1 ist.

Mathematische Zeitschrift, IX. 13
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Es sei jetzt D(z) regulir und von 0 verschieden fiir |2] <1, 80 ist
in der letzten Ungleichung ﬁir
1 1 1

Fla) =1 D(e) D(z)

das Gleichheitszeichen giiltig. Man hat nimlich

2o 25
7)1 7 2) deﬂp(“)'agn()fil_w,..l_ﬂw._}”)M“_, (e ¢i9)
0

und
% ff G)H ( d6 gﬁzz"%‘zfﬁ_(z)d "“QRF(CX) 1 1

1—~|¢z

»

z ! .((4‘) -

|zl=1
(z = eif).
Daraus folgt, daB die Entwickelungskoeffizienten der Funktion
1 1 1 1 1 - 1 1 ( 11 >
1—&z Doc) D(z) ID( ) *1—dz l—uz D(z) D{e) Di(z)
(7= e'9)
nach dem Polynomen ¢, (z) simtlich verschwinden.
42.-Zum SchluB beweise ich den

Satz XXXVI. Hs sei f(0) nichinegativ und (L) integrabel, G(f}. 0
Ferner sei F(z) fiir (2| <1 requldr und ihre Entwickelung nach den
Polynomen ¢, (z)

(35) F(a)~go@o(2)+g, 0, (2) 4 4 g, 0, (2) 4o,

WO -

op 1< , N

(36) b | FO)F(2) (220 (2=e%;m0,1,2, )
0

ist. Dann konvergiert diese Entwickelung fir |z| < R wnd stellt F (z) dar,
sie divergiert fermer fir |z|.~ R, wo R>1 den Radius des groften
Kreises um den Nullpunkt bezetchnet, welcher in seinem Inmern keinen
singuldren Punkt von F(z) enthdlt. Man hat ibrigens

lim sup VI g, =
Nrz= e
Ich betrachte zunéchst ganz allgemein eine Entwickelung

Yo Po(2) i@ (2)-F. Ay 0, () 4.,

fiir welche

rol bl T P
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konvergiert. Hs sei
lim sup V|7, | = 7,
o=
dann behaupte ich, daB diese Entwickelung fiit |z| <% konvergiert und
fiir 'z > }’ divergiert. In dem Bereiche |z| < }IJ stellt sie eine regulire

Funktion dar.

Es ist offenbar » < 1. Ist y =1, so folgt die Behauptung unmittel-
bar aus den Sitzen XXX und XXXII. Ist y < 1, dann folgt die Diver-

genz fir 'z > 71, aus Satz XXXII. Aus demselben Satze folgt die Kon-
vergenz fir 1< |z]< ~:~;, also nach einem wohlbekannten Satz von

Weierstrafl {iberhaupt fiir |2] < ?1 Damit ist die Behauptung bewiesen.
Ich betrachte nun die zu F(2) gehérige Entwickelung

Jo Po (z) + 9, Py (z) ’+' R '"!" I (pn(z) + R
fiir welche nach Satz XXXIV
lgoi‘z"ﬁl“!% 12+ . %”'!gn!g+
konvergiert. Hs sel
lim sup Vg, | = g,

dann muB nur bewiesen werden, dafl ;jmﬂ ist, wo R den Radius des
grofiten Kreises um den Nullpunkt bezeichnet, welcher in seinem Innern
keinen singuléren Punkt von F (2) enthilt.

Zungchst folgt aus dem eben Bewiesenen, daf die letzte Entwicklung
fiir |2

*f.; konvergiert und dort eine regulire Funktion darstellt. Daraus

folgt die Ungleichung 1
g <R.
In der Tat, dies ist klar fiir g = 1. Ist aberg < 1, d. h ~£1;-> 1, so muf
die durch die Entwickelung fiir |z /’; dargestellte Funktion nach Satz XXXIV
mit F(z) iibereinstimmen, so daB. F (z) fir |z| <:~;» regulir ist, also
3 <R.
Die Behauptung wird somit bewiesen, sobald ich die Ungleichheit

1 1
i2R an g<g
13*
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nachweise. Dies geschieht folgendermaBen. Es ist nach der Orthogonali-
tatseigenschaft der ¢, (2)

gn‘mglgff'(ﬂ)(ﬁ’(z)—@(z)l) v, (2)d0 (2 ei®),
¢

wo @(z) ein beliebiges Polynom n— 1-ten Grades bezeichnet. Nun gibt
es nach der Bedeutung von R zu jedem B’ < R fiir alle % solche Poly-
nome n—1-ten Grades Q(z), dal

4
[Fiz)—~@Q(z)[ - o (lzl£1)
ist, wo 4 von z und 7 unabhingig ist.

‘gn"‘* A;n ZIWJ./(O)‘(/) dﬁéle/‘gn—j/ dﬁ ?Z :e”’),

[¢]
also

g = lim sup V|g, 1< ),
n= R
und da B’ beliebig nahe zu R gewiihlt werden kann,
1
9= B
w. z. b. w. Damit ist unser Satz XXXVI véllig bewiesen.

Korollar. Ist in Satz XXXI die Funktion D(z) fir  2z|<1
reguldr, so gilt die dort ausgesprochene Gleichung
o — AT 11 1
P (@) @ (2) + @y (@) @, (2) A A+ @, (€) @, (2) +- - .. = VL B DD
(fee] = 1)

nicht nur fiir | 2| < 1, sondern sogar fiir | 2| < Min (TL it R), angenomrmen,
dall D(z) fiir |z| < R regulir und von () verschieden ist.

Beispiele.
43. Es sel

wo @ () ein positiv trigonometrischés Polynom p-ter Ordnung bezeichnet.
Ferner sei

a(z)=ay+a,z4... +a,z2? (a, = 0)

fiir {2} < 1 von 0 verschieden und

(6) = la(z)|* (2 == ei%).
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PDann ist nach Satz XVI

D, (f) 7 s 1 o “:"I_M )
D) @) Gle) gyt (nzp)

Man hat nun nach Abschnitt 4

2o
1 T ; 2 7 ; .
L TOl@ran- s L e eninzg)
B ! | @ |
und
. f'”ma Fley s 1t de 1
e O G(f)iw:(o)i‘mG(f)mﬂao\*’ (z-=ei; n>p),
d. h.
2 Y
y ":'rfloﬂf(ﬁ)["l’ (2) (" a0
ff(ew* "gf e 0 (s =650 1> pl;
oder ist mach Satz V1
9 [y X
7‘“(6)(4/::(2) ? . ?/Jp((“)i — const (z=e'; n2>p),

woraus*")
Y (2) = const a (2 )

folgt. Aus ¥ (0)==1 ergibt sich

ik (z) “M((l:) (n > p)
Daraus folgt
(1
| "a <z>
va() -2 w2 (3) = — =
und also |
| 1
R R e
wo

b(z)w»’”” f,»,<1~'>

ein Polynom p-ten Grades bezeichnet?®?).
44. Es sei

F(8) = |2 — 2| "= =5 — ry o5 (6 — b

R (2= zy=r,e"%; 0 <7y <1).

1) 8. Erste Mitteilung FuBnote %),
20) Man vgl. a. a. 0.9).
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Dann ist R L

n(f) 2n+1 1-—//'0% (n::-(), L, 27"')21>'
Die Eigenwerte von f(6) ergeben sich durch eine elementare Rechnung;

man hat-
1+7§ (k+1)m (k+1)=
prL - g T 008 o mf( i »f—O(,)

(k=0,1,...,n; n=0,1,2,...)%).

Die Polynome ¢, (2) lassen sich auf folgende Weise berechnen. Aus (27)
folgt, wenn man die rechtsstehende Determinante nach ihrer letzten Zeile

entwickelt, N
4, (2) = Dg_1(f)2"— ¢, dn-1(2) (n:=2,3,4,..),
also
4,(2) = Dpes(f)2" = ¢, Dpa (F) 2" o (= 6" Dy () 2+ (— ¢)"
(m==1,2,8,...).
Daraus erhdlt man leicht die Polynome ¢, (z).

Ich betrachte jetzt den interessanten Fall r,==1. Dann gestalten
sich diese Rechnungen sehr einfach. Man hat

f(0)==1— cos (6 —6,)

und et 2
Dﬂ (f) == -271;1 (n v 0, 1, 2, . )
Ich setze z,=¢*%; dann ist ¢, = — 12", also
_nt] 7 - 2
An(z) -5 P 20 ;h o T+ 20

~-~~[ 12" nzyznto- L. b 28] (n=1,2,8,...).
Daraus folgt

@, (2)= \/m;(ﬂ—ﬁ [(n41D2"Fnzzrt . 28] (n=0,1,2,...).

Als Anwendung behandle ich nach Abschnitt 85 die folgende Minimum-
Aufgabe:

Welche ist die obere Gremze des Mazimums von ¢ (0) im Intervalle
(0, 2x), wdhrend ¢ (0) die Gesamtheit der nichtnegativen trigonometrischen
Polynome n-ter Ordnung mit der Bedingung

2o
Q%fu-— cos (6§ — 6,)] ¢ (8) 46 =1

dwchlau]‘t? 0

91) S. Fuﬁnote 19),
2%) Man vgl. L. Fejér, a. a. 0.9), 8, 79,
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Man hat offenbar

(Mml; ngl),

wo das Gleichheitszeichen nur fiir z = 2, giiltig ist; also hat man

sn<z,z>=~~—|«wo<z>|‘3+m(z>.*+---+1%@\32;("* )=03")

(Jz]=1).
Das ist die gesuchte obere Grenze, d. h.
n+3
g®<("7°)-
Das Gleichheitszeichen ist hier nur fiir
P (6) = |s,<.q(zz:‘,§)>l (2= %)
3

und fiir 6 - 6, giilltig. Man hat aber

T e 3
pa(0) = o YLD )
und
Py 20) 9 (2) = B (6 + 1) 2F 4 Ezg et~ ..+ 2]
= (k4 1) (52) + k(52) ... 41,
also

8, (2, 2) = nt1-kn-2(F2)+ ... 42 -n(Zge)" "+ (n+1)(52)"
d. h.

e e, - [Z = ei(ﬂ—en)]‘

3

o (8) = [ntltn-224.. +2- nz"‘1+(n+l)z”1

Daraus folgt der Satz:
Es ser

@ (0) = a,+ a, cos® -+ B, sinf ...+ «,cosnb 4 §,sinnb

ein michtnegatives trigonometrisches Polynom n-ter Ordnung und

Ve? 182

ty — 0L 1 99),

%) D. h. A= 1. (8. Abschnitt 18.)
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Dann ist
p®)<("5")-
Das Gleichheitszeichen tst hier nur fir
(6) = \PElEn 2ot 2 ne T (np 12"

"$")

und fir 0 =10, giltig, wo 0, irgendeinen solchen Winkel bezeichnet, fiir
welchen

(2 i®=60)

(e, — 38,) €%
reell und nichinegativ 1ist.
Man hat nimlich

r
1
e (}9<6>d0===06

und
207
% J‘qo(ﬂ) cos (0 —6,)d0 = a, cos B, + B, sin 0, = R(«, — i f,) e = Vol 152,
0

(Eingegangen am 26. Februar 1919.)



