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Beispiele. 

Definition. 

29. Es sei f(0) nichtnegativ und (L) integrabel, A ( f ) >  0. Ieh be- 
traohte ffir n :> 1 die Det~rminante 

~ ( ~ )  = [.~ C~_q- c~_~+i]: - 1 =  D,_I [f( . )  ($ -- e")] (n = 1, 2, 3 , . . . ) ;  

dies ist ein Polynom n-ten Grades in r mit komplexen Koeifizienten. Ich 
behaupte den 

Satz XXV. Es ist 
2~r 

~) M~n vgL Math. Zeitschr., 6 (1920), S. 167--202. 
Mathematische Zeltschrift. IX. 12 
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Zu diesem Zwecke berechne ich die Integra!e 
2 ~  

0 

Das gesehieht mit Hilfe der folgenden Umformung yon ~ t., (C) : 

(27.) z.(c) = [c~_~- ~_,+~]:-~ = 

Cn 

In der Tat, wenn ich 

seize, so gilt identisch 

- ~o)(C - ~ 0 . , .  (c - ~_~) 

C0 C_ i 

81 Co 

also 

e ie  k == Z k 

1 1 . . .  1 

Zo Z! ,.. Zn_ I 

n-I z2-~ ~r -~ . . .  ~ , ~ _ ~  

Cn--I 

- 1  
I z~ 

Zo i 

ZO %~ 

, o .  

�9 , ~ 

�9 . .  C-nF1 1 

�9 �9 �9 ( 3 - - n .  F 2  

�9 �9 . Cl ~ ~ 

(n ~ 1 , 2 ,  3 , . . . ) ~ ) .  

( k =  o, 1 . . . .  , n -  ~) 

= ~ 

z~ 

- n +  I 

- n + 2  
n - - 1  

- n + 3  
Zn- 1 

1 1 . . .  [ 

gO Zi . . ,  Zn- I 

z~ ,a �9 " �9 Z n -  1 

Z~ ~ Z n 
. . . .  ;~-- i 

i 

t ~ 

"~--i ~$ 
~)~ Z ~ . . . Zn_ 1 

Ich multipliziere jetzt mit f(Oo),  f (Ol )  . . . .  , f (O~_~) uud integdere 
Dann folgt die gewtinschte Gleichung. nach 0o, Ol, . . . ,  0,-1. 

Daraus erhilt  man sofort, dab 

f ( x )  A , (  $ ) "~ d x  : 

0 

ist, also 

und 

8 1  

CO 8- i 

81 80 

o. , 

8 n  8n-I . �9 �9 

j(~) 
: z ) . ( f ) .  

G - k  

C-~+i (C = ~ )  

V-k+n 

(o ~ k g,~- i) 

Damit ist die Behauptung bewiesen, 

") Vgl. meine Arbei~: Uber orthogqnale Polynome, die zu einor gegebenen Kurve 
der komplexen Ebene gehSren [Math. Zeitschr. 9 (1921), S. 218-270]. 

1 

C 

C" 
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30. Das Polynom A,~($) hat offenbar die Form 

& ( r  = ' D , _ ~ ( f ) C + . . . ,  

also mit Rfieksieht auf das letzte Resultat 

I I  (t 

2 ~  

21rf(x)An(()D,~_, (i')~"dx D ;+"~J!~<) 
t l  

~ ( ~ =  d'~). 

Seize ich also 
1 

(2s) % ( r  ( T D o d $ '  

so ist 

( ~ - e ) ]  q~, (~,), ~. A,, (<.?) .D,,_, [ f ( . )  " ~' 

�9 ,)s;;,:7777D,;(D . . . .  7~";7Z17~;:={7~7 ~ 
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(n = 1, 2, 3 , . . . ) ,  

o 

($ : ~ e ~ ;  m, n ~ 0, 1, 2, . . . ) .  

Die Existenz eines solchen Systems yon Polynom6n ist a priori klar; 
man muB einfa~h das 1%aktionensysteul 

vT-(:x), r 1 6 2  . . . .  , V r ( ~ j ~ "  . . . .  (~..-~,,~) 
naeh dem Verfakrer~ yon E. Sehmiclt  ffir 0 ~ x ~ 2~ orthogonalisieren 
(s. Einleitung). Die Polynome ~p,(~) sind dann dutch die Forderung (29) 
(abgesehen yon einem konstanten Faktor mit dem absoluten Betrage 1) 
eindeutig bestimmt. Wit haben bier diese Polynome dutch die Fou r i e r :  
sehen Koastantea bzw. durch die Toeplitzschen Determina'nten yon f(x) 
ausgedriiekt. 

Die Polynome %~($) bezeichne ieh als ,,die Polynome des zu f(x) 
geh&igen Orthogonalsystems". Die sind offenbar eindeutig bestimmt, wenn 
mau man sie etwa so normiert, dal] der Koeffizient yon ~ positiv sei. Dann 

l 
ist es klar, dab zu cf(x),  we c :> 0 ist, die Polynome ~-~c~,($) gehSren 

und zu f ( -  z) die Poly~mme ~,~ ($) ~). Daraus folgt, dab f~r gerade f(x) 4) 
sgmtliche Koeffizienten der Polynome ~,($)  reell sind. 

Ist z. B. f(x) .... 1, so ist q ~ ( ~ ) =  $" ( n =  0, 1, 2 , . . . ) .  

") Wenn F ( ~ )  eine Pote nzreihe ist, so bezeichne ioh mi~ F (~)  die Potenzreihe 

~(~), d. h. die Potenzrelhe mit den konjugiert komplexen Koeffizienten. 
') D. h. t ' ( - ~  t '(~:). 

12" 
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w 

Beziehungen zu der im II. Teil behandelten Minimum-Aufgabe.  

31. Es sei "f(O) n[chtnegativ und.(L) integ~abel, A ( f ) . .  0. Ich gebe 
de~ im w 3 formulierten Aufgabe eine neue Form. 

Ich setze, wie dort 
2 : t "  

0 

ffir si~mtliche Polynome n- ten  Grades P~ (z), die der Bedingung P ,  (~) --= 1 
geaiigen; ~ soll Met beliebig seiri. 

Es sei nun 

P~(z) = ~ o  mo ( z ) +  x~ ~, ( z ) + . . .  + ~,, ~,~ (z )% 

wo Xo, x~, . . . ,  x, komplexe Zahlen bezeichnen and 

is~. Man hat abet 
2 ~  

f(O)j.P~iz)]~dO ~Xol-4-]x ,[e+. . .~t  Ix,,l ~ (z e~o) 
0 

und nach der Schwarzschen Ungleichheit 
#i tl t i  

_ ~ ~ lv,,(~)t ~, 
~ = 0  k = O  k,=O 

~r das Gleiehhei~zeichen nut fiir 

giil~ig ist; ~ wird bier dutch die Bedingung 
n 

~Z~(~iv~(~) = ~ZI~@)I ' =  
k = O  1r 

bestimmt6). Daraus folgt der 

Sa tz  XXVI. Es sei f(O) nich~egativ, (L) integrabel und A (f) > 0; 
dann hat man 

1 2 

~) Das is~ immer mSglich, da der hSchste Koeffizient yon ~ (z) positiv ist. 
o) Man vgl. Abschnitt 11. 



Beitr~ge zur Theorie der Toeplitzschen Formen. 171 

Das Minimum /.%(a; f) der obigen" Aufgabe wird nut liar das Polynom 

= z,,('~; f )* . ( '~ ,  ~) 
exreicht. 

32. Die Polynome 

~',, (~, ~) = Vo(~) Vo (z) + ~,~ (~) V~ (z) + . . .  ~- %,(~) %~(z) 
spielen ira folgefiden eine ausgezeichnete Rolle. Es gilt zun~chst der 

Satz  XXVII. Es sei f(O) nichtnegativ, (L ) integrabel und A (f) :> 0. 
Dann ist ]i~r ~ + 0 

~J ff,,(c~; f j .~ . .~ f f , ,  - .; f ; 

es gilt /erner die Funktionalgleichung 

, [ ,  ~ ( n  -~= 0 ,  1 ,  2 ,  �9 �9 . )  �9 

Ist z. B. f ( 0 ) ~  1, so ist 

s,(c~,z)= --~-(az)~+l (n :-= 0, 1, 2, .). 
, i Laz" "" 

Man hat 

,f ft ,(a;  f) ..... Min ,2- f(0)I~L(~) I'~d0 
o 

w~hrend P ,  (a) ..... 1 ist. 

also 

Ich setze hier 

Z ~ . . . .  

wo Q~(z) ein beliebiges PolynoIn n-ten Grades bezeiotmet. 
2~ 

'J / I . .  [2 1 Min 2-~ f(0); Q,, (z): d0 
, , , (e ;  f ) = - i - ; j , ~  0 

, , f  ..... -~i:~ Min 2.~ f(O)iQ,,(z)!~dO 
o 

Q 1 

, ( ,)  
Das Minimum wird bier nur flit 

(Z ==~ ~iO),  

Dann is~ 

(Z ~ eiO),  

q .e .d .  
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bzw. fiir 

erreieh$; also 

Nun ist 

G. SzegS. 

s 1 

Q~ 
~b . . . . . . . . .  

k=O 
so dab 

1 f) Z~%(1)(~k(Z ) 
k = O  

n 

/~----0 

ist; daraus folgt 
1 

d.h. 

q.e.d.  

w 18. 

S~it~e fiber Wurzeln. 

33. In w 3 habe ieh gezeigt, dab fiir ] a ] <  1 das Polynom 

/z,~ (a; f) s. (r z) --= # .  (a; f ) Z  "q% (to) %~ (z), 
k = O  

welches die LSsung der dort gestellten Minimum-Aufgabe liefert, ira Innern 
des Einheitskreises keine Wurzeln haben kann. Diese Tatsaehe wircl ver- 
seh/irft durch den 

Satz  XXVIII. DaB Polynom n-ten Grades in z 

hat / i~ I ~1< 1 alle seine Wurzeln auflerhalb des Einheitskreises, /ftr 
I a I ---- 1 am Rande des Einheitskreiees und /i~r I el > 1 im Innern des 
Einheitskreises. 

Es sei namlich z o eine Wurzel yon s~(a, z). (Offenbar ist z o 4= r 
Ioh setze 

_v(0) = ~"(~ '  ~) " -;=%. f(O) (z = e~~ 
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dann ist fiir ss Polynome erster Ordnung P~ (z), welche die Be- 
dingung P1 (~) == 1 erfifllen, 

0 0 

d.h. 

d!.~.[r(O) lp,(~)!".dO~ &[~(O)l~-~Ol~ (,=~,o). 
- -  z =  d " I a c ~ z o  I 

0 0 

Setze ioh also 

< 
0 

1 

(n = 0, i ,  2 , . . . )  :), 

~z--Q 

(Co>lOll) und 

dann ist mit Riicksicht auf (28) and auf Satz XXVI 

also 
s~ (~, Zo)= r r +~<~) r (Zo)= o. 

D . h .  
1 (C, ~ -  q )  (6'o,o- C,) 
Co + < ( ~ 7 : i ; f i ~ 7 7  = o. 

Daraus folgt 
q ~ - C o  

Nun ist bekanntlich 

je naehdem 

ist., Damit ist die Behauptung bewiesen. 

34. Ich setze jetzt 

_ . /~5 i75  ~. (z) = z" (so) ,;,. (~) - v ~ . X V  5 +... 

und 

( l~ l<  1), 

( ~ =  1, 2, 3, , . . ) .  

7) 6~ = A (F) ist posRiv, 
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Dann ist y.,~ (0) .... 1 and 

I v * ( z ) i  .... I v',,(*)l ( i z l = l ) ,  

Das gesuchte Maximum ist 

. . . . . . . . . . .  I 2 1 = Z l % , ( e , o . ) l .  
,~-(~'~176 ~=o 

Dies wird erreicht ]i~r das einzige trigonometrische Polynom 
~(0) "e ~~176 = y , (  , f) ] s ,(e ie~ z)l ~ 

r ) Z  ;7i ,o.5 ' = e'~ 
,~=0 

welches n reeUe zwei/ache Nullstdlen besitzt'). 

~) Diese Gleichung folgt auch aus Sa~z XXVH flit lira ~ = 0. 
~ M~n vgl. L. Fej&r,  Uber trigonometrische Polynome [Journal ffir die reine 

und angewandte Mathematik, 146 (1915), S, 53-82]  S. 64 -66 .  Hier ist f ( o ) =  1, 
q~,(z)= z ~ und ~ ( o ) ~ n - p 1 .  - -  In  meiner Arbeit ,,l~ber trigonom~trisehe und h~r- 
monische Polynome" [ Mathematische Annalen, 79 (1919), S. 323--339] babe ieh diese 
Aufgabe fiir 1 -- r ~ 

f(e)= 1 - 2 r  cose+r '  ( 0 s  1) 
behandelt. Dann ist 

z ' * - l ( z - - r )  (n----l, 2, 3 . . . .  ). ~o(z)= 1, ~,~ (=) = / T - ~  ~ 

er/i~llen ? 
LSsung. 

also 

(o; f )  (z e~~ (a~) ~ 'f(O)l~#*(z)[~dO= .,, ~(r).=#; : .  
(f) 

r 
0 

d.h. nach Sa~z XXVI 

(aa) ~,:(z)=~,~(o.t)s,~(o,~)= D,(r) ~'%,(o)%o(~) 
' D, , ._~ ( f )  k:,o o 

( n =  l ,  2, 3, . . . )  s). 

Daraas folgt nach Satz XXVIII,  cla~ s~imtliche Wurzeln des Polynoms 
~*(z) aul~erhalb des Einheitskreises liegen. Es grit also der 

Sa'tz XXIX. DaB Polynom q~,~ (z) hat alle seine Wurzeln im Innern 
~des Einheitskreises. 

35. Ais Anwendung der vorigen behandle ieh folgende Frage: 

Es sei f(O) niehtnegativ und (L) integrabel, A (f) :> 0 und 0 o eine 
]este Zahl im Intervalle (0, 2~). Welehe~ ist das Maximum yon q~ (0o) 
]i~r sLimtliehe nichtnegative trigonometrische Polynome n-ter Ordnung 
ep(O), welche die Bedingung 

1 
_If(O) ~(O)dO =.~ i 
0 
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Jedes Polynom n- ten  Grades ist n~mlich in folgender Form zu 
schreiben: 

zo %, (z) + z~ ,p,. (z) --t- . . .  + x~, %~ (z). 

Naeh einem Satze yon F e j 6 r  1~ kann man also 

~(0)  .... z , , ~ p o ( Z ) + z , ~ i ~ , ( z ) + . . ,  f-z , ,%~(~)l  '~ (~=: ~o)  

setzen; ferner ist die, obige Normiemng von q,(O) damit ~quivalent, clal~ 

is~. Also 

k~O k~O 

Dieses Maximum wird 4ann 

' , , ,  ( d o s ;  f)' 

und nut dana erreieht, wenn 

% (e ':~176 
ist, wo 2 der Bedingang 

k=O 
unterworfen ist. Also ist 

!~'1 ~ :~ ,,,,,(e'S~ r),  
d.h.  

<riO) = / , . ( r  f)ia,,(~oo, z ) ~  ( z =  e~~ 

Aus Satz XXVIII folgt, dab si~mtliche Wurzeln des Polyaoms s~(e ~~176 z) 
am Rande des Einheitskreises liegen. 

( ~ = o ,  1 , . . . , ~ )  

w 

K o n v e r g e n z s i i t z e .  

36. Ich will in diesem Paragraphen einige Anwendungen der vorigen 
S~itze zusammenstellen: Zunachst folgt aus Satz XII  mad Satz XXVI der 

Sa tz  XXX. Es sei f(O) nichtnegativ und (L) intajrabel, A( f )  > O. 
Ist G(f) > O, so konvergiert die Beihe 

I ,r~o(~)]~ + i ~1(~)[~ + .- .  + / ' , , , ( z )  ~ + - . .  
f~r l zl < 1 ; ihre Summe ist gleich 

1 1 1 1 11). 

Ist G ( f ) ~  O, so ist diese Reihe liar l zl < 1 divergent'2). 

lo) A. a, 0. r S. B2--64. 
i~) Uber die Bezeichnungen vgl. Absehnitt  8. 
xs) Sie ist sog~r fiir jedes z divergent. S. Abschnitt  88. 
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Daraus folgt: Ist G(f) > O, so ist 

lira ~ ( ~ )  = o (I z i <  1 ;  

und zwar gleichm4flig ]i~r l z] ~ r < 1. 
Beispie l .  Es sei E eine Teilmenge des Intervalls (0 ,2~) ,  deren 

Lebesguesches Mal3 < 2~ is~. Ferner sei f(0) nichtnegativ und 

f r(O)dO > o. 
F~ 

Ich betrachte das System 

und bride daraus naeh dem Verlahren yon E. S c h m i d t  dutch Orthogona- 
1Merung das System 

~f(O)~o(~), V ? i 0 ~ l i ~ ) ,  . . . ,  v / ( 0 ) ~ , , ( ~ ) ,  . . .  (~ = e ,o)  

mit fo]genden Eigenschaften: 
a) q),(z) ist ein Polynom n- tea  Grades in z. 
b) Der Koeffizient yon z ~ in %,(z) ist positiv. 

Dann ist die Reihe 

1 <po(z)I~+ I ~ ( z ) l ' ~ - + - . . .  + l</,,(z)l': + �9 �9 
fiir i z I < 1 is) divergent. 

Wenn ich n~mlich f* (0) auf Iolgende Weise definiere: 

f*(O) = r(o) auf der Menge E, 

f* (0) : 0 anderswo, 

so ist G( f* )  - -  o. 

Besonders bemerkenswert ist der Fall f (O)~  1. 
37. Es gilt nun Iolgende Erweiterung des soeben bewiesenen Satzes: 

Satz  XXXI. Ist f(O) nichtnegativ und ( ~) i~tegrabet, ]erner G(f) > O, 
so konvergiert die Reihe 

lira s,~ (a, z) = %(a)  %(z) q- (pl (~) ~%(z) q - . . .  q- ~o,-~a') G,(z) if- . . .  

I iir i a l <  1, I z / < l  und zwar gleichmgflig liar tat und t z l N r < l ;  
ihre Summe ist gleich 

1 1 1 
1 - ~ z  D(~) D(z) 

1.) Sogar fiir jedes z. 
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Der Beweis dieses Satzes stiitzt sich auf Satz V. Zunachst ist es klar 
dab obige Reihe flit ! r  1, I Z I < 1 konvergiert. Die Funktion 

E,~(z) -'/z,,(a; f)  % ( a ,  z)  D ( z )  = e~'t + elnlz if- . . .  q- e~'~z ~ - % . . .  

(n =. 1 ,2 ,3 ,  . . .)  

ist flit ]z l <  1 regul~ir anMytisch, yon 0 verschieden und 

GC~) :- D(~) (~ = 1,2, 3 , . . . ) .  
Es ist ferner 

l imE, (z )  :- E ( z ) - ~  e,,.-~ e~z q- . , .  -~- Gz  ~ ~ . . .  

fiir jedes I z I -< 1, and zwar 

Ich setze jetzt 

dann hat man 

gleichm~ig fiir ]zl ~ r < 1. Also 

lira ek (n) --- ek (k = 0, 1, 2 , . . . ) .  

und G(f,) > O. 
Satz VII 

G(z; 

Daraus folgt nach Satz V 

f.(O) = I #.(~; f) 8~(~, ~)i: t(0) (z = # 9 ;  

Nun ist % ( a , z ) ~ 0  flit l ~ i <  1, l z l s  also nach 

#~) ..... IE,,(~)I ~ ( 1 ~ 1 < 1 ; ~ = 1 , 2 , s , . . . ) ,  

14")["+t~ + + l  t~ - g a g , )  ,o(<f), 
also 

I~oi~+ l e ~ i ~ + . . .  + l e ~ l ~ + . . .  < l i m ~ , , ( a ; f ) = ( 1  - - l a l ~ ) l D ( ~ ) l  ~. 

Man ha~ aber andererseits 

Z(~) = lira G ( ~ )  = D(~), 

also 

d.h. 
=Zl l"Zt    ~ 

k=O b~0 k=O 

Daraus folgt 
e k ~ 2"5 ~ 

and also 
(k-~ 0, 1,2, ...) 
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Die Konstante 2 l ~ t  sich aas der Bedingung E ( ( ~ ) = D ( a )  berechnen. 
Es ist 

also 
~ v ( z )  = 11- ....... - ' ~  D(~) .  

Daraus folgt die Oleichung 

lira G(~, z) = ~(z_) . . . . . .  1 :...I ] % e. d. 
~=~ ~(~;f)D(z) ] - ~ z  D(~) D(z) '  

38. Ieh will jetzt das Verhalten der Polynome % ( z )  bzw. s,((z,z)  
fiir fat ~ 1, ]zl ~ 1 studieren. Zun~chst gilt der 

Satz  XXXII. Es sei f(O) nichtnegativ und (L)  integrabel, G(f} . O. 
M a n  hat / @  l zl >, I 

lira q;,,(zl = 1 

und zwar gleichmii/3ig ]iir I z] > ~ :.> 1. 

In der Tat ergibt sieh aixs (32) 

lira qr  =: G(f) ....... D.~(9). (I z l < 1), 
also ~" ~ 19(O)D(z) D(z) 

. . . . . . . .  . m  v,,, '. = (1 ~i > I ) ,  ~=~ z ~ / D ( o ) ~  z ~ j 9 ( 0 ) ~  \ z  

woraas der Satz folgt. Dieser Satz gibt sine asymptotisehe Absch/~tzung 
der orthogoaalen Polynome 9~ (z) au$erhalb des Einheitskreises. 

Zur asymptotisehen Absehiitzung der Polyaome s~(a,  z) gebrauehe 
ieh den Satz XXVII. Man hat 

s,~(~,z) = ( ~ z ) ~  ~,~( 1 ~ , { ) -  
Ist also G ( f ) >  O, so ist 

lira %( ~: z~ == 1 1 1 

][st ferner G( f ) - -O ,  so ist 

lira I ;T ~ ;  = ~ (I ~ I > 1) .  
Es gilt smnit der 

Sa tz  XXXIII.  Es sei f( O ) nichtnegativ und (L) integrabd. I s t  G(f)  > 0, 
so hat man 

_~ ~ ( ~ z )  ~ 

- -  ~ ..... .I_ . . . . . .  _ L _  ( 1 ~ 1 >  1 , 1 z l  > 1 ) .  ' 
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1st G(f )=:  O, dann ist 

lira [ ~o(Z)1~+[ q~(z)I'~..F ... + l~?,,(z)I "~ 
,, -:.. i ~ i.~,~ - = ~  ( iz l  > 1). 

Daraus folgt die Divergenz der Reihe 

I,~,o(~)1~ + ] ,~,~(~)I ~ + . . .  + ] ~,,,f~)l ~ + . . .  
fiir I zl ~ 1. Ich beweise bier, dab sie auch Iiir [z ]~-1  divergiert. Wire 
niimlieh 

~t.-O 

endlieh, so w~ire naeh ibsehni t t  35 

0 

fiir jedes niehtnegative trigonometrische Polynom of(0), also aus Stetig- 
kei~sgriinden auch fiir jede nichtnegative stetige Funktion T(0). Ich 
setze bier 

~r(0)~ 1 2rcos(o Oo/+,'~ (0=<r<  1). 
Dann w~ire also 

2~r 

lq-~ l . _ r  ~- 
l-~r 2 f - 2 r  cos(~--ooo)-~:T ~dO 

0 

r ,-,-;f 7 ~- l - f(O)dO, 

we ~: > 0 beliebig ist. Ich seize ~ ..... v"i - Z  r, dann is~ 

1 < 1 + ,  ~ A V 1  - r -F  " ~ f ( O ) a O .  

f (o)~  i 

Dies fiihrt aber zum Widerspruch, da ja 

lira f f(O) d 0 = 0 

ist. Daraus ergibt sieh die Behauptungi4). 

14) Es gilt also folgende Ergiinzung zu Satz XII :  Isr ] c~ I ~  1, da~m hat ,nan 

lira ~tn (~; f )  = ~t (c~; f )  = 0. 

Fi ir  beschr inkte  f ( s )  war dies bereits duroh (9 ' )  bekannt.  
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w 15. 

Igntwickelung nach den Polynomen ~ ( z ) .  

3.q. Ich stelle die folgende Frage: 

E~ sei F(z)  /i~r !z I ~ 1 reguliir; welches ist alas Polynom n-ten 
Grades P~(z), /iir welches das Integral 

2 zr 

j f'(O)tFl ) - n ,  d 0 = e  
i (} 

alas kleinste ist; f(O) bezeichnet bier dine nichtnegative, (L) integrable 
Funktion, /iir welehe A (f) > 0 ist. 

Ich setze' 
2;r 

t 
0 

dann ist das gesuchte Polynom 

(340 P,, (z) = go ~Po (z) + ~', '7~1 (z) + . . .  -f~ g,, '~,, (z). 

In der Tat, wenn ieh allgemein 

ser dann ist 

f(o) IF(z) - ~(z) lO 'd0  = ~A f (O) lF(z )}  ~dO - 2 .~}~ g~x,~+ 
0 0 k '~O 

.~.., .xk --- f (  ) i F ( z ) l  ~Y'ig,ol ~ + YTIg,~ - x,~l ~ (z :~ e ' ~  
k=,0 0 k~O ~ I 

das Minimum tritt  also dann din, wenn xT0 = gl, ist, q. e. d. t~). 

Dieses Minimum ist gleich 

f(O) i F ( z ) I ' d O  - z ~  t g,o i (~, 
0 k=O 

1~) F ( z )  kann bier natiirlich duroh dine komplexe Funk~ion /aT(0) dor reellen 
Variablen e ersetzt werden, fiir welche das Integral 

o 
endlich ist. 
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Ist; z.B. f ( O ) : = l ,  so ist %~(z)=z  '~ und die Polynome P,~(z) sind 
die Partia}summen der zu F(z)  gehSrigen Taylorsehen Entwickelung. 
Dies ist eine wohlbekannte Tatsache. 

40. Es gehSrt zu jeder ira Bereiche i z] ~ 1 reguliirea Funk~ion F(z)  
die formelle Entwiekelung 

(8~) ~ ( z )  ~ g,>mo (z) + g, % t~) 

WO 

1 Cf 
0 

�9 . .  - t -  g~,<r,,  ( z ) + . . . ,  

(z)dO (z= e~;  ~ 0,1,9~,.. .) 

is~. Die n-re Partialsumme S~(z) dieser Entwiekehmg lg~t sich in der 
Form, schreibcn 

S,, (z) ~:~ 
0 

((,~ . . . . .  ei~; n =  0,1,  2, . ..), 

wo s,,(~, z) die im Abschnitte q2 definierten Polynome bezeiehnen. 

Ioh beweise den 

Sa tz  XXX[V.  Es gilt ]iir ]eAe im Bereiche I z l ~ l  regulgre' 
Fun/ction Y(z) die Gteichung 

gt, t . . . ~  g~ 4-. . . . .  f (O)iF(z) l  ~"dO (z=:e'~ �9 
~) 

in gewissem Sinne TM) die Vollstiindigkeit des 

Vf ' (O)m~(z) , . . . ,  V f ' (O)%, ( z ) , . . .  (z = e '~~ 

dal~ fiir geeignet ge- 

Dieser Satz sagt 
Orthogonalsystcms 

Vf (o )  %> C~), 

aus. Er folgt also anmittelbar aus jener Tatsache, 
w~hlte Polynome P,~ (z) des Integral 

2J~ 

~ ,  {'t'(0) I ~,' (~) - P,, (z)I ~ s0  (~ = e ~~ 

beliebig klein ist. 
Der Satz XXXIV ist auf folgende Weise zu verallgemeinern: 

Es seien Fk(z ) r ]@ IZis U~d 

"~ ao <i<> % ( z ) . t . . . .  + e . ( z )  + = 

~") Man vgl, Sa~z XXXV, 
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dann ist 
2:r 

g(o 1,g~ +g~l, giO, + . .  +g:r ~ = ~ j / ( 0 ) < ( ~ ! ~ : ~ 0  
o 

(z=e%. 
41. Es gilt nun das folgende allgemeinere Theorem: 

Satz  XXXV.  Es sei H(O) irgendeine komplexe .Funktion der 
reellen Variablen 0 und f(O) I H (O) !~" (L) integrabel. Ioh setze 

2~  

: f  ...... h~=:~ f(O)H(O)q;,iz)dO (z .-:e'~~ n ,  .... (),1, " . , . . . ) .  
o 

Dann ist 
2 z  

h--==!ho~-~-lh, § §  l*J(O)l"dO. 
0 

Es gilt /erner ]iir ]ede irn Bereiche ] zl <__ " l reguEire Funktion _F(a) 
die Ungleichun~g 

(:.~7) f(O)i~(z)--H(O)] dO> e t'(O)lB(O)l'*aO-~ (~==~,;~), 
0 0 

deren rechte Seite nicht durch eine grS[3ere ersetzt werden kann. 

Der erste Teil anserer Behauptung ist eine direkte l%lge der bekannten 
Besselschen Ungleichung. Der zweite Tell folgt aus Abschnitt 39. 

Bevor ich weitergehe, will ich iolgeade Bemerkung machen: 

Es sei F(z)  eine liar [z} ~ 1  regula're Funlction, liir welche in (37) 
die Gleichheit besteht~:). Dann ist 

2zg 

0 

d. h. s&mtliche Koe//izienten der JEntwickelung yon l~ ( z) -- H (O) nach 
den Polynomen ~p~ ( z) verschwinden, obwohl im allgemeinen 

2at 

0 

ist. 

17) Eine solche Funktion t'(z) muB natiirlich nicht unbedingt existieren. Ich 
werde unten ein Beispiel angeben, in wolchem sio wirklich existiert. 
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Dann ist fii~mlich 
2:'r 2:r 

0 0 
(~  ~'I 

fiir jedes Polynom P,~(z) und das Gleiehheitszeichen gilt, wenn P,,(z)~ 0 
ist. Andererseits tritt  dies nur fiir 

?l 

k=0  

ein. Also ist g~ ..... h k (k~---~0, 1 , . . . , ' n ) ,  % e . d .  
1 

Beisp ie l .  Es sei f'(O):> 0 und ]'i~e'5 auch (L) integrabel~S). Ferner 

sei l al <: 1. Ich setze 

Dann is~ 
2Jr 2~  

0 u ]zl=L 

wo das Integral im Cauchyschen  Sinne zu neltmen ist. Also 

/ i , ,= e~ (~ = o, I ,  e ,  ) ,  

woraus z .B.  yon neuem die Konvergeaz der Reihe 

folgt (Vgl. Satz XXX). Man hat ,hier 

1 1 1 

~,(~; t )  i -  l~,I~ ID (~ ) I  ~ 
und 

2~t 2~ if 'Y2 " u= f(o)IH(O)I  dO .... e~ ;3 iY-~,I ~ 

o o 

also ist fiir jede im Bereiche 1$[ <:: 1 regulate $ '(z) 
2~ 2 z  

0 0 

Mathematis~hB Zeitschri~. IX.  13 
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Es sei jetzt D(z)  reguli~r und yon 0 verschieden ftir I z! ~ 1, so ist 

w o  
2z~ ,J (36) g " =  2~ f(O)F(z)%,(z)dO (z=.er176 n-.:O, 1, 2,...) 

o 

ist. Dann konvergiert diese Entwickelung ]i~r [z.] < R und stellt F ( z) dar, 
sie divergiert /erner /i~r I z [> R, wo R > 1 den Radius des grS/3ten 
Kreises um den ~ullpunkt bezeichnet, welcher in seinem Innern kei~en 
singuldren Punkt yon F(z)  enthglt, Man hat i2brigen8 

lira sup i7[ g~ --= t ~  " 

Ich betrachte zuni~chst ganz allgemein eine Entwickelung 

Iiir welche 
12 ,2 ,~ 

1%, + ])', i + . . .  + I >',,., I + . . ,  

in der letzten Ungleichung fiir 

1 1 1 
F ( z )  =. 

1 - ~ z  D(~) D(z) 

das Gleiehheitszeiohen giiltig. Man hat ni~mlich 
2~v 2 z  

f(O)]F(z)12dO-~lD(e ) , l - i ,~  i 1~(~) ~ 2 
o o 

und 

2~ f(O)Hi'O)F(z)dO----!R:[)"i z:-) ;  lfl[;,('~ i n i , )  ': 
0 I z l = l  

Daraus folgt, da/3 die Entwiekelungskoeffizien~en der Funktion 

1 1 1 1 1 1 l /" l 1 ~ 
) 12 1 - - E z  "l):ia) JD(Z) ]D(z )  I 1--&z l - - a z  JD(Z) D ( . )  D ( z )  

nach dem Polynomen q)~(z) siimtlich verschwinden. 

42.-Zum 8chIal3 beweise ich den 

Satz  XXXVI. Es sei f(O) nichtnegativ und ( L ) integrabel, G(f)y. O. 
Ferner sei .F(z) /is ! z l ~  1 regul~ir und ihre Entwickelung nach den 
Polynomen ~ ( z) 

(35) ~(z)~go~o(Z) +g~ ~,~ (z)+...-,~,. g,,q,,~(z)-t,..., 
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konvergiert. Es sei 

lim sup ~/l~';:-f == V, 

dann behaupge ich, dab diese Entwiekelung flit l z] < 1 konvergiert und 

fiir I z: --. ....... li; divergiert. In dem Bereiehe [zl~< 71 sgellg sie eine regulgre 

Funktion dar. 

Es ist offenbar 7 ~ 1. Ist ~ := 1, so folgt die Behauptung unmittel- 
bar aus den Sgtzert XXX und XXXII. Ist 1, < l ,  dann folgt die Diver- 

1 aus Satz XXXII.  kus demselbea Satze folgt die Kon- genz fiir ! z l > 7 

vergenz fiir 1 ,<[z  I < ~ ,  aiso nach einem wohlbekannten Satz yon 
l 

W e i e r s t r a $  iiberhaupt fiir I z] <-if. Damit ist die Behauptung bewiesen. 

ieh betracMe nun die zu lV(z) gehSrige Entwickelung 

go ~'o (z) + a ~ ez) + . . .  + g,, ~,., (z) +..., 
flit welche nach Satz XXXIV 

konvergiert. Es sei 

t go l ' +  !a  I ~ + . .  �9 +.] g,, ]" + . . .  

lira sup ~' g,, [ = g, 

dana muB nur bewiesen werden, dal] 1 =~ R ist, wo R den Radius des g 
grSfSten Kreises um den Nullpunkt bezeichnet, welcher in seinem Innern 
keinen singul~iren Punkt yon F(z) enth~l~. 

ZunEchst folgt aus dem eben Bewiesenen, da{] die letzte Entwicklung 

fiir I z l "< I konvergiert und dort eine regul&re Funktion darstellt. Daraus # 
fo]gt die Ungleichung 

l < R .  
g ~  

1 In derTat ,  d ies is t  klar f i i r g = l .  Ist a b e r g < l ,  d .h .  ~ - > 1 ,  so muB 

die dureh dieEntwiekelung fiir[z I i ] .... ~ dargestellte Funktion nach Satz XXXIV 

mit F(z) iibereinstimmen, so d a B , E ( z ) f i i r  izl < :  regul/ir ist, also 

~<~. 
g ~  

Die Behauptung wird somit bewiesen, sobald ieh die Ungleiehheit 

o 1 I ~ R ,  d .h .  g s  g ~  
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Dies gesehieht folgendermal]en. Es ist naeh der Orthogonali- nachweise. 
t~tseigenschaft der %~(~) 

2z 

go=  2f 
0 

we Q(z) ein beliebiges Polynom n - - 1 - t e n  Grades bezeichnet. Nun gibt 
es nach der Bedeutung yon R zu jedem R ' <  R fiir alle n solche Po]y- 
nome n - - l - t e n  Grades Q(z), dab 

A 
I F / x ) -  Q ( ~ ) [  ~,,, ([z s 1) 

ist, we A yon z und n unabhhngig ist. D.h. 

J g,, I < ~,,, 2 ~  

alSO 

g == lim sup ~71 g,~ ] __/~,, 

und da /~' beliebig nahe zu /~ gew~h]t werden kann, 

w. z. b.w. Damit ist unser Satz XXXVI v511ig bewiesen. 

K o r o l l a r .  Isg in Satz XXXI die Funktion D(z)  fiir ' ~z l~ l  
regulir, so gilt die dorg ausgesproehene Gleiehung 

I ~ . z D ( . ) D ( z )  
(l~l < i) 

nicht nut flit I z ] < 1, sondern sogar flit ]z ] < Min @1], /?),  angenommen, 

dal3 D(z) fiir I z ] < / ~  regular und yon 0 versohieden ist. 

Beispiele. 
43. Es sei 

f ( 0 ) =  1 ~ ' ,  

we ~ (0) ein positiv trigonometrisch~s Polynom p- ~er Ordnung bezeichnet. 
Ferner sei 

~l ~) = ~o + ~1 ~ + .  �9 + a~,~ (% +o)  

fiir [ z l <  1 yon 0 verschieden und 

~(0)  = la(~)l  ~ (z = ~'0). 
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Dann ist nadt  8at, z XVI 

D,, ~r) ..... a ( t )  ,�9 
D,,_~ (f) 

Man hat  mm naeh Absehni~t 84 

1 1 

und 

s t ' f (O)  .,,., .(a)t~d,:._ D, ( f )  1 

0 

(z ;: do ;  n : > p )  

~ rg 

I r I{,gf(o}l ,z,~,(z}[ 'a dO 
8 {} 

2 : r  

,,~.. f f(o) Iv,: (~1 
0 

oder ist nach Satz V1 

f(o) 

G(f)~.,/,: (9 ) i "  = G(t')  .... I~o 

g;i f log f(O) I *I,~ {z) I ~ do 
,'~dO =e o 

'2 

. : ' ,  . I ~ C O I ] . S ~  ~(z) l 

v',,? (z) = r a (z) 

folgB. A.us '~/'~* (0 )  = ,  1 ergibt sieh 
v'g(z) ~.-!..~)~ 

Daraus folgt 

und also 

W 0  

, 61, 0 

% 

ein Polynom p-ten Grades bezeichnet~~ 
44.  Es  sei 

1 ,~= 1 + r3 _ re cos (0 - 0o) f(O) = T l~- Zol - r  
( z =  e~~ Zo=~roei~ 0 ~ r  o <1) .  

19) S. Erste Ylitteiluag Fuflnoto ~o). 
~o) Man Vgl. a. a. 0.  % 

(z ~:e~"; n > p ) ,  

( s  > ~) .  

( ~ > p ) ,  
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])ann ist 
1 1 - r ~  ~+4 .).~). 

/)~ (f)  = 2-~'+~ -T-r--)--  (r~== 0, 1, 2, .. 

Die Eigenwer~e yon f(O) ergeben sich dutch eine elementare Rechnung; 
man hat '  

,~(kn) 1q-to ~ (7r f((k+l)~ 0o) 
(} --= 0, 1 , . . . ,  n ;  r~ --= 0, 1, 2, . . .) ' - ' :) .  

Die Polynome ~ ( z )  lassen sich auf folgende Weise berechnen. Aus (27) 
folgt, wenn man die rechtsstehende Determinante nach ihrer letzten Zeile 
entwickeIt, 

S~, (z) = D~_~ (f)  z'~-- ct &_~ (z) (,~ ..... 2, 3, 4 . . . .  ), 
also 

a . (z )  = D~.~( f )z  '~- q D ._2 ( f ) z  ~-:1 ~- . . .  -~- (-- q ) . - l  D o ( f ) z +  (-- q)~ 
( ~  = 1, 2, ~, . . . ) .  

Daraus erhglt man leicht die Polynome %~(z). 
Ich betrachte jetzt den interessanten Fall r o --=-1. Dann gestalten 

sich diese Rechnungen sehr einfach. Man hat 

f ( 0 )  = 1 - c o s ( 0  - 0o) 
und 

~ +  2 (~  .... o, .1, 2, . .). D ~  ( f )  = > w ,  

Ich seize z o =-. ei~ dann ist q ~ - -  ~o, also 

7 "~ -+- V :~~ z--* + . . .  + ~,, 

= - i l  [ (n -k l ) z " -} -nZoz" -* -F - . . . -~z , : ' ]  (n .... 1, 2, 3 , . . . ) .  

Daraus folgt 

, /  2 a: ~ - ~ -  . ~ , .  

kls hnwendung behandle ich nach Abschnitt 35 die folgende ~Iinimum- 
Aufgabe: 

Welche ist die obere Grenze des Maximums yon cp (0) ira Intervalle 
(0, 2 ~z ) , w~ihren d ~ (0) die Gesamtheit der nichtnegativen trigonometris~hen 
Polynome n-ter Ordnung mit der Bedingung 

2:v 

i - o o s ( o  - Oo)1 d o  = 

f $  

dur chl(iu/t ? o 

~1) S. Fuflaote 1~). 
~,2) Man vgl. L. gej6r,  a. a. 0.~), S. 79. 
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Man hat offenbar 
n 

(1~1=1; ~>=1), 
wo das Gleichheitszeichea nur fiir z ~ z o giiltig ist; also hat man 

, e ~ k +  3) 

(Izl =1). 
Das ist die gcsuchte obere Grenze, d .h .  

Das Gleichhei~szeichen ist hier nut Iii~ 

~(O) -~ !si(z~ (z=e~~ 

und iiir 0- 0 o giiltig. Man hat abet 

cfk (Zo) = Zo k . 2 

und 

,p~(Zol ~k (z') = ~0 ~ [ ( ~ +  1)z' + kZoZ' -~+. . .  + ~#3 

= ( k +  1)(~oz)~ + k(~oZ)~-~ §  + 1 ,  
alSO 

~,, (~o, z)  ~ n + ~ § n .  2 (~oZ)+  . . .  + 2 �9 ~ (~o z) ~-~ + (~ + ~)(~oZ) ~, 
d. h. 

Daraus iolgt der Satz: 

Es sei 

9 (0) == a o § e~ cos 0 § fix sin 0 §  § r cos n 0 + fl~ sin n 0 

ein nicht~,egatives trigonometrisches Polynom n-ter Ordnung und 

= 1 ~s). ~o 2 

'~) D .h .  ~(~)= 1. (S. Abschnitt 18.) 
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Dann ist 

Das Gleichheitszeiche~ ist .bier nu t  1@ 

und ]iir 0 = 0 o gi~Itig, wo 0 o irgendei~en solchen Winkel bezeichneg, /i2r 
welchen 

(,~. - i fll"l d ~  

reell und nichtnecativ ist. 

Man ha~ n~mlich 
2~ 

q~(O)dO--=% 
o 

und 
2~ 

1 j q~ (0) cos (0 -- O o ) d O = % c ~ 1 7 6 1 7 6  . . . . .  -'tfl~. 
o 

(Eingegangen am '26. Februar 1919.) 


