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Einleitung. 
Der Zweck dieser Arbeit ist, im Rahmen einer~ einfachen 1Vlinimum: 

Aufgabe (w 3), einige S~itze zu entwickeln, die geei~e~ sin~ die The0rie 
der Toeplitzschen Formen yon e~dlichvi~l~ Variablen n~iher zu be- 
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griinden. 
schen Formen, deren Matrix die Gestalt ha t  

C o C_ 1 c_~ . . .  O_ n 

C~ C O C_ 1 . . .  C_n+ 1 

v~ ci Co . . .  ~-,,+~ 

G. SzegS. 

Unter To 'epl i tzschen Formen verstehe ich diejenigen H e r m i t e -  

So gehSrt zu jeder Funktion f(O) eine ganz bestimmte Schar yon T o e p l i t z -  
schen Formen ~) 

T , ( f ; x o ,  x ~ . . . . .  x , ) = = ~ , Z % . q x ~ 5  ~ (n----O,l ,  2 , . . .> ,  
~---0 ~ 0  

deren jecle ein Abschnitt der ~aetff~lgeaden islk 

l) 5 bezeiohnet die zu ~ konjugier~ komplexe Grille. 
~) Ioh untersoheide die Toeplitzschen Forraen yon den sog. Z*Formen, deren 

Koefllzien~schcma folgendes Aussehen hat: 

(S-~)"--. 
Diese Formen ~tehen nat~lich in engstem Zusammenhange mlt 4e~ Toeplitzschen 
Formen. Die Benenaung ,Toeplitzsche Form ~ kommt bei E. Fisoher  (a. a. O. 
5) c) S. 254-256) vet. 

s) D. h. im Lebesgueschen Sinne. 
~) O. Toepli tz ,  ~) Zur Transformation tier Scharen biIinearer Formen yon 

unendlichvielen Ver~a~derlicheu [Nachrichten der Kgl. Gesellschaft d er Wissensehaften 
zu GSttingen, matl~.ematisch-physikalische Klasse 1907, S. 110-115]; b) Zur Theorie 
der quadr~tischen Formen yon unendli~hvielen V~riablen [ebenda 1910, S. 489--506]; 
c) gut Theorie der q u a d r a t ~  und bilinearen Formen yon unendlichvialen Ver- 
~nderlichen. I. Teil" Theorie der L-~ormen [LVIathematische Anaalen, 70 (t911), 
S. 851--376]~ d) ~ber die Fouriersehe En~wickelung positiver Funktionerl [R~ndi, 
~oati del ~'reolo Matematico di Palermo, tome 82 (20 Semestre 1911), S, 191--192], 

I f e~,,OdO r = ~ f(O) 
0 

o , • 1 7 7  . . . .  ). 

C~ %-1 On_2 - ' '  CO 
WO " 

(,, = o, I ,  2 . . . .  
ist~), Ich setz6 

% = a , §  ~(~== O, I, 2 . . . .  ); 

dann 'ist es beso~ders interessant, die Zahlen a ,  und bi~. als ~ e  F o u r i e r -  
s~hen Konstanten einer reellen, (L) in t eg rab len  s) Funktion f(O) aufzu- 
fassen; 4. h. es sei 

2 ~  2 ~  

a~----~ f(O)cos~iOdO, b,,=E-~ 
0 0 

a l s o  
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Die Arbeiten yon Toeplitz, Carathdodory and, ~e~r ~) hah~n 
b~kanntlich au2 einen ts Zusammenkaz~g gewiese~ ~ z ~ r ' I s e ~  
dem W.ertevorrat dieser l~0rmen ~nd dem yon f~O) bes~eb~ N ~ h  ~ 
wissen Vorbereitungen, die im I. und tI .  Teil der ~ o r l i e g ~  ~ l ~  
eafhal tea  siad, will iCh im III .  Teil diesen Zus~mm~ ~nhar~g ~o~h~ ~ h ~  
pr~zisieren, inclem ich d~e Eigenwerte obiger Formen betraehte and der~.~n 
Verteihng untersuehe. Es ergibt sieh der Satz (w 8), da~ sic ffir l i m n  = oe 
,,ira Darehsehnit~t '' mit den ~quidistanten Ordinaten yon. f(O) iiberein- 
stimmene). 

Bei der Abfassung des IV. Teiles v) hatte ieh eine gewisse • 
vor Augen, die an vielen Punkten zwischen der Theorie der T o e p l i t z -  
schen und der sog. rekurrierenden (H~nkelsehen)  Formen s) besteht. 
Unter rekurrierenclen Formen vers~ehe ieh diejenigen quadratischen Formen, 
deren Matrix die Gestalt hat 

go g~ 
g~ g~ 

g~ 

g~ 

g.z . . .  g, 

g8 - . .  g . + l  

g~ g~ , . .  g,+~ 

�9 . .  

g~+~g~+~ .- .  ~ .  

(n ~- 0, 1, 2, . . . ) .  

Diese Formen haben eine ebenfalls sehr ausgedehnte Lite~amr, die iibrigens 

5) Man vgh aul~er den oben zitierten Arbeiten yon Toeplitz: a~ C. Carath~odory. 
Uber den Variabilit~tsbereich der Four ier  schen Kons~nten yon positiven harmo- 
nischen Funktionert [Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo~ tomo 82 (20 Se- 
mestr~ 1911), S. 198-217]; b) C. Cara thdodory  und L. Fejdr,  ~ber den Zusam- 
menhang tier Extremen yon ha~monischen Funktionen mit ihren Koeffizienten und 
fiber den P{oard-Landauschen Satz [ebende~ S. 218-239]; e) E. Fischer,  ~ber 
das Carathdodorysohe Problem, Po~enzreihen mit positivem reellen Tell betreffend 
[ebenda, S. 240--256]; d) L Schur, Uber einen Satz yon C. Cara th~odory  [Sitzungs- 
beriohte der Kgl. Preul3ischen Akademie der Wissenseh~ften 1912, S. 4-15]; 
e) G. Froben ius ,  Ableitung eines Satzes yon Cara thdodory  'aus einer B~ormel 
yon Kronecker  [ebenda S. 16--31]; f )F .  Riesz, ~ber ein Problem des Herrn 
Oara~hdodory [Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, 146 (1915), 
S. 88-87]; g) I. Schur, ~2"ber Potenzreihen, die im Innern des Einhei~skreises be- 
schr'~kt sind [ebenda 147 (1917), S, 205--232 und 148 (1918), S. 122-]45~: Man 
vgl. insbesondere w 8; h)O. Sz~sz, Uber harmonische Funktionen uad L-Formen 
[M~thematisehe Zeitschrift, 1 (1918), S. 140-162]. 

6) Dieses Resultat ist in meiner ungarisehen Arbeit enehalten: A Toe pl i tz :  
f41e ~orm~kr61 [~athematikai ~s term~szettaOoms ~rtesitS, 35 (t917), S. 1 ~ - ~ ]  
S. 203. 

~) Ersuheint~ in einer zweiten Mit~teilung. 
, s) G. Frobenius ,  Uber clas Tr~gheitsgesetz der qu~lra~he~ Formen [~ournal 

fiir die reine und angew~nd~e ~athematik, 11~ (1895), S. 187-2~0] w 8, 
12" 
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viel iilter ist, als die der Toep l i t z schen  Formen. Nun besteht, wie ~e- 
sag~, zwischen den beiden Theorien eine gewisse Parallelit~it, die besonders 
sehaff hervortritt, wean die Konstanten g~ als die S t i e l t j  essehen ~r 
einer im reellen Inte~valle (a,/3) definierten reellen Funktion T(t)  auf- 
gefal]t werden, d. h. 

Z / .  

g, .~ J p  ( t ) t"d t  (n=: O, 1, 2 , . . . ) .  

Die Idee dieser Analogie ist nach beiden Riehttmgen zu verwerten. 
Anwendungen auf die Theorie der rekmrrierende~ Formen lasse ich hier 
beiseiteg); ieh befaese reich bier nut  mit  der Ube~ragang eines, mit den 
~eku~ie~en~n Foemen eng zusammauh~genden Beg~iffes au~ dis Theorie 
der Toepl i tzsehen  Formen. 

]~s sei p( t )  eine fiir a g t g / 3  definierte nichtnegative, (35) integrable 
Funktion und 

fi 
f l  

(t) d t  > o. 
r 

Ich betraehte das System 

Vp(t) ,  l /p i t  it, . . . ,  Vp(t)t"', ...lo) 
und bilde daraus nach dem Veffahren yon E. S e h m i d t  dureh Ortho- 
gonalisierung da s  System 

V ~ P o ( t ) ,  V-p~(t)Pl(t ), . . . ,  Vp i t iP~( t ) ,  . . .  
mit folgenden Eigensehaften: 

a) P,~,(t) ist ein Polynom n- ten  Grades. 
b) Der Koeffizient yon $~ in P,(t)  ist positiv, 

f l  

o) P,(t)dt = (.,, n =  0, 1, 2 , . . . ' i -  
r 

Ist ~, B. p(t)--= 1, a m~d/3 endlich, dana ist P , ( t )  (abgesehen yon einem 
konsta~en Faktor und yon eine~ linearen Transformation der Variablen) 
gleich dem n-ben Legendreschen  Polynome. 

Die Polyaome P,(t)  spielen bekanntlich eine wiehtige Rolle in der 
Theorie der S t ie t t j e ssehen  Kettenbriiche~). Dolt zeigt sieh aueh die 

0) Eine diesbvzfigliche ~Arbei~ yon mir wurde am 18. III. 1918 der ungarischen 
Akademie der Wisse~aschaften ~rorgelegt, 

lo) Alle Quadra t~e la  stud positiv (nichr zu nehmen. 
i~) s,~, ist gleich 0 o,der 1, je nachdem ~n ~ n oder m = n is~. 
~) S. O. Perron, Die Lehre yon flen KCtteabriichon, Leipzig und Berlin 

(B. G. Teubner), 1913, S. 379, 
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intime Beziehung, in welcher sie zu den rekurrierenden Fomen stehen. 
Ihre verschiedenen inte~essanten Eigenschaften ,will ieh bier n~h~ aus- 
einandersetzea. Ich bemerke nut, dab die meisten wohlbekamnten Polynom* 
typen (die Polynome yon Legendre ,  L&gaerre ,  Jacobi  uad Herm~!e) 
als spezielle. F~]le in dieser ~llgemeinen Klasse enthalten sind. 

Die Eigenschaften dieser Polynome haben metdere Autoren ~ uuv~r~: 
sueht. Um so auffallender ist es, dal~ in der Theorie der Toeplit'zsen~n~, 
Formen die entsprechenden Polynome meines Wissens bisher nicht be~ 
handelt worden sind~3). Diese Polynome definiere ich folgendermal~en: 

Es sei f(O) eine fiir 0 ~ 0 ~ 2~ definierte nichtnegative, (L) inte- 
grable Funktion und 

2 ~  

f z(o)go > o 
0 

Ich betraehte das System 

und bilde daraus nach dem Veffahren .yon E. Schmidt  dutch Ortho- 
gonalisierung das System 

V~f(O)r 1/f(O)V~(z) . . . . .  V?i-0) q~, (z), �9 �9 . ( z -~e  'e) 
mit ~olgenden Eigensehafte~: 

a) ~ ( z ) i s t  ein Polynom n-ten Grades. 
b) Der Koe~izient yon z" in ~ ( z )  ist positiv. 

2 ~  

0 

Ist  z. ]3. f(O)= 1, so ist  ~ ( z ) =  z ~. 

Die'so definierten Polynome W, (z) h~ingen eng mlt den zu f(@) ge- 
hSrigen Toeplitzschen Formen zusammen und haben in mehreren Punkten 
s Eigenscha/ten, wie die Polynome P,~(t). Im IV. Teil beweise 
ich unter anderem den Satz (w 14): 

Es sei f(O) positiv und log f(O) (L) integrabel; dann existiert 

lira ~ (z) 
Z ~ 

~ r  l zl :> 1 und stellt deft eine regulate Funktion dar. 

1~) Man vgl. jedoch a. a, O. 6), d) und e), we ~hnliche Polynome eine wichtige 
Rolle spielea. 
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Ferner (w 15): 

gede i~ i zl ~ 1 regul~r-analytische Funktion _Y (z) gestattet eine 
Entwicklung nach den Polynomen q% (z) 

(~) = Co Vo (~) + ~ ~ (~) + . . .  + ~, ~,,(z) + . . . ,  
deren Koeflizienten on sich auf die Fouriersohe Weise ergeben: 

I 
J (z)~O (z e~('J; n o , l , ~ ; . . . ) .  c,, = ~ f(O) F (z) ~,  = = 
0 

Diese Entwicklung ko~vergiert ftir I z I <: R, wean R )~ 1 den Radius des 
grSflten Excises h~eie,tmet~ welehex keinen singul~ren Punl(t yon F(z)  
enth~lt undstellt deft F(z) dar. Sie dive~giert ~erne~ fiir ]z I > R. Man 
hat f~b~ens. ' 

limsup ~lc~l = ~" 
~=ao 

Es besteh~ demnach eine voile Analogie zu den Poteazreihen. 

I. Teil. 

0be t  verschiedene Mittelwerte. 

Um den Gang dersp~iteren Untersuohungen nicht unterbrechen zu 
mfissen und zwecks Einheitlichkeit der Darste]]ung, schieke ich bier einige 
Definitionen und IIilfss~tze voraus, die im folgenden mehrmals Anwen- 
clung finden. 

w 

Das arithmetisehe und geometrisehe Mittel. 

1. Es seif(O) im Iatezvalle (0, 2~) nichtnegativ un4 (L) Lutegrabel. 
leh bezeichne 

2 ~  

Er()] A 
0 

als das ,,ar~thmetis~he Mittel" yon f(0); das ist eine ga~ bestimmte 
mchtnegative Zahl. Ist 0 < m < f(O):~ M, so hat man 

m ~ _ A ( f ) ~ M .  

Ieh definiere ferne~, das ,,geometrische Mittel" yon f(O) auf folgende 
Weise. Es seif(O) niektnegativ uncl f ' (0)  (L) integrabel, we ~ positiv ist. 
Ist f(O) ~ m > O, so setze ieh 

2 ~  

~f log f(o),o 
(7 [/(.)] = (~ ( f )  = e ~ 
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Das ist eine ganz bestimmte positive Zahl, da ja 

l o g x ~  x - - 1  (x :>0),  
also 

ist. g ~ t l e r t  abet eine solche Zahl m meh~, so u a t e r s ~ : ~ ~  
FgUe. I st alas Lebesguesche  l~Ia~ clef Menge E If(0.) ~--~011~) ~ ~ 
so seize ieh G(f)= O. 'Ist es gleich 0, so kann ieh zun~ichsW romps;  
setzen, da~ f(O) iiberall posi t ivis t .  Das Integral 

f logf(O)dO 
f(o)~x 

ist nun immer endlich, weft 

ist. 

~xg 

~ j  g 

f(o) ~_ ~ f (o) ~ 1 o 

DaB Integral 

f logf(O)dO 
f(o) < i 

kann entweder endlich oder nieht endlieh (d. h . -  co) sein. Ist es end- 
lieh, so bleibt die obige Formel fiir G(f)  in Giiltigkeit; ist es nicht 
endlioh (d. h. - -  ~ ) ,  so setze ieh (7 ( f )  = 0~9 .  

So ist G(f) s eine ganz bestimmte nichtnegative Zahl definiert. 
Ich bezeiehne sie als das geometrische NIittel yon f(O). 

2. Ich stelle bier einige Sgtze flit G(f) zusammen, die, falls f(O) 
positiv .und stetig ist, wohlbekannt sin& 

Satz  I. Es sei 0 ~_ m ~= f(O) s M und f(O) (L) integrabel.~ Dann 
ist 

(1 )  m = < G ( f )  = < M .  

Dies folgt unmittelbar aus der Definition. Zum Beispiel 

(7(1) = 1 .  

(L) integrabd. Satz  Ii .  Es seieu f(O), ~(0) nichtnegativ . uncl 
Dann i s t  

(2) G(f) a(~) = a( /~) .  

~) ieh bezeichne dies mlt mes• [ f (e )=0] .  
~) • ( f )  ist also dann und nut dann positiv, wenn (mit ~umahme einer 

O-•enge) f (0) po6i~iv und log f ( 0 ) (L) integrabel ist. 
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Diese Gleichung ist trivial, wenn f(O), ~(0) (mit Ausnahme einer 
O-Menge) ~6) positiv uncl logf(O), log~ (0)(Z)integrabel  sin& Ist ferner 
mesE[f(O) = O] > 0, oder mesE[~(O)---~ O] > 0, so ist sie auch klar. 
Es bleibt also nut der Fall zu betrachten, wo f(O), ~ (0) positiv und die 
Funktionen log f(O), log 9 (0) nicht beide (L) integrabel sin& Dann kann 
abet das Integral 

j ~og f(o) ~ (o) dO 
o 

nioht endlich sein (es ist also gleich -- oo), da ja die Integrale 

f togf(O)~O, f log,(O)~o 
endlich~sind. Also ist G(fcp)= O. Daraus folgt die Behauptu.ug. 

" Satz  i IL  Es sei f(O) nichtnegativ und (L) ~ntzgrabeL Dann is$ 
(3) lira a(f  + ~) = G(f). 

~=+0 

Es sei zun~chst mesE[f(O) = 0] = a > O. Fiir e :> 0 hat man 

log G ( f +  e) < ~ l o g e  + log[f(O)+e]dO. 
f(o) ~1- . 

Nun gilt die Ungleichung 

• (~>0, ,>0), 0 < log (x + ~) -- log x < 

so dab 
l o g O ( / ' +  ~) < ~.~log ~ + logf(O)gO + ~ _., 

worallg 
l i~  a ( f +  ~) = o = o (f)  

fo lgt .  "= + o 

Ich kann also voraussetzen, dab rues .E [f(O) = 0] == 0, oder auoh, 
dab f(O) iiberall positiv ist. Dann ist nach der obigen Ungleichung 

lim f log[f(O)+eJdO== f logf(O)dO. 
* = + 0  

Es sei~ jetzt ~ /=  ]/~" and 0 < e < ~ .  Es sind zwei F~lle mSglich. 
Ist das Integral 

.; logf(O)dO=lim f logf(O)dO 
~=+0 

f(o) <1 ~ / f (e )< l  

~ Unter O-Menge verstehe ich ~due Menge, deren Lebesguesches ~8,B 
gleieh 0 ist. 
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endlich, d.h. 

[ log f(0) ~0 = 0, lira 
d 

f(@)<,~ 

B o h ~  m~ (~ + ~ = ~7+ ~ < ~ < i) 

; U:: D ~ tog [f(O) + ~] d~O g f(O) dO 
f(e)<i 

/(o)<~ f(o)<,~ f(o)<v 

woraus die B6hauptung f.olgt. Ist abet dieses Integral nioht encllich, also 
G ( f ) =  0, so ist 

f log[f(O) + e]dO =< f log[f(O) + ~]~0 ~ f logf(O)~O + 2= • 
/ '(0)<1 ,l~f(O)<l ~_~f(O)<l 

s f log  f(0) d 0 + 2 st 1/;-, 

woraus lira G ( f +  e ) =  0 folg~. Damit ist der Satz III  bewiesen. 
~=+0 

Sa~z IV. E~ sei f(O)~ichtnegativ ~nd (L) in~egrabel, dann ist 

(c) ~(f) <= A (f)-). 
Dieser Sa~z folgt mit~els Grenziibergangs unmittelbar aus der bekannten 
Ungleichung xs) 

m, log~ z + ~m~ log ~l + -.- + ~r~,, log sn 

(~) e " "  < ~  " 

----- ~%+~n~ + . . . + ~ n ~  

(~n~> 0, x ~ > 0 ;  / e = l ,  2 , . . . , ~ ) .  

w 

E i n e  Verallgemeinerung des geometdschen Mittels. 

3. Es sei ~=~e i*' eine beliebige komplexe Zahl im Innern des 
Einheitskreises, d.h. ~ <  1. Es seif(O) nichtnegativ mud f"(O) (L)0inte- 
grabel, wo ~ positiv ist. Ich defi~ere den l~ittelwert G(a; f) folgender- 
ma~ e n :  

1~) Dieser Satz riihrt in  seiner einfachsten Form yon C a u c h y  her: Cours 
d 'analyse de l'~cole royale~polytechnique. (Euvres complete% Paris (Ga, uthier-Villars), 
1897, II.  S~rie, @, S. 375. 

xs) S. J. L. W. V. J e n s e n ,  Sur les fonctio~s convexes et les in~galitSs entre 
les valeurs moyennes [Acta Mathematica, @0 (1906), S. 175-201] S. 184. 
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Ist G(f)---O, so seize icl{ G(a; f ) = O .  
Ist G ( f ) >  O, so setze ich 

•  1-1al~ dO 
2~ 

1 flogf(o) 1 . 1-e~ log f(O) 11--~z] ~ 
0 0 

G(a; f) = e = e 

Man kann diesem Ausdruck auch eine andere Form geben. Ist n~im- 
lich G ( f ) >  O, so ist logf(O) (L) integrabel; es existiert also die formelle 
Four ier -  Entwickhng 

log f(O) ,~ }o -~ 2~(k,,cos z~ 0--}-~,, sinnO). 

Ich seize 

und 

Dann ist 

g ( z )  k0 . 

t;--.1 

a) D (z) regulgr-analytisch fiir I z] < 1. 

b) D(z):@O fiir Izl < 1 .  

~ f log/(,) l - r ,  
1--  2 r  COS (x--  O) + r  - ~ d g  

c) ID (z ) t~=e  ~'(~) =e o 

Folglich 
(7(a; f ) =  ID(a)l ~. 

Man hat offenbar 

r  f ) =  I D(0)}~ = e*~ = a( f ) .  

Es gelten ferner die Sii~ze: 

�9 I s r  0 ~ m ~ f(O) <= M und f(O) (L) ~ntegrabd, 8o ist 

(1') m <= G(a; f) ~_ M. 
Ferner 

G(.a; i).= 1. 
Sind f(O), ~(0) nich~nega~v u~ (L) ~tegrabd, ~o i,.t 

(~') a(~; f) a(~; ~) = a(~; f~). 

19) Ich vers~ehe under Rx  den reel}en Tail der komplexen Zakl x. 

= G(z; f )  
( z  = f e t e ;  r < 1)~9). 
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Ist f (0) nichtnegativ und (L) integrabzl, ~so ist 

(3') !ira G(a; f +  t) = G(a; f) .  
~= +0 

Dies~ Sii*ze kSnnen ~ i c h  bewiesen werclen, wie di6 e n ~ f  h~e~e~ 

4. Es gilt nun der 

Sa*z V. Ist f(O) nichtnegativ, (L) integrabel und (7( f )> o, 8~ ~ 

(5) idol~+ Idl [9+...  + rd~l~+... =<A (f)~o). 
Man hat n~mlich nach tier Ungleichung (4) 

1 flogf(~)/_~, l~r2 2,~ 
o~= eos(z-O)+ri ~ 1 {' 1 - - r  ~ 

1D(re, o)l~= e o =~jf(=)~.2,oo.(~_o)+_~a~. 
o 

also 

o o 
d . h .  

fiir jedes r < 1 und fiir jedes n.  Hieraus folgt 

Ido 1~+ ld~ I ~ + . . .  + Id, l~ < A  (f),  

womi~ die Behauptung bewiesen ist, 
5. &us Satz V ergibt sich folgende Verallgemeinerung des Satzes IV: 

Sa tz  VI. 1st f(O) nichtnegativ und (L) integrabel, so wird 

"a(f)l. " (0 ' )  G(a;  f)_< 1-1 ~ " 

Daz Gleichheitszeichen ist bier dann und nur dann gi~ltig, wen~, (mit 
A usnahme einer O - M enge ) 

f(O) = I ~ -  ~z I" 

;~t (c ~_ o). 

~0) Diese Ungleichung genfigt vollkommen ~ r  racine sp~teren Zwecke. Ich er- 
wiihne jedoch, dab bier unter den genannten Bedingungen immer das Gleichheite- �9 
zeichen gilt; es bestehen allgemeiner die Gleichungen 

r  

0 

Diesis System gibt eigen~lich time P~r~meterd~.rstellung ffir die Four io r schen  Kon- 
~anten einer nioh~negativen, (L)  integrablen Funktion f (~) ,  deren geometrisches 
~ i t t e l  ~ (f)  positiv ist. 
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Insbesondere gilt in ( G ) dann und nut  dann das Gleichheitszeichen~), 
wenn (mit  Ausnahme einer O- Menge) 

f(O) := c 
ia (c ~ o). 

]s~ a ( f ) =  0, so ist die Ungleichung (C') trivial. Is~ a(f)>to,  so 
hat man 

.. ' d ~'~-~-.. G ( ~ ; f ) = [ d o + d l c : +  . =  ,~ - -  -l', 
also nach der Schwarzschen Ungleichung 

,~ , - ,  1 d 1" ~(f)-~ 

Wenn in di~se~ 'Ungleichung das Gleichheitszeichen gil~, so sind zwei 
F~lle ~a~glioh, ~ tweder  mu~ a(a ;  f ) = a ( f ) = A ( O = O  se~n, d. ~. 
(mit Ausnahme einer 0-~Ienge) f(O)= 0; oder abe~r G ( f ) >  0 und 

~  .1 21o1  , 
~ = 0  n ~ O  ~....~-0 

alSO 
d . =  ~ "  ( n - - 0 ,  1, 2 , . . . ) ,  

d . h .  

and 

log - log(1- log  

So Iolgt b2 ~ 
k,, il,, = --- (n = 1, 2, 3, . . . ) ,  

~. ~ c o s n ~ ,  1, ~-2 s inn ~ ( n =  1, 2, 3, . . . ) .  
E s  ist nun 

also (mit Ausnahme einer O-Menge) ~) 

log f(0) + log! 1 -- ~z t ~ = eonst. (z = e'S), 
q . e . d .  

~) Dieser Tell des Satzes finder sich fiir positive und stetige Funktionen bei 
G. P61ya [Archly 4er ~Ia~hematik und Physik, 20 (1912), S. 272, 457-te Aufgabe~. 

2 ~  

1 f e~nOdo = 3,) Is~ g(O)(L) fiategra'bel u~l  ~ g(O) 0 ( n = 1 , 2 , 3 , . . ) ,  so i~t 
0 

(mit Ausnahme einer 0-Menge) g io)=  cons~. 
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6. Ich e~w~hne bier noch einen Satz, der in den meis~en prat~s~tlen 
F&llen elne zur Berectmung yon G(a; f)  gu~ brauchbare Me~ho4e liefe~. 

ieh setze 

wenn F(z)  /i~r ]z I < 1 nicht verschwindet; e, sei [erner 

wenn die Wurzeln yon F(z )  innerhalb des Einheitskreises (mit ihrer 
Multiplizitdt gezghlt) z~, z.~ . . . . .  z,~ sind. Dann iat 

a) F*(z) reguldir-analytisch /iir [z[ < 1. 

b) F * ( z ) + O  li~r ',z I < I .  
~ f(o)= I~(~)["= iF*(~)I ~ (~= ~,o). 

(6) d) ~(~; f ) =  [~*(~)1 ~ "-.). 
a) und b) sind klar; c) folgt aus der Gleichung 

I1-~o, =1 .  ( I z l = l ;  lZol+l )  

d) ] ~ t  sich auf folgende Weise beweisen. Die Funktion 

G (z) = log F*(z) 
ist fiir I z ] <  1 regulfir; sie hat leaner am Rande des Einheitskreises nut 
logarithmische Singulari~ten in endlicher Anzahl. ~Also ist mit  Ausnahme 
yon endlich vielen Stellen 0 

log f(0) = 2 ~ l o g F * ( z ) =  2 ~ G ( z )  (z = e '~ 

d. h. mit  den. vorigen Bezeichnungen g ( z ) = i c + . G ( z )  uncl also 
D(z)  = e"~*(z ) ,  q. e. d. 

II. Teil. 

E ine  Y~nimum-Aufgabe .  

w  

Formulierung des Problems. 

7. Es sei f(O) nichtnegativ und (L) integrabel A ( f ) >  0 ~'), a eine 
beliebige komplexe GrSJ~e. Ich betracbte das Integral 

~a) Dies is~ eine Verallgemeinerung des bekann~en Jensenschen Satzes. 
~) D. h. f(o) ist posi~iv ~uf einer Menge yore positiven MaBe. 
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2 ~  

0 

wo P~(z) ein Poly~om n-ten Grades bezeichnet, welches der Bedingung 

geniigt. Ich frage: Welches ist die untere Grenze #, (a; f) dieses Integrals, 
w~hrend P~ (z) mit der obigen Einschr~nhmg die Gesamtheit der Polynome 
n-ten Grades durchls 

Ich seize 

d~n~ ist ~,,(a; f) ,die lmtere Grebe der Hermi tesch~  F o ~  

l j (~ ~ )+ . . .+~(~  ~)"l~a0 (z~,~) f(o)l~o + ~ - - �9 
0 

flit x o = 1. Die untere Grer~ze ist somit Minimum, das flit eia ei~iges 
Wertsystem der Variablen x~, x~. . . . .  , x, erreicht wird. Also 

2 ~  

/~ , , , ( a ; f )=Min~f f (o ) lP , , ( z ) l~dO ( z = e ~ e ) ,  
0 

wiihrend P,(a) ----- 1 ist. Oder 

/~, ,(a;f)=Min 1 ~ f(~176 

ws P ,  (a) + 0 ist. 
8. Es sei jetzt I a I <  1. Zun~chst ist es klar, da~ man sioh bei 

der Aufsuehung des Minimumwertes /~, au~ diejenigen Polyaome P~(z) 
beschr~nken lranh, die ~ I zl < 1 nieht ve~schwiaden. Also 

# , , ( ~ ; f ) = M i n ~ f r ( o ) l p , ~ ( z ) l ' d O  ( ~ = e , o ) ,  
0 

w~hrend P,(z) die Gesamtheit derjenigen Polyaome n-~en Grades dureh- 
l~aft, welche den Bedingm~gen geniigen: 

a) P.(z)+O f ~  ]z i < l .  
b) P . ( a )  = 1. 

Sei ni~mtich I zo I < 1 and P.(zo) = O. Ich bride das Polynom (a ~ Zo) 
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Nun hat mau bekanntlich 

und 

a~so 

l--~oz 

oc_~ ~ 

2~r  2 : r  

0 0 

w~hrend ~ * ( a ) - ~  P, , (a )=  1 ist; hieraus folgt die Behauptung. 
9. Es sei wieder l al < 1. Ich gebe cler vorher gestellten Minimum- 

Aufgabe eine andere Form. Zu diesem Zwecke zitiere ich den folgenden 
Satz des Herrn Fej6r:  

Ist  q~ (0) ein nichtnega$ives Srigonometrisches Poly~om n-ter Ordnung, 
so l(i#t e~ sich in, met in der .Form darstellen 

wo P , ( z )  ein Polynom n-ten Grades bezeivhnet~). 
Diese Darstellang ist in, allgemeinen auf mehrere Arten mSglich. 

Man kann abet leich~ eine eindeutig bestimmte ,,Iqormaldars~ellung" fes~- 
legen, inclem man etwa die folgenden E i n s c h r ~ e n  macht: 

e) 'P,,(a) is~ reell uncl positive'). 

Dann ist nach Sa~z VII 

= I P (a)I' = [P , (a ) ]  i- 

Daraus folgt nun der 

Sa tz  VIII.  Es sei f ( O ) nichtnegativ und ( L ) integrabel, A ( f ) > 0, 
i a i < l ,  n Tositiv und ganz. Dann ist 

2 ~  

/ , , (a;  f)----- Min 
0 

~a) L. F e j ~ r ,  Uber trigonometrische Polynome [JournM ffir die reine und am 
gewan4te Mathematik, 146 (1915), S. 53 -82] ,  S. 62. 

~) Zu diesem Zwecke ist es am besten, die Formel 

1-~oz l  
-,---77- i = I ( I z l=~ ;  I ~o(+ J,) 

zu benu~zen. Ist  femur t ~ ( z ) l " = l  (*=et~ wo ~(z)  eine fiir I*1_~1 regul~re 
und yon 0 verschiedene retionale Funk~ion bezeichne~, so ist n~oh S~tz VII 

e(~; 1)= ~ = 1 ~(~<)I' (t<~1 <1)> 
d. h. ~ (~r = oonst. 
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wo ~(0)  ein nichSnegatives trigonometrisches Polynom n-ter Ordnung 
bezeichnet, liar welches G(a; ~,)-~ 1 ist. Allgemei~cer wird also 

~t(f ~,) (~) , . (~ ;  f )  = m n  

]i~r cdle nivhtnegativen ( nicht identisch verschwindencIen ) trigonometrischen 
Polynome n-ter Ordnung. 

w 

~ber die Minimumwerte ~ .  

i0. Eine unmittelbare Folge der Definition ist die Ungleichung 

•,(a; f ) s  ( n = l ,  2, 3, . . .) .  
Fernar 
(8) #,,(a; f) _~ #,~_, (,~; f) (n = 2, 8, 4 . . . .  '). 
Die nichtnegativen ZaMen #~ streben somit einem Grenzwe~e zu, (I. h. es 
gilt der 

Satz IX. Es sei f(O) nichtnegativ und (L) integrabel, A (f) > O. 
Die JFolge der ~ nichtnegativen Zahlen 

, . (~ ;  f) (n = 1, e, 8 , . . . )  

ist monoton abnehmend; es existiert also der Grenzwert 

l i~ , .  (~; f) = ~ (~; f) =< A (f). 

Ii. Ich beweise jetzt den 

Satz X. /;s sei f(~)~_g(O) und g(O) eben/alls (L) inSegrabel. 
,Damn is$ 

# , ( a ; f ) ~ _ ~ ( a ; g )  ( n =  1, 2, 3, . . ,). 
Man hat n~mlich 

2 ~  2~r 

1 (.=e'o) 
0 0 

fiir jedes Polynom n-ten Grades P~(z)'mit der Eigenschaf~ P~(a)=~ 1. 
Daraus folgt die Behauptung. 

Aus Satz X ergibt sich die Ungleiehung 

z(~;  f)=< ~(~; g). 
Ist  ~. B. 0 < ~ < f(O) < M ,  ~o ~ t  man 

(9) m#,(~; 1)__<#,(~; f)<=M~,(a; 1), ( n = l ,  2, S , . . . )  
und 

( 

,(9') mt~(a; 1)_~ #(a; f) '<Mt~(a; 1). 
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Die GrSBen #,,(~; 1), #(a; 1) lass~n ,sleh !eight h e ~ a ~  Man lm~ 
ni~mlich 

2 ~  

" " , ~ l ~ ~ 

~o 

also 

# . ( a ;  1.) ~ Min [x~ + ' ' ' + I ~  
i x 0 + x ~ + . . . §  �9 

Nun ist nach de~ Schwarzschen Ungleichung 

lXo+X~a+...+~"l~<__ i - I~ l~+~  I ~ �9 ~_l~i~ (1%1~+1~ + . . . + ' ~ 1  ~) 
und fiir x~ =: 2~ ~ (]~ = 0, 1 . . . .  , n) ist hier das Gleichheitszeichen giiltig. 
Also 

i-l~ ~:) ( n = l ,  2 3, .). (I0) f t . (a;  i ) =  1_i:r , .. 
Hieraus folgt 

~(a, 1)___~l - - la l  4 ~r t a l < l ,  (10') ( o ~ l ~ l > i .  
Man hat also naoh dem Vorigen 

~-I~1~ m ~ . ( ~ ; f ) <  ,1,:!, ~1~ M 
1 -  t0~ I ~'+~ = i ' l  ~ 1 ~ '+~  En = 1, 2, 3, . . . )  (9) 

und 

(9') (i-]a]')m~/~(a;f)s ( i a l < i ) ,  

~ ( a ; f ) = 0  ( l a [ ~ l ) .  
12. Es sei I a I < 1. Eine aMere Xbsohgtzung der Minim~mwer~e /~. 

erh~lt man auf folgende Weise. Es gilt nach (G') die Ungleiohung 

- -  1 _  [~l~,  
also 

A(fg , )  

fiir sgmtliche nichtnegative trigonometriscJae Polynome n- te r  Ordnung 
~ ( 0 ) ,  welche nioht identisoh verschwinden. Daraus folg~ die Ungleichung 

G(a;f)(1--ia!')~,~(a;f) (1~1 < 1; n = 1 ,  2, 3 , . . . )  (li) 
and so 
(ii') G(a; f) (1 -Ial')__< ~(a; f) 

1 ~'~} .Ist I ~ l  = 1,, so is~ diesor Au'sdmck durch ~ - ~  zu exs~tze~. 
M a t ~ e m ~ t i $ o h e  Z e i t s c h r t _ f t .  Y I ,  

(]=I< :)- 

15 
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13. Ich beweise jetzt den 
Satz XI. Es sei f(O) nichtnegativ und (L) integrabel, A (f) > O, 

lal <: 1, n eine /este positive Zahl. I n  der Ungleichung (11) steht dann 
und nur darga das Gleichheit~zeicher~, wenn ( mit Ausnahme einer O-Menge) 

1 I (Z "-= e tO) (12) f ( O ) = = } l _ ~ , l ,  ~(0) 

ist, wo ~(0) ein positives trigonometrisd~es Polynom n-ter Ordnung 
bezeiMnet. 

Die Behauptung besteht aus zwei Teilen. 
a) Die Bedingung (12) ist n o t ~ d i g .  ]:st ni~mlich 

,.,(~; f ) =  a ( <  f)(1 - t~1'), 
so ~ m~r~ 

a ( ~ ;  f )  (1 - I. I') = ~-C'~:~5' 
wo ~o* (0) ein nicht identisch verschwindendes nich~negur ~rigono- 
mer Polynom n-ter Ordnung bezeichnet. Also is~ 

G(a; fv*)~(] -- I = [~) = A (f~o*), 

d.h. nach Sara VI (mit Ausnahme einer 0-Menge) 

f (o )  ~*  (0) = - - ~  ~ (~ = e' ~", ,e > o) 
i l - ~ z l "  

Daraus ergibt sieh abet, dag 9* (0) nicht verschwinden di~ff, da in diesem 
Fallef(O) aufh6r~ (s iategrabel zu sein. Also ist 90*(0)> 0, worau~ 
die Behaupmng folgt. 

b) Die Bedingung 
fiir jedes ~%(0) 

also sloezidl 

(12) ist hinreichend. Man hat laut Definition 

- e v ~ ,  

A(f~) A (L~)~ G (a; f). 

Nun ist (mit Ausn~'hm6 dner O-~Ienge) 

f ( o ) ~ ( o ) =  * 

so" dab nach 8at~ VI 
A(f~) .~ 

Daxaus folg~ 

~.(~; f ) <  a(~; f)(1 7 l~l ~) 
und so hath, (11) 

& (r~; f)== G(a; f ) (1  --]  alg), q . e . d .  
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~ d  

so is~ 

und also 

Ist z .B.  q~(0) ein positives ~igonome~risehes Polynom p , t e r  O ~ u n g  

f (O) = 1 1 

~(e; f ) =  G(< f)(! - I a  i~). 

w  

Konvergenz der Minimumwerte ~t~. 

14. Das soeben erhaltene Resultat suggeriert die Vermutung, da$ in 
der Ungleiehung (.11') immer das Gleiehheitszeichen steht. Diese Ver- 
mutung wird in der Tat best/itigt dureh den 

Sa tz  XII. Es sei f(O) nichtnegativ und (L) integrabel, A ( f ) >  0, 
I a l < 1. Die •olge der Minimumwerte 

A ( f  ~ )  (~  = 1, 2, 3, .) t*, (a; f)  = ~ in  ~-(:q q~.) .. 

strebt monoton abnehmend nach dem Grenzwerte 

lira p,~(e; f) == # (a: f) = G(cr f) (1 l~ 1")" 

Man hat n~mlich nach Satz Vlll und IX 

~ < A(f~) , (18) ~ (a; , j  = ~ )  

we ~o (0) ein beliebiges niehtnegatives Vrigonometrisches Polynom bezeictmet, 
das nieht identiseh versehwindet.. 

Es sei zuniichst 0 < m ~ f(O). Ich behaupte, da$ die Ungleichung (13) 
aueh dann richtig bldbt,  wenn ~ (0) eine beliebige (L) integrable Funktion 
bezeichnet, fiir welche 

o <~=<~(0)<M 
ist. Ich bilde n~imlich die Parbialsummen 

s o (0), 81 (0), . . . ,  s,(O), . . .  

der zu ~ (0 )  geh6rigea Four i e r schen  Reihe, ferner die arithmetisehen 
Mittel derselben 

o o ( O ) , o ~ ( O ) , . . . , o ~ ( o ) , . . . .  

Dana ist nach L. Fe j6 r  ~s) 

0 <,=< o~(0)<M 

~s) Untersuchungen fiber ~ ourier sehe 
(1904), S. 51--69], S. 60. 

(0 ~ 0 _ < 2 n ;  r~= 0, i , 2  . . . .  ); 

Reihen [Mathematisehe hn:nalen, 5~ 

13" 
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,f lira ~ [~(0) -  a:(O)]' dO = 0 ,9), 
0 

also fiir geniigend groge ~, 

O 

woe > 0 beliebig ist. 
Nun ist a. (0) ein positives ~onometrisches Polynom; also 

~<~i~=< ~ ~ro.~ . 

Ich ~a~me j,~ ~,e' Ungleiohungen 

[logy~--logy~l<lY~-Y~ (y~ und y~>b>O); 
man hat; 

2~ 2~ 

I f  1 .1~1'  d 0 <7 1+_1~ I 1 Cl log~ (0)--loga.(O)l dO I I~176 I . - - - -1-1~ l~=J~ 
o o 

~i+l~li If I+10~I , ( z : = e i o ) ,  
o 

also 
I + l ~ I  M d, 

w o  8' mi~ e naoh 0 st~ebt. 
ioh seize fe~ner ~ -~ V~'~. ]Kam~ 

I,, <r~)- ,, (,~o~ ~ ~ f,~<o> i ~ (o ) -~  <o)f<,o + ~ 5  r<o> j ~,<o)- o~ (ot i <,o 
~f (e) < i ~f(e) "2_ i 

< ~ + f(o) dO = . " ,  

~o e" rail7 ~' nach 0 streb~. 
Aus (13) foig~ hiemmit fiiz geniigend klei~e 

A (f~) + d' 
/~ (a; f) < ~(~; ~)_p, 

" )  Dies foIl~ aus ~ U n g b b h t m g  

(~176176176  +~ § .... +e  
' " . . . .  ~ +  1 



Beftrs zur Theorie tier T,oeplitzschon Formen. 187 

d.h. 
< A (f~) o ,u(a; h = ~ ,  % e . d ,  

Daraus folg~ sotort, ,dab (13) auch ~ ri~htig hie!b% : : ~ ~  
untere Grenze yon q~(O) gleich 0 is~, vorausgeseCz~; dabei, ,da~ "~q(,~:~ !~ 
ist. In der Tat, ha~ man flit jedes ~ > 0  �9 

if(air) < .A [ f ( ~ + , ) ]  < 

woraus die Behauptung folgt. 

Ich seize jetz~ in (18) 

~(0) = - -  

Es ist 

und G(q) < 0, 
Satz VI 

A (fg)+ ~A (f) 
G(~; ~)  ' 

1-- I or I" 1 
I 1 - a z l ~ f ( o )  

z + l ~ i  1 
~ < r < ~ : _  I-Eli ~ 

e ( ~ ) e ( f ) =  ~ - I ~ t  ~ is~. 

also 

Z = 640) . 

da Man hat ferner nach 

1-1:r / 

- -  6 ( f V )  G(a; ~'(~; f ) ~ v ~  f ) = e ( ~ ;  f ) ( 1 -  .[ ), 
d. h. nach (11') 

~(a; f )=  G(a; f ) (1 -  la t~), q.e.d. 
Es sei endlich f(O) eine nichtnegative, (L) in~egrable Funktion und 

A ( f ) > 0 .  Dann ist nach Satz X flit jedes e > 0  

if(a; f) <:if(a; f-b s ) =  G(a; f-F e) (1 -- lal~), 

also nach 3') 
. (~;  f) < a(~; f)(1 - I~ J~), 

woraus die Behauptung folgt. 

Damit ist Satz XII vSllig bewiesen. 

III. Tell. 

l~er die Toeplitzschen Formen. 

Wit haben bereits in w 3 den Zusammenhang bemerkt, der zwisohen 
der dort gestellten Minlmum-kufgabe und gewissen Hermitesahea Form~n 
besteht. In diesem III. Teil will ich die bisher erhaltenea S~tze in der 
erw~hn~en Beziehung deut.en, bzw: afif die Untersuchung To eplitzscher 
Formen anwenden., 
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w 

Toeplitzsche Formen und Toeplitzsehe Determinanten. 

15. Es sei f ( O ) ( L )  in~egrabel und 
2 g  2 ~  

' f  a , - - -  ~ -  f (O)  cos nOdO,  ha== f (O) sin nOdO 
0 0 

( n =  0, 1, 2, . . .  ; bo= 0) ; 

ich setze 
2Z, 

d a ~  i~t, o 

Ich bride 

(z~= d e ;  ~=~ 0~ 1, 2, . . . ) ,  

(~ =~'0, 1, 2, . . . ) .  

mit Toepli tz  a~ folgende Schar yon l~ermitesehea Formen 

(T) T,, ( f ;  Xo, ~ ,  �9 .., ~,,) = Z 2 7 % q  ~~ 
:~=0 q = 0  

2=r 

- f(0)[%+x~z+ . + ~ z  ~0 
0 

( z - -=e~O;n- -=O,  1,2,  . . . ) .  

Ioh  1)ezeichae diese Formen als die , ,zu f (O)  gehdrigen T o e T l i t z s c h e n  

Eormen" ,  ihre Determ]nanten 

6 0 

6 i 

(D) D , , E f ( . ) j = ~ D , , ( f ) ~  6~ 

b 6. % 

{~-$ C-- s �9 .. 

Co C-i~ �9 

C i 6 0 � 9  

~ 

a o a 1 - -  ib  1 a.~ - -  ib~ . . .  a~ - -  l b ,  

al  + ibi  , a o ai - -  ib  1 . . .  a,,_ 1 - -  ibm_ 1 

~as + ibs a 1 -Jr- ib  1 a o . . .  a,~_,. - -  i b , _ s  

" 4 "  

a~ ~ i b ,  a ~ .  1 Jr- ib, ,_ 1 a,,_~ ~ ib~_s . . .  ao 

(~=o, i ,  ~,...) 
als die , ,zu f(O) g e ~  Toeplitzschen Dete~mlnanten" .  

~o) A. ~. 0. ~) b) S. 499. 
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16. Es sei jetzt (mit Ausnahme emer 0-~enge.) 

m < f(O.) ~ M ,  

ferner seien ~ Ver~nderlichen der BecIingung 

[Xot +t  t 
unterworfen; dann ist 

(14) m s  X t . . . .  , x , , ) ' ( M  ( n = 0 ,  1, 2 , . . . ) ,  

da ja 
�9 , 12 ~2 i 2 

ist. Das Gleichheitszeichen in (14) iss dana und nur dana giiltig, wean 
(mit Ausnahme einer 0-~enge) f(O)='const, ist. 

Es sei ferner f (O)~O und A ( f ) > 0 .  Dann ist 

T~ (f; x o, x ~ , . . . ,  ~:) > 0 

flit abe x o, x~ , . . . ,  x,~, die nicht s~mtlich verschwinden; also ist 

(15) D (f) > 0 (n = 0, 1, 2,...). 
17. Herr G. Pb lya  hat eine Dars~ellung der Toepli tzsohen Deter- 

minanten gegebenS!), die aus (D) mi~ Hilfe einer Formel yon G. L andsbe rg  ~') 
leicht gefolgert werden kann, ~ml ieh  

9 ~  2 ~  0 , 1 , . . . ,  n 
2 J'~- 1 ~ _ 1  

0 0 ,~, v 

n+l ( n = O ,  1 , 2 , . . . ) .  

Daraus folgt, wenn g(O) nichtnegativ und (L) integrabel ist und 
0 <: m s f(O) ~ Mi s t ,  dal~ 

(16) m ~+~ s D,~ (f) s M '~+~ (n = 0, 1, 2 . . . .  ), 

(17) m~'+~.D,~(g)~D,}(fg)~M~'+lD,~(g) ( n = O ,  1, 2 , . . . )  

ist; Gleichhei~ kamn hier nut dann bestehen, wenn (mit Ausnahme einer 
0-Menge) f (O)= coast, ist. Ferner folgt mit Hilfe der Schwarzsehen 
Ungleichung 

(18) D , ( f g )  ~ ~(f  )D,,(g ) (n = 0, 1, 2, . .); 

bier ist das Gleichhei~szeiehen nur dana giiltig, wenn (mit Ausnahme 
einer 0-Menge) f(O)== cons~, g(O) ia~. 

~) L~term~diaire des M~th4m~tieiens, 21 (1914)~ S. 27. Question 4340. 
a~) G. Landsberg, Theorie der Elemen~rteiler lin~arer I_ntegralgleiehungen 

[M~themaVisehe Annalen, 69 ~1910), S. 227--265] S. 281, 
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18. E s  sei jetzt wieder allgemein f (0 ) (L)  integrabel. Ich fiihre 
einige Hilfss~tze aus der Theorie 4er Hermites'zhen Formen an. 

Zun~chst gib~ es bekann~lich e~ne lineare T~ansformation 

~") ~ )  ~(~") '("~ ~2 ) (~ = o, 1,.• ~) �9 , =  ~o~o +~2~ ) + . . . + , , .  ., 

mi~ der Eigenschaft 

wghren4 

i~t. :g.i~ b ~ i ~ e a  

(~:) ~'>, t P ' i , . ,  ~") ( ,~:  o, i, ~,,..) 
~ a * i g  bestimmte reeile Konstanten, die ich als die ,,z~ f(0) .gdu~rigen 

~ge'aw~r~" bezeichne. Sie ergeben sieh bekanntlieh als die Wurzeln der 
charakteristischen Gleichung 

C~ 6:t Co - -  ~ . . .  C - . + ~  

o * o  

C n  e . _ ~  e . _ ~  �9 �9 �9 ' r  - -  ~ 

(Die Bezeiehnung [a~q]o fir  die z u g ~ i g e  Determjnante wird im folgenden 
fiberall benutzt, werden. ) 

Daraus folgt, dal~, wean a und b reelle Konstanten bezeichnen, so 
gehSren zu a + b f(O) de Eigenwerte 

a-~bL~ ( ~ =  0, 1, . . . ,~ ;  n ~=0, 1, 2, . . . ) ,  
Fe~er ist 

D~(f)___~,,) ~c,,) ~,< ( ~ = o ,  1 ~, .1. 

Es sei nun das kleinSte, bzw. g~SBte unter den Zahlen (19) ~(n) 
bzw. A('~; aus (T') ~olgt 

,~c~ = ~ T~(f ;  ~o, x . . , . ,  ~ ) ,  

A ~n~ = Max ~ .  ( f;  ~o ~, ~ ,  . . . ,  ~ ) ,  
w~hrend 

t%t ~ + 1~;? + . . .  § I~.1 ~= 
ist,. Ist also (mit Ausnahme einer 0-Menge) m _~ f(0)_~ M, so ist 

(2o)  ~ _ _ 5 ~ ) s  (~=o, 1,..., ~; ~ = o ,  1,2, 8,.,:); 
Gleiehhei~ besteht bier nut dana, wenn (mi~ A~nahme einar 0-Menge) 
f(0) = eonst, ist. 
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19. Ioh 
folgende Formulienmg. 

dann  i s t  

w 
S~tze fiber die To ep l i tzschen  Determinanten. 

gebe jetzt der im II. Tefl behandelten M i n i : m u m , ~ b : e  
Ieh setze 

0 ~=0 q=O 

Z ~ s 

wo 
2 ~  

0 

ist. Diese He rmi t e sche  Form ist 

(z=e~e; p, q =  0,1, 2, . . .)  

positiv definit, d .h .  ~ Weft ist 
verschwindet nur fii~ x I --  zs . . . . .  z .  = 0. ~ 
ist damit ~iquivalent, dab % = 1 ist. 

immer nichtnegativ und 
Die Bedingung ~ .  (a) -~ 1 

Es gilt nun der elementare Satz: 

I e t  d ie  H e r m i t e s ~ h e  F o r m  

~=0 q=O 

1~oaitiv d e ~ ,  ~o isr 

~0=~ ~ = o  ~=o [a,~]~ 
Daraus folgt 

def in ier t  durch  die  Ich bet~aohte jetzt die lineare Tzansformation, 
Identit~t in z 

%-+- x~ (z  - -  a)  -q- . . . -q- z ,  ( z  - a ) ' =  yo--~ y l  z-~- . , . -~  y ,  $ " ,  

% --~ yo -+- y l  a -~  . . .  ~ -  y .  a '~ 

x l  -~  Yl  ~ . . . ~ n y ,  a "-I 

, . ,  

d. h: 

8s) S. etwa J. A. S e r r e t ,  Hanclbuch der hSheren Algebra. Zweite Auflage, 1878, 
I. Bd. S. 460. 
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Diese Transformation hat die Determinante 1; ferner hat die Form 
2 g  

0 

die Determinante D.(f). Also 

[4~ ]o  = D~ ( f ) .  
J.hnlich 

[ k , $ : =  D._~ If( . ) I~ - ~I ~] ( ,  = e~-), 
weil ja 

•i•~ 

(21) ~.(~; f) = z). (f) 
/ ) ._~[f ( . ) lz -a l  ~] 

Ist z.B. a ~ 0, so folgt 
D,, (f) 

(22) # , ( o ;  f )  = ~ i l  (f) 

Es gilt also der 

o (,. = e~e) 
Also 

( z = e ~ . ;  n = 1 , ' 2 , 8  . . . .  ). 

(n = 1, 2, 3 . . . .  ). 

Satz  XIII.  Es sei f(O) nichtnegativ und (L) integrabel, A (f) > O. 
Die ToeTlitzschen Determinanten D~ (f) sind dann sdqntllch posit@ und 

/ ) ' ( f~ -  (n----'l, 2, 3, .) , .  (o; f )  = ~ R r )  " �9 

20." Ms unmittelbare Folge der w167 4 und 5 ergibt sieh jetzt eine 
Reihe von S~tzen fiber Toeplitzsche Determinanten. 

Satz  XIV. Es sei f(O') n~chtnegativ vmd (L) integrabel, X (f) :> O. 
.Die Folge der positiven Zahlen 

D,, (f) ( n = l ,  2, ,% . . .)  ~ E  
ist mono~m abnehmend; es existr also der qrenzwert 

m 1) . . . .  lira TfD,, (f) -~ D (f) < A (f). 8,) 

Daraus fo!gt , dai~ 

D (f) < D. (fi = ~):-:-T~ -~ A (f)  (~  = 1, 2, 8 , . . . )  

s~) Diesen Satz hat zuerst Herr M. F ekete mit Hilfe eines Determinante~zes 
bewiesen. 



ist. 

also 

(23) 

und 

Ferner ist 

(24) 
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Man hat nun 

(~  - l ,  2, a , . . . ) ,  D.(f )  = A (f) I /  D~ (f) D~-I (f) 

D , ( f )  ~+~,-=- 
< ]/1), ( f )  .D._~ (f) = 

n + l  - - -  

D ( f )  ~ I/Z),, ( f )  s A ( f)  

% / D . ( f )  < i7 ,,_~(f) 

( n = 0 ,  1, 2 . . . .  ). 

( n = 1 , 2 , 3  . . . .  ), 

well [ich schreibe kurz /9,, start D , ( f ) ]  

" + ~ /V D ,, = " +? [ v ~ .  _ D ,, _ I < 1). "+I/1:). V ~_:7__~ D ~ _ ~ " + ~ /-'~- "-~-~-- V D ,,_ ~ .u,~ _ = ~ D ,, _ ~ - - ~  

Satz  XV. Es sei f ( O ) ~ g ( O )  und g(O) auch (L)  integrabd. 
D a n n  i~t 

.D,,(f) < 1).(g) ( n = 1 , 2 , 3 ,  . ) .  
D ._~( f )  = ~ "  "" 

Daraus folgt die Ungleichung 

l) (f) < D (g). 

Ist ferner 0 ~ m ~ f(O) <= ~1; so ergibt sich aus Sa~z XV 85) 

D , ( f )  .~-M ( ~  t ,  2, 3, .) (25) , ,  _~ ~ _ ~  _ ~  . .  

und 
n + : t  . . . .  

(e5') ,~ < W,~?) =< M (~ = 0, 1, 2 , . . . ) ,  
endlich 

m __< D (f) __ M .  
i u s  (11) folgt 

z)~ (f) (n = 1, 2, 3 , . . . )  (26) G(f) < ~ . - ~ h  
und also 

a (f) s D (f). 

Nach Satz Xi gilt ferner der 
Sa tz  XVI. Be sei f (O ) nichtnegativ ung  (L )  integrabel, A ( f ) >  O, 

n e ind/es te  positive ZaId. I n  der UngIeichung (26) best~ht dann und 
n u t  dann  daz Gleichheitszeichen, wenn (mit  A u s n a h m e  einer 0-Mange) 

1 
T(o) = T(~ 

�9 ~) I~ c > 0 ,  so iBt/) ,(c)= c "41 (n---0, 1, 2, .:'.). 
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ist, wo ~(O) ein ~ositives trigonometriaehes Polynom n-ter Ordnung be- 
zeichnet. 

Ist also ~(0) ein positives ~rigonomet~isches Polynom p-ter Oral- 
hung und 

f ( 0 ) =  ~ v(o)' 
so ist 

also 

19.(f) =G(f)  ( n ~ )  
I)._,(f)  

D (f) = G (f). 
Es gil~ a~geme'm der 

Sa~ ~Ii. ~s ae~ f(0) n i c ~ j a ~ i v  ~ d  (~L) ~e~rabd, A (f) > O. 
D~e ,~o~ge ~ r  ~o~itiven Zahlen 

.D, (f) (~ = I ,  2, ~, .) 

iat monoton abnehmend und hat des Grenzwert 

/ ) -  (f) = ILm " + I " -  �9 8~) ~im ~ ' ~ /D . ( f )  = a ( f ) .  

w 

Ein Satz fiber die Eigenwerte der Toeplitzsehen Formen. 

21. Satz XVIII. E8 8el f(0)(L) integrabd und m ~ f ( 0 ) < M .  
Es 8eien / e r ~  

~"~, ~"~, ' ., ~"~ (~  = o,  i ,  ~,  . . .) 

die zu f(O) gd~en Eigenwe~e. Dann i~ 

. , < ~ " ) < ~  ( , , =o , i ,  . . . .  ~; n = o , i ,  2 . . . .  ) 
~,~ wenn F(2) eine far m <~ ~ ~ M definierte stetige Funktion be- 
ze~eh~e$, 

~(~ )+~ ' (~ " ) )+ . . -+ -~ (~2  I) I f lira . . . .  .... ,,+~ - - = ~  F[f(O)JgO. % 
o 

Der erste Tell dieses Satzes wumde berdts in w 6 bewiesen. Hier 
mu~ ieh also nut den zweiten Tell beweisen. 

86) Diesen Satz h~t Herr G. P S l y a  vermu~et. Seln erster BewMs rfihrt yon 
mir her und ist ffir ste~ige ] ~ o n e n  in meiner Arbei~ enth~l~en: Ein Grenzwert- 
satz fiber die T o ep l i t  z sehen De~erminanten einer reelien positiven Funk~ion ~ t h e -  
matische Annalen, 76 (1915~, S. 490-5031, i 

s~) A. a. O. % 
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Zuns ist es k lar ,  da/~. der Spezialfall m . ~ O ,  .F(#t} ~ l~g.~ i~ 
Satz XVII enthalten ist. Dann ist ns 

und also 

lira log D. (f) 
n = ~  n +  1 

G ( f )  ---- e 

2 ~  

.-- ~ . + t = ~,or ~og f(0) ~#. 
0 

Aus diesem Spezialfall folgt aber, wie ioh nun zeigen will, der Satz XVIII. 
In der Tat sei If(O)I<.. Den, Fall X(Ifl)=O sohlie~e ich a~, 

also ~  0 . .  Es bezeichne nun a eine reelle Vers und sei 
1 

]a [ <  V" Dann ist die Funktion 1 ~-~ f(O) positiv, also nach Satz XVII 

li.l~"+l'V.Dm ( 1 + ~ f )  -----. ~ log [ l+a f(@)] g O ~  , 
f$ ~-.,'eo 

oder 

lira l~176 1 flog[l+,~f(O)]dO 
o 

Die Potenzreihe 

log(~ + ~)= Z(- ~)~-~ ~ 
k=l 

konvergiart ~ber fiir [zl<: 1; wenn ich also 

,2)= ~ g ~ + a ~ + . . .  + ~  ~)~ (,~=o, 1, 2, . . . ,  k=1,2,8,...1 
seize, so ist die le~zte Gleiehung folgendermaBen ~ sel~eiben: 

2= 

-=| k=l k ~ 4 ~  ~ =  ( - 1 ) ~ - 1  I f ( 0 )  ] ~  k . gO 
0 = 

die~ Reihe in der geschweiftea Klammer konvergier~ aber (fiir festes a) 
in 0 gleichm~ig, also ist 

...... ir(01 ' o. (lol <}). 

Ich benutze j e t~  den folgenden Satz yon VitaliSS): 

,8) ~ ,die Anwendbarkeit des Vitalischen Satzes hat mieh Herr G. PSlya 
aufmerJmsam gem~cht, 
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JE8 eeie~ fl (z), f,~ (z), . . . ,  L, (z), .. : regul~ir-analytische Funktionen 

I f ~ ( z ) ] < M  ( n = 1 , 2 , 8  . . . .  ; l a l < ~  ). 

JEs existiere ]erner lira f.(z)= f(z) /4r unendlich vide z, die im Innern 

de~ Kreises I z{ ~ R mindestens einen Hdu/ungspuns besitzen. Dann 
eaistiert ]ira f , ( z ) =  f(z)  ]i~r jedes Izl < B ,  und zwar gleichm(iflig liar 

Es ist hier 
2~z 

A'L:,, f(:)= 2,_i),-,1 jr ' ~ - ~  ......... e,~ [ f ( O b ] " d O . z ~ ;  . f.(~') = . 4 ~  ...... 

R = ~ - ; ,  M---- = 1  
== 

setzen. Man hat dann lira f ~ ( z ) =  f ( z )  fiir jedes z ,  welches reell ist und 

im Intervalle ( - - R ,  2~) liegt. ~Ian hat also gleichm~ftig fiir ]z] <: e < R 

.und folglich 

lira L (*) = f (* )  

2~ 

8 2 ) 1 
f 'do (k ~, 3, .). lira ~-~,-i =~:4  If(0)] = 1, ' .. 
0 

Das bedeute~ abet soviel, daft der Satz XVIII  flit 2 (2 )  == 2~ ( k =  1, 2, 3, :. .) 
giiltig ist. 'Da er nun f ~  E ( 2 ) - ~  1 trivial ist, so bleibt er auch dann 
richtig, wenn 2 ( 2 )  eia beliebiges Polynom bezeiehnet. 

Jet~t gelangt man schon leieh~ zum Ziele. Es sei agmlieh 2 ( 2 )  
stetig ftir m <: 2 ~ M u~d e :> 0 beliebig; man kann dann ein Polynom 
P(2)  linden, das die Eigenschait 

besitzt. 

also 

Da~n is~ flit jedes n 

1 ~ (n) i~(~. ) Z ( ) n+l 

(m ~ ~ < ~ )  

P[f(o)]do+~<~ [f(o)lao+2,~. 
n = ~  ~=0 O 0 
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Xhnlich folgt 
~b 

1 I l fF lim inf ~ F (~n)) ~ 2-~ If(0)]  dO - -  2e, 
ri,----, oo :.-:= 0 0 

d.h .  da e beliebig klein ist, 
~ r  

lira ~-4--L~ v '  F (,~") --- F If(0) dO, 
f l , :  ov ~ = 0  0 

q .e .d .  

w 

Verallgemeinerungen. 

22. Satz XVIII gestattet einige Verallgemeinerungen. Zun~ichst 
zitiere ich folgenden bekannten Hilfssatz: 

Es sei 
fz n 

A,,(xe, x ~ , . . . , x , ) = l l a r ~ x ~ Z  ~ (a~,=a~r) 
~=0 q=O 

eine beliebige Hermite~che Form und 

A~ (~o, ~,, �9 �9 ~,,) = . Z ~ - ' , ~  (~,,~ : ~ )  
~---0 q=O 

positiv delinit. Dan~ gibt es eine li~eare Tra~s/ormatior~ der Variable~' 
x~, x t, . . , ,  x,~, so daft 

A.(~o, ~ ,  . . . ,  ~ , , ) =  ~o l~ol~ + ~ l~:~l~ + . . .  + ~,, i~:, I" 
und 

A,(,~o, ~ . . . .  , x ~ ) =  I~oi~+ I ~ l ~ + . . .  + l~:~l ~ 
let; 2 o, 21 . . . . .  2 ,  sind bier eindeutig bestimmte r*eelle Konstanten, die 
der ,,charakteristischer~ Gleichung" 

geni~gen. 
Die Konstantea 2~ kann, ich als d'/e zu A . (x )  gehSrigen Eigenwerte 

(ira. wei~ren Sinne), oder als die Eigenwer~e mit der Nebenbeclingung 
A. (x) ~ 1 bezeichnen. Ist 

Ao (~, )= I~ol ~ + l~ i  ~ + . . .  + l~,,I 0~, 
so stimmen diese mit den gewS~ichen  Eigenwerten (Pkt. 18) iiberein. 

Es sei nun 2 die kleinste, A die grSBte unter diesen KonstanVen; 
dann ha~ man 

A = MaxA,~ (x), 
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wghrend A.(x)-----1 ist. Ist also m ~ A . ( x ) ~ M ,  wghrend A . ( x ) = = l  
ist, so ha~ man 

m = < ~  < _ ~  (,, = o, 1 . . . . .  ,~). 

Ferner ist es klar, dal~ wenn a un4 b beliebige reelle Konstanten be- 
zeichnen, so geh6ren zu der Form 

aAn(x ) § b A,,,(x) 
die Eigenwerte 

a ~  + b (~ = 0, 1, . . . ,  n).  

23. Diese Sgtze benutze ich zur LSsung der iolgenden kufgabe: 

E, scion f(O): e(O) (L) integrabd, O . < #  ~g(O) s M und 

:Id~ ~age ~ch gem Minimum bzw. Maximum dee ~orm 

T,(f;~o,~,,...,~,)=~ff(o)l%+~,~+...+~,z"l"dO (z = e " )  
0 

unter der Nebenbedingung 

0 

Nach den vorigen betrachte ich einiach die charakteristische Olei- 
ohung in 

D,,(f-eg)=O, 
clio n § 1 reelle Wurzeln 

besi~zr Das kleinste bzw. grSIS~e unter diesen liefe~r das gesuch~e Mini- 
mum bzw. Maximum. 

.Es ist also 
m ~ - ( ~ l % M  ( , = 0 , 1 ,  n; n = 0 , 1 , 2 1  .) 

und nut dsnn kann bier Gleichheit bestehen, wenn (mit  Ausrmhme eLuer 
0- Men~) f (0) = oonst, g (0) ist. 

Ferner ist 
eo(. ) e(. ) . . .  e~.) = ~ ' 2 9 "  (f) 

also fiir m > 0 

. , 1 ,  i") ~( .)  . q c., = a (&f lira Voo .. \g/. 

Daraus ergibt sioh mit w5rtlicher Wiederhoiung dee Yeriahrens in 
w 8 die folgende Vemllgemeinenmg des dor~ bewies~en Satzes: 
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Satz XIX. 
und 

Ferner 

199 

'Es seien f(O), g(O) (L) in~g,abel, 0 < ~ N g ( 0 ) <  m 

m ~ f(o) < M .  

2 ~  

0 

2 ~  

I .[ ~ 
d,,  =   g(O)z d O  (z  = = o, +__i, +_-2,.. .) .  

0 

JDann hat die Gleiohung 

lauter reelle Wurzeln 

]i2r welche 
m<=@(")~M ( ~ =  O, I , . . . ,  n; n = O ,  1,2 . . . .  ) 

ist und ,wenn F(@) eine /i~r m ~ @ ~ M  de/inierte stetige Eunktion 
bezeichnet, ~ 

n=~lim -~(~~ + F(~(n)) +"" "+ F ( e 2 ) ) n + l  = ~ 1  f pL.~jdO. l"  f(o)] 
o 

24. Ich beweise jetzt iolgende Verallgemeinerung des Satzes XVIII: 
Satz XX. Satz XVIII gilt auch dann, wenn F(2) eine endliche 

AnzaId vo~ Unstetigt~eiSen exster Art besitzt, angenommen, dc~/3 f(O) die 
folgende Bedingung er/i~llt: Ist  ~o irgendeine dieser Unstetigkeitsstetten, 
so ist 

rues E [f(0) = 20] = 0. 

Ist z. B. f(O) ein Polynom vder ein ~rigonome~risches Polynom, 
welches nicht identisch verschwindet, so i~t diese Bedingung immer erfiillt. 

Es geniigt offenbar, clea Satz fii~ eine solehe Funktion 2'(~) zu be- 
weisen, welche die einzige Unstetigkeitsstelle erster Art ~o besitzt. Es 
sei e :> 0 beliebig;" ich bezeichne mi~ G~(2) und G~ (2) zwei stetige Funk- 
tionen, die den Bedingungen geniigen: 

Es seien ferner 

wo g yon ~ unabh~ngig ist~. ]~Ian hat dann 

~ 0  
Mathemati~che Zeitschrift, VL ,14 
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a l s o  1 n n 

lim sup ~ Z F (2~ ~)) < lira 1 =  ~ Ge (2~ n)) -- 
~==o ;*=0 -- ~=0 

2x 

o If(o) - ;.o ] ~ �9 I f(o) - 4 1  < *  

2~r 

<= Lf  Ir<o>l o .-,-f 
o If(e) - Xo l<* 

Xhnlich ergibt sich 
2~ 

limi~ ~(x~ "~) ~ ~ Le(0)] dO - -  dO.  

,,=0 0 I f(O) - 41 < ,  
Es is* abr 

' lira ~ d O = m e s E E f ( O ) = i o ] = O ,  
�9 = + ' O d  
I f (O) -  Zo I < "  

woraus die Behauptung folgt. 
Satz XIX l~l~t eine analoge Verallgemeinerung zu. 

w 10. 

A n w e n d u n g e n .  

25. Als knwendung der Vorhergehendea beweise ich den 
Satz XXI. Es sei f(.O) beschrSnkt und ( L) integrabd, ihre Eigenwerte 

(19) 2o ~), 2~"),..., 2(n ") (n--= 0, 1, 2 , . . . ) .  
Es seien a < fl beliebige reelle ZahZen, /4r welche 

, rues E [~ < f(O) < 8] > 0 

ist, so /(illt /iir geniigend grofle n wenigstens eine der Zahlen (19) in 
das Intervall a < 2 < 8. 

Andernfalls kSnnte ich niimlich eine stetige Funktion F (2) folgender- 
maven definleren. Ich w~ihle zun~chst die Zahlen a', 8' so, dab a < a' 
< 8' < 8 und 

rues F ~ [ , '  < f(O) < 8'] > 0 
sei. (Das ist immer mSglich.) Ich setze dann 

0 2__<a 

~,_-,-~ a _ < 2 < a '  

F(2) = 1 f~r ~'_<~_<]f. 
Z-x 8 ' ~ 2 ~ 8  p--27 

o 8=<4 
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Laut Voraussetzung gibt es beliebig groBe n, flit welche 

~(~o ~"~) + F(Qb +... + F(~")) _~ o, 

w~hrend 
2z~ 

i f! '  F '<r<01 <p'j>o If(0)] dO > • f (0) ]  dO = ~ me~ 
o a' <f(o) < F 

ist und das widerspricht dem Satze XYIII.  

26. Eine Folgerung des vorigen Satzes ist der 

Satz  XXII. Es sei f (O)(L) integrabel und (mit Ausnahme einer 
O-Menge) m ~ f(O) ~ M;  es gebe dabei keine Zahl m' > m bzw. M' < M 
~nit derselben Eigenscha#. Ich setze 

U '~) = lynn ,t~ (0 ~ ~ ~__ n), 

A ('~) = Max ~") (0 ~< z __< n), 
dann ist 

l imi  (") = m  un~ lira A(~)= MS~ 

~erl2~r: 

Es sei f(O) stetig, ihr Min imum in, ihr'Maximum M.  lhre Bigen- 
werte sind dann im 'Intervalle (m, M) i~berall dicht. 

Xhnliche Siitze gelten fiir die im Satze XIX definierten Eigenwerte ~ ~/.. 

27. Als Anwendung des. Satzes XIX b~weise ich nun den 

Sa tz  XXIII. Es sei 

7+c~z+c~oz~ +c<,,z + . . .  

1~ I z I<= 1 r e g ~  ~ a  ~ z ( z ) > =  o. (Den Fall Z(z)= �89 schliefle ich, 
aus.) Dann ist l a l [ <  1 und wenn ich 

seize, so ka~,n die Kurve 
= z ( z )  (z = e ,e )  

nicht ganz im Winkelraume 

liegen. 

Ich seize 
z(z) ::= g(#) + if(O) (z = e ' e ) ,  

s,) S. F. RieBz,  Los syst~mes d'6quations 1in, aires k une infinit~ d'inconnues, 
Paris (Gauthier-Villars), 1913, S. 177--178. 

14" 



202 G. Szeg8. Beitrgge zur Theorie der Toeplitzsohen Formen. 

wO g(O) ~ 0 is~. l~Ian kann offenbar voraussetzen, dal~ g(O) ~ # > 0 ist, 
da sonst die Behauptung trivial ist. Ich betrachte den Quotiemen 

f(o) tg r (o) = 'V(~; ' 

wo r  Arg)/(e ~~ der Bedingang 

= ~ ( 0 )  2_<< <= 

unterworfen ist. 

aus 

Di/g) = ] 

woraus 

folgt. Also ist 

Man hat nun mit Hilfe der vorigen Bezeichnungen 

c o = 0, d o == 2 

~o ~i { __ !=!.~A: > o 
d~ go [ 
ist die charakteris~ische Gleichung flit n =~ 1 

~ !,~!.~ ~ i ~ / ~(e,~ + ~) ,  
~ - =  4 i o - i l  = 4 

Yl-I~l" 

q. e~ d. 
28. Aus Satz XX folgt unmittelbar  der 

(o ~ 0 ~ 2~), 

Satz XXlV. Es sei f(O) besc~gnkt und (L) integrabel, ]erner 
rues ~ [ f (0 )  = o]  = o.  

Ich bezeichne die Anzahl der nichtn~ativen FAemente in der Eolge 

2J 'i, ~ ~!,,) 

oder, was dassdbe ist, in des ~olge 

1)o(t~, 1)1(f) . . . .  , D . ( f )  
mit p(n);  /erner aei 

m~s ~ [f(0) ~ o] = p. 
Dann ist 

Iim 2 (n) Y 40) 

Hiermit  schlieBe ich dig Reihe der Anwendungen. 

,o) Man vgl. 0. Toepl i tz ,  a.a.O. 4) b) S. 506 und ~) e) S. 368. 

(Eingegangen am 26. Febrtmr' 1919.) 


