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Der Zweck dieser Arbeit ist, im Rahmen einer einfachen Minimum:-
Aufgabe (§ 3), einige Sitze zu entwickeln, die geeignet sind, die Theorie
der Toeplitzschen Formen von endlichvielen Variablen niher zu be-
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168 G. Szegé.

griinden. Unter Toeplitzschen Formen verstehe ich diejenigen Hermite-
schen Formen, deren Matrix die Gestalt hat

Cg €y Cog -+r Oy
€, C €y e Cpiy
6 ¢ G cee Copgz o
c'n Cn—-l cn-— 60
wo - '
c_,=2¢,") (n=10,1,2,...)
ist?). Ich setze
€, =a, 1D, {n=0,1,2,...);

dann ist es besonders interessant, die Zahlen a, und b, als die Fourier-
schen Konstanten einer reellen, (L) mtegrablenﬂ Funktion f(0) sufzu-

fagsen; d. h. es sei
2x
an=2 f f(8)cosnbdb, b, ———ff )sinn6do,
8

also

2x
=§1~f €40 (n=0,%1,+2,...).

0
So gehort zu jeder Funktion f(0) eine ganz bestimmte Schar von Toeplitz-
schen Formen*)

Tn(f;xo’x;[:--'a MZZ :p~q 19 q nm(), 1,2,...),

p=0 p=0

deren jede ein Abschnitt der nachfolgenden ist.

Y) ¥ bezeichnet die zu @ konjugiert komplexe GroSe.
?) Toh unterscheide die Toeplitzschen Formen von dem sog. L-Formen, deren
Koeffizientenschema folgendes Aussehen hat:

(¢p—g)=n-
Diese Formen stehen natlirlich in engstem Zusammenhange mit dem Toeplitzschen
Formen. Die Benennung ,Toeplitzsche Form* kommt bei E. Fischer (a.a.O.
5) o) 8. 254—256) vor. .

%) D. h.'im Lebesgueschen Sinne.

4 0. Toeplitz, a) Zur Transformation der Scharen .bilinearer Formen von
unendlichvielen Verinderlichen [Nachrichten der Kgl. Gesellschaft der Wissenschaften
zu Gottingen, mathematisch-physikalische Klasse 1907, 8. 110—115]; b) Zur Theorie
der quadratischen Formen von unendlichvielen Variablen [ebends 1910, 8. 489—508 );
@) Zur Theorie der quadratischen und bilinearen Formen von unendlichvielen Ver-
inderlichen. I. Teil: Theorie der L-Formen [Mathematische Annalem, 70 (1911),
8. 851—8761; d) Uber die Fourierseche BEntwickelung positiver Funktioneri [ Rendi-
conti del Circolo Matematico di Palermo, tomo 32 (29 Semestre 1911), 8. 191~192].
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Die Arbeiten von Toeplitz, Carathéodory und- Fe]ér*‘) ‘haben-
bekannthch auf einen tiefgehenden Zusammenhang gewiesen, der zwischen
dem Wertevorrat dieser Formen und dem von f(0) besteht. Nach go«
wissen Vorbereitungen, die im I. und II. Teil der vorliegenden - Arbeit
enthalten sind, will ich im IIL. Teil diesen Zusammenhang noch niher-
prizisieren, indem ich die Eigenwerte obiger Formen betrachte und deren
Verteilung untersuche. HEs ergibt sich der Satz (§ 8), daB sie fiir limn = oo
,»im Durchschnitt mit den #quidistanten Ordmaten von. f(6) tiberein-
stimmen®).

Bei der Abfassung des IV. Teiles”) hatte ich eine gewisse Analogie
vor Augen, die an vielen Punkten zwischen der Theorie der Toeplitz-
schen und der sog. rekurrierenden (Hankelschen) Formen®) besteht.
Unter rekurrierenden Formen verstehe ich diejenigen quadratischen Formen,
deren Matrix die Gestalt hat

g6 & ?g-z e gy ]

9 9 95 -0 Inix

9o 93 9¢ -+ Tt (n =0, 1,2,...).
9y Ini19n+2 -+ Tan

Diese Formen haben eine ebenfalls sehr ausgedehnte Literatur, die iibrigens

%) Man vgl. auBer den oben zitierten Arbeiten von Toeplitz: a) C. Carathéodory,
Uber den Variabilitdtsbereich der Fourierschen Konstanten von positiven harmo-
nischen Funktionen [Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, tomo 32 (2° Se-
mestre 1911), S. 198—217]; b) C. Carathéodory und L. Fejér, Uber den Zusam-
menhang der Extremen von harmonischen Funktionen mit ihren Koeffizienten und
iber den Picard-Landauschen Satz [ebenda S. 218—239]; ¢) E. Fischer, Uber
das Carathéodorysche Problem, Potenzreihen mit positivem reellen Teil betreffend
[ebenda, 8. 240—256]; d) L Schur, Uber einen Satz von C. Carathéodory [Sitzungs-
berichte der Kgl. PreuBischen Akademie der Wissenschaften 1912, 8. 4—15];
¢) G. Frobenius, Ableitung eines Satzes von Carathéodory aus einer Formel
von Kronecker [ebenda S. 16—31]; f) F. Riesz, Uber ein Problem des Herrn
Oarathéodory [Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, 146 (1915),
8. 83—87]; g) 1. Schur, Uber Potenzreihen, die im Innern des Einheitskreises be-
sohrinkt smd [ebenda 147 (1917), S.205—232 und 148 (1918), 8. 122—145]. Man
vgl. insbesondere § 8; h) O. Szész, Uber barmonische Funktionen und L-Formen
[Mathemastische Zeitschrift, 1 (1918), S. 140-162].

°) Dieses Resultat ist in meiner ungarischen Arbeit enthalten: A Toeplitz-
féle formakrél [Mathematikai és természettudoményi értesits, 85 (1917), 8. 185-222]
8. 208.

7) Erscheint in einer zweiten Mitteilung,

. ¥ G. Frobenius, Uber das Trigheitsgesetz der quadratisehen Formen [Journal
fur die reine und angewandte Mathematik, 114 (1895), 8. 187—230] § 8.

2*
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viel dlter ist, als die der Toeplitzschen Formen. Nun besteht, wie ge-
sagt, zwischen den beiden Theorien eine gewisse Parallelitit, die besonders
scharf hervortritt, wenn die Konstanten g, als die Stieltjesschen Momente
einer im reellen Intervalle (a, ) definierten reellen Funktion p (%) auf-
gefaBt werden, d. h.

2
gnwfp(t)t"dt (n=0,1,2,...).

Die Idee dieser Analogie ist nach beiden Richtungen zu verwerten.
Anwendungen auf die Theorie der rekurrierenden Formen lasse ich hier
beiseite?); ich befasse mich hier nur mit der Ubertragung eines, mit den
rekurrierenden Formen eng zusammenhéngenden Begriffes auf die Theorie
der Toeplitzschen Formen.

Bs sei p(t) eine fiir « <t < B definierte nichtnegative, (L) integrable
Funktion und

p
fp (#)dt > 0.
Ich betrachte das System
Vo (t), Vp(t)t, ..., Vp(a)t, ...

und bilde daraus nach dem Verfahren von E. Schmidt durch Ortho-
gonalisierung das System

Vo () Py (8), Vp () Py (t), ..., VB (8) P, (),
mit folgenden Eigenschaften:

a) P, (t) ist ein Polynom n-ten Grades.
b) Der Koeffizient von ¢" in P, (¢) ist positiv,

B
o) [p(0)Po(t) P,(Ha1 = 2, (mym=10,1,2,...).
3

Ist 2. B. p(t)==1, ¢ und g endlich, dann ist P, (#) (abgesehen von einem
konstahten Faktor und von einer linearen Transformation der Variablen)
gleich dem n-ten Legendreschen Polynome.

Die Polynome P, () spielen bekanntlich eine wichtige Rolle in der
Theorie der Stieltjesschen Kettenbriiche'?). Dort zeigt sich auch die

] ?) Eine diesbeziigliche .Arbeit von mir wurde am 18. IIL. 1918 der ungarischen
Akademie der Wissenschaften vorgelegt,

) Alle Quadratwurzeln sind positiv (nichtnegativ) zu nehmen.

) &nn ist gleich 0 oder 1, je nachdem m == n oder m=n ist.

¥) 8. 0. Perron, Die Lehre von den Kettenbriichen, Leipzig und Berlin
(B. G. Teubner), 1918, 8. 879,
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intime Beziehung, in welcher sie zu den rekurrierenden Formen stehen.
Ihre verschiedenen interessanten Higenschaften .will ich hier micht aus-
einandersetzen. Ich bemerke nur, da die meisten wohlbekannten Polynom-
typen. (die Polynome von Legendre, Laguerre, Jacobi undHefrlfaﬁ)
als spezielle Fille in dieser allgemeinen Klasse enthalten sind.

Die Eigenschaften dieser Polynome haben mehrere Autoren unwer-:
sucht. Um so auffallender ist es, daf in der Theorie der Toeplitzschen:
Formen die entsprechenden Polynome meines Wissens bisher nicht be-
handelt worden sind*?). Diese Polynome definiere ich folgendermafen:

Es sei f(0) eine fiir 0 <0 < 2n definierte nichtnegative, (L) inte-
grable Funktion und

| r(®ya6>o.

0

Ich betrachte das System
NIORGOTIR GO (2 = ¢i9)

und bilde daraus nach dem Verfahren wvon E. Schmidt durch Ortho-
gonalisierung das System

VE®) @0 (2), VIO) 1 (2)s -, V(B) 90 (2), - (z=¢'9)
mit folgenden Eigenschaften:
a) ¢, (z) ist ein Polynom n-ten Grades.
b) Der Koeffizient von 2" in ¢, (2) ist positiv.

c) Q};ff(6>(pm(z)&n—(§‘jd0=8mﬂ (z=1¢'"% m,n=0,1,2,...).

Ist z. B. f(0) =1, so ist ¢, (2)=2".

Die so definierten Polynome ¢, (z) hiingen eng mit den zu f(6) ge-
horigen Toeplitzschen Formen zusammen und haben in mehreren Punkten
dhnliche Eigenschaften, wie die Polynome P, (f). Im IV. Teil beweise
ich unter anderem den Satz (§ 14):

Es sei f(0) positiv und log f(6) (L) integrabel; dann existiert

lim ‘Pn(z)
n=w D

fiir |2 > 1 und stellt dort eine reguléire Funktion dar.

1) Man vgl. jedoch a. a. O. 5) d) und e), wo dhnliche Polynome eine wichtige
Rolle spielen. "
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Ferner (§ 15):

Jede fiir 2| <1 regulir-analytische Funktion F(z) gestattet eine
Entwicklung nach den Polynomen ¢, (2z)

F(z)=cypy(2) +c 9, (2)+ ... +0,9,(2)+ ...,

deren Koeffizienten ¢, sich auf die Fouriersche Weise ergeben:

cﬂ:«.:%ff(@)lﬁ(z){p?(?)dﬁ (z=e% mn==0,1,2,...).
. .

Diese Entwicklung konvergiert fiir [z| < R, wenn R > 1 den Radius des
grofiten Kreises hezeichnet; welcher keinen singuliren Punkt von F(z)

enthilt und stellt dort F (z) dar. Sie divergiert ferner fiir |z| > R. Man
hat iibrigens

. Ny ]
lim su C, | = -
= oo P v t " I R
Es besteht demnach eine volle Analogie zu den Potenzreihen.

I. Teil.

Uber verschiedene Mittelwerte.
Um den Gang der spiteren Untersuchungen nicht unterbrechen zu

miissen und zwecks Einheitlichkeit der Darstellung, schicke ich hier einige

Definitionen und Hllfssatze voraus, die im folgenden mehrmals Anwen-
dung finden.

§ 1.

Das arithmetische und geometrische Mittel.

1. Es sei f(8) im Intervalle (0, 27;} nichtnegativ und (L) integrabel.
Ich bezeichne

ATF) = Al =5 ff

als das ,.arithmetische Mittel von f(0); das ist eine ganz bestimmte
nichtnegative Zahl. Ist 0 <m < f(6). < M, so hat man
mLA(F)LM.

Ich definiere ferner das ,geometrische Mittel“ von f(6) auf folgende

Weise. Es sei £(8) nichtnegativ und () (L) integrabel, wo » positiv ist,
Ist () =m >0, so setze ich

1 2
ﬁflogf(@)d@
o

GIf()] =G (f)=e
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Das ist eine ganz bestimmte positive Zahl, da ja

logz <z —1 (z >0),
also

logm < log£(6) < [“@=L (0o 2a)

ist. [Existiert aber eine solche Zshl m nicht, so unterscheide . ich
Fille. Ist das Lebesguesche MaB der Menge H [f(6)='0]*) posi
so setze ich G(f)=0. Tst es gleich 0, so kann ich zunéichst voraus-
setzen, dafl f(0) tiberall positiv ist. Das Integral

flogf(e)de
e 21
ist nun immer endlich, weil
2z
ogflogf(e)degf’i”(—"l:ldb_ggff"(e)de
o 21 e 21 y
ist. Das Integral
f log £(8)d0
(<1

kann entweder endlich oder nicht endlich (d. h. — oo) sein. Ist es end-
lich, so bleibt die obige Formel fiir G(f) in Giltigkeit; ist es nicht
endlich (d. h. — oo), so setze ich G (f)= 0%).

So ist G(f) als eine ganz bestimmte nichtnegative Zahl definiert.
Ich bezeichne sie als das geometrische Mittel von 7 (f).

2. Ich stelle hier einige Sitze fiir G (f) zusammen, die, falls f(f)
positiv und stetig ist, wohlbekannt sind. '

Satz 1. Hs set 0<m L f(0) LM und f(0) (L) integrabel.. Dann
tst

(1) m<G(f) < M.
Dies folgt unmittelbar aus der Definition. Zum Beispiel
G)=1.

Satz II. Es seien [(0), @(0) nichinegativ und (L) integrabel.
Dann st

(2) G(f) G(p)=G(fp).

M) Ich bezeichne dies mit mes B [f(e)=0].
) G(f) ist alpo dann und nur dann positiv, wenn (mit Ausnabme einer
0-Menge) f(0) positiv und log f(6) (L) integrabel ist.



174 G. Szeg.

Diese Gleichung ist trivial, wenn f(0), @ (0) (mit Ausnahme einer
0-Menge)®) positiv und log£(), log g (0) (L) integrabel sind. Ist ferner
mes B [f(0)= 0] >0, oder mes®[p(0)==0]>0, so ist sie auch klar.
Es bleibt also nur der Fall zu betrachten, wo f(0), ¢ (8) positiv und die
Funktionen log f(6), log ¢ (8) nicht beide (L) integrabel sind. Dann kann
aber das Integral

2m
[10g£(6)(8) a0
8
nicht endlich sein (es ist also gleich — oco), da ja die Integrale

élogf(e)de, [10g.9 (08
. r(or2 ¢ @21

endlichesind. Also ist G(fp)=0. Daraus folgt die Behauptung.

Q " Satz IILI. Bs sei £(0) nichinegativ und (L) integrabel. Danm ist
(3) thn 6+ &) = G (7).

Es sei zundchst mes B [f(0)=0]==a > 0. Fiir ¢ >0 hat man

log 6 (f+¢) < 2% log e + o | log [£(9) + ¢] 6.

HCOPSEE
Nun gilt die Ungleichung .
O<log(x—}—s)—-loga><% (>0, e>0),

so daB .

)

log G(f + ¢) < & loge + émnflogf(ﬂ)dﬂ—%— -
: f@21-4
woraus
lim G(f+¢) = 0 = &(f)

. g=+0
folgt.

Ich kann also voraussetzen, da mes B [f(0)=0]=0, oder auch,
daB f(0) tiberall positiv ist. Dann ist nach der obigen Ungleichung

lim f log [£(0) +¢]d0 = f log £(6)d6.
g=m A+ 0

ez @21
Es sei-jetzt n=Ve wnd 0 < e<3}. Es sind zwei Félle méoglich.

Ist das Integral
j log f(0)d0 = lim f log f(8)d0
o= 0
F(6) <1 ! 17t§f(®)<1

1) Unter 0-Menge verstehe ich eine Menge, deren Lebesguesches MaB
gleich O ist.
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endlich, d. h.
ljm0 f log7(6)df =0,
1(8)<n
so hat man (n+e=Ve+e<i<1)

0 < [1og [£(9) +- ] a6 — [1og 7 (8) @6
fe<1 fle<1

< 2n% ;i—flog[f(ﬁ) +eldb -—flog f(0)d0 <2aVe ~—jloéf(9)d0,
(&)< Fe<y f(O)y<n

woraus die Behauptung folgt. Ist aber dieses Integral nicht endlich, also
G (f) =0, so ist

[1081£(8) + 140 < [Tog[(8) + 146 < [1og ()40 + 22

Fe<1 7Lr ()<L 75 F(O)<1
< [10g7(8)d0 + 25,
1Sr(0)<1
woraus 81im0G(f + &) =0 folgt. Damit ist der Satz III bewiesen.
Satz+IV. Es sei f(0)nichinegativ und (L) integrabel, dann ist
(©) &(N <A |

Dieser Satz folgt mittels Grenziibergangs unmittelbar aus der bekannten
Ungleichung ) ;
mylogwy + melog @ + ...+ my, lf)gzn
my + Mg + ...+ gy My Ty ~+ Mg T .« My, Ty
(4’) € é My Myt My
(m, >0, z,>0; k=1,2,...,m).

§ 2

Eine Verallgemeinerung des geometrischen Mittels.

8. Es sei a=pe’? eine beliebige komplexe Zahl im Innern des
Einheitskreises, d. h. ¢'<<1. Es sei f(0) nichtnegativ und /() (L) inte-
grabel, wo » positiv ist. Ich definiere den Mittelwert G(«; f) folgender-
mafen:

1% Dieser Satz rithrt in seiner einfachsten Form von Cauchy her: Cours
d’analyse de I'école roysle polytechnique. (Euvres complétes, Paris (Gauthier-Villars),
1897, IL. Série, 8, 8. 375.

19 8. J. L. W. V. Jensen, Sur les fonotions convexes et les inégalités entre
les valeurs moyennes [Acta Mathematica, 30 (1906), 8. 175—201] S, 184.
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Ist G(f) =0, so setze ich G (a;f)=0.
Ist G(f) > 0, so setze ich
2x 27
iz [roarce 'I ae %fxogr(@)lgg——ggg—(‘—@,%rwé
G(a;f)—-e ’ —e °

(z ==e'9).

Man kann diesem Ausdruck auch eine andere Form geben. Ist nim-
lich G(f)> 0, so ist logf(0) (L) integrabel; es existiert also die formelle
Fourier- Entwicklung

log £(8) ~ k,+- 22(70” cos nf 4+ I, sinnf).

Tch setze Fl)
=kt Sk, —it)2
und "
D(z)=¢"" = S’dnz”.
Dann ist "

a) D(z) regulir-analytisch fiir |z| < 1.
b) D(2) =0 fir |2| < 1.

1 r?
anlogf(z)l 27 008 (& — @)-l—r*dm

c) [D(2)|°=e"""® = =G (2 [)

(z=rei®; r <1)*).
Folglich

G(e;f)=|D(a)]".
Man hat oﬂenbar
s f)=1D(0)]
Es gelten ferner die Satze:
It 0ESmLF(0) S M und £(0)(L) integrabel, so ist

(7)-

(1) mEGe; )EM.
Ferner ‘
Gla;1)=1.
Sind f(0), ¢ (0) nichinegativ und (L) integrabel, so ist
(2" G(a; 1) @(a; @) = G (; fo)..

[N
T

¥} Ioh verstehe unter R« den reellen Teil der komplexen Zahl .



Beitréige zur Theorie der Toeplitzschen Formen. 177 }

Ist {(0) nichinegativ und (L) integrabel, «so ist

(8") lim G (a; f+ &) = G(a; f).
=10

Diese Satze konnen shnlich bewiesen werden, wie die entsprechenden
Sétae fix G(f).

4. Es gilt nun der

Satz V. Ist f(0) nichinegativ, (L) integrabel und G(f) > 0, so ist
(8) o "+ 1y P 1, [P S A(F) ).

Man hat nimlich nach der Ungleichung (4)

27

—1~f logf (@) ——2"T gz 2z
: 2__ 2 127 ¢o8 (Z—O) +13 1 ] — 2
|D(re®)]'=e © é@?tff 1 2rcos(z——6)+r‘~’dx’
also °
1
Tf|1)(m@)| d0<~~ff( (),
d. h. -

(dy "+ | Pro . - d, e S A(F),
fiir jedes r < 1 und fiir jedes n. Hieraus folgt
4o+ d,|*+ ... +]d, P S A(f)

womit die Behauptung bewiesen ist. ,

5. Aus Satz V ergibt sich folgende Verallgemeinerung des Satzes IV:

Satz VI. Ist f(0) nichinegativ und (L) integrabel, so wird

’ A

(") dCHESTSE

Das Qleichheitszeichen ist hier dann und nur dann giltig, wenn (mit
Awusnahme einer 0-Menge)

—le

f(8)= l*{j%;ﬁ (z=€i®)

st (¢ =0).

. ) Diese Ungleichung gentigh vollkommen fiir meine spiteren Zwecke. Ich er-
wihne jedoch, daB hier unter den genannten Bedingungen immer das Gleichheits- -
zeichen gilt; es bestehen allgemeiner die Gleichungen

ax

= - - 1 ..
dodn+d1d»-}-1+. A dndae—;-n—l'-...zﬂff(ﬂ)e‘ adﬂ (%= 0, 1,2,...).
0
Dieses System gibb eigentlich eine Parameterdarstellung fiir die Fourierschen Kon-
sbanten einer nichtnegativen, (L) integrablen Funktion f(e), deren geometrisches
Mittel G (f) positiv ist.
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Insbesondere gilt in (C) dann und nur dann das Gleschheitszeichen®),
wenn (mit Ausnahme einer 0- Menge)

0)=c
18t (¢ = 0).
Ist G(f)=0, so ist die Ungleichung (0’) tr1v1al Ist G(f) >0, s0
hat man

Gla;f)=|dy+da+...-~d,a"+...]%
also nach der Schwarzschen Ungleichung
© ’ E’ .
G(a§f)§—2\dn122/|“}” ”-'"'W Zl wl __1 ‘2’ g. e. d.
n=0 n=0 n==0

Wenn in dieser’ Ungleichung das Glemhhe;ltszemhen gxlt, so sind zwei
Fille méglich. Entweder muB G(a;f)=G(f)=A4(f)=0 sein, d. h.
(mit Ausnahme einer 0-Menge) f(0) = 0; oder aber @ (f)> 0 und

| 3d,e =§|dn1*§|av'—%

also "
d,=A1&" (n=0,1,2,...),
d. h.
A
and D(Z)=1—b’iz
o a®
g(z)=logl-1og(1—~az)=logl+'§~ﬁ-z .
So folgt . T
‘ by — i, =2 (n=1,2,8,...),
d. h. .
o =" ==
k,="-cosnp, l,==-sinng (n=1,2,8,...).
Es ist nun
—log|l—&z|"=—2%Rlog(l — az m28%2“”) 229 cosn (B — ¢)
(2 =et9), "
also (mit Ausnahme einer 0-Menge)??) (
log £(8) -+ log|1 — @z|" = const. (2 =e%9),
q. e d.

) Dieger Teil des Satzes findet sich fiir positive und stetige Funktionen bei

G. P6lya [Archiv der Mathematik und Physik, 20 (1912), S. 272, 457-te Aufgabe].
2w

%) Ist g(6) (L) integ::a‘bel und éig;jg(e)ci”&de =0 (n=1,2,8,...), 80 igt

A 0
(mit Ausnahme einer 0-Menge) g (6) = oconst.
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6. Ich erwihne hier noch einen Satz, der in den meisten praktischen

Fillen eine zur Berechnung von G(e; f) gut brauchbare Methode liefert,
Satz. VII. Es sed F(z) reguldr-analytisch fir |z| <1

f (9) = [F (2) \2 (zﬁwéf‘“wi
tch seize
F*(z) = F(2),

wenn F(z) fir |z| <1 nicht verschwindet; es sei ferner

* 1—2,21—2,2 1—%,2
F (z)=F(Z)'—Z‘:;1- Z-—-Z;-'.' Z—Z,;_J

wenn die Wurzeln von F(z) innerhald des Hinheitskreises (mit ihrer
Multiplizitdt gezdhlt) z,, z,, ..., z,, stnd. Dann ist

a) F*(z) regulir-analytisch fir |z| < 1.

by F*2)+0 fir lz|<1.

¢) F(0)=|F(z)|"=|F"(z)]* (2 =€),
(6) d) @a;f)=[F"(@)]" *).
a) und b) sind klar; ¢) folgt aus der Gleichung
P=c4Eat (l2]=1; |z|+1).

d) 1aBt sich auf folgende Weise beweisen. Die Funktion
G (2) = log F*(2)

ist fiir || < 1 reguléir; sie hat ferner am Rande des Einheitskreises nur
logarithmische Singularititen in endlicher Anzahl. ‘Alse ist mit Ausnahme
von endlich vielen Stellen 0

log £(8) = 2R log F*(z) = 2R G(2) (z =e'®),
d. h. mit den vorigen Bezeichnungen g(z)==tc-+-G(2) und also
D(z)= e“F*(z), q. e. d.
II. Teil
Eine Minimum-Aufgabe.
§ 8.

Formulierung des Problems.

7. Es sei f(0) nichtnegativ und (L) integrabel A4 (f) > 0%*), a eine
beliebige komplexe GroéBle. Ich betracbte das Integral

) Dies ist eine Verallgemeinerung des bekannten Jensenschen Satzes.
) D. h. f(6) ist positiv anf einer Menge vom positiven MaBe.
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»—ff(ﬂ )| P, (2)[*d0 (2 = e5);

wo P, (z) ein Polynom n-ten Grades bezeichnet, welches der Bedingung
P,(a)=1

geniigt. Ich frage: Welches ist die unfere Grenze w, (; f) dieses Integrals,
wihrend P, (z) mit der obigen Einschrinkung die Gesamtheit der Polynome
n-ten Grades durchlauft?

Ich setze

P (2)=ay+ o, (2 —a)+. .. +&,(2~ )",
dann ist u,(a;f) die untere Grenze der Hermiteschen Form

éla?ff(eﬂxo‘f‘%(z”a)“i*---—}—x,,(Z——a)"']ﬂdﬂ (2 == %)

fir y=1. Die untere Grenze ist somit Minimum, das fiir ein einziges

Wertsystem der Variablen ,, #,, ..., #, erreicht wird. Also
.1 d .
a(e5 1) = Min o= [ £(0)| P, (2)[*d0 (2= ot9),
0

wihrend P, (a)=1 ist. Oder
2 7t
. ff(e)fmm"de
: e = @10
:un(ﬂx’ ) = Min o IPH(“)IQ (Z"““e )5
wihrend P, (a)==0 ist.

8. Es sei jetzt |a|<1. Zunichst ist es klar, daB man sich bei
der Aufsuchung des Minimumwertes 4, auf diejenigen Polynome P,(z)
beschranken kanh, die fiir |2{ < 1 nicht verschwinden. Also

(a5 ) = Min 21 f £(8)| P, (2)|*a0 (2= et9),

wihrend P, (z) die Gesamtheit derjenigen Polynome n-ten Grades durch-
lduft, welche den Bedingungen gentigen:
a) P (2)=%=0 fir® jz{<1.
P (a)=1.
Sei némlich |z,| < 1 und P,(z,) = 0. Ich bilde das Polynom (& ;|= Zy)

P () _P(z)l’—z"z o —Z,

2o 1""%0“
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Nun hat man bekanntlich

1—7%,2 p
— | T IS ‘.7'.:&@
P 1 (= e}_
und

o — 2,

( R P

1—7, ’
also °

O OIS O XOIL RN R

wihrend Pp (a) = P, (¢)=1 ist; hieraus folgt die Behauptung.

9. Es sei wieder |a| < 1. Ich gebe der vorher gestellten Minimum-
Aufgabe eine andere Form. Zu diesem Zwecke zitiere ich den folgenden
Satz des Herrn Fejér:

Ist @, (0) ein nichtnegatives trigonometrisches Polynom n-ter Ordnung,
so lifit es sich wmmer in der Form darstellen

2u(0) =P, (2)|’ (2 =€),
wo P, (z) ein Polynom n-ten Grades bezeichnet®).

Diese Darstellung ist im allgemeinen auf mehrere Arten mdglich.
Man kann aber leicht eine eindeutig bestimmte ,,Normaldarstellung® fest-
legen, indem man etwa die folgenden Einschrankungen macht:

a) @,(0)==0.

b) P,(z)+ 0 fir |z|<1.

¢) P,(a) ist reell und positiv?®).
Dann ist nach Satz VII

G @,) = | P () "= [P,(a)]"
Daraus folgt nun der

Satz VIII. Hs sei f(0) nichinegativ und (L) integrabel, 4 (f)>0,
ej <1, n positiv und ganz. Dann ist

(a3 1) = Mim - [ £(6) ,(0)d0 = Min 4 (f,),

#) T. Fejér, Uber trigonometrische Polynome [Journal fiir die reins und an-
gewandte Mathematik, 146 (1915), 8. 53—82], §. 62.

26) Zu diesemn Zwecke ist es am besten, die Formel
1—-Z.z] q. /
' payoe =1 (z]=1; [a|=1)
zu benutzen. Ist ferner | B(2)|°=1 (z=¢'?), wo R(z) eine fiir |#|< 1 regulire
und von 0 verschiedene rationale Funktion bezeichnet, so ist nach Satz VII

G(x;1)=1=|R(x)|* (e <1,

d. h. B (x) == const.
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wo ¢,(0) ein mnichinegatives trigonometrisches Polynom n-ter Ordnung
bezeichnet, fir welches G(a; ) =1 ist. Allgemeiner wird also

A (f n
(7) (e f) = Min L2

fiir alle nichtnegativen (nicht identisch verschwindenden) trigonometrischen
Polynome n-ter Ordnung.

§ 4.
Uber die Minimumwerte .
10. Eine unmittelbare Folge der Definition ist die Ungleichung
:  m(sHZA() (n=1,2,3,...).
Fernex .

(8) ‘ tn (@5 1) < pn=s (3 ) (n=2,8,4, )
Die nichtnegativen Zahlen u, streben somit einem Grenzwerte zu, d. h. es
gilt der

Satz IX. Hs ser f(8) nichinegativ und (L) integrabel, A(f)>0.
Die Folge der michinegativen Zahlen
o (s ) (n=1,2,8,...)
18t monoton abnehmend; es ewxistiert also der Grenzwert

lim g (5 1) = e (o3 ) S A ()
11. Ich beweise jetzt den
Satz X. Hs sei f(0) <g(0) und g(0) ebenfalls (L) integrabel.

«Dann st
. o (@5 ) S e (25 ¢) (n=1,2,8,...).
Man hat ndmlich

(0 N S 5= 7OV PL(2) a0 < & [9(0) | Po(2)"d0 (2= o)

fiir jedes Polynom n-ten Grades P,(z) mit der Eigenschaft P, (a)==1
Daraus folgt die Behauptung.
Aus Satz X ergibt sich die Ungleichung
pla; )< p(e;g).
Ist z B. 0 <m < f(0) < M, so hat man
(9) mp, (@3 1) S p (05 ) S My, (e;1) (n=1,2,8,...)
und

() mn(e 1) < (s £) < M p(as 1),
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Die GroBen u,(e; 1), u(e; 1) lassen sich leicht berechngn, Man hat
ndmlich

am
1 . ; b1 2 , (; S LRy By
ﬁj1m0+m1g+...-,k-«wnz”‘]*dﬁx}%qg-i—§m1{2+._». o oy b

0

also

u, (e 1)~—MmiwOl +|m1| ok —l—{w,.f .
|y ot +.. +a'noc"]

Nun ist nach der Schwarzschen Ungleichung

< 1= L
o+ 2y et < 1‘“‘—@ 2y P+ (2, | P+ o 3, )
und fiir @ = A&* (k=10,1, ..., n) ist hier das Gleichheitszeichen giiltig.

Also '
I—ja|®
(10> Iu’n(a; l)mm;;ln{o—;—lrﬁ 21) (n=1! 2: 3"")‘

Hieraus folgt
/ 1-—
(10 p(a, 1) ={

Man hat also nach dem Vorigen

fir ja|<1,
0 fir |el>1.

@ e ensEny e-as

| a® 1?n+‘>
und \
(@) I—leP)mZu(@HSA~le UM (la|<1),
p(esf)=20 (el = 1).
12. Es sei [a| < 1. Eine andere Absohatzung der Minimumwerte u,,
erhélt man auf folgende Weise. Es gilt nach (0" die Ungleichung

G(a; ) G(e; 9,) =C(e; fo,) £ f?_(-’%%%,

6o (1~ lel) S gty

fiir sdmtliche nichtnegative trigonometrische Polynome n-ter Ordnung
@,(0), welche nicht identisch verschwinden. Daraus folgt die Ungleichung

also

(11) Gl HA—lelHL<p(asf)  (e|<1l;n=1,2,8,...)

und so

(11') G(es ) (1 —al) Snle ) (lef<1).
#) Ist || =1, so igt dieser Ausdruck durch n-}-l 7q ersafzen.

Mathematische Zeitgchrift., VL. 13
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18. Ich beweise jetzt den ‘
Satz XI. Bs sei [(0) nichinegativ und (L) integrabel, A (f) > 0
la| <1, n eine feste positive Zahl. In der Ungleichung (11) steht dann
und nur dann das Gleichhestszeichen, wenn (mit Ausnakme einer (- Menge)

(12) f(0) = 1:“'"—5 ;p*(la’)' (7 == ei9)

[1—éz|
ist, wo @(0) ein positives trigonometrisches Polynom n-ter Ordnung
bezetchnet.
Die Behauptung besteht aus zwei Teilen.
a) Die Bedingung (12) st notwendig. Ist nimlich
w5 ) = G (a5 ) (1 = |a|*)
A(foy)
Gla; ) (1 —lal®)= T@ e

wo ip:(@) ein nicht identisch verschwindendes nichtnegatives trigono-
metrisches Polynom n-ter Ordnung bezeichnet. Also ist

Ga; fop)(V = [e) = A(foh),
d. h. nach Satz VI (mit Ausnahme einer 0-Menge)

s0 hat man

FO)#0) = 7o (z=ei% o> 0).

Daraus ergibt sich aber, daB ¢*(6) nicht verschwinden darf, da in diesem
Falle f(0) aufthdrt (L) integrabel zu sein. Also ist ¢*(6)> 0, woraus
die Behauptung folgt.

b) Die Bedingung (12) dst hinreichend. Man hat laut Definition
fiir jedes ¢, (0)

. ‘ A
. (65 F) S G gny

also speziell

Afe)  A(fo)
(@ F) L ooy = @larfe O 1)

Nun ist (mit Ausnahme einer 0-Menge)
1 A
FE)9 () = s (2= &%),
80" dafl nach Satz VI
(f‘p) 1 { ]0
GlasTo)

(e ) S G e ) (1 = ef’)
W (=G (a;F) (1 —|al®), q e d

Daraus folgt

und so nach(11)
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Ist z. B. ¢(0) ein positives trigonometrisches Polynom g-ter Ordnung

und. 1 1 §
O =nmpsm  (el<lizme,
go 1st
 F) = G —
und also to (05 ) = G o5 ) (1= |}’

wla; f)=G{(e; ) (1 —|a|”).
§ 5.

Konvergenz der Minimumwerte y,.

14. Das soeben erhaltene Resultat suggeriert die Vermutung, daB in
der Ungleichung (11') immer das Gleichheitszeichen steht. Diese Ver-
mutung wird in der Tat bestatigt durch den

Satz XII. Hs sei [(0) nichinegativ und (L) integrabel, A(f)> 0,
la| < 1. Die Folge der Minimumwerte

A(f ¢n
(05 ) = Mln(}gﬁj) : (n=l,2,u3,...)
strebt monoton abnehmend nach dem Grenzwerte '
lim g (e5 f) = (e ) = @ (a3 £) (1 = ||")

Man hat némlich nach Satz VIII und IX
‘ Alfe)
(18) ules )< =G e)’
wo ¢ (0) ein beliebiges nichtnegatives trigonometrisches Polynom bezelchnet
das nicht identisch verschwindet.:
Es sei zunichst 0 < m < f(0). Ich behaupte, daB die Ungleichung (13)
auch dann richtig bleibt, wenn ¢ () eine beliebige (L) integrable Funktion

bezeichnet, fiir welche
O<uLopB) M

jst. Ich bilde nimlich die Partialsummen
8, (0), 8, (0), ..., 8,(0), ...

der zu ¢@(0) gehorigen Fourierschen Reihe, ferner die arithmetischen
Mittel derselben ,
0,(8), 0,(8), ..., 0,(0), ..

Dann ist nach L. Fejér?®) ,
V< uLo, (<M (0L0<L2a;0=0,1,2,...);

[

%) Untersuchungen iiber f‘ouriersche Reihen [Mathematische Annalen, 58
(1904), 8.51—~89}, 8. 60.
18%
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ferner

27

tim & [198) = o, (9] 48 =0 )
]
also fiir gentigend grofle n

5z [lp®) — o, ®)1d0 <,

wo & > 0 beliebig ist.
Nun ist o, (0) ein p(')sitives trigonometrisches Polynom ; also

Tch benutze jetzt die Ungle;ohungen
| Seolo,—z| (s wd 2 <a),

|10gy1——IOgye.alé'—gﬂ‘%’g«l (y, und y, 25> 0);
man hat

. 25
gl-’;J-Ilog<p(9)—log0,,(9)l ll—lf‘| 2db < 1”_’2}‘:{%ﬂlogqo(ﬂ)—dogam(ﬂ)lde
0

[1—az| .

ll/\

2r
I11 .
el ;rf (0)—o,®)]a0 < 1L o),
also
|G (a; @) — G (a; o")]<—1—i}—§£—~e-—a ,
wo ¢’ mit ¢ nach 0 strebt.

Ich setze femer'quh Man, hat
|A(Fo)—A(fo,) < 5= | ()l ()~ o, @10+ 5= [ £6)](8) — o, €)1 a0

nf(@)<1 nf(8) 21
<i+2[roas—e,

L . (0 21
wo ¢’ mit & nach 0 strebt.

Aus (18) folgt hiermit fiir gentigend kleine &
A "
M (a; f) < a3 (Z?;Tj?’

) Dies folgf aus der Ungleichung
(%+m+“.+&7’ ﬁ+ﬂf+“'+¢.

7~ 1 n41l
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d. h
A
s f)_.v@iﬂa q. e d,.

Daraus folgt sofort, daB (13) auch 1 richtig bleibs,  wenn :élie
untere Grenze von ¢ () gleich 0 ist, vorausgesetzt dabei, daB " F(p):
ist. In der Tat, hat man fiir jedes ¢ >0

[fle+e)] A(fo)-+edA(f)
(o) S Gt < Apresll),

woraus die Behauptung folgt.
Ich setze jetzt in (18)

o =l 1 — i 0
qp(e)*u_&zr‘f(e) (z=e).
Es ist V
o<g@)<iHEL

und G(p) <0, da G(¢)G(f)=1—|a|® ist. Man hat ferner nach
Satz VI

G (a; fo) == f@?,
focl

also

(s f)<G(oc )G‘(“zf)=G(“,;f)(1—§“|2)a
d. h. nach (11’) ‘
, w@hHN=6(&H(1—e’), ged
Es sei endlich f(0) eine michtnegative, (L) integrable Funktion und
A(f)>0. Dann ist nach Satz X fiir jedes & >0

wles ) Sp(es F4e)=G(a; f4e) (1 — |e|’)
also nach (3')
ule f) S G AL —lal),
woraus die Behauptung folgt.
Damit ist Satz XII véllig bewiesen.

ITI. Te11
Uber die Toeplltzschen Formen.

Wir haben bereits in § 8 den Zusammenhang bemerkt, der zwischen
der dort gestellten Minimum-Aufgabe und gewissen Hermiteschen Formen
besteht. In diesem IIIL Teil will ich die bisher erhaltenen Sitze in der
erwihnten Beziehung deuten, ‘bzw. auf die Untersuchung Toeplitzscher
Formen anwenden.
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§ 6.

Toeplitzsche Formen und Toeplitzsche Determinanten.
15. Es sei f(0)(L) integrabel und

27 vu
a, = glgff(ﬂ) cos nBd0, bh“mg};ff(ﬂ) in n0df
‘ 0

(n==0,1,2,...;8,=0):
ich setze

Ct =8y £ b —-mjfe)z"’“"dﬂ (re=ei®;m=0,1,2,...),

dann ish. }
Cp=7, (n=10,1,2,...).
Ich bilde mit Toeplitz®) folgende Schar von Hermiteschen Formen

(T) T.(f; % 24505 2, 22 —q%p%q

p=l g=

"17d0
(z=e9;n=0,1,2,...).

“Ich bezeichne diese Formen als die ,,zu 7(6) gehorigen Toeplitzschen
Formen*, ihre Determinanten

Cp €y €y -+. C

1
O G Coyivov Coppy)

D) D [F()=D,(f)= e, & € v Copiy

cn onwlcn'*; e 60
a, a, — 1b, a,— b, ... a,—1b,
a, +1ib, . @ a, — b,  ...a,_, — b, .,
== @y + tby, @, 418, A e Qg ™ "’bn——i
“ ) ¥ -
| —r'l«bn n,_1+’l;bn_1 a,n_g—kz'bn_,a (27

‘ (n=0,1,2,...)
als die ,,2u f(0) gehorigen Toeplitzschen Determinamten‘:.

) A.a. 0.4 b) S.499.
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16. Es sel jetzt (mit Ausnahme einer 0-Menge)
ferner seien die Verinderlichen der Bedingung
“ [xole"}"‘lxl'z"‘[""'"l"‘xnlg“—“l
unterworfen; dann ist ‘
(14) MET, (f g @y s ) S M (n=0,1,2,...),
da ja .
T, (10, @, 2) =2 |+ 2, "+ ...+, =1
ist. Das Gleichheitszeichen in (14) 1st.dann und nur dann giltig, wenn
(mit Ausnahme einer 0-Menge) f(f) = const. ist.
Es sei ferner f(8) >0 und A(f)>0. Dann ist
(f‘ xO’ xl"‘~" ';l)>’0
tir alle %y, #,, ..., %,, die nicht simtlich verschwinden; also ist
(15) D,(f)>0 (n=0,1,2,...).

17. Herr G. Pé6lya hat eine Darstellung der Toeplitzschen Deter-
minanten gegeben®t), die aus (D) mit Hilfe einer Formel von G. Landsberg??)
leicht gefolgert werden kann, mémlich

em 0,1,..0,
gni-1 ry
- . 7£(0,)F(0,)-..F(6,) sm"‘” ~d0,d0, ...do,
o = el Jreones ol
e (n==0,1,2,...).

Daraus folgt, wenn g(@). nichtnegativ und (L) integrabel ist und
0<mLF(0) LM ist, daBl

(16)  mrr <D () < M (n=0,1,2,...),
(17) m*D, (g) < D,(fg) £ M"+D,(9) (n=0,1,2,...)

igt; Gleichheit kann hier nur dann bestehen, wenn (mit Ausnahme einer
0-Menge) f(0)==const. ist. Ferner folgt mit Hilfe der Schwarzschen

Ungleichung

(18) D,(fg) VD (D, (¢%) (n=0,1,2,..)

hier ist das Gleichheitszeichen nur dann giiltig, wenn (mit Ausnahme
einer 0-Menge) f(8) == const. g (6) ist.

3 L/Intermédiaire des Mathématbiciens, 21 (1914), 8. 27. Question 4340.
) &. Landsberg, Theorie der Elementarteiler linearer Integralgleichungen
[Mathematische Annalen, 69 (1910), 8.227—265] S.231.
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18. Es sei jetzt wieder allgemein f(6) (L) integrabel. Ich fiihre
einige Hilfssitze aus der Theorie der Hermitesshen Formen an.
Zunichst gibt es bekanntlich eine lineare Transfo;:mation

T, = I EP LR EP L IMEY (x=0,1,...,n)
mit der Eigenschaft
(1) Tu(Fimor s m,) = 287 |8 P 27 |6 20 6017,
wihrend

%" 2 P+ T = (&7 (6 (6]

ist. Hier bezeichnen.
(19). A A, L Al (n=0,1,2,...)
ém&enﬂg bestimmte reelle Konstanten, die ich als die ,,zu f(0) gehorigen

Bigenwerte bezeichne. Sie ergeben sich bekanntlich als die Wurzeln der
charakteristischen Gleichung

Co— A4 €y €y pae Con
i C—A Cey  eei Coppy
D,(f—1)= [c,,_q—-epql]ga g ¢4 Co—24 ... Coppa =0,
[}
Cn Cn—1 Cp—g -.. Cop— 4

(Die Bezeichnung [a,, ] fiir die zugehdrige Determinante wird im folgenden
tiberall benutzt- werden. )

Daraus folgt, daBl, wenn o und b reelle Konstanten bezeichnen, so
gehdren zu a - bf(f) die Eigenwerte

. " a--bi; (==0,1,...,m; n=0,1,2,...).
erner 18 )
D (f)=2" 4" ... (n=0,1,2,...).

Es sei nun das kleinste. bzw. groBte unter den Zahlen (19) 1™
bzw. A™; aus (T') folgt
/'L(n)—"ﬂ Min T (f. mo, wl, vy 56”),

A® =Max T, (f; @y, 2,, ..., %,),
wihrend o ’

et la T =1
ist. Ist also (mit Ausnahme einer 0-Menge) m < f(0) < M, so ist
(20) m<iP< M (x=10,1,...,m; m=0,1,2,8,...);

Gleichheit besteht hier nur dann, wenn (mit Alilsmhxiye einer (-Menge)
F(0) = const. ist.
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§7.

Sitze iiber die Toeplitzschen Determinanten.

19. Ich gebe jetzt der im II. Teil behandelten Minimum -Aufgabe
folgende Formulierung. Ich setze

P,(z2) =2+ (2~a)+...+x, (z—a)

dann ist
2x
o= | 7012, (2) 1d9~20’2 % (2=,
p=0 ¢=0
wo °
1 2n
g‘“f Y(z—a)?(—&)"dl (z=¢° p,¢=0,1,2,...)
0

ist. Diese Hermitesche Form ist positiv definit, d. h. ihr Wert ist
immer nichtnegativ und verschwindet nur fir o, =a#,=...=2,=0.’
Die Bedingung P, (e)==1 ist damit &quivalent, daB z,==1 ist.

Es gilt nun der elementare Satz:

Ist die Hermitesche Form

positiv definit, so ist

MmZZ a,, %, &, — = [3d] 33

%=1 p=0 g=0 [asq]}
Daraus folgt
« [ksoly
a; f)=—"=.
#a (05 F) eral”

Ich betrachte jetzt die lineare Transformation, definiert durch die
Identitiit in z

zt+a,(z— )t 23— ) =gty Yt
d.h.
To=Yo+ Yo+ ..+ Yo"
z, = Y, +...+ny,e?

e ®

2z, = Y-

#) §. etwa J. A. Serret, Handbuch der héheren Algebra. Zweite Auflage, 1878,
I Bd. S.460.
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Diese Transformation hat die Determinante 1; ferner hat die Form

2
o [ FO)lvo+ v+ 5 4y 20" a0 (2 = ¢9)
0
die Determinante D, (f). Also
[%,0)0 = Du(F)-
Ahnlich . .
[_pq] ——D'n-«l[f()[z_a‘] (zme"')’
weil ja
3 k5,5,
' =1 g=1
;:mj'f(ﬂ [z——al |2, 42, (2 — @)+ .. A w, (2~ ”“1[‘3d0
(z==et®)
ist. Also
(21) (@5 F) = e {D) (a=—ei; m=1,2,8,...).

Dyer [F() ]| 2—e|’]
Ist z.B. =0, so folgt
D,
(22) ,,t,,(o;f)wﬁ:% (n=1,2,8,...).
Es gilt also der

Satz XIII. Es sei f(0) nichinegativ und (L) integrabel, 4 (f)> 0.
Die Toeplitzschen Determinanten D, (f) sind dann simtlich positiv und
D, .
M”(O;f)m"r%t% (n=1,2,8,...).
20." Als unmittelbare Folge der §§ 4 und 5 ergibt sich jetzt eine
Reihe von S#tzen tiber Toeplltzsche Determinanten.
Satz XIV. Es ses f (0) nichinegativ und (L) integrabel, A (f)> 0
Die Folge der positiven Zahlen
Dn (1)
jjn—zzfj
18t monoton abnehmend; es existiert also der Gremzwert
lim 2o tim " VD7) = D(1) S A(F). *)
Daraus folgt, da8

D(f <5 ﬂ%SAm (n=1,2,38,...

) Diesen Satz hat zuerst Herr M. Fekete mit Hilfe eines Determmantensabzes
bewiesen.

(n==1,2,8,...)
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ist. Man hat nun

also
D, (f) ntl
(23) B <" VD,
und
, D" VDHLAW) (n=0,1,2,...)
Ferner ist
(24) "VD,F VD, (n=1,2,3,...),

weil [ich schreibe kurz D, statt D, (f)]
n+1 n+1/ _Dn"""""“— n-+1 I‘)'n__ n+1/”"”;1: n
"Dw.z mpn—lé .T)n..:D"_lé an—an—-lz\/‘Dn—l‘

Satz XV. Hs see f(0)<g(0) und ¢(0) auch (L) integrabel.
Dann ist

D (f) < Da(g)

DL NSt T hEE..
Daraus folgt die Ungleichung
D(f)< D(g)-
Ist ferner 0 < m < 1 (0) < M, so ergibt sich aus Satz XV *)
(25) mg—ﬁlf:{(lf(>)g*m (m=1,2,8,...)
und .
(25') m<" VD<M (n=0,1,2,...),
endlich
m<D(f)<H.
Aus (11) folgt ;
(26) G(f)gﬁ%%?f—) (n=1,2,8,...)
und also )
G(f)SD(f).

Nach Satz XI gilt ferner der

Satz XVI. Bs sei f(0) nichinegativ und (L) integrabel, A(f)>0,
n eine feste positive Zahl. In der Ungleichung (26) besteht dann und
nur dann das Gleichheitszeichen, wenn (mit Ausnahme einer 0-Menge)

. R 1
r0) =@

) Ist ¢>>0, g0 ist .D,‘(c)=c”'*;1 (n=0,1,2,...).
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ist, wo @(0) ein positives trigonometrisches Polynom n-ter Ordnung be-
zeichnet.
Ist also ,p(0) ein positives trigonometrisches Polynom p-ter Ord-

nung und
1

f(ﬂ) = ;’(‘5‘5,
so ist
i — e (1) (n2p),
also
D(f)=&(P)

Es gilt allgemein der
Satz XVIL Bs sei f(0) nichtnegativ und (L) wntegrabel, A (f) >
Die Folge der positiven Zahlen

D, (£)
Doy () (m=1,2,8,..)

18t monoton abnehmend wund hat den Grenzwert

i 20— V=000, %

§ 8.
Ein Satz iiber die Eigenwerte der Toeplitzschen Formen.
21. Satz XVIII. Es ses f(0) (L) integrabel und m < f(0)< M.
Es seien ferner '
oL, A (n=0,1,2,...)
die zu [(0) gehorigen Eigenwerte. Dann ist
m<LIPL<M (x=0,1,...,m; 2 =0,1,2,...)
und wenn F (1) eine fir m <1< M definierte stetige Funktion be-
zeichnet,

e

. FGM+FGM 4+ +FGM)

lim Tt D L [ pipe))as. )
[

Der erste Teil dieses Satzes wurde bereits in § 6 bewiesen. Hier
muf} ich also nur den zweiten Teil beweisen.

88) Diesen Satz hat Herr G. Pélya vermutet. Sein erster Beweis rithrt von
mir her und ist fiir stetige Funktionen in meiner Arbeit enthalten: Ein Grenzwert-
satz iber die Toeplitzschen Determinanten einer reellen positiven Funktlon [Mathe-
matische Annalen, 76 (1915), S.490—-503]

) A, a 0. %)
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Zunichst ist es klar, daB der Spezialfall m.>0, F(l) =log 4 in
Satz XVII enthalten ist. Dann ist namlich

27
G(f) = ﬁdflogf(@)ae

und also

(m) (n) {n) i
10g D. (f) . log hg¥ +log ™ + ...+ log 4 1 f
ll llm T e 8] 6 dIB
o TnFl e n+1 P ) g 7(0)

Aus diesem Spezialfall folgt aber, wie ich nun zeigen will, der Satz XVIIL
In der Tat sei |f(6)| < o. Den,Fall A(|f|)=10 schlieBe ich aus,
also 6> 0. . Es bezeichne nun « eine reelle Verdnderliche und sei

ol < L Dann ist die Funktion 1 -+ af(0) positiv, also nach Satz XVII
1<% ) p

l?lox [l+ef(6)]d6

L

lim" VD, (1 F «F) =
oder "

. log (14 e2™)+... +log (1+arl)
,l,fﬁlo 0 T = ——flog (14caf(8)]40

o1 <2)

Die Potenzreihe
@ k
— — 1) T
log(l—;-x)__gl'( 1§l
konvergiert aber fiir |x| << 1; wenn ich also

WP a1 (m=0,1,2,...; k=1,2,3,...)
setze, so ist die letzte Gleichung folgendermafBen zu schreiben:

i 57 A k:aaf“{k O 1r(6)7* o+ af
.0 -

1
(lel <2)s
die. Reihe in der geschweiften Klammer konvergiert aber (fiir festes a)
in 6 gleichmiBig, also ist
' 27

LI k_ls _ -
i 3 e SE L firoran e (o] <3).

Ich benutze jetzt den folgenden Satz von Vitali®®):

) Auf die Anwendbarkeit des Vitalischen Satzes hat mich Herr G. Pélya
anfmerksam gemacht,
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Es seien f,(z), f,(2), ..., [.(2), ... reguldr-analytische Funkiionen

fir |z| < R und
()M (n==1,2,8,...; lz| LR).
EBs evistiere ferner lim f, (2) = f(2) fiir unendlich viele z, die im Innern

n=wm
des Kreises lz| <R mindestens einen Héufungspunkt besitzen. Dann
existiert lim f, (z) = [ (2) fir jedes |z2| < R, und zwar gleichmdpig fir

2| Lo < R; f(z) ist somit reguldr fiir |z| < R.
Es ist hier
—1 k1 (k) ’ ®
ﬂ(z)zZ&“’%‘“‘wmv—i—z", z)ﬁ_EC Ll j F(0)]*d0- 2%;
Jowl, ‘ b=y
ferner kann ich’
1 1
B o= T3 M ——kzl :ﬁ—al

setzen. Man hat dann lim f, (2) == f(z) fiir jedes z, welches reell ist und
n==on

im Intervalle (— R, R) liegt. Man hat also gleichmiBig fiir 2| <o << R

ig_n;fn<z> ~1(2)
und folglich

lim = oL f[f(ej a0 (E=1,2,3,...).

Das bedeutet aber soviel, daB der Satz XVIII fiir F (1) = 2" (k=1,2,3,...)
giiltig ist. ‘Da er pun fir F (1) =1 trivial ist, so bleibt er auch dann
richtig, wenn F(2) ein beliebiges Polynom bezeichnet.

Jetzt gelangt man schon leicht zum Ziele. Es sei nimlich F (1)
stetig fiir m <1< M und &> 0 beliebig; man kann dann ein Polynom
P () finden, das die Eigenschaft

|F(A)—P(A)]>e (m L A<M
besitzt. Dann ist fiir jedes n
1 “ n - "
}m%’z’(zg,))- ﬁ%’mz,@) <,
also .
lim sup L ZOF (1 __<=~2—1—fP[f 6)]de+ag~fﬁ* 8)126 + 2.
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Ahnlich folgt
11m1nf--—2F > fF[f(e df — 2,

d. h. da ¢ beliebig klein ist,
2
1
11m +1ZF n) z——f [f(6)d q-e. d.
0

§ 9.
Verallgemeinerungen.
22. Satz XVIII gestattet einige Verallgemeinerungen. Zunichst

zitiere ich folgenden bekannten Hilfssatz:
Es sei

n
A, (xy, %y, 2,) == ZZ%Q%% (@ = y,)
p=0¢=0
eine beliebige Hermitesche Form und

n n

An(wo’xu""xn>:ZZ:apqmqu (g =yy)
positiv definit. Damn gibt es eine lineare Transformation der Variablen
Ty, B,y -5 X, 80 daf

A, (%5, %5 - -, xn)‘"‘“}“oﬁolz"%’julﬁ‘g'}"“
A, (%4, @y, - ’w)m|§oIB+I§1|2+ &, Ig

1885 Ay Ays o oo A, 8ind hier eindeutig bestimmie reelle Konstanten, die
der ,.charakteristischen Gleichung*

- j’“jpg]gm 0

und

. [a'P q
genugen.

Die Konstanten A, kann.ich als die zu A4, (%) gehorigen Eigenwerte
(4m. westeren Sinne), oder als die Eigenwerte mit der Nebenbedingung
A, (x)=1 bezeichnen. Ist

A () =[] + || + ..
o stimmen diese mit den gewdhnlichen Eigenwerten (Pkt. 18) iiberein.

Es sei nun 1 die kleinste, 4 die groBte unter diesen Konstanten;
dann hat man

ni 7

1= Min 4, (a),
A =Maxd, (z),
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wihrend A, (¢)=1 ist. Ist also m < A, () < M, wihrend A, (z)=1
ist, so hat man
m<l <M (¢=0,1,...,n).

Ferner ist es klar, daB wenn a und b beliebige reelle Konstanten be-
zeichnen, so gehdren zu der Form

ad,(z)+bA,(2)
die Eigenwerte ,
ali,-+-b (¢=10,1,...,m).

28. Diese Satze benutze ich zur Losung der folgenden Aufgabe:
Es seien £(0), g(8) (L) integrabel, 0 < pu < g(0) <M und

1O <y
mgg,@ M
Iéh frage nach dem Minimum bzw. Maximum der Form
2
T (F T By s ) = g | FO) o 2t 2,220 (= o)
0

unter der N ebenbedingung

25
1 n ,
T,(9; Ty ®ys - or ) = z—n-fg(ﬂ)\xo F w24 ... +x,2"|"d0=1 (z==1iF).
§
Nach den vorigen betrachte ich einfach die charakteristische Glei-
chung in o
'Dn(f_ Qg> =0,

e, o, ..o

besitzt. Das kleinste bzw. groBte unter diesen liefert das gesuchte Mini-
mum bzw. Maximum.

die n -+ 1 reelle Wurzeln

EBs ist also ,
‘ mL WM (x=0,1,...,m;, n=0,1,2,...)
und nur dann kann hier Gleichheit bestehen, wenn (mit Ausnahme einer
0-Menge) f(6)==const. g(f) ist.

Ferner ist

Dn(f)
o e - .. e =Froy

L mE———— it
:;T o o ,_,Qémz(;(.g_),

Daraus ergibt sich mit wortlicher Wiederholung des Vertahrens in
§ 8 die folgende Verallgemeinerung des dort bewiesenen Satzes:

also fiir m >0
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Satz XIX. 'Es seien [(0), g(0) (L) integrabel, 0 < u Lg(6) <M
und

ro
msgm s

Ferner

2
¢, — %ff(ﬁ)z"dﬂ,
0

2x
dﬂ—w—zinfg(ﬂ)z“d@ (e=¢% n=0,%1,12,...).
0

Dann hat die Gleichung

lauter reelle Wurzeln
an)’ @in): ] Q,&n)a

mL WM (x=0,1,...,m; n=0,1,2,..)

ist und -wenn F (o) eine fir m < o< M definierte stetige Funktion
bezeichnet, .

P+ F@M) 4.+ F”) 1 (L Tfe)
lim W =5m th] a6
0

fir welche

24. Ich beweise jetzt folgende Verallgemeinerung des Satzes XVIII:

Satz XX. Satz XVIIL gilt auch dann, wenn F (1) eine endliche
Anzahl von Unstetigheiten erster Art besitzt, angenommen, dafi () die
folgende Bedmgung erfulls: Ist 1, irgendeine dieser Unstetigheitsstellen,

so 1t mes B [£() = 4,] = 0.

Ist z. B. f(0) ein Polynom oder ein trigonometrisches Polynom,
welches nicht identisch verschwindet, so ist diese Bedingung immer erfiillt.
Es geniigt offenbar, den Satz fiir eine solche Funktion F (1) za be-
weisen, welche die einzige Unstetigkeitsstelle erster Art 1, besitzt. Es
sei & > 0 beliebig; ich bezeichne mit @, (1) und G, (1) zwei stetige Funk-
tionen, die den Bedingungen geniigen:
8) G, (1) =G (2) =F (2) fiir [ —J| 2=
b} ¢, () S F(4) fir |2—4|<e.
0 6,()2F) i |1—dy|<e
Bs seien ferner
|[F(4)| wnd |G ()| <g (=12 mxl< M),
wo g von & unabhiingig ist. Man hat dann

n n
1 IR T (n)
T PO S5 2 660,

Mathematische Zeitschrift. VI 14
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also n n
lim sup n'lﬁZF(lL”)) g lim ""“LIZGe U»;En)) —
p=x x=0

:Qz;faz (1016 = 2 [F 18 a0+ o [ 6, 178y

0) mzs 1706) = 20| <5

<L fp[f(ﬂ)]de+-§fdo.
0 [7(®) =4[ < 2
Ahnlich ergibt sich

hmmf”’"""‘*”ZF 1(%))2 fF[f 0~—-»~fd6
N oo ol <s
Es ist aber
| lim fdﬁmmesE[f(O)r-Ao]mO,
176 %<
woraus die Behauptung folgt.
Satz XIX laft eine analoge Verallgemeinerung zu.

§ 10.
Anwendungen.
25. Als Anwendung der Vorhergehenden beweise ich den
Satz XXI. Es sei f(0) beschrdnkt und (L) integrabel, ihre Eigenwerte
(19) A A, A (n=0,1,2,...).
Es seien o < f beliebige reelle Zahlen, fiir welche
: mes B [a < f(0) <p]>0

ist, so fdllt fir gendigend grofe n wentgstens eine der Zahlen (19) in
das Intervall ¢ <1 < f.

Andernfalls konnte ich némlich eine stetige Funktion F (1) folgender-
mafen, definieren. Ich wihle zuniichst die Zahlen o', 8’ so, daB & < ¢’

<f <8 wnd mes F[o’ < f(6) < 87> 0

sei. (Das ist immer mdglich.) Ich setze dann

0 iLa
ﬁ;:% aeLigo
F(d) = 1 fiir ' LILp.
= sis
0 B
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Laut Voraussetzung gibt es beliebig grofe », fiir welche

FUM+FAMY 4.+ FOM)
n+1

=0,
wahrend

L fp £(8)1d0 > ~--~fF[f(6 140 = L mes B[a'< £(B) < p]> 0
« <FO<F
ist und das widerspricht dem Satze XVIII.
26. Bine Folgerung des vorigen Satzes ist der
Satz XXIL. Hs sei f(0)(L) integrabel und (mit Ausnahme einer

0-Menge) m < f(0) < M; es gebe dabei keine Zahl m’ > m bew. M < M
mit derselben Eigenschaft. Ich seize

2% — Min 29 (0<x<m),
A — Max 2" (0% <n),
dann ist
limi® =m wund lim A" = M.
Ferner:

Es sei f(0) stetig, ihr Minimum m, thr Maximum M. Ihre Bigen-
werte sind dann im Intervalle (m, M) dberall dicht.

Ahnliche Siitze gelten fiir die im Satze XIX definierten Eigenwerte 0% .-
97. Als Anwendung des- Satzes XIX beweise ich nun den
Satz XXIII. Es sei

x(z)x%—]—alz»{—agz‘z—}— e

fiir 2| £ 1 reguldr und Ry(z)=>0. (Den Fall x(2) =% schliefe ich
aus.) Dann ist |a,| < 1und wenn ich

| ] =sing (0<p<3)
setze, so kann die Kurve .
w = x(2) (z=ei®)
nicht ganz im Winkelraume
—p<SAngw<Log
liegen.
Ich setze . .
x2(z) = g(8) +if(6) (z=e'%),

) 8, ¥. Riesz, Les systémes d’équations linéaires & une infinité d’inconnues,
Paris (Gauthier-Villars), 1918, 8. 177—178,

14*
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wo g(0)=> 0 ist. Man kann offenbar voraussetzen, daB g(0) > u > 0 ist,
da sonst die Behauptung trivial ist. Ich betrachte den Quotienten

wo P(0) = Argy(ei®) der Bedingung
~-5<0e0) <3

unterworfen ist. Man hat nun mit Hilfe der vorigen Bezeichnungen

6 =0, dy=1%
iot oy |
€y == *g-l" dl == )
aus -
Dl(g) e do dl e 1w:io£.%~.... > ()
d, dy

zfolgt also |, | < 1. Ferner ist die charakteristische Gleichung fiir n == 1

AN . Lo [P, s
&= “,;'i@—%lgr-%i(@l-kl),
woraus
% |
REE TRl L
° iVl_l"‘x] &7
folgt. Also ist
Min @ () < — ¢,
Max @(0) > ¢ 0L0L2R)

g. e d.
28. Aus Satz XX folgt unmittelbar der
Satz XXIV. Bs sei f(0) beschrankt und (L) integrabel, ferner

mes B [f(0) =0] =
Ich bezeichne die Anzahl der nichinegativen Elemente in der Folge
A,
oder, was dasselbe 1st, in der Folge

Do(f)s Dy(f)s-.-» D)
mes B[£(6) 2 0] = .

mit p(n); ferner ses

Dann st

Hiermit schliefle ich die Reihe der Anwendungen.

40) Man vgl. 0. Toeplitz, a.a.0. 4 b) 8. 506 und 4 ¢) 8. 368,

(Eingegangen am 26. Februar 1919.)



