ZEITSCHRIFT FUR ANGEWANDTE
MATHEMATIK UND MECHANIK

Bd. 1 Ende August 1921
‘Inhalt:
T Befte | | .o . ng
‘Hat p\‘.nhn&ﬁu? lTh \Bhdrmﬂn Uuber hmu ’58 1 Kurze Auszitge., 1’osﬁgkdulehm - B2
-pare und Lrrbwlente Reitng . 238"
‘K. Pohlhausden: Zur niherungsw elsen lmegm B Bup];lis&gég:(i'ugev:“x&:j:uGgumme}m y
- doit’ der Dlﬂurenﬂalglﬂchnng der isminaren’ e < van Rinbum: Witmeleitith Tt fee
RGIren:sihw}it : Wit W 221, frstor Stains | ERRTE T
,,.;,‘;ﬁ,ﬁe,,"m{{s";gkei‘,ﬂ‘ﬁ,GSP‘aﬁﬁqt?gu, ’_m?,t:" agg | Kleine M!tteuuugﬂl Walthay: Maxh
i Hopfund K. Trefftr: ('rlund\wsxerxﬁrhmung : 33}' K’ﬁ“g;g“’:" Pi‘;‘:kfh“‘gtgggg‘m! Poten
tn _ginem abfalleaden. Gelaude it Abung i B NaGy Jor ahemivehen %W
K. v. Misas: Dus Problem def lterationea .. . 298 Lud “fiB“ Profung fir das hohere Bohulget fn
. 3. Sehur: Usher algebruivehe’ Gleichuy Drexdou’«
‘nor Wurzeln mit negativen Ruﬁmleumueu 807.- N&CM‘!CMGH
Zusamwmenfassende Berichta TL. Pdgehl: " - uschrift an den Haraurgeber. HHamgh
Bisherige 1.0suuyen des Torsiousproblems . . 8!2 8 ’Aur Oberluhrmusbuduug e

HAUPTAUFSATZE

Uber laminare und turbulente chbung. .
Von TH. v. KARMAN in Aedlen

i¢ theoretische Bebaundluug der Oberflﬁohem'elbnng von Fliissigkeiten oder Gasen an

einer fesien Wand st6Bt auf grolle Behwierigkeiten, sobald die Vorginge nicht allein

durch die Zihigkeit der Fliissigkeit bestimmt sind, sondern auch die Trigbeitskrifte
hineinspielen, wie dies — vielleicht aufier bei den Stromungserscheinungen in Kapfllaren
und. den Fragen der Schmiermittelreibung — hel fast allen praktischen Aufgeben der
Fall ist. Ia den letzten Jahrzehnten sind immerhin zwei wesentliche Bortsuhritte ant
_diesem Gebiet erzielt worden, und zwar in theoretisoher Hinsicht durch die. sageman r:
»Theorle der Grenzschicht« von L. Prandtl und nach der empirischen Richtung hig fu
die Sicherstellung der wohl auch frither vermutieien GesetzmiBigkeit fiir den; Reib_nngl-f
verlust in glatten Robren durch H Blasius. ’

Leider sind die Ergebnisse der Prandtlschen Theorie aul verhiltnismiBig’ phges
Geblet beschriiokt geblieben, einmal aus dem mehr Zuferlichen’ Grund, weil ihre ma& a,‘
matische Durcharbeitung fiir bestimmte Fille langwierige Rechnungen verlangf, dawn 3
weil, wie die Versuche zeigen, jhr physikalischer Qiiltigkeitsbereich #hnlich dém: ds):
Theorle der reinen Reibungsstromang in Rohren, durch enge Grenzen -beschrinkt wird;;
Wie die reine Relbungsstromung, die sogenannte laminare Strbmung:dn- Rohren, bt
grofieren Geschwindigkeitey einer »turbulentenc. den Platz ritumt, wird die ‘»laminare’
Grenzschicht« darch eine »turbulentes ersetzt.

In der vorliegenden "Arbeit behandle ich zun#chst die Theorie der laminarexn
Reibungsstromung, indem ich die Grundgedanken der Prandtlschen Grenzschwhttheorle
vom mathematischen und pbysikalischen Gesichtspunkte aus mbglichst einfach da.rzuﬂellén
suche und eine Methode angebe, die geelgnet ist, auch kompliziertere Fille mit einfache
mathematischen Mitteln, wenigstens angenihers, zu erledjgen. Alsdann versuche foh;
Rechunngsgrapdlagen liir die turbulente Reibung zu gewinnen, indem ich Anshtze aut:
stelle, mittels derer die empirischen Gésetze des turbmlenien Rohrmderstandes anf andere
Aufgaben {iber Reibungswiderstand. iibertragen werden kénnen.
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1. Der mathematische Sinn der Grenzschichitheorie’). Um die Vorstellung
»u Yisieren, beschrinken wir uns aof cbene Fliissigkeitsatromungen und wéihlep die
Achse y = U als feste Begrenzung, an der die Fliigsigkeit hafret,

Die Difterentialgleichungen der ebenen Strimnng mit Retbung lassen sich, wie
bekannt, durch Eintithrung der Stromfunktion % mittels des Ansaizes
O an Qv

U = y U o=

. By Oa
(2 und # Geschv»mdmkmmkomp(menten in der .- und y-Richtung) und Fhmmanon des

Druckes in die einzige Gleichung

Wdv 0Dy veady g gy (1)
3t Dy Ox dx Dy - ‘
&1 oF . oy
zusammenfassen, wobei 4 die Operation f = )( T ;;—»3‘ v =" die Zihigkeltszahl (¢ =
a ay Q

Koeffizient der inneren Reibung, ¢ == Dichte der Fliissigkeit) bedentct. Die Grenzschicht-
theorie bezicht sich aui Stismungsvorginge, bei donen in einiger Entfernung von der
Wand die Refbung keinen merklichen Einfiu8 au! das Geschwindigkeitsfeld ansiiben soll,
so dafi tir grofie Werte von ¢ die Strowfunktion in eine als bekannt vorausgcseints I’o-
tentialfunktion o, (x, y, 1) itbergeht. An der Wand selbst sollen beide Geschwindigkeits-
komponenten « und r verschwinden. Um beiden Bedingungen zu geniigen, setzen wir

zunichst: g P .
é)U’O ’ - Y /
== Yy — (_(_N) -+ Vs P (..~; x t) N ¢
) ' y A(),I/ — Vx‘ 1 ’ . T

s ist klar, daf fiir kleine Werte von y die ersten beiden Summanden sich auf-
heben, 5o dafl nur die Stromfunktion Vi ¥, (die StromIunktion der Grenzschichtstromung)

iibrig bleibt. Wir wollen diese 50 bestimmen, daB an der Wand QV’—%&zo ist,

Ed .

Andrerseits wird, wenn 7 eine kleine Griofle darstellt, 1/ Y. tiir alle merklich von Nall
3

verschiedenen Werte von y schr grofi; es geniigt also; ¥y, so zn bestimmen, daf fiir

*Z) ; IRRT] R .
V‘ = o, Vs ~::/‘ == (,i.’ﬂ”,,) wird, um der ersten Forderung — Uebergang in die
s ¢ u .

I’n!entxalstrom\mg —— zu genfigen. Wir sehen daher, daB innerbalb der Grenzschicht (4

endlich) dic ersten zwei Glieder, auBerbalb der Qrevzschicht (5 sebr grofl) die bejden

letzten Glieder sich aufheben.*) }
Wir fihren den Awnsatz (2) in die Gloichung (1) ein, ordnen nach Potenzen von

Vs und behalten nur dic hochsten Glieder mit —°: bei. So erhalten wir, indem wir als

1/2’
Oy

0
‘Variable 5 = i{: statt y einfiibren, 3-{-/9, sowie -3{9 nach den Formeln
;

Do I)t/ro) (891’(;0) -
i’:‘/ B (“'/ ;/~0+ y? ::071'/” ’

'(H/vo . . ("3'3110 —
O <‘mdrr> ~uI’V,
' By ) .
eniwickeln und endlich beriicksichtigen, daf Jdy = 0, (T)/t‘) == Q ist;
. Tyl
1[0t Oyy By Oy O3y yy ' :
i/;f L(lidf} + Ay Oz ly* da d,')? ) (')7;3 sva O (3)
Diese Gleichung 1Bt sich einmal integrieren, so dafl wir erhalten:
3%, Ay 07!1' ﬂuv\ Dy 8 w,
ey, + L ()zdrl " Bz On? — f(:l) t>

[

H therarumaehweiso ther Greuz'chicblt,beorle enthtift die nachtolgende Abhmxdhmg von Poll-
hausen

2, Genau.genommen: dfe w-Kompopente der Grenzschieht.stromung gohit In dte w- -Geschwindighelit
der Polentinlstromung fber; fir die v-Komponente ilefert ‘die Grenzscbichtstmmung einen Betrag von

der ‘Ordpung I/W der in der 1’otcmla110mmg nicht euthaltan 1st.
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oder mit (-‘)'2' = u, Vv —(;;“ == — p, indem wir wieder die Varlable y = 7 Vo eintiihren,
€ Jda .
O 0 O ¥ .
('j_i‘”‘jf+_v‘.{§,ﬁ ,‘ ’r‘-—f(a: U 8!
in Uebereinstimmung mit den Prandtlschen Glexchungen :
Die Funktion f (x,7) bestimmt sich durch die Bedmgung fiir y = 0. Da w in

0
wy == (i—"'f’) iibergehen mub, so ist fiir §y = o
Oy y =0 .

1'%.-:1'(:1;,{) e oDy {4a)

Nun gilt fiir die reibungslose Potentialstromung die lings der Begrenzung als
Stromhme differenzierte Bernoullische Glexchung (po der Druck langs der Wand):

aug D ug 1 OP() .
u = s e e e e
, e ® bw 0 ix ’ ) (4b)’
s0 daB wir schreiben konnen: .
qu Du On 1 dp B2y )
1 + u G + v g'q;’—— - Z H"z—f—‘l’ 7 SRR .(40)"

Dic Bedeutung von (4) und (4b) ist offenbar die, daB die als bekannt vorausgesetste
Druckverteilung p, lings der Wand, die der Potentialstrémung entspringt, gewissermaBen
als eingeprigtes Kraftfeld liir die Grenzschichtstromung aufgelaBt wird; die
Druckdifferenzen senkrecht zur Wand innerbalb der Grenzscbicht werden dabei vernach-
ldssigt. Es ist dies die wesentlichste Avnahme in der Prandtischen Theorie, die die
Reduktion der Anzahl der Gleichungen, bezw. die der Ordnung des ganzen Problems
herbeifiibrt.

2, Der Impulssatz der Grenzschichitheorie. Um den pbysikalischon Sinn der
Grenzschichttheorie zu iibersehen, wollen wir die in den Gleichungen des vorapgehenden
Abschnittes enthaltenen Aussagen folgendermafien formulieren:

a) Es soll eine Grenzschichtdicke ¢ (als Funktion von x) existieren, derart, dal
fiir y > & keine merkliche Abweichung im Striimungshild gegeniiber der Dotentialbewe-
gung vorbanden ist; namentlich kann die . Komponente « der Geschwindigkeit fiir
y = 0(x) gleich der Wandgeschwindigkeit der Potentialbewegung u, gesetzt werden,

b) Innerhalb der Grenzschicht ist der Druck nur von a abhingig und gleich dem
Drucke, der der Potentialstromung lings der Wand entspricht.

Auf Grund der beiden Annahmen a) und b) sind
wir in der Lage, den Impulssatz fiir die x-Richtung
an! ein durch die Wand, ein kurzes Stiick der Linie
y = 0(x) und zwei zur Wand senkrechte Querschnitie
in x und x + dx begrenztes Fliissigkeitsvolumen anzu-
wenden. (Abb. 1.) Die Zunahme des Tmpulses ist gleich
zu setzen der Resultierenden der dufleren Kriifte, wobei
als ZuBere Kriifte die Druckdifferenz und die Reibong N
R an der Wand in Betracht kommen. Da fiir y =&
die Stromung in die reibungslose Potentialstromung
iibergeht, kinnen wir die Reibung an der Uebergangs-
fliche zwischen Grenzschicht und ZAuflerem Feld ver-
nachl¥ssigen, '

Wir erhalten somit:

b : & G
8' ) i 2 &) " ’ 8 . ' [
choudy +‘?Ef('“ f!yfaloar—pj(:udy;—_méﬁ. ~R .. ()
o . c & N \
8.

Zur Deutung der einzeinen Glieder sei bemerkt gudy ist die zeitliche Zu-

‘8
. ¢

nahme des in dem betrachteten Volumen enthaltenen [mpnlses;

P fgu dy ist der Ueber-

16* -
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echuff des an der vorderen Stirnfliche ausstidmenden Impulses gegeniiber der Impuls
. A 1

oo . .
menge, die an der hintern Stirnfliche einstromt; l’- [(mdy ist die an der Lingeneinheit
Jda |

der Seitenflicbe y = 0 (z) einstromende Fliissigkeitemenge, s0 daf uo gvf'gudy den’ ‘mit
a '
<

dieser Flilssigkeitsmenge eintrétenden Impuls angibt.

Fiir die auf die Flicheneinheit bezogene Reibungskraft R baben wir bei Annahme
einer laminaren Strb’mung zu setzen IY = 79=u ((:Z) (= Schubspannung in der

2 ( y=0.

Flassigkeit). Wir werden spiter sehep, daB Gl (5) auch fir turbulente Stromungszustinde
brauchbar ‘bleibt, falls wir unter & und p die zeitlichen Mittelwerte der Geschwindigkeit
and des Druckes verstohen und fiir 7, einen enteprechenden empiriechen Ansatz einfiihren.

Die Gl. (5) kdnnen wir patiirlich auch durch Infegration nach der y-Richtung aus
der Differentialgleichung (4) mit Beriicksichtigung von (4a) und (4b) ableiten.  Sie lielert
offenbar, wenn wir fiir das Geschwindigkeitsprofil «(y) in der Grenzschicht
(0 <y <<d) plausible Annabmen einftihren, lediglich eine Differentialgleichung fiir
8, d. b. flir die Grenzschichtdicke als Fuapktion von 2 und ¢ Wenn wir- uns auf
stationire Vorginge beschrinken, erbalten wir eine gewohnlmhe Differential-
glenchung erster Ordnung fiir ¢ als Funktion von z, so daf wir die Entwicklung
der Grenzschicht durch verhiltnismiBig einfache Rechnungen verfolgen konnen.  Die
nachfolgende Abhandinng von K. Pohlhausen enihidlt die Berechnungen fiir eine Reibe
praktisch wichtiger Fillle, so daBl ich auf dieses Verfahren hier nicht einzugehen brauche.
Die Berechnungen von K. Pohlhausen zeigen, daff in allen Fillen, die nach den
Prandtlschen partiellen Differentialgleichungen dyrcbgerechnet worden sind, das An-
niherungsverfahren mit sehr guter, tiir die Praxis sicher ausreichender, Auvn3herung die
Ergebnisse wiedergibt, so dafl in dieser Weise eine weitere Entwicklung der Theorie
auch dort ermoglicht wird, wo die Losung der partiellen Differentialgleichungen Huflerst
mithsam, wenn nicht unmoglich ist.

3. Laminare und turbulente Grenzschicht. Der einfachste und praktisoh
wichtigste I"all; den die Grenzschichttheorie behandelt, ist der Reibungwiderstand elner
Platte, die in ruhender Fliissigkeit parallel zu ihrer eigenen Ebene geschleppt wird.
Nebmen wir wicder den I'all der ebenen Bewegung und beziehen wir .die Bewegung
aul die ruhend gedachte Platte, so haben wir Iolgende Aufgabe: Es ist als Potential-
bewegung die Parallelstrémung mit der glcichméfigen Geschwindigkeit U gegeben, die
reibende Begrenzung soll im hoordmatenursprung x=y=10 beginnen und fiir x>0
durch die Achse y = 0 gegeben sein. Wir baben die Grenzschichtdicke und .die Wand-
reibung als Funktion von « zn berechnen. Diese Aufgabe ist bereits von H. Blasins!)
gelost worden; er findet, daf die Grenzschichtdicke wie Va wichst. Rechnet man den
Rclbungsmdex‘,iand fitr cme Platte von der Lange ! und der Breite 1 aus, so erhilt
man als Reibungskraft (bei beiderseitiger Reibung) -

W o= 1,327 Vipl U,
s o : : 2
oder falls man in iiblicher Weise W——cfy'Fy— N (o

2
setzt, indem . man den Widerstand auf die Geschwindigkeitshihe g , die Oberfliche ¥V
g

und das spez. Gewicht der Fliissighkeit y == g ¢ bezieht:
T2
W — 1,327 ‘/-~F}'L R T

Der Kofifizient des Rexbungswnderstandes ¢, ist eine Fubpktlion der »Reynoldsschen
Zabl« oder »reduzierten Geschwindigkeit« R, falls” wir als solche die dimensionslose
Grofe: Geschwmdlgken > Plattenldnge dividiert durch Zihigkeitszahl eidfiibren, und
zwar haben wir: o = 1,827 . . . . . . . . . . {8a)
R

) Zeftschrift fur Mathematik und Physik Bé 56, 1908, S. 13.
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Blasius hat in ,einer spiteren Arbeit') auf -Grund.von Messungen gezeigt, daf

fir grofe Reynoldsache ‘Zablen-die Forme] (8) bezw. (8a) nicht mehr gilt,” da8"vielmehr
ein Umschlag in der GeselzmiBigkeit des Widerstandes und- wvermutlich, im Stromungs-
zustand erfolgt, &hnlieh. wie -es bei der Stromung in Rohren an der kritischen Grenze
der Fall fst. Jenseits des Umschlages, nimmt' der Widerstand stdrker-als die-%; Potenz
der Geschwindigkeit zu, d. h. der Widerstandskoeffizlent in Gl (7) pimmt hmgsamer als
1
VE ab.
‘ Wir nehmen nun an, daf die Jaminare Grenzschicht, fiir die die Prandtl-Blasiussche
Theorie die soeben’ angegebenen Ergebmsse liefert, durch eine »turbnlente Grenz-
schicht« ersetzt wird, bet der '~ wie bei der turbulenten Stromung in  Rohren — diég
Geschwindigkeit Iortgesetzten Schwankungen nach GroBe. und Richtung unterworfen ist.
Die-Folge der Schwankungen ist zunichst die, daB weon wir die Stromlinien deér mitt-
lerén Bewegung geichpen, die Schubspannung nieht. allein durch die Gleimng der be-
nachbarten Fmsmgkeltsteﬂe bedmgt ist; der der Reibung entsprechende Anteil der Sohuib-
spannung tritt viélmehr zuriick gegen den Impulstransport zulolge der Imgeordneten
Konvektion der . Zusatzgeschwindigken,en Es ist bekanntlich bisher nicht -gelungen,
irgendwie die Natur dieser ~ -offenbar statistischen- Gesetzen gehorchenden — Impms-
konvektion zu erforschen und die Schwankungscrscheinungen der turbulenten ‘Strémang
einer 'théoretischen Berechnung zuginglich zu machen. In dieser Hinsicht trigt zur
Lidsung des Ritsels auch die vorliegende Abhandlung nichts bei. ' Was hier unternommen
-wird; ist nur Folgendes:  wir fiihren fiir dic Verteilung der zeitlichen Mittelwerte
der Geschwindigkeit innerhalb der Grenzschicht plausx ble Annabmen #in, die auf
dem empirischen Gesétz der turbulenten Stromung in Rohren fufien, und wenden auf das
Gleichgewicht der (renzschicht die in 2 abgeleitete Impulsg]elchung ap.” Wir gelangen
s0, wile sich zeigen wird, zu GesetzmiiSigkeiten der turbulenten Reibung an einer ge-
schleppten Platte, die mn der Erfahrung sehr gut iibereinstimmen.

4. Die turbulente Stromung in glatten Rohren. Die Gesetze des Stromungs-
widerstandes in Rohrep sind Gegenstand auBerordentlich zahlreicher Versuche gewesen.
Das empiricche Material blieb jedoch bis zur letzten Zeit wenig iibersichtlich, weil man
vielfach die verschiedenen Grade der Waundraubigkeit aufler acht lie und d1e Versuche
nicht aunf den physikalisch richtigen Parameter, auf den Revnoldsschen Kennwert,
bezog ?. In vielen Fillen wurde wieder mnicht beriicksichtigt, dafl das konstante Ge-
schwindigieitsprofil im Robr nur nach einer ziemlich langen »Anlaufstrecke« sich aus-
bildet. H. Blasius?) gebiihrt das Verdienst, durch Sichtung des Materials und Vergleich
der besten Versuche fiir glatte Robre eine ecmpirische Formel gefunden zu haben, die
in einem groBen Bereich die GesetzmiBigkeit des Strimungswiderstandes sehr genau
wiedergibt. Demnach ist der Druckabia]l fiir ein krensinrmlges Rohr, bezogen, auf die

Geschwindigkeitshthe der mittleren Geschwindigkeit ,:'

3 5
h:J:;; , ).:0,316]/53 R )

(I = Rohrlinge, d = lohrdurchmesser).

Der Druckabfall ist nach dieser Formel, die in einem sehr grofien Geschwindig-
keitsbereich die Versuecbe sehr gut wiedergibt der 7/, Potenz der mittleren Geschwindig-
keit proportional, wilbrend man frither vielfach angenommen hatte, daf das Widerstands-
gesetz oberhalb. der kritischen Geschwindigkeit sich ziemlich bald dem quadratischen
Geselze nibert. v. Mises bat gelegentlich die Vermutung ausgesprochen®), dafi gleich-
zeitig mwit® wachsender Geschwindigkeit die (ieschwindigkeitsverteilung itber den Qaer-
schnitt immer gleichmifiger wird, so daff die gemessenen parabelartigen Geschwmdlg»
keitsprolile nur eine Uebergangserschemung bilden und das Profil sich stetig mit wach-
sender Geschwindigkeit #ndert. In der technischen Literatur wird zumeist stillschweigend

') Mittellungen iiber Forschungsarbeiten herausg. vom Verein deutsch. Ing.. Heft 131 (1918) §. 1

?) Dle bisher einzige Wliderstandsformel, die die bhelden maBgebenden Variablen, relative
Rauhigkelt ond Reynoldssche Zabl, 1n Rechnung setzt, ist die von R. v, Mises, Klemente der tech-
nischen Hydromechanik, Leipzig 1814, 8. 50 If.

%) 8. FuBnote 1. :

R, v. Mises, w. u. 0. S. 78,
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oing parabe\amge, von der Gesohv.indigkeit unabhunglge ‘Verteilnog - angenommen. Wir
stimmen v. Mises so well bei, da wir eine mit der Revnoldschen Zahl veriinderliche
Verteflung anvehmen, jedooh mit dem Unterschied, da8 wir als asymptotische Form uicht
dic gleichformige Verteilung, ‘sondern eine ganz bestimmte Verteilungslupktion vorans-
setzep, der sioh die Geschwindigkeitsverteflung bei grofiler Revnoldscher Zahl und bei
vollkommen glatten Winden ndhert. Wir nehmen daher an, da8 so wie im laminaren
Bereich auch im turbulenten, wenigstens bel grofien Reynoldschen Zahlen, filr die das
Widerstandsgesotz. (9) gilt, cine sioh #hnlich bleibende Geschwindigkeitsverteilung iiber
den Qunerschnitt besteht, s6 daf bef VergriSerung der DurohfluBmenge alle Geschwindig-
keiten proportional wachsen. Prandtl hat die Frage aufgeworfen, ob man aus dem
empirisohen Gesetz (9) Folgernngen auf diese Geschwindigkeitsverteflung zieshen kann.
Er fand, auf Grund einer Dimensionsbetrachtung, daf unter gewissen plausiblen Voraus-
setzungen das Widerstandsgesetz die Verteilung der Geschwindigkeit iu_. unmittelbarer
Nihe der Wand eindeutig bestimmt. Die Anregung zu der folgenden Betrachtung gebt
aul eine miindliche Mitleilung von Hrn. Prandtl im Herbst 1920 zuriick; die Verofent-
lichung erfolgt mit seinem Emverst!&ndnis, wobel meine Ableltung etwas von der seinigen
verschieden ist.

_ Um die Voretellungen zu ﬁxieren, betraohte ioh ein Rohr von - krefsformigem
Querschnitt. Wird dle Geschwindigkeit in der Rohrachse (r = 0) mit u.. bereichnet, so
bedeutet die Annahme eines "von der Durchfinfmenge unabhingigen, sich &hnlich ver-
gmﬁemden Gesch“indigkeitsproills, dafl das Verhlltme WE eine bestimmte Funktion

Umax

von ; allein ist (» = Abstand von der Rohraxe, a = Rohrhalbmesser).

Meine 1. Annahme lautet daber: die Geschwindigkelt im Abstand r von der
Rohrachse kann

uzaunmql(D Ce e e e (10)

gesetzt werden, wobei ¢ (:) VO %max Unabhiingig ist. Bei Verdoppelung der Geschwin-

digkeit in ‘der Mitte werden alle Qeschwindigkeiten verdoppelt.

Die 2. Annahme soll folgendes aussagen: die Geschwindigkeitsverteilung in der
Nithe der Wand, d. h. in der Nibe von » == a, soll auBer von den physikalischen Kon-
stanten ¢ uod ¢ nur von der Entfernung von der Wand y = a — 7, ferner von der an
die 'Wand iiberiragenen Schubspanpung (Reibungskraft) 7o abhingen. Wir seizen also
fiir kleine Werte vou i

w=f{pu,0,%,7%) . . . . . . < . < . {11)

Namentlich soll v fiir kleine Werte von 7 unabhingig sein von den Abmes-
snpgen des Rohres, d. b. von a. Diescr Annahme liegt die plausible Vorstellung zu-
grunde, daB die Qeschwindigkeitsverteilung in unmittelbarer Nihe einer Wand von den
sonstigen Begrenzungen der Stromung unabbingig ist, so daB zwischen der Reibung
an einem Wandelewent und der unmittelbar benachbarten Geschwindigkeitsverteilung
eine eindentige Beziehung besteht. Wir denken uns Gl (11) entwickelt nach steigen-
den Potenzen von 7; das erste Glied der Entwicklung soll lauten:

w = f1 (@, ¢, Tn)’] e e e e e e -(11&),

wobei Wwir ¥ sphter bestimmen werden, :

Die 3. Annahme enthilt das empirische Widerstandsgesetz: bei Verdoppelung
der Geschwindigkeit soll der Druckabfall bezw. die Schubspannung an der Wand 7,
wie 1: 2" vergrifert werden. -

Die Dimensionsgleichheit der linken und rechten Seite der ‘Gleichung (11e) kann
offenbar nur erbalien bleiben, wenn f die GrBBen‘_ﬂ,g,zo ebenfalls nur in Poteneen ént-

bilt und zwar ist es, wenn manbedénkt, dafl V—T—" und -:- die Dimension von Geschwin-

digkeiten habén, lelcht eingnsehen, daB die einzig mdgliche dimensionsrichtige Kombi-

vation lantet: +x
u:-s() (g) R ¢ £

wobel B eine dimensionslose Konstante bedcutet
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Da nun andererseits « laut- (10)  bei VergroSerung der DurchfluBmenge .. propor-
tional, 7, jedoch enisprechend dem Widerstandsgesetz mit der '/;-Potenz der. Daurchflug-
menge wiichst, 0 muf die Bezichung

‘._;}';;,;: rgx="% . . . .« . . . . . (18)
gelten,
Wir erhalten. daher’ als erstes Glied einer Entwwklung ‘der. Geschwindigkeit als
Funktion der Wandentfernung
‘/ l.l
T\ /7 7
W k=B (~) (T) R ¢3-S

oder fiir die Schubkraft, falls w(7) die Geschwindxgkeltsverteilung in der Wandnihe
bezeichnet .

Ty = — s gm’hhm(ll.) e e e e e e e {12D),

B bedeutet dabei eine .fiir glatte Winde gliltige universelle Konstante, deren
GroBie offenbar durch das statistische Gesetz des turbulenten Schwankungsgleichgewichts
bedingt . ist.

‘Es wirkt zanfchst étwas befremdend, daB der Dxfierentialqnotxent an der Wand
unendlich gro8 1st. Da an einer glatten Wand keine - Impulskonvektion statt-
finden kann, weil beide Komponenten: der Gescbwmdigkeit verschwinden, mu$
die Scthubkraft gleich der Reibungskralt yjf sein. Dxeser Ausdruck wire nach

on.
G1. (12a) unendlich. Dis Sache klirt sich aber dadurch auf, daB man die Gleichungen
(12) bezw. (12a) als einen asymptotischen Ausdruck fiir die Geschwindigkeitsver-
teilung fiir unendlich grofie Rexnoldssche Zablen auffassen muf, wie .auch das
Potenzgesetz fiir den Stromungswiderstand ein asymptotisches Gesetz fiir absolut glatte
Winde und fiir sehr grofie Reynoldssche Zahlen darstellt. Die wahre Geschwindig-
keitsverteilung erhilt man, indem man etwa zur Geschwindigkeitskurve eine Tangente

mit endlicher Neigung zieht, so daf 7 = p ‘L:f' wird.!) Es ist leicht einznsehen, dafi mit
A,

wachsender Reynoldsscher Zahl der Beriihrangspunkt dieser Tangente in den Pankt

y = 0 riickt. Es scheint aber, daf dic Gleichung (12a} bereits bel miBigen Reynolds-

schen Zahlen' den Geschwindigkeitsverlauf geniigend genau wiedergibt.

Die besten Versuche iiber die Geschbwindigkeitsverteilung in einem kreisformi-
gen Robre sind zweitellos die von F. E. Stanton?), insbesondere weil er erstens sehr
feine Pitotrohren' zur Geschwindigkeitsmessung verwandt und zweitens eine sehr lange
geradlinige Anlaunfstrecke
vor der MeBstrecke ange- «
ordpnet hatte, so daf die gz,

Messungen mit Sicherheit o ‘ N
in dem Bereich lagen, wo I
das Geschwindigkeltsprofil g e M
sich nicht mehr merklich : :
indert. Abb. 2 zeigt die |
von Stanton gemessenen '
Geschwindigkeitswerte
(Verhiltnis der Grtlichen ¢ :

Geschwindigkeit zur Ge-
schwindigkeit in der Rohr-  -gs}-
achse) als Funktion des

. . . . 707
Wandabstandes, beide in 4 por 0% a4 % ‘ % — ez
logarithmischem MaBstab 2 15 Lo 3s wz 0
aufgetragen. Man sieht, Abb. 2

dafl — abgesehen von dem . .
ersten MeBpunkte, der 0,25 mm von der Wand liegt, so daB die Angabe des Titotrohres,

) Vgl 2. B. dle interessanten Messangen von T. E.’Stanmn, D. Marshall und C, N, Bryant,
Proc. Roy. Sve, Londom, Bd. 87, 1928, 8. 413.

%) Proceedings of the Royal Soelety of Londoan ‘Bd. 85,1811, 8.'869.
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dessen Durchmesser 0,33 mm betrigt, kaum mebr zuverlissig ist, die Mefipunkte~ sehr
genau an einer Geraden mit /; Neigung liegen!).

. Fiir die weiteren Anwendungen habeu wir zZuniichst die Grofe B in dem Glel-
chungen (12a) bezw. (12b), die nach unseren Annahmen fiir glatie Flichen eine uni-
verselle Konstante des turbulenten Strémungszustandes bedeulet, zu ermitieln. Zu
diesem Zwecke ist eigentlich die Kenntnis des Gesamtverlaufes der Geschwindigkeits-
verteilung von der Wandnihe bis zur Rohrmitte crforderlich,’ wihrend die Formeln fiir
(122) und (12b) zunpichst nur fiir die Wandunihe gelten. Ich bin so vorgegangen, dab
ich zur Berechnung einige geeignete Interpolationsformeln herangezogen habe, die die
Geschwindigkeitsverteilung, wie sie von mehreren Experimentatoren gemessen worden
sind, gut wiedergebén und an der Wand in die Gleichung (12a) iibergehen.

a) Wir erhalten einen oxtremen Fall, wenn wir die Formeln,  welche die Ge-
schwindigkeit als proportial der !/;-Potenz der Entfernung von der Wand angibt, bis
zur Robrmitte fortsetzen. Wir schreiben daber:

—ry! -\
=2 Upax (af T) b == Umux (1 -~ ) R ¢ )|
@ a
oder fiir die Wanduiihe ’ (70)“/’7( 7 )’/: s
u=RB{— - == Hmax 7y
(1 ke 7
Beriicksichtigen wir, daf zwischen Druckabfall und Randspannung die Beziehung
dyp’ " T
" = 2nat, beaw. 19 = ¥ -
da “ o DEEW 0 7 217 a

hesteht, so erhalten wir, indem wir zur Berechnung des Stromungswiderstandes die
Blasiussche Formel anwenden:
B (/. 1‘2)‘/7 1 =~lj,.i{ ,

& e a'ls
Das Verhiltnis der mittleren Geschwindigkeit v, die in der Blasiusschen Formel
vorkommt, zur maximalen (ieschwindigkeit betrigt nach dem Ansatz (13>
L= 0,816,

Uiy

. Y s gy
Wir gelangen so nit 2 == 0,316 ( 17) * zu dem Werte fiir die Konstante B
v

L]

B ' (_;L) 0,816 = 8,67,
0.916

b) Eine hessere Anniherung an die Mes-

sungen erhalten wir, falls wir das Geschwindig-

keitsprofil in der Rohrmitte etwas »abrundens.

Man erhilt dies am einfachsten durch den Ansatz

e (1 ()Y s,

wobei wir noch iiber den Exponenten n verfiigen
kinnen. = = 1 fiihrt offenbar zum Ansatz (13)
zuriick, In der Abb. 3 sind eine Reihe vou
Messungen verschiedener Iixperimentatoren zu-
sammengetragen und die drei Kurven mit-n = 1,

¢\~ [ \" "1 1,25.und 2 gezeichnet., Man sieht, daf die Ver-
; euchspunkte fast ausnahmslos gzwischen den
ozl B | beiden Kursen n =1 und n = 2 liegen. Fiibrt

man den obigen Rechnungsgang mit 2 — 1,25
und 2= 2 durch, so erhilt man fiir die Kon-

|l 1 stante B
g gr v 0z ge— B 862 mit n= 1,25
Abb. 3 ' B—882 » n= 200

" Fs sel bemerkt, daf (‘hristéu eine Formel fiir ale Geschwindigkeitsverteilung vorgeschlagen
hat. nach der die Geschwindligkeit statt der !/;.-Potenz der !/g-Potenz der Wandentfernung. propor-
tional ist. Vergl. z. B. Zeltschrift fiir Gewiisserkunde Bd. 6 (1904) 8. 175, Elue austfUbrliche Dar-
stellung der verschiedenen Verteilungsformeln ‘findet man bei Torchheimer, Hydraullk, Lelpzig 1914.
N 983-119: fermer Gimbel. Jahrhuch der Sehiffbautechsn. Gesellsehaft Bd. 14 (1913) S, 393,
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mittlere Geschwindigkelt
. mazimale Geschwindigkeit
0,875 fiir n = 2, Die zuverlissigsten Messungen liefern 0,84 ). Ich schlieBe daraus,
daf der Amsatz (14) mit = = 1,25 bis 2 die Verhiltnisse ziemlich genau wiedergibt,
und rechne in den folgenden. Zellen a.llgeme.ln mit B = §,7.

‘Wir haben. daber die Gleichungen (12a) zu schreiben:.
e .‘ 0 4y 7 Y1 4.
u = 8,7 ("é’ (7) s e e (143).

Drlicken wir die Schubspannung zo als Funkt.lon ‘der Geschwindigkeit aus, £0
lautet- die Gleichung (12b)
Y
Tp == 7/ 0 lim 5 (1_) ‘

i 7,*—-:0(
Mit den soeben gewonnenen Werten von 53 auf Grund der drei Interpolations-
formeln wiirde die Gleichung lauten: S
. 1
z = 0,0225 ¢ lim gu’(f'—') /‘g L (4w,
J . n=00" un
als allgemeiner Ausdruok fiir die Randreibung, falls die- Geschwmdlgkeitsvertellung w (n)
"in der Wandnihe bekannt ist.
Die Konstante in GL (14b) betrigt 0, 0233 wenn man den Ausatz (14) fiir die Ge-
schwindigkeitsverteilung im Rehr annimmt dagegen 0,0231 bezw. 0,0221 unter Annahme
von (14a) mit #n = 1,25 bezw. n = 2

Die Vexhaltmszahlen betragen - 0 8A38_ fiir 7= 1,26 und

5. Anwendung auf Warmeuberh‘agung. Vergleicht man unsere Ansitze mit
jenen Darstellungen, welche -die turbulente Reibung duarch eine scheinbare Erhthung des
Reibungskoeffizienten zum Ausdruck bringen?), so setzen wir zuniichst allgemein fiir die
Schubspannung, die in einer Schicht in der Entferpung 7 von der Wand iiber-
tragen wird,

d
1::g(7],y,g,u)a(u()) R ¢ E:)

Falls » als Funktion von » und das Druckgefille im Robr bekannt sind, konnen
wir ‘die Funktion ¢ explizite ausrcehnen. In der Nihe der Wand muf 7 "in 7, iibergehen.

Berticksichtigt man (14a), und namentlich die Beziehung: 7 9/'33 = u, 80 erhilt man fiir g:

o\ "
0= oo ("
Setzt man nun, wie aus der Gleic'hgewichtsbestimmung beim kreisférmigen Rohre

folgt, 7 = 7o —, s0 folgt dllgemein:
a€

3/
9(7]9 i, 0) = 0,805 ¢ (’%0) 71"'/7 Yh oL ((‘53’);

wobei Y eine Fuuktion von 7 allein bezeichnet, dis fiir kleine % in 5 iibergeht. Die Be-
ziehung {15a) gilt fiir beliebige Querschnitte, falls man anpimmt, daf das Verhiltnis der

Schubspannungen_::i unabhbingig von der Geschwindigkeit nur eine Funktion des Ortes ist.
[d

Die Grole g kann als eine Art »turbulenter'Reibungskoeﬁiziem.« oder -besser als
»Turbulenziaktor« bezeichnet werden.

Der Anteil der eigentlichen Reibung ist bei groferen Reynoldsschen Zahlen bis
auf eine auBerordentlich diinne Schicht an der Wand verschwindend klein, so daB die
Schubspannung fast ausschlieBliech als Mittelwert der Impulskonvektion auizuiassen ist.
Diese Auffassung ist deshalb von Jnteresse, weil sie uns in die Lage versetzt, die von

") Er mtissen die Messungen vou Gardner J. Williams erwhhnt werden (Trans. Am. Soc. Civ,
Eng. 1902, auch bel GUimbel loc. eit.), bei welchen die Verh#ltniszahl bet wachsenden Reynoldsschen
Zahlen etwas abnimmt und dann dem Grenmzwert 0,811 sich nihert. Dies wlirde fir die einfache Inter-
polationsformel unter a) sprechen. ILs kommen aber anch belectend hohere (bis 0,87) Werte vor. Da-
bei st der EinfluB der Anplanfstrecke und der Ra.uh1gke1t noch nicht vbllig gekliirt

.Y Vergl. z B, Boussinesy, Mémoiresa des savants étrangers B. 23 (1877) ‘8.1 u. ff., Hahn,
Herglotz und Schwarzschild, Zeitsehinift fir Math. Phyvs. 51, 1904,'8 411,
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Reynolds’) und Prandtl? entdeckte Analogie zw1sehen Relbungswiderstand 'und Wirme-
fihertragung bej turbulenter Stromung weiter auszubauen.. Nehmen wir an,"da8 die Im-
pulsiibertragung und die Wirmeiibertragung durch denselben -Mechanismus -der ungeord-
neten molaren Schwankungsbewegung geschieht, so erhalten wir olfenbar zwei analoge
Ausliize liir die senkrecht zur Strémung .durch »turbulente Impulsleitung« pro.Flichen-
einheit iibertragene Schubkraft und fiir die durch »turbulente Wirmeleitung« ubertragene
Wirmemenge: . ‘ .
7 = 0,805 (70) " e yh 48 g == 0,805 (T-“) "oy M.\ . (150),
¢ dy [

wobei ¢ die spez. Wirme, © die Temperatar, Iolghch ¢® den Wirmeinhalt der Massen-
einheit bedeutet.. Es muf dabei bemerkt werden, daf der Aunsatz (15a) mit guter. An-
ndherung -bis zur Wand fortgesetst werden darf, wenn dieselbe .Proportionalitit, .die wir
fiir den Mechanismus der.»turbuleaten Impuls- nnd Wirmeiibertragunge annebmen,  such
fiir die molekulare Impuls- und Wirmeiibertraging, -d. h. fiir die laminare innere Rezbung
und fur die eigentliche Wirmelejtung bestebt. Wie bereits Prandtl hervorgehoben bat,
auﬂert sioh dies in der Tatsache, daf liir die betreffende Flﬁssxgkelt zwmohen Wirme-

leitzahl 4, Reibungskoeffizienten & und speznf:scher Wirme ¢ die Bezmhung ¥ =1 be-

steht. Diese Beziehung ist flir Gase angenihert erfiillt, lst.»]'— von 1 sehr verschieden,

wie z. B. bei Wasser, so kann' der Ansatz nur bis zur Grenze der unmittelbar an der
Wand befindlichen ]ammaren Schicht erstreckt werden, wilkrend der Einflu dieser Schicht
— wie an anderer Stelle n#ber ausgefiibrt werden soll — durch eine Randbedingung
ersetzt werden kann, .

Der Ansatz (15a) erlaubt nun, die Wirmeiibertragung in allen Fillen zu rechnen,
in denen das fiir die zeitlichen Mittelwerte geltende »Geschwindigkeitsield« der turbu-
lenten Strémupg und somit g bekannt ist. Mit Hilfe dieses Ansatzes hat H. Latzko®)
eine Reibe von technisch wichtigen Fillen der Wirmeiibertragung an turbulente Strime
durchgerechnet. Es gelingt insbesondere, zu zeigen, dal von einer »Wirmeiibergangs-
zghl  schlechthin, wie es in der Technik zumeist geschieht, nicht gesprochen werden
kann, daf vielmehr die Wirmeiibertragung durch die Gesamtanordnung bedingt
ist. Iis gelingt -auch, den Einfluff der einzelnen Faktoren klarzulegen und dadurch das
viellach sich widersprechende experimentelle Material zu ordnen. In dieser Hinsicht er-
scheint die Berechnungsmoglicbkeit der Wirmeiibertragungsvorgiinge iiber die erwihnten
Prandtlschen Analogiesochliisse hinaus wesentlich erweitert, da bei den letzteren eine
vollkommene Uebereinstimmung des Geschwindigkeils: uod Temperaturfeldes angenommen
werden mufte, withrend mit Hilfe unseres Ansatzes auch die Abweichungen zwischen
beiden der Berechnung zugiénglich gemacht werden.

6. Die turbulente Grenzschicht an der ebenen Platle. Wir wollen nan die
ans der Betrachtung der turbalenten Stromupg in Rohren gewonnenen Ergebnisse zur
Berechnung des turbulenten Reibungswiderstandes einer Platte auf die }ings derselben
bestehende Gren/schlohtstromung iibertragen. Wir legen allen folgenden Berechnungen
die oben abgeleiteten (leichungen (14a) und (14b) zugrunde, nach denen einerseits die
Geschwindigkeitsverteilung als Funktion der Eutfernung von der Wand

11:8,7(0)/7(7’)#. B (14 a)

N

falls 7,, die an der Wand iibertragene Schubspannung gegeben ist, andererseits die
Schubspannung 7o

Y ’
7(,:0,022597/?(:—1/)‘. .. . . . . . . (14b)

betrigt, wenn u (y) die Geschwindigkeitsverteilung in der Nihe der Wand darstellt.
Wollen wir diese Beziebungen auf die »turbulente Grenzschicht« iibertragen, so haben

1) Proceedings, Manchester Lit. and Phil. 8oc 1874, p. 9. Ou the passage of heal between metal
surfaces and Mguids in contact with 1them. 1'hi]l, Transact. of the Roy. Soe, Vol 190,

9) Eine Beziehung zwischen Wirmeangtansch und Stromungswiderstand der Fitssigkelt. Physik.
Zeitsehr. 11, 19810, 8. 1072,

3) Vergl. dieses Heft, B. 268 his 280,
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wir. einen entsprechenden Ansatz fiir die Geschwindigheitsverteilung aufzustellen. Wird
die Grenpgzschichtdicke wiedernm mit § bezeichnet und die Geschwindigkeit der ungestSrien
Bewegung mit U,  dle Entlernung von der Wand mit ¥,.50 lautet der einfachste Ansatz:

l"“U(a)lh. O ¢ 1 )2
Setzen wir (18) mit (14a) gleich, so ist offenbar
T ‘/7 R
8,7 ((;) = &>
d. h. wir erhalten filv die Schubspannung 7o den Ausdruck:
Ty = 0,02 25902(03)/‘ JR P ¢ 1)

Gl. (17) liefert nos den Ansatz, den wir als Relbtmgskratt in die Impulsgleichnng
der Grenzschicht einzufiihren haben, um eine Theorie der tarbulenten Grenzschicht zu
gewinnen, die die Prandtl-Blasiussche Theorie der laminaren Grengschicht ersatzen
soll. Setzen wir in der Tat (17) in Gl (8) em, $0 haben wir zun#chst

3
/4 V"
— = 1
e {gu dy U fgudy %0225(}U (Ud) .
5 €
Ermitteln wir dic Integrale fudy und {«’dy mit Hilfe des Ansatzes (16), so er-
c 1

halten wir als Differentialgleichung der .Grenzschichtdicke
T g0295 (= )l/‘.
ua

72 da
Die Losung dleser Differentialgleichung lautet:
4, s
X 90y /® 4,
<\=(7) (00205)"’(—) 2t (18)

oder fiir die Linge !

=

! 2 ‘I5
,=0,37z(m) S (18w

Wihrend die laminare Grenzschicht mit Va proportional wichst, nimmt die tur-
bulente Grenzschicht nach Gl (1&) mit '’ zu.

Wir sind nun in der l.age, den Reibungswiderstand einer Platte von der Linge !
zu berechnen und zwar entweder durch Integration der Reibungskriifte lings der Platte
oder durch Anwendung des Impulssatzes an{ den Endgnerschniit bel @ = 1. Der Wider-
stand (doppelseitig) ergibt sich offenbar zu:

~ 1
—_l P . P P —:li /5
W= oU m_o,oaegvz(m) N 1))

Beziehen wir die Widerstandskraft durch die Formel

)

W"—‘CfF}’g
g

wieder auf die Geschwindigkeitshiihe, so erhalten wir fiir den Widerstandskoefli-
zienten ¢, das Resultat:

1 .
R (19 a),

wobei die Reynoldssche Zahl /¥ wieder R = v gesetzt wurde.')
.

1) Herr Prandtt hat nach eluer brieflichen Mittellung die Formel (19a) bereits vor mir be-
sesgen. Er gibt (vgl. Krgebnisse der werodynnmischen Versuchsanstalt zu Géttingen, I.-Lieferung, Miinchen
urd Berlin 1821, S, 186) eine #bnliche Yormel mit einem ergiinzenden Gliede an, welches dem Um-
staude Rechpung trigt, daB am Vorderende elner gut zegeschirften Platte Laminarstrdmung herrschen
kann. Indem er die Zahlenfaktoren aus Hlteren Versuchen von Gebers ermittelt, gibt er die Formel

1 1600
cy= 0,073 1~£—0!~2-— b3 ap, wobei der Zahlenfaktor {m zweiten Glied im aligemeinen von der Zuschiirlung

abhingt und bei abgerundeter Vorderkante praktisch verschwindend klein setn soll.
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In der Abb. 4 sind die Versnchsergebnisse von Gibbons und Wieselsberger')

mit verblilinismifig glatten Platten eingetragen, ferner die Linie fiir ¢, nach' G). (19a),
wobei sowobl filr die Reynoldssche

Zahl als fiir den Widerstandskoetft:

0,?;3 — ﬂ? j} % zignten ein logarithmischer Magstab
Goos e Lo gewhhlt ist. Man sieht, daB die Ueber
ooy et —is einstimmung auﬂarordentlich gut ist, )
e Caamms Eine ebenso gute Bestitigung

Goor o L) ‘der soeben durchgeffihrten Berech-
2 pungen liefern die Geschwindighkeits-

goor R‘\ messungen in der Nhbe eines ge-
swf on® ovt vl 20° +w° e&w° gchleppten Brettes.- So . 'siellen die

Abb. 4 Punkte in Abb, » die gemessend Ge-

schwindigheitsverteilung - senkrecht wu

einem im Wasser geschleppten Brett als Funktion des Abstandes vop der Wand dar und
zwar in elnem 8,56 m hinter der Vorderkante duarchgelegien Querschnitte?)..- Die auns-
gezogene Linie hefert die Qeschwindigkeitsverteilung nach Gl. (16), wobel die -Greng-
schichtdicke nach Gl. (18) gerechnet wurde.

AP oYy /14,4 Aus dem Vergleich der MeBergehuisse mit,
aery - der nach Ansatz (16) angenommepen Kurve
,17 % sfeht man vor allem, .daB .es keineswegs
: notwendig ist, wie dies in der technischap

Literatar gumelst geschieht, einen & Ge-
schwindigkeitssprung an der Wand anza-
go nehmen. Durch nnsers Ansktze. wird vlel-
I mebr der rasche Abfall der Geschwindigkeit

/ in uopmittelbarer Nihe der Wand durch
Qo8 ‘ den Verlau! der Potenzkurve mit dem Iix-
i j ponenten !/; richtig und zwanglos dargestellt.

7. Laminare Reibung an ‘einer
rotierenden Scheibe, Als weiteres Boi-
spiel zur Anweundung der fiir die Berech
nung lamiparer und torbulenier Reibungs-
- widerstinde gewonnenen Methoden will ich
den Fall einer gleichmifiig rotierenden
t ebenen Soheibs bebandeln. Der Jaminare

225 Qs Q7 1 125 480 175 2 vmew Stromungszustand, der durch eine rotie-

Abb. 5 rende ebene Scheibe hervorgerufen wird,

besitzt aus dem Grunde besonderes luteresse,

weil er einen der seltenen Fille darstellt, in denen die Differentialgleichunger der zihen

Flissigkeiten ohne Vernachlissigunogen integriert werden konpen. Man ist also hier in

der Lage, unmittelbar beurteilen zu kénnen, mit welcher Genaunigkeit die Prandtl-
schen Grenzschichtgleichungen eine Anniberung liefern. -

Ich stelle mir folgende Aufgabe: .

Der Halbraum a >0 soll von Flissigkeit erfillt sein. Die Begrenzungsebene
7 =0 rotlert um die x-Achse mit der gleichférmigen Drehgeschwindigkeit 0. Wir fragen
nach dem Bewegungszustand in dem Halbraum z>0 mit Berucks;chhgung
der Flfipsigkeitsreibung.

Wir fiihren Zylinderkoordinaten r, {} z ein und begeichnen mit ¢,, &, ¢, die Ge-
schwindigkeitskomponenten nach der ra.dia.len tangentiellen und axialen Richtung; p be-
deute den Fliissigkeitsdruck. Die Dl!ferentaalglemhungen der Strimung in Zylinder-
koordinaten — webnn alle Geschwindigkeiten von O uvabhiingig sind, wie aus Symmetrue
griinden folgt, — lauten:

g7z

}) Vergl. »Ergebuisse der aerodynamischen Versuchsanstalt zu Gottingenc 1. Lieferung 8. 123.

%) Gebers (Schifibau 22, 1921, 8. 687 ., inpsbes. 8. 791) gelangt zu etwas hdheren "Expo-
nenten. Ieh vermute, da8 belm Suhleppen sehr langer Platten Erzxtterungen nicht zu vermelden slnd
was den Widerstand rascher wachsen 18Bt.

5) Gumbel, Das Problem des Oberflichenwideratandes, Jahrbuch der schifrbautechnlschen Qe-
sellechaft Bd, 1818 9. 478.
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- Bew _ of 1 8p iﬂ*o{ AT A% n':Bj;-‘r

’zm Fa T T “;%7 LY a‘a,& ':,?; ';),j*' Ba? i

; " Do 7 Beee O - 3 Bi o '

<('5-‘+B‘b; .‘_..“._’ 62“ + Py ar 8’% (20)

LoD i Bes . 0 Bp Ble, 1 ﬁ« 90:

""B “'a"“”” Bs T2 i‘dr” + e

und die Kontmuitﬁxegleichung

BCy " cr V0 a — o
Or 5 + Oc . .0 (204).

Man efkennt an dem Bau der Gleichungen, daf man das System (20)" und (20@)‘
durch den Ansatz:
e ==y c‘»—m(m), c»-—h(m) p=p) (21)
befriedigen kaup, s¢'daf man tiir die drei Funkilonen f» & % dle gewihnlichen “simul-
tanen Dx(ferentialglemhungen

g .-
e S ‘;’,; 2fg+h~~“-v%;%;_i ‘-’-5+2f==o . (23)
erhiilt, wihrend die Glmohnﬁg , .
an __ o vadp 2
dz T e o ds T Ve (28)

‘die ,aus der dritten Glelchung des Systems (20) entstanden mt die Dmckverteilung (@)
bestimmt.

Das System der Randbedingungen lautet oﬁenbm, da die Flussxgkext im Unend—
lichen keine Rotation besitzen, dagegen fiir =0 an der rotserenden ‘Wand haften soll,

/(0)‘:0" f( )=
9{(0) = o, ' g(eo)=0
7 (0) =0,

* Die Funktion h(r) bat fiir £ = o einen endlichen (renzwert. Dies bedeutst so
viel, wie dafi eine stindige Zusirémung gegen - die rotierende Wand stattfindet, wie es auch
aus Griinden der Kontinuitht zu erwarten ist. Die rotierende Wand wnrkt infolge des
Haftens der Fliissigkeit als oine Art Schlenderventilator; in unmittelbarer Nihe der Wand
wird die Flissigkeit stindig pach auBen befordert, so daf die Fliissigkeitsmenge durch
axiale Zustromung erselzt werden muf,

Fiihren wir, um dimensionslose Grofien za erhalten, als unabhdnglge Vanable

§==.7c]/ e -'(2,“)
und statt £, g, & die Fanktionen f, g, I),
T:- b-,.y" C e e e . (24&)
ein, 60 erbalten wir suu (22) das Gleiohungssystem. ‘
: d & d
fr— g "*_’b;;g d:i' f8+f>‘;§=;g§, f',b+2f . (228)

mit den Randbedingungen: S
f=0.g’,=1;f)_=0ﬁir§=0,

f\==0,g=:0mr§:ao,

50 daf die Gleichungén von simtlichen speziellen Daten der Aufgabe unabhingig sind.
Wir erseben daraus die Achulichkeltsgesetze der Aufgabe. Da g(&) die Verhiltniszabl

ﬂer Drebgeschwindigkeit in der Eotfernung @ = { 1/(35 von' der Wand .zu der Drehge-
.

schmndlgkeit @ bezeichnet 8o ist es Klar, daB mit wachsender Geschwindigkeit. our 4n
siner Schicht an . -der Wa.nd merkhche Rota.tionsgescﬁwlndxgkelten za beobaohten sind dle

mit wa.chsender Gesehwinmgkeit und abnehmender Z#higkeil wie V—~ abne.hmen Ande

rerselts folgt aus der letzten der- Glexohungen (24 2), dap die axials Zustromungsgesohwin-
digkelt im Unendlichen wis V5o zunimmt.,

Das Gleichnngsqystem {22) kann durch ein. ‘heliebiges pumerisches Verlahran -oder
dorch Reihenentwicklung geltet werden. Wir-ziehen jedoch. vor, das-in § 3 angedentete
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und in der Arbeit von K: Pohlhausen!) ausgefiibrie Verfahren dnzuwenden und da-
durch eine erste Niherung zu gewinnen.. Wir nehmen an; dad dle Funktlonen f.and g
ji der Entferonng 5 von der Wand berelts - unmerklich wenig- sich ~von ‘Null upter-
scheiden. Aus den Ansitzen (21) folgt, daB, die »Grenséchiohtdickes in unserm. Falle
lzmgs der Wand konstant ist, so- daB d,von 3 moht abhangt Wi intagneren die beiden

ersten Gleichungex\ des Systems (22 a) zwischen §== o und g 5 b Emd "j = o,
Alsda.nn haben wir:

f(t*««gwﬂf@ ae._&g“‘"
Y )

Wir mtegrieren das zweite Integral partiell ‘und beriicksichtigen, daf nach-der
Tetzten G‘rleichuug des Systems (223.) durch '~ 21 ersetzt werden kann,

So erhalten wir scblieBllch*

fras- f«,dg,-m Jiuse-[g] oo

Als angcmthcrte Ausdr&cke fiir die ankhonen f.und g .setzen wir an}

j,as {r= 5) (1 +2§0) "Is (;)2(1 ;,'EET)),’. 2 L
a=n(ed) (-3 Y

wobei « einc zu bestimmende Konstante bedeutet.
Dabei haben wir beriicksichtigt, dafi ‘
f.wo =1 fiir f=0 .
af - _.ag
ﬁh‘ w == §
f=gp 8=1&

gilt und auBerdem, wie aus den Gleichungen (22a) leicht einzuschen ist,
a1f

=1, T8 — 0 fir £=0

d&" .
soin mubB.

Ermitteln wir die in (26) enthaltenen Integrale numerisch, 50 bekommen wir:
b

fildE = E,o [0,0301a? — 0,00526a + 0,00159] ‘

[g Zz‘ k. 0,2857 o (28),

[igd“__ ~,o[ 0607a — 0 000(77]

und wenn wir dxese Ausdriicke in. (26) emsetzen, erhalten wir zwei gewdhnliohs Glei-
chungen fir und Se, die lauten: Vo

0,0908a% — 0,00978a — 0 23093 = —4 éf"§ ]

MR T € 1)
0 2428(1— 0 ’02328 = ~E~i-~ :
Die numerische Auflosung liefert:. -
. a == 1,026, =268 .-, . ce e 30

1) Dieses Heft B. 262 his 268.
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Auf Grund dieser Ergebnisse sind wir in der Lage, die Grenzschichtdicke 3 und
‘die axiale Zastromungsgeschwindigkeit ¢,, im Unendlichen zu berechnen. Es giit ofinbar:

- , . R
=& ]/i—) == 2,58‘/-‘-’;, Gy = coj?fd,t =0,708Vow . . .. .. (31)
Nehmen wir z B. Luft ale Fliiésigkeit ‘mit # == 0,14 om*/sec und eine Drchzahl

R # : . o
n == 00 min, d. h, (‘,22.62.w £2,8 scc, 8o whre dje Grenzschichtdicke nach (31)

6 .
§ = 0,122 com
und die axiale Zustromgesch“ mdlgken

¢, = — 7,6 cm/sec,

Die wichtigste Aufgabe 1st die Berechnung des Reibungswiderstandes.
Wenn wir die Wand mit v = a begrenzt annehmen, s0 erhalten wir offenbar den Fall
¢iner rotierenden Scheibe mit dem Halbmesser . Auf "die Bewegung der Fliissigkeit
kaon nun der Umstand, daff die HuBeren Teile der Ebene z = 0 fchlen, nicht glnzlich
ohne Einflufl sein, doch ist es anzunchmen, da8, wenn die Dicke der Grenzschicht gegen
den Halbmesser der Scheibe sehr klein jst, wie es in fast allen praktischen Fillen zu-
trifit, diese Beeinflussung nnerheblich bleibt. Unter dieser Annahme kionnen wir sinfach
das Moment der an der Scheibe wirkenden Schubkrifte von r = 0 bis 7 = a Integrieren,
oder, was zu demrelben Jiesultat fiithien mufl, den Drehimpuls, der in der Zeiteinheit
mit der Fliissigkeit an der Zylinderfliiche » — « austritt, berechnen und dem Moment der
Reibungskriifte gleich setzen. Wir wiihlen den zweiten Weg. Wir haben als Drehimpuls
der an der Zylinderfliche in der Zeiteinheit austretenden IMliissigkeit:

O

] == :’na"y/‘(‘,c,(l.r;ﬂ[ . L (3‘2),

oder nach den Ansatzen (21), (241 unb (24a): .

1

~

M:—'_’na‘(;m"/u‘rjjg([g. S ... (32a).

Lo

Das Integral ’fgdﬁ haben wir bereits oben berechnet. Setzen wir seinen Wert

aus {28) ein, so erhalten wir:

M= u,92qteshe’> . . . . . . . . (83)
oder
(" 1 ‘
M = 1,84a" - - e e e e (33&),
2¢ VR ,
falls die Umfangsgeschwindigkeit mit {/ = aw, und als Reynoldssche Kennziffer R = Ua

3
eingefiihrt wird.

Um den Widerstand einer zweiseitig durch Flusmgl\elt umgebenen Scheibe 7 er-
balten, miissen wir den Ausdruck (33) naturgemif doppelt in Rechnung setzen.

8. Reibungswiderstand eilner rotierenden Scheibe bei turbulenter Fliissig-
keitsbewegung. Die in (33) gefundene GesetzmiBigkeit: ein mit der Potenz ¥, der Dreh-
zahl proportionales Relbungsmoment wird bei htoheren Drehzablen durch die Erfahrung
nicht bestitigt, Man miBt vielmehr eine bedentend raschere Zunahme des Wider-
standemomentes mit der Drebgeschwindigkeit. Wir machben wieder, wie bei ‘den ge-
geschleppten ebenen Platten die Annahme, daf es sich um eine »turbulente Grenzschicht«
handelt, und versuchen dmrch Auwendung des Impulssatzes eluen angemlherten Wert fiir
die Grenzscbwbtdwke und den Reibungswiderstand zu gewinnen.”

In dem Falle  der rotlerenden Scheibe haben wir zwei Glemhgawxchtshedingungen
aufzustellen, efamal in der radialen Richtung und dann in der tangentiellen Richtung.

.~ Wir wollen die Bezeichnungen des vorangehéhden Abschnities beibehalten; suBer-
dem bezeichnen wir die- Reibungskrlifte, die an der Flioheneinheit der Wand wirken
mit ¢, und 7., Abb. 6. Alsdann haben wir in der radialen Rlchiung Iolgende Impuls-
grifien: - v C :
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a) Ueberschuf der ausiretenden Impulsmenge an der Zvlmderﬂhche (r+d )6 (fur
ein Bogenelement von dem Oeffoungstrinkel Eins) gegenuber der an der Flache r6 ein-

stretenden Impulsmenge . o o
. . ‘g .
d
— e? (d .
crfjv-?dr’ dr gf('cf dm- T‘» ' . ‘
- b) Dis radiale Komponente .der an der
g Stirnfliche ein- bezw. austretenden Impulsmenge
\c: " . (gleich der Zenmfugalkraft der- rotlerenden Fliis-
' sigheitsmenge . .
o g g ) ;
1 ——'(()[c‘ dac)(l?
X ‘ DJese Impu]sgroﬂen miissen mlt der Schub-
! . kraft 7, r'dr im Gleichgewmht stehen so daf
‘ : Ahb. 6 o wir erhalten: . : S
- N 1 & K .. .
. P - d ) . . ' ) . E o
<. ('d'ri fc,‘dzgwgfnx dm:;—»f,r. S e e e (34).
: ' o & !

In der tangentiellen Rlchtung kinnen wir die Diflerenz des Dmhmomentes des
an der gangzen Zylinderfliche 2 (r 4+~ dr) 8 aus- und an der Pliche 2 mrd eintretenden
Impulses berechnen und sie dem Drehmoment der an der Ringfliche wirkenden
Reibungskrifte gleichsetzen. Wir erbalten offenbar: ‘

2

4 .
zn»%r?fc,c‘dacgz —T2nrt,. . . . . . . . (35
ar . .

<
Als Ansitze fiir dic Geschwindigkeitsverteilung fiihre ich ein, gemif den Aus-

fiihrongen in § 4
s x z\/7 o
e — PR — {2 R J
‘ “’(a) (1 A‘)’ . "”[1 (a)( ] : (36),

wobei bereits beriicksichtigt ist, daB
flir =0 ¢ =0, ¢=rw; firao=2~8 c,=c¢===0
sein muf.
Algdann konnen wir die Integrale in den Glelchungen (34) und (,85) auswerten
und wir erhalten: i
5 { 2 ‘ ' 8 : T
[«:,“d ax = 0,207 co*d } [v, dedx == 0,06817rwcod, [cﬂdac = 0, ozvs r’oo”ﬁ (37). :
3 ' ¥ - E
Ferperhin setzen wir gemif unseren Vorausseuungen uber das MaB der turbu— '
lenten Reibung (1. (146), indem wir die Geschwindxgkeltskomponenten an der Wand zu-
sammensetzen und fiir die Resunltierende unseren Reibungsansatz auwendem o
9 /a

Iy o,
q,_.noozsec“a‘,/’ ‘[1+ =S T/‘ , n.-oozzse(rm)’u I [1

Mit diesen Ansitzen erhalten wir aus Gl. 34 uud (36) dia belden Dlﬁerentla.l-
glelchungen

L 50.207 co’ré'% -0 0275 r m26= — 0, 0225 cn"r (w.)/‘ [1 + (?57) ]/"'
r ) : \¢o &

- e
T [0 06817%100 3]:002‘257'"00’ )/‘[ ]“'

Man sieht zunichst, da8 die Glexchungen ’be!riedigt werden, wenn wir ﬁu' die Ab~
hﬁngigkeit der Grenzschmhtdicke von der thsenentfernung 7 setzepn:

) co =arm

| ] (35)
und- wir erbalten zwei gewohnlwhe Glelohungen fiir a und # ganz avalog dem Gleivhurigs-
Ssystem ' (29) im vorangehenden Abschniit.
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. Die Glexchungen lauten:

07101,(12;9 oomaﬁ:—-oozzs a‘"(-ww "‘(1 I'

03133 aﬁ===0022~5 (ﬂm) (1 +a’)"h 139)

Aus den belden ﬁlmchung(m lolgt mnachst dm‘ch Dlvisxon.
Pol oL 1,0088 w®— 60,0278 ='0..
Die numerische Anflo;ung hetert- ) i
. =0, 162 und- damus ﬂ==04b2( )h“. RN € i3]
Mit dxesen Werten wird dle Glenzschlchtdmlfe. o
AR
8 = 0,462, r{;’w)

Nun kénuen wir nach dem Verfahren des vorangehenden Abschnities oder ‘aul-
Grond der Gleichung (3a) das Widerstandsmoment rechnen und erlmlten' '

.\,
.n- :

_ 8 i
1?.‘ - . L
M.—'=~2na‘e fmc;dm——ooa(ﬂa ®*® g(a m)'f N ('4&
: 4

. und fiir die doppelseitlge Relbung A
1 L,
' Y 3 LN

oy
Wir wollen wieder im Einklang mit den Berechnungen iiber den Schleppwider~
stand von Platten alle Reibungswiderstiinde auf das Geschwindigkeitsquadrat bezw. anf
Geschwindigkeitshdhe beziehen. Bedeutet 7" die Umfangsgeschwindigkeit der Schelbq,‘
© 50 wird das Moment

h'] ) l,‘ *

M= 0,146y af*(")/'. B 1))
2y Ua .

oder die Widerstandsziffer ¢, als Fanktion der »Resuolds%chen }xonnﬂﬂer« der Scheibe

IY
=
e

S L T P ¢ )}
VIA' ’
" In Abb. 7 ist ¢, als Funk- ‘
tion der Reynoldsschen Kenn- -
ziffer # — beide in logarith- ;o , .
misohem MaBstabe — aulgetra- . I COR - :
gen, Dieselbe Abbildung enthilt goz e — S R o KRS e A
awch die ans der Beréchnung = - o N N A I 11
der laminaren Grenzschichtnach gorr M{,\&y

Gl (33a) sich crgebende deer- ' SN W ORI ST B e
standszifier: " Qo - - N; i SR S N
8.88 AER gl
Cpom= ——= ' 44). ’
ST Vk ( )
Dxe e\penmente]len Da-

ten smd aus einer, jﬁngtst~
erschienenen: ° Arbeit von .
W. Schmidt!) iiber Reibungs-
widerstand von glmten Sobei- . ..
ben. in Wasser, entnommen. -
Man -sieht, - daf aje’ Versuchs- "
resultate ' dex theoretisshen
Berechnhng ‘gud entspre'
chen. Inabesonﬂere ist es von
Interasse, . daﬂ dis’ Messungen.

) z zL v 4; Ing. BA, S, 1991 8. 441,

11



2B0 Zuiwehrift fily ungen mnno Matuematik unil Mechanik | lsm;(t'l

bei kleinerén Rev noldaschen ‘Zablen gerade in das’ Uebergangsgebiet zwischen Laminar-
stromung und tarbulenter Stromung fallen?), -

8. Bemerkungen {iber Rauhigkeﬂ. “Wihrend bei volikommen glaiten Rohren
das Blasiussche Widerstandsgesetz anscheinend in einem grofien Gieschwindigkeitabereioh
giiltig ist, 80 dnf es als mehr denn eine Interpolatlonsfmmel erscheint, ‘erhiilt man bei
Robren mit ranher Wandung bald nach Ueberschreitung des kritischen Punktes eine an-
nihernd quadratische Abhiingigkeit des Drackgettlles von der Geschwmdigkeit Fur diezen
Zustand kann man fiir das Druckgefille setzen: - -

h::).( )v’ i : (45)’.‘:

29 d
wobei / eine T unktlon der relativen Pauhigkeit -— bedeutet Mit & bezeiohnen er eine
GrtiBe ‘von - der, Dimensicn giner Linge, die gewissermuﬁen die mmlere Erhdhnng der

Wandrauhigkeit mlBt das Verhiiltnis dieser GroBe zum Rohrdurobmesser wollen wlr mitv'

v. Mises?) als rrelahve Raubigkeit« bezeichnen. . . RIS

. Das guadratische Gesetz_ fiir ranhe Winde ist schOn dadurch plauaibel, daﬁ man‘
sich den Reibungswiderstand aus den Einzelwiderstinden der Wanderhthungen zusammen-,

gesetzt denkt, dle einzeln dem quadratischen Gesetz geliorchen. Der Mechanismus des
Reibungswxderstandes ist in dlesen Fillen offenbar durch regelmifige Ablisung von
Wirbeln ganz bestimmter Intensitit und Abmessxmgen bedingt Wie dies bel Strbmuugen‘
an ‘Widerstandskirpern der Fall ist. ;

. e

Haubgkeic der Wirbel verschiedener Intensitit und. verschxedener Abmessungen “daroh
ein uns unbekanntes statistisches Gesetz geregelt wird. - - ;

Den Reibungswiderstand in glatten Rohren kann man nach dieser Anffassung a.'ls
zusammengesetzt ansehen aus den Reibungswiderstinden, die den einzelnen Wirbelgat-
tungen entsprechen. Nehmen wir an, dafi zwischen den Wirbelgrofen und der Ranhigkeit
eine Beziebung besteht, eo kinnen wir auch sagen: der Reibungswidergtand in
glatten Rohren kann aus den bei rauhen Rohren beobachteten, mit der Geschwindigkeit
quadxatisch wachsenden Einzelwiderstinden duroh Superposition gewonnen werden,
falls wir die einzelnen quadratischen Widerstinde mit richtigen Gewichten in Rechnung
selzen.

Es ist nicht ohne interesse, daf man aul Grand dieser Auffassung auf die Gestalt

der Punktion 2.( ) Schliisse ziehen kanp, and zwar obne daB man das Hﬂuﬁgkeitsgesetz

bezw. die Gewichtsfunktion der Einzelwiderstinde kenneu wiirde.
Insbedondere kann man zeigen, daf falls das Blaslussohe Genetz ﬁir glatte Rohre

zu Recht besteht, die Funktion A( ) wenigstens tidr kleme Werte von 3 die Formel

10( )/ haben muB Wobei iy pine Konstante bezeicbnet

Wenn wu- die yuadratischen Widerstinde nach (45) unter Annahme eier Gewichts-
tnnkﬁon q:(e) “saperponieren, 8o wird das Widerstandsgesetz. fiir glatte Rohre lauten?):

¥ -
fl( )q)(e)de .
l 9

h‘== U_ ‘. . . . E R (46)'

29 -
fy(a)da

’ D] l)le Vorsuche ven Odell Uunglnecrinl.' Bd 77, 1804, B. 83 und von 4. 8todola, (Dle Dumpt-
turbinen 4. Auflage, Berlin 1910, B. 120~ 129) tiber die Reibung rotierender Sehulbon iu Luft liefers um
ctwa 20 bis B() vH hbbere Werte und eine rm«chere Zanahmé der Retbung mit der Umfmgsgasckwlndlgkelr

‘(Bet Odelt .o w? P

dureh efven urbBeren Helbungswiderstand vonunachgn Bel Btodols soheint der hohax:o Exponen!: dof
Raunbigkelt der Schetbe su entsprechen.. .
%) Eiemente @ér tochn, I{ydmmeclumlk Leipzig 1914, 8. H0.;

8. Das die In‘ugraﬁon bia o arstreokt wird, fsf our Formsnohb ¢ (&) mimmt ehen-init wacheen-

der. £ 'sehr st.ark ab, bezw. !st \un eﬁnom bestimmton Werte’ von € b glaich anl.

Man kapn nun versuchen, damgegenuber ﬂen St.romungswldersmnd in voilkommen“
glatten Rohren sich so vorzustellen, daB in diesem Falle Wirbel verschiedenster:
Grofe sich ablésen und in dem turbulenten Strom regellos herumschwimmen, wobel dleg

, wobel + elne Xielne positive Zahl ist, bel Stodola w'? atatt @'¥). Dib: Versuche
von Qdell smd sicher zweitelhatt, . weil die Paplerscheiben, welehe. er angewendet hat,- flattera. und oa
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Ich nehme nun an; daB die Funktion q{z) fiir Werte von &, .die gegen-den Rohrdurohs

messer klein ‘sind, nur-von den physikalischen Konstanten -und -der (eschwindigkeltsyer-

teflung in upmittelbarer Nihe der Wandelemente abhingt. ; Insbesondere soll MBr‘-!r{é)

unabhinglg von dem Rohrdurchmesser seip. Die unmittelbar ‘der Wand ‘bepachbaris

_ Geschwindigkeitsvertellung ist jedoch nach unseren: fritheren- Annahmen vonkbmmpn

"bedingt darch die Schubspannung an dem betreflénden Wandelement. Ioh setze. alsp:
. . ‘ @¢) o= q)(-é’,‘fll,p? 75).-' .

Aus den vier Grifien kann nur eine dimensionslose Kombination- gebildet werden,

nimlich: . L BT . o

. S ]ln

Z = (L“) ke (47).

T4 4 A

Wir setzen also:

S e . <. \d:
| 2Y cese ) .a_ ’Eo - — - I,
q)(f‘) = CF[" ,/(']4' L a 2}( o

Filhren wir # als Variable efn, so erhalten wir

Setzen wir 2 = 1, (5)7“, so wird:

*x
fc” gledde ,
9 . wmgm;? " o rm()m]?

T 7 a =y T . . (48
a4 2y " 70,14/4 d2g 70';‘/'.' ( ),
g {eldz

fc"q% (2)dz

wobei W=/, -_-—— - eine reine Zahl isL.

fq(:)dz

C
Beriicksichtigen wir, dal zwischen & und 7, die Beziehung:
v ‘ yhd
= dnrt,l d =
yh . ¢ f oder 7¢ "
besteht, so erhalten wir
nif guif 2 R N
ney Y d A MI_ T e a2
h (1 - 1] ) _"m"‘)lm/‘l =N ll; 4 291 ¢
Losen wir die Gleichung nach 2 auf, so haben wir:
R . '_? 3 2:)1 ’ i )
/z=(_’_‘)2+mif_(1)2+m N ) R
2 d2g\de :
~ Dieses (iesetz entspricht genau dem Blasiusschen Widerstandsgesetz "fiir glatte
Rohre, falls wir setzen: ‘

2m )
2 + m = _
oder m o= "f7.")
Fiihrt man f{iir die Gewichtsfunktion ¢ einen bestimmten Ansatz — elwa nach Art
des TFehlergesetzes — ein, s0 kann man die Bezlehung zwischen den Konstanten des

tiir das glatte”Rohr giiltigen Blasiusschen Gesetzes mit den Konstsnten des Rauhigkefts-.

Y Herr Prandtl] talit mir mit, dag er dasselbe Ergebnis an! ganz anderem Wege crhalien Bat,
17*
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goesetzes berechnen. Ich hoile, auf 'die Wéfte’rentﬁvicklung "dieser ‘Ueberlegungen -hald’
zuruckkommen zu_ konnen. .

Fiihren - wir zmdmerselts das Gesetz 1-—)-0 (;—) in (45) em, 80 habep wir it
.A:loé% "‘t S S
R 1 p?
S ho=t 5@7;5;
" oder ]/ .

. v d/ 1064

. Nach der Analogie zwischen Robren und Kandlen wiirde fiir - die Geschwindig-j
"keit in einem Kanal mit dem (‘efﬁl]e J und dem hydrauhschen Radlus P die Formel
gelten: '
w = konst J" ’Po“

Es sei bemerkt, daf nach R Mannmg die emplrlsche Formel v = konst; JOb poge -
nach Forchheimer v = konst. J05 P07 - schlieBlich nach. Hermahek’ dle F‘(_)rmel ,vc
kopst. JO9 P06 die Versuchsresultate in muhen Kanlilen gut wiedergibt )., 840

- Zur néh.erungsweisen Integration -
der Differentialgleichung dj‘er‘laminar'e_n' Grenzschicht. . |

Von K. POHLHAUSEN in Aachen.

Die auBerordentlichen mathematischen Schwierigkeiten, die bei der Integration der
Differentialgleichungen der Fliissigkeitshewegung, bosonders bei Beriicksichtigung
“'der Reibung, auftreten, und die im wesentlichen im nichilincaren Charakter dieser
Gleichungoen begriindet sind, haben in der geschichtlichen Entwicklung der Lehre von
der Flﬁssigkeitsbewegung eine Trennung zwischen »Hyvdrodynamike und »Hydraulike
bewirkt. Auf der einen Seite vernachlissigt man die Relbung, um zu einfacheren
Gleichungen zu gelangen, und erkauft die Strenge mit wesentlichen Abweichungen der’
berechneten Stromung von der beobachieten. Auf der andern Seite entwickelte die
Technik, die zu einer Beurteilung des wirklichen Verbaltens einer Fliissigkeit gezwungen
ist, in der Hydraulik eine eigene Lehre von den Bewegungen einer Fliissigkeit. ‘Hier
werden die exakten Glcichungen dorch empirische Annabmen und sanschauliche Be-
trachtungen ersetzl, deren Ergebnisse im wesentlichen mit der Wirklichkeit iiber-

einstimmen. : S

Erst in neuerer Zeit bemiiht man snch die Hvdrodvnamlk mit der Hy drauhk in
Einklang zu bringen, und zwar darch Berucks;chtlgung der Reibung 'in der mathema-
tischen Theorie und durch Vertiefung der hydraulischen Betrachtungen. Die ersten all-
gemeinen Anslitze, bei denen die Reibung Beriicksichtigung fand, wurden von Stokes?).
gemacht, dem es unter anderm gelungen ist, den Widersla.nd einer Kugel in einer
Fliissigkeit von sehr grofier Zihigkeit zu belechnen Voraussetzung dieser Losupg war,
daf die Bewegung im wesentlichen durch die Zihigkeit bestimmt wird, daf algo ents-
weder die Zihigkeit sehr gro8 oder das Produkt aus Korperabmessung nnd :Geschwin-"
digkeit sehr klein ist. Fiir die Bewegung einer Fliissigkelt mit geringer Zihigkeit gab .
zuerst Prandtl®) "eine systemafische Vereinfachung, die zu ‘der Theorie der >Grenz-
schicht« fiilbrte und von seinen Schiilern Blasius?), Boltze®) und Hiemenz®) im ein- -
zelnen ansgeiuhrt untd auf Beispiele angewandt Wurde .
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