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angegeben. Durch Integration erhdlt man daraus fiir == /19, €a=0,088 % und fiir
t . «? . . . [ . 2 7 o
> = ley o= 0,0794 e Beim unendlich breiten I'liigel ist der Wert ¢, = 57 30 =
0 .1 b ’
0,11 '(:b’ wovon der ¢, Wert bei » = 1o S0 vH, bei y 1/; aber 72 vH ausmacht. Abb. 5

gibt fiir dieselben Seitenverbiltnisse die Verringerung des Anstellwinkels durch das
Wirbelband und Abb. ¢ endlich den Beiwert des induzierten Widerstandes. Setzt man
den induzierten Widerstand gleich ¢.; 'z o v*0 ¢, so findet man:

1 dcws 2b ( i )" 1 I 1 2 b 1 I
(@%? a%t ot \180%) 2 » I Tt 2 0b I,
— 4o — = +0o
T ¢ Tt
In der folgenden Zahlentafel sind fiir das Lingenverhiltnis Yo und /s die ver-
schiedenen, nach den vorstehenden Formeln berechneten Werte zusamwmengestellt.
Zahlentafel zum zweiten Beispiel
’ - T | '
£ 0 ‘ 0,2 104 06 0,8 v 095 | 0,98 1
i | [
] | | i
1 . X
i 1 0895 0,976 0933 ] 0835 0,710 0,556 0,421 0
Lode e 458 483 | 4,77 | 455 | 4,07 | 3,46 | 3,46 | 205 0
3 ! a® da& |
b 1o 1w B ]
Gl oLt 0,130 | w169 02531 0,373 0,478 00624 1
PR 1
1 dew: |
TR N1 A a.930 1 0,960 1,081 | 1,84 (514 2,22 2,38 2,21 0
; @®? qé&
A - | ! N
— . ' i hug0 | 0,962 | 0,0t0 ! 07387 6,660 0,524 0,370 0
LIm g :
1 dr o -
— "0t C st 447 | 846 | 4,00 0 8,56 | 2,98 236 | 0835] 0
4 i b g F ‘ ’ :
b6 1 J - ‘ | .
= 0771 0,186 | 3,46 | B46 | 03521 0,457 | 0,569 | 0686 1
ITANEY] | | ! o
P J J L e ,
S =2 100 L1451 1550|1508 | 20y | 2,88 ¢ 206 | 2,038 ]
«h? a& ‘ | \ :

/10 eine Abweichung von etwa 10 vH, bei

Durch Integration findet man bel f

t
b
praktisch vorkommenden Seitenverhiltnisse kann die fiir elliptische Verteilung geltende

el ¢ . . " . .
Prandtlsche Formel ¢, = = =, beim rechteckigen Fliigel niherungsweise durch
b

7T

1 von etwa 5 vH vom Minimum des induzierten Widerstandes. Im Bereiche der

ca® t
Coi = (0,96 0,014)
bis b
ersotzt werden.

Der Warmeaustausch zwischen festen Kérpern und
Fliissigkeiten mit kleiner Reibung und kleiner Warmeleitung.
Von E. POHLHAUSEN in Warnemiinde.

die mit der inneren Reibung (oder Impulsleitung) und mit der Impulskonvektion grofie

Aehnlichkeit besitzen. Mathematisch findet dies scinen Ausdruck in dem gleichartigen

Bau der Differentialgloichungen, die einerseits fiir die Temperatur und anderseits fiir den

Geschwindigkeitsvektor in der Fliissigkeit bestehen. Man kann daraus auf eine Beziehung
8*

In einer stromenden Fliissigkeit sind Wirmeleitune und Wirmekonvektion Vorginge,
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zwischen dem Wirmeaustansch und dem Reibungswiderstand schlieen, die eine strd-
mende Fliissigkeit an einem festen Korper hervorrufen. Dies ist zuerst von Prandtl
ausgesprochen und durchgefiihrt worden?), und zwar fiir turbulente Vorginge, unter der
vereinfachenden Annahme von Wirmequellen und -senken im Innern der Fliissigkeit.

In einer Stromung mit kleiner innerer Reibung lassen sich nun die hydrodyna-
mischen Différentialgleichungen im Bereich einer an einem festen Kérper anliegenden
Grenzschicht vereinfachen, indem man, ebenfalls von Prandtl2) zuerst angegebene Ab-
schitzungen iiber die relative Grifenordnung der einzelnen Glieder der Differentialglei-
chungen durchfiihrt. Hier soll zunichst gezeigt werden, -daf durch die gleichen Ab-
schitzungen bei kleiner Wirmeleitung auch eine Vereinfachung der Differentialgleichung
fiir die Temperatur der Fliissigkeit in der Ndhe eines festen Korpers erreicht wird. Da-
durch gelingt es, die Wirmeabtuhr von einer diinnen Platte durch eine Paral-
lelstromung zu berechnen sowie die Temperatur einer solchen Strémung aus der
Angabe eines Plattenthermometers zu ermiiteln. Die Anregung zu dieser Arbeit
verdanke ich Hrn. Prof. Prandtl

1. Bezeichnungen. Gréfenordnung. Wir beschrinken unsere Betrachtungen
aut ebene und stationdre Stromungen von volumbestlindigen und schwerelosen Fliissig-
keiten und nennen:

1 die Wirmeleitiihigkeit,

v den kinematischen ReibungsKkoeffizienten,

¢ die speziiisohe Wirme (bei der Anwendung anf Gase = c, zu setzen),
¢ die Dichte,

u, v die Geschwindigkeitskomponenten,

T die Temperatur,

p den Druck der Fliissigkeit.

Umstromt eine Fliissigkeit mit sehr kleiner innerer Reibung einen festen Kérper,

50 wird — dies die allgemeine Annabme der heutigen Hydromechanik — die Stromung
in groflerer Entfernung vor dem Kdrper annihernd iibereinstimmen mit der Potential-
stromung, welche die Hydrodynamik reibungsloser Fliissigkeiten fiir den Korper ergibt.
An der Wand des festen Kirpers dagegen bildet sich eine Grenzschicht aus, da die rei-
bende Fliissigkeit bei noch so kleiner Reibung an dem festen Korper halften muf. In
dieser QGrenzschicht steigt die (Geschwindigkeit der Stromung vom Werte Null bis zn dem
der Potentialstromung entsprechenden an. Je kleiner die Reibung der Fliissigkeit ist,
um so diinner wird auch die Grenzschicht, um so stirker muf also anch der Geschwin-
digkeitsanstieg werden. Nimmt man bei einer ebenen Stromung die Bogenlinge der Kor-
perumgrenzung als x-Koordinate, ihre Normale als y-Richtung und hat die Grenzschicht
in der y-Richtung die Dicke &, so muf, damit « in dem Bereich 0 <y =<¢ von Null zu
endlichen Werten ansteigl:

Au . 1

5, vou der Groﬂenordnung; R
Oy

v 1 .
5= vom der Grifenordnung — sein;
( yu v &

. Ou Su o, . .. . . .
wihrend 5. und 332 in ihrer GrofSenordnung von der mehr oder weniger geringen Dicke
KL Ux

der Grenzschicht unberiihrt bleiben und fir den Zweck unserer Abschitzung von der
GroBenordnung 1 angenommen werden kionnen. Aus der Kontinuititsgleichung:

Du v

— 4+ =0

Oz Oy
folgt, daB dann auch g—;’ von der Grioflenordnung 1 ist; » hat daher innerhalb der Grenz-

schicht die Grifenordnung . —

Ist die Fliissigkeit ein sehr schlechter Wirmeleiter, so kann jhre Temperatur 7,
wenn man von Wéirmestrahlung absieht, in grofier Entfernung vor einem festen Korper
durch dessen Anwesenheit nicht viel gelindert werden, auch wenn der feste Korper die
Temperatur 73 = 7 hat. Betrachten wir insbesondere die Stromung eines vollkommenen
Gases, deren Geschwindigkeit w klein ist gegen die Schallgeschwindigkeit in dem Gase,

L) L. Prandtl, Phys. Ztschr. 11, 1910, S.
%) L. Prandtl, Verhandlungen d. LII, intern Math.-Kongresses zu Heldelberg, Leipzig 1904 S. 484,
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80 wird an einer Stelle in einiger Entfernung vor dem Kirper, wo die Geschwindigkeit w
sein mag, die Temperatur 7' des stromenden und schlecht wirmeleitenden Gases durch
den Ausdruck:

i

r 4 3 e
T = To — ;(‘-‘ (mo‘ — 113’)
<ty

wiedergegeben, worin w,, 7o die Geschwindigkeit bezw. die Temperatar des Gases in un-
endlicher Entfernung bezeichnen und 4 das thermische Arbeitsiquivalent = 0,24 10-7
erg/cal ist. Der Anstieg von dieser Stromungstemperatur 7’ zur Temperatur 7 des festen
Korpers vollzieht sich erst in unmittelbarer Nihe des Kérpers. Hat die Grenzschicht, in
der dieser Anstieg vor sich geht, die Dicke &, so muB, damit 7 in dem Bereich 0 <y < ¢,
eine endliche Aenderung erfihrt:

) .. 1

°T von der Gréfenordnung —,

Oy &

orr " 1 .

-— von der GroBenordnung - sein,

Oy? £?
ar 03 . . - : .

wihrend Sa und - wieder von der vergleichsweisen Gréfenordnung 1 bleiben.

e Ux

2. Differentialgleichungen und Randbedingungen. Wir schreiben nun die
Differentialgleichungen an, nach denen Geschwindigkeit, Druck und Temperatur in der
Fliissigkeit verlaufen. Wir wissen, da der Ausdruck:

Qu\? O\ ? Qu O\ 2
P 7 91— — L .
g =4dve |:~ (E\a‘) + 2 (ay) + (Z);’/ + Z‘m:) :[
die Wirmemenge angibt, die in der Fliissigkeit pro Volumen- und Zeiteinheit durch die

innere Reibung erzemgt wird'). Unter die einzelnen Glieder der Differentialgleichiingen
schreiben wir ihre Groflenordnung im Bereiche der Grenzschichten:

Ou v
o =0
Jdz Jy
1 1
('( 2y ¥ -u) 1 dp . B Du
L3 TN — 5. = Ug v
O + Oyl ¢ Oz Oz + Oy
1 1
1 = 1 11 £ —
&t £
2o ‘()%) 1 0p w Ov v Bv
v (0_;‘5 ?\yﬂ 0 f)y R P Oy
& ! 1 ¢ e 1
&
0z wer - M)? (F)v 2 (‘Ou f)v)zJ ( orT (\T)
— rpi 2| - 2 N . =pcCc\u; v .
l(;‘)wz -+ ;;yz‘) +dve (mc + ()_7/) + Oy + Ox ¢ \ Ox + Oy
1 ( 1 2 1
1 —_ 1 1 — + £) 11 £
2 & &1

£
Innere Reibung und Wirmeleitung gewinnen Einfluf, wenn
» von der Grofenordnung &
% von der Gréfienordnung &~ ist.
Dies zeigt, daB die Dicken der Grenzschichten, in denen Reibung und Wirme-
leitung sich bemerkbar machen, von den Grofenordnungen:
#F=Vv, & = V1 sind.

Aus der dritten Gleichung erkennt man, da8 ;f; von-der Grofenordnung ¢ ist; d. h.

innerhalb der Grenzschicht kann der Druck und sein Gelille lings der festen Wand als
unabhiingig von y betrachtet ‘werden. Sind daher » und 2 von der gleichen Grofenord-
nung klein, so bleiben zur Berechnung des Geschwindigkeits- und Temperaturverlaufes
in der Grenzschicht die Gleichungen:

1) Zur Begriindung dleses Aunsdruckes sowie auch der folgenden Diiferentialgleichungen sieche
G. Hamel, Elementare Mechanik, Leipzig 1912, S, 593.
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hy Ov
T
Oz Ay
Oy 1 dp O Uy
v = v + vV
Oyl ¢ dw O ay

A D)2 o or
A By 4+ 4rp (—((—)1/) = g (H, o + v 7)1/) .
.Als Randbedingungen haben wir zunichst:
fir y=10: v=20,v=0,

Mit wachsendem y muf die Geschwindigkeit alimdhlich in die Potentialgeschwin-
digkeit iibergehen. Da im Falle sehr kleiner Reibung kleine endliche Enfernungen von
der Wand gegeniiber den Abmessungen von der Ordnung ¢ die Rolle des Unendlichen
spielen, konnen wir sagen, daff

fiir 7 = w: # = u (x) = der Potentialgeschwindigkeit am festen Kérper
sein muf.

Als Randbedingung fiir die Temperatur ist vorzuschreiben:

Entweder fiir y = 0: T = 7\ = der Temperatur des festen Kdorpers.

Dies entspricht der Aufgabe, die durch die Stromung von dem Yesten Kérper mit

konstant gehaltener Temperatur 7, in der Zeiteinheit abgeliihrte Wirmemenge @ zu

finden. Diege ist:
o T
am—af(17) _an
. Ay w=0

13
wenn ¥ die Oberfliche des Korpers bezeichnet.
: . ar
Oder fiir y = 0: («\7)'_:0

Bei dieser Randbedingung ist die abgefiihrte Wirmemenge gleich Nall. Der fir
y = 0 sich ergebende Wert 72 () = 0) gibt dann die Temperatur an, auf die sich der
teste Kdrper in der Stromung von der Tewperatur 7, einstellt (Thermometerproblem).

In beiden Aufgaben lautet die zweite Randbedingung: .

firy = w: T=T="T— “ (o — u*()).
2Cp

3. Die von einer Platie abgegebene Wiarmemenge. Wir teilen nun die Li-
sungen unserer Dilferentialgleichungen im einfachsten Ialle mit: n#mlich fiir eine
ebene Platte, die parallel zu den Stromlinien einer Parallelstrémung ejn-
getaucht ist.

Da lings der P’latte kein Druckgefille eintritt, lauten die Dilterentialgleichungen:

fu 77v -0
Oz Oy

%y Dy Gu

,

‘l)'yz - Oy Gy

O ¢ or ar
},(' - 1’)(—*):)'(11' -~7'—-')
0 y* + 4 ¢ ?)]/ ec O v Oy

Die Randbedingungen fiir « und » sind:
fir y=—=0: =10, v=0,
fir ¥y = »: « = u == konst. Geschwindigkeit der 1’otentialstrimung.

Debhandeln wir zun#ichst die Aufgabe, die durch die Strimung von der
Platte abgeliihrte Wirmemenge Q zu berechnen, so baben wir fiir 7" die Rand-
bedingungen:

fiir y = 0: T'= T = konst. Plattentemperatur,
fiir y = o : I'= T, = konst. Stromungstemperatur.

Sehen wir bei dieser Aufgabe ab von der Wirme, die im Innern der Fliissigkeit
durch Reibung erzeugt wird, so lautet die Differentialgleichung ftiir 7

o BT ( ar or ,
AW s = U — v . . L .
) L oy? ee ()m+l Hy) (I)
Um die Kontinuititsgleichung zu erfiillen, setzen wir an:
Oy v
="t oy = =

Oy e
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Fiihren wir ferner die neuen Variabeln ein:

w Y
.

oy
ViuVa LE
T=T — (It — To) O ),

P =

so ist:
—at

1
u =1y u =
) aE

el 1 fedl P
U=1/2V¢’u e (; :_‘L>
Vo s

Die Randbedingungen fiir { und © lauten daher:

fiir E=0 C:O; C!_—_—O; ('):O,
fir §==o: =2; 6 =1,
und die partiellen Differentialgleichungen (I') g¢ehen {iber in die totalen Differential-
gleichungen:
a3y d?l
i &3 s 47/7 &2 =0
ate . d6
ol =0,
S s
worin ¢ die dimensionslose Zahl bedeutet:
G ’l’()C
0 = 1

Die Zahlenwerte fiir ¢ sind wegen der Unsicherheit in den Messungen der Wirme-

leitfahigkeit A wenig genmau bestimmt. Es ist etwa fiir:

1-atomige Gase ¢ = 0,666
2= > » 0= 0,80
3- » > .. ... =091
4-  » » . . . . . . . 6=108
Wasser von 0° . . . ., . . | o=15
> » 10° e e ... . 0=10
» » 20° =1.
Die Funktion § (§) ist von
H. Blasius!) zuerst berechnet wor- 2 - W
den. Abb. 1 gibt ihren Verlaut ‘ !
wieder. Mit dieser Funktion er- 1 i . ]
gibt sich als Losung der Diffe- ‘ e — :
rentialgleichung fiir die Tempe- | Z&°
ratur: i . 7 T -
@:a(ﬁ)fe".u/'c(i)didéc, 7{/% I3
worin fiir « (6) wegen der Rand- / , :
bedingung fiir y =S5 —: @ =1 ° / .
zu setzen ist: ‘ ‘
1 ‘ ] %
a(0) = dr—:ﬁ‘? g 05 0 75 éﬂ 45 40 45 Z4
f€*°./‘=(<)d¢d§- Abb. 1
U -
In Abb. 2 ist der Verlauf der Fanktion © (§) fiir die angegebenen Werte von o
aufgezeichnet. Da .
a6 i -
— =t
g = (5) e=3/ L@ a

ist, so folgt weiter:

(1[(‘)) .
IIE =p=0 -

'y 1. Blasius, Zeitschrift f. Math. u. Physik, Bd. 56, 1908, S, L.
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7 Wir berechneten:
fiir 6 =0,6 « = 0,552
P 0,7 0,585
1 A 0,8 0,614
49 0,9 0,640
g a5 512‘5’*’ T T 1,0 0,664
N7 1,1 0,687
925) — - — 7,0 1,29
10,0 1,46
. 15,0 1,67
7 v ” " Z’ga @ 7 # w Die in der Zeiteinheit von
ADbb. 2 der einen Seite der Platte ab-

gefiihrte Wirmemenge Q ist,
wenn [ die Linge der Platte bezeichnet, ) ihre Breite:

—l[ (‘/‘(::; —o dl) db=a(o‘)l]/§b(T1— Ts),

3
wobei bemerkt sei, daf#i mit ziemlicher Anniherung «(c)= 0,664 Vo ist. Der Wert
6=0,664 fiir =1 entspricht dabei, wie es sein muf, der Prandtlschen Analogie

zwischen Wirmeabgabe und Reibungswiderstand.

4. Die Anzeige eines Plattenthermometers. Das Thermometerproblem 1iBt
sich fiir die ebene Platte ebenfalls durch Quadraturen losen. Wir verstehen hierunter
die Aufgabe, jene Temperatur zu bestimmen, die die Platte haben mufl, wenn sie ohne
Wirmeabgabe oder -aufnahme in der Stromung bestehen soll. Hier darf die im Innern
der Fliissigkeit durch Reibung erzeugte Wirme nicht mehr vernachlissigt werden, so da
die Differentialgleichungen lauten:

Ou Ov
e T 0y
Oy Ou Ou
T
IWT Ou\? ar T
P Ave () =e(v5,+v5,)
Die Randbedingungen sind hier:
" ar
fiir y=0: w=0; v=20; By = 0;
fir y=ow: w=1u; T=1T.
Wir filhren wieder ein:
L
= Uy P
S=nV,, v=V,. Va ()

‘Vu_V

aber: .
2

T=T+1"" (5

und erhalten die gewdohnlichen Differentia.lgleichungen:

a*L ag
ag Cd&’ =0
d2 &

atr d2§)2_
ag? +6Cd§+26(d§2 0

mit den Randbedingungen:

fiir y=10: {=0; {'=0; (_‘OE).—;=0:O
fiir y =o: '=12; O =
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Die Funktion [ (¥) ist dieselbe wie bei der vorhergehenden Aufgabe. Fiir 9 ()
dagegen ergibt sich:

E £ £ N e
9 (E) =B(G) -2 [e_%/id:({ (;IE') €+30»/“15d ;) ds.
: 0 0
Wegen der Randbedingung y = «»: { = 0 ist:
L 5 AL At =z i -
5((7) = 4 247“3"'3‘.’/@12(‘ (ZIE_') (97*';/:'1:(1;) Il;c,
0 0 ‘

Abb. 3 enthilt den Verlauf von

().
Wir berechneten:
fiir 6 = 10,6 g =3,08
0,7 3,34
0,8 3,55
0,9 3,80
1,0 4,00
1,1 4,20
7,0 10,06
10,0 11,86
15,0 14,14.
Die Korrektionen 4 (¢), um L
welche die Anzeigen 7; .eines . 4 T
Plattenthermometers »u vermin- Abb 3

dern sind, um die Temperctur T
der Stréomung zu erhalten, sind:

T =T — ()
a6 =+ g (o).
Bei (Gtasen kapn man diese Temperaturkorrektion in Beziehung setzen zu der Tem-
peraturerhhung, die der adiabatischen Verdichtung an einem Standpunkt 7, — I'= /3 —

entspricht. Es ist also: </ (¢) = (T — 7') Y/, B (o). .

In dem ausgezeichneten Fall 6 =1 wird Y, =1, also T' =T+ do=1Ty; es
wird hier bei einer nach der Bernoullischen Gleichung erfolgenden Stromung iiberhaupt
keine Temperaturfindernng gemessen. 19

Uber die Wahrscheinlichkeit seltener Ereignisse.
Von R. v. MISES in Berlin.

n einer sehr wertvollen kleinen Schrift »Das Gesetz der kleinen Zahlen« hat L. v. Bort-
kiewicz im Jahre 1898 darauf hingewiesen, welch grofie Bedeutung innerhalb
der praktischen Statistik einer von Poisson herriihrenden Formel fiir die Wahrschein-

lichkeit seltener Ereignisse zukommt. Es handelt sich dabei um folgende Aufgabe: Wird
ein Versuch, der auf eine einfache Alternative (Kopf oder Adler, rot oder schwarz, leben
oder sterben) fiihrt, » mal wiederholt, so ist die Wahrscheinlichkeit w. datiir, da8 jener
Versuchsausgang, der die Einzelwahrscheinlichkeit p besitzt, & mal eintritt, durch die be-
kannte Newtonsche Formel

uk:(ﬁ)p-"(l——p)"”l', a<p<l, 0<Sz<n . . . . . (1)

gegeben. Hilt man in diesem Ausdruck x fest, 148t n unbeschrinkt wachsen und p so
abnehmen, daBl np» = @ fest bleibt, so geht er, wie Poisson bemerkt hat, iiber in

wo =" @
axt



