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SUR QUELOUES CONFIGURATIONS FORMI~ES PAR UN ENSEMBLE 
DE POINTS DU PLAN. 

Par M. G e 0 r g e s  R0m0und0s  (Ath~nes). 

A d u n a n z a  de l  I o  n o v e m b r e  I9O' ] .  

I. Nous allons traiter un probl~me que nous avons rencontr& dans quelques recher- 
ches g~om&riques. Envisageons un ensemble de points M ,  M=, M3, . . .  , M du 
plan et posons-nous le probl~me suivant: 

Combien de configurations de droites parall~les pouvons-nous former en joignant ces 
points de fa#on que chacun de ces points appartienne i~ une des droites parallkles de 
chaque configuration et dune  seule ? 

Pour nous rendre bien compte du sens de ces configurations de droites parall~les 
ci-dessus dGfinies citons quelques exemples Les sommets d'un paralldlogramme forment 
deux configurations ~videntes de droites parali~les, que constituent les deux couples de 

t a e c6t~s parall~les du paraUelooramme; il est clair qu'une autre configuration de droites 
parall~les form& par les m~mes points est impossible. Nous avons les m~mes configu- 
rations de droites parall~les si nous adjoignons aux sommets du parall~logramme d'au- 
tres points situ& sur ses cGt~s et tee que les droites qui les joignent deux ~. deux soient 
parall&les ~. deux c6t~s parall~les du parail~logramme. Le nombre des points ainsi con- 
sid&&s est pair. 

On constate aussi aisGment que l'ensemble des sommets d'un polygone canonique 
(r~gulier) ayant un hombre pair de cGt~s donne lieu ~. un nombre de configurations 
de droites parali~les 6gal ~ la moiti& du hombre des cGt~s, qui sont deux ~. deux tes 
directrices des configurations, c'est4-dire les droites, auxqueltes sont parall~les celles 
des configurations. 

Supposons encore que nous ayons une s&ie de n points M ,  M~ . . . ,  M situ~s 
tous sur une droite (d) et une autre s&ie de n points correspondants N ,  N, ,  . . . ,  N 
situGs (cette s~rie ayant le m~me sens que la premiere)sur une autre droite (d ' )e t  que 

o" * i les points de chaque s&ie soient ~quidistants de la fagon indiqu~e par [es &~,ahtes : 

u u = M m M  = . . .  = M _ M ,  

N N - - - N = N  3 --- . . .  - - -N '_  N . 

Ces points, dont le nombre est 2n~ forment deux configurations &identes de 
droites parall~les, dont ta premi&e est compos& des deux droites (d) et (d'), que nous 
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supposons paralRles, et la seconde est compos~e des n droites M N ,  M ' ~ N ,  
MjNB, . . . ,  M r . N ' ,  qui sont visiblement parall~les. I1 est facile de prouver que ces 
points ne sauraient donner lieu ~t une autre configuration de droites parall~les~ parce 
que, si nous joignons le point M de la droite (d) avec le point N , ,  par exemple, le 
point N ne saurait ~tre joint avec les autres points M ,  _ ~ ,  . . . ,  M par des droites 
paraUtles ~t la droite M N , ;  il est, en effet, clair que le point N ne se trouve pas du 
m~me c6t6 de la droite M N,  que Ies points Mr, MB, . . - ,  M" de la droite (d). 

2. Aprts  les exempies particuliers expostBs dans le numtro  prtc~dent nous allons 
faire une ~tude g~ntrale des configurations de droites paratl~[es, auxquelles donne lieu 
un ensemble (E)  de points donn~s du plan. 

Supposons que cet ensemble donne lieu aux deux configlarations (C,)  et (C~) 
constituLes de droites paralltles respectivement aux droites ( 8 )  et (~2) et soit M o un 
point de l'ensemble (E) ;  d'apr~s ['hypoth~se, il y a deux droites MoM ' et M o M  pa- 
ralltles aux droites (~,) et (~ )  passant par le point M ,  les points M et M appar- 
tenant aussi ~t l'ensemble (E) ;  il y aura aussi une droite M , M  3 paralltle ~t [a droite 
(8 ) ,  le point M 3 appartenant .h l'ensemble (E) ;  de ratine, il y aura une droite M M, 
parallble .h la droite ( 8 )  (de la premitre configuration C ) ,  le point M appartenant 
aussi :i i 'ensembie ( E )  et ainsi de suite. Nous voyons, donc, qu'i[ se forme ainsi une 
ligne rectiligne brisie constitute de droites, qui sont alternativement parali&les aux 
droites ( 8 )  et (82). Cette ligne, ou bien s%tendra ,-i l'infini ou bien die sera ferrule; 
il est, en effet, clair, qu'i] est impossible d'avoir un dernier c6t~ de notre ligne recti- 
ligue briste, puisque tout c6t6 sera suivi par un autre. Si, donc, notre ensemble (E)  
est fini, il est impossible d'avoir des iigues bris~es infinies [parce que leurs sommets 
appartiennent tous .~ l'ensemble (E)] .  Nous n'aurons, donc, que des lignes rectilignes 

fermges, c'est-fi.-dire des polygones rectilignes, dont les c6tts sont alternativement paral- 
161es aux droites ( ~ )  et ( ~ )  et appartiennent alternativement aux configurations (C,)  
et (C,)  de droites paralitles. Nous avons, donc, le th~ortme suivant : 

Trt~OR~MZ.-  Si un ensemble (E) fini de points donne lieu dt deux (au moins)con- 
figurations ( C )  et ( C,) de droites parallkles, l'ensemble (E) coi'ncide avec rensemble des 
sommets d'un certain nombre de pol),gones rectilignes a cOtis alternativement paralIkles aux 
deux directions (~,) et ( ~ )  des configurations ( C ) et ( C ). 

Si l'ensemble (E)  donne lieu /t une troisi~me configuration (GB) nous aurons 
~videmment trois groupes de polygones rectilignes correspondant respectivement aux 
trois combinaisons des trois configurations deux /t deux. 

Si l'ensemble (E) donne lieu ~t m configurations (C,), (C,), (C~), ..., (Cm) de droites 
parall~les, les points de (E)  sont les sommets communs de certains groupes de poly- 
gones rectilignes, dont le nombre est ~gal au nombre des combinaisons des m confi- 

gurations deux /t deux, c'est4-dire 6gal / t m  (m ~ r)., chaque groupe de polygones est 
1 . 2  

caracttris& par deux directions, auxquelles sont parall~les alternativement ces c6t~s des 
polygones. 
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Nombro des configurations do droites paralleles. 

3- I1 est int6ressant de connaitre le nombre des configurations de droites paralRles, 
auxqueUes donne lieu un ensemble (E)  donn6 de points. Si le nombre des points est. 
~gal A n, il est clair que ce nombre des configurations possibles ne d6passe jamais le 
nombre n -  I, parce que par chaque point dolt passer une droite de chaque configu- 
ration et, par consequent, leur hombre ne d6passe pas le nombre des droites passant 
par deux, au moins, points de l'ensemble (E)  dont l'uu est fixe, par exemple le point 
M o . Or, la limite n -  I e s t  tr~s grande et nous allons donner une autre limite plus 
petite. Si nous consid6rons une configuration de droites paralRles form6e avec les points 
de l'ensemble (E), parmi ces droites ii y en a deux jouissant de la propri6t6 suivante: 
T o u s l e s  points de l'ensemble (E)  se trouvent, ou bien du m~me c6t6 de chacune de 
ces droites, ou bien sur elles m~mes. Appelons (D) l'ensemble des droites, que nous 
obtenons en joignant deux A deux les points de l'ensemble (E)  et droites-fronti~res de 
l'ensemble (D) celles" qui poss~dent la propri6t6 ci-dessus indiqu~e, c'est-.~-dire la propri6t6 
d'avoir tous les  autres points de l'ensemble (E)  situ~s du m~me c6t6. Remarquons 
maintenant que ~ chaque configuration de droites parall~les correspondent deux droites- 
fronti~res et, 7par 'cons6quent, le hombre des configurations possibRs est ~ga[ ~i la moiti6 
du nombre de ces droites-fronti~res et, par cons6quent, il est inf6rieur ~i Ia moiti6 du 
nombre total des droites-fronti~res. 

4- Les polygones, que nous avons cites dans le n ~ 2 comme correspondants :t 
une combinaison de deux configurations de droites paraU~les, ne sont pas 6videmmeut 
des polygones simples, parce que leurs c6t~s ne sont parall~les qu'~ deux droites seu- 
lement; ce sont des polygones au sens large du mot, qui ne suppose qu'une succession 
continue de droites qui se ferme par le retour au point de d6part. 

Ath6nes, le 4 octobre z9o 7. 

GEORG~S Rt :~OUN DOS, 


