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LE THI~0RI~ME DE M. HCARD ET LES FONCTIONS ALGEBRO'I'DES. 

Par M. Georges Romoundos (Ath~nes). 

Adunanza del 22 dicembre x912. 

I N T R O D U C T I O l q .  

L Dans une Note publi& r&emment '), nous avons fait connaltre un th~or~me 
g+n~ral qui constitue une extension d'un th~or~me bien connu de M. LASDAV (g+n& 
ralisation du th~or6me classique de M. PZCARD) au cas d'une fonction non r~guli~re 
en z , - - o .  L'application de cette m&hode aux fonctions alg~broides et aux fonctions 
alg6briques m'a conduit ~ d'autres r+sultats, que je me propose d'exposer dans ce tra- 
vail. Ces r~sultats concernent l'ensemble des branches r~guli6res ou irrggulikres en ~- -o .  

Nous appelons alggbroide toute fonction ayant un nombre fini de branches dans 
tout le plan et ne poss~dant ~t distance finie aucun point singulier transcendant. 

Nous utiliserons la fonction q~ (ao, a,) indiqu& par M. LAI~DAU dans ses travaux "). 
Une limite sup&ieure de ~(ao, a )  a &~ trouv& par M. HURWITZ 3) et par 

M. SCHOTTKY 4). 

La fonction ~(ao, a,) a &~ d&ermin& compl&ement par M. CARATH~.ODORY S). 

x) G. RI~MOUNDOS, Le tbdor~me de M. PlCARD et les fonctions multiformes [Comptes rendus hebdo- 
madaires des s~ances de l'Acad~mie des Sciences (Paris), t. CLV (2 e semestre i912), pp. 8r8-82o]. 

u) E. LANDAU: a) Ober eine Verallgemeinerung des PICARDschen Sat[es [Sitzungsberichte der Kgl. 
Preussischen Akademie der Wissenschaften, Jahrgang I9O4, S. II I8-t I33] ; b) Uber den PICARDSChen 
Sat z [Vierteljahrss=hrift der Naturforschenden Gesellschaft in Zi~rich, Bd. LI (I9O6), S. 252-318]. 

3) A. HuRwlrz, Uber die Anwendung der elliptiscben Modulfunktionen auf einen Satz der allgemeinen 

Funktionentheorie [Vierteljahrsschrift der Naturforschenden Gesellschaft in Zflrich, Bd. XLIX (I9O4), 
S. 242-253]. 

4) F. SCHOTTIiY, Uber den PXCARDSChen Satz und die BORELSChen Ungleicbungen [Sitzungsberichte 
der Kgl, Preussischen Akademie der Wissenschaften, Jahrgang I9O4, S. 1244-I263]. 

s) C. CARATn~ODORY, Sur quelques gindralisations clu thdordme de M. PICARD [Comptes rendus 
hebdomadaires des s6ances de l'Acad6mle des Sciences (Paris), t. CXLI (a e semestre I9O5), pp. 1213-I215]. 
Voir aussi: P. BOUTROUX, Proprigtls d'une fonction holomorphe dans un cercle o~ elle ne prend pas les 

valeurs zgro et un [Bulletin de la Soci&6 Math~matique de France, t. XXXIV (t9o6), pp. 1o-39]. 

Read. Circ. Martin. Palermo, t. XXXV (t  o sere. x g l i ) . - - S t a m p a t o  il x 9 febbrajo t9 i  3. 28 



218 G E O R G E S  R I ~ M O U N D O S .  

I ,  

Th~or~me g~n6ral s u r  les  fonctions alg6broides. 

9.. Soit une fonction alg~broide u - - - a ( z )  d6finie par l'~quation: 

0 )  ~" + .4 , (z )~n- '+ .4~(z)u"-=  + . . .  + .4 ._ , (~ )~  + . 4 . ( 0  = o, 

les coefficients ~ / ,  ~/=, . . . ,  .4 n &ant des fonctions enti~res. 
Si, ~t l'int~rieur du cerde 

( ' )  I ~1 < r 
la fonction a(z) ne prend ni la valeur z~ero ni la valeur u , ,  la fonction 

.4~(z) 
(3) Y(z ,  u,) = ~(~) = - ~,[<_, + . 4 , ( z ) < _ ,  + . . .  + A . _ , ( z ) u ,  + & _ , ( z ) ]  

ne prend pas, dans le meme cercle) les valeurs zero et un .  Soient: 

a , (z )  = a, + 8 , z  + c , z  = + �9 �9 �9 

(4) .4=(Z) - -  a, n t- b=v 3 r- c=z' -Or- . �9 �9 
�9 , �9 �9 �9 �9 �9 , �9 �9 �9 �9 ~ , . �9 �9 �9 �9 �9 

C z A,(Z) : a n -{-- b,a: --[- na~ Jr- �9 �9 �9 

Si le nombre u n'est pas une racine de l'~quation 

O )  v (u )  = u n-' + a .  n-~ + ~=.'-' + . . .  + ~n_,u + a_ ,  = o, 

l'expression (3) repr6sente une fonction r6guli~re en Z - - - o .  D~signons par (E)  l'en- 
semble des racines de l'6quation (5). 

N o u s  a v o n s  

(6) ~'(o) = - -  8,,<-, + (~)n - ~ ) i ) <  -= + ... + ( ~ n _ A -  a A _ 3 .  + ( a ~ _ A , -  aA_, )  
u,(u]-'  + a u~ -~ -it- ... --{- a _,u, + a,~_,) ~ 

et nous voyons que le nombre a ' (o )  est diff&ent de z&o lorsque le nombre u, n'est 
pas une racine de l'~quation: 

l Q ( . )  = b .~_~ + (a bn _ a 8 ) . . _ .  + . . .  

(7) . . .  + (an_=8 - -  anSn_=)u + ( a  8n - -  ~.8._,) o. 

D~signons par (E,)  l'ensemble des racines de cette ~quation. 
Nous sommes ainsi conduits ~t la conclusion que, si le nombre u n'appartient pas 

aux ensembles (E)  et (E,),  la fonction 

(8) ~(z) = ro + ~, z + ~=( + . . .  

est r~guli~re en a [ - - o  et nous avons (y,-7(= o):  

~, Q(u,) 
(9) t o =  . ,v(~ , ) '  ~ , =  u,[v(u,)y" 

D~s lors, nous n'avons qu'~t appliquer le th~or~me de M. L~.sDAu ~t cette foncfion ~(a[) 
pour obtenir la conclusion suivante: ou bien le rayon r du cercle (2) est inf~rieur ou 
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~gal au nombre ~('/'o, 7~) de M. LANDAU, OU bien ~t l'int6rieur de ce cercie il existe 

un, au moins, z~ro de la fonction 

L (~, . )  = . 7 '  + .4 .:-~ + . . .  + .4._~., + .4._,, 

c'est-s un, au moins, point ot~ la fonction alg6bro~de a ( z )  d6finie par l'~quation 

LCz, .)  = r  + A,(~)~"-' + .. .  + a._~(O + a ._ , (0  = o 

prend la valeur u .  
Les formules (9) nous montrent que la fonction ?('fo, y,) ne d+pend que des 

nombres n, u ,  a ,  b ,  a, ,  b,, . . . ,  a ,  b, et nullement des autres coefficients des 

s~ries (4). Nous avons ainsi obtenu le tMor6me suivant: 
THI~ORf~ME I . -  Soit u = a (~) une fonction alggbro~de finie it distance finie et dg- 

terminde par l'dquation : 

(IO) f (z ,  u) - -  u" + A~(Z)u"-' + A~(~)u "-2 Jr" "'" + A._,(Z)u "+ A.(Z) "-- o 

( A,(Z) = a, + b~Z-~- c ff -~- �9 �9 �9 

~ A. (  Z)--- a. + b Z +  c,,ff -~ t- �9 �9 �9 

et u, un nombre n'appartenant pas it l'ensemble (E,). Si nous envisageons aussi la fore. 

tion alggbroMe u - - a ,  (~) dgfinie par rdquation 

(Ix ' )  L ( ~ , u ) = u " - ' + A , ( ~ ) u " - ' + A , ( ~ ) . " - 3 + ' " + ~ . _ , ( O = o ,  

il existe un cercle 

(x2) IXI<R-'R(n, u,, a ,  b,, a ,  b,, . . . ,  a . ,  b )  

don�9 le rayon dgpend seulement des hombres n, u ,  a ,  b ,  a~, b~, . . . ,  a., b [et nul- 
lement des autres coefficients des s6ries ( i I ) ]  it l'intgrieur duquel ou bien l'alggbro~de 
a (()  prend la valeur u, ou bien la fonction a(O prend au moins une lois l'une des 
valeurs (gro et u . Le rayon Res t  plus grand 6) que ~(7o, Y,), les "(o et "f, ayant les 
valeurs indiquges par les formules (9). Remarquons que l'6quation (i  I'), qui d~finit l'alg~- 
broi'de a, ( ~  se d~duit de l'~quation donn~e (io),  si nous diminuons d'une unit+ tous 
les exposants de u en supprimant le dernier terme. Si, A l'int6rieur du cercle (12), 
aucune des fonctions a(Q et a, (~) ne prend la valeur u,,  nous dirons que cette va- 
leur u, est exceptionnelle. D'apr~s cette d6finition, les valeurs de l'ensemble ( E ) n e  sont 
pas exceptionnelles, puisque la fonction a, (()  prend ces valeurs pour Z " - o ;  les va- 
leurs de l'ensemble (E,) peuvent ~tre exceptionnelles. Si les nombres 

a. ' a. b. ' ' " '  a._, b _ , '  a~- b 

6) Si nous excluons le cas off u, est une racine du polynSme P(u). Darts ce cas nous prenons 
R = O .  
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ne sont pas tous nuls, l'6quation (7) n'est pas une identit~ et, par consequent, le 
nombre des valeurs distinctes de l'ensemble (E,~k est au plus 6gal ~t n - -  I. 

Ce Th~or~me I ram6ne r&ude des valeurs de la fonction donn& ~t celle des va- ,r 
leurs de la fonction a (~) qui poss6de un hombre moindre de branches et peut &re 
beaucoup plus simple que la fonction donn&; il peut se faire, par exemple, que la fonc- 
tion a (~) soit alg~brique, la fonction a(~) &ant transcendante. Dans la suite, la fonc- 
tion a (~) sera appel~e adjointe de l'alg~broYde donn& a(z 0. Le Th~or6me I peut s'6- 
noncer aussi de la fa~on suivante: 

Etant donngs n couples de nombres 

b ), b3, . . . ,  (a , b._,), (a., b )  

tels que les nombres 

b. a, b b~ a ,  b 
a ~ b ~ "'" ~ a b -  

ne soient pas tous nuls, et un autre nombre u diffgrent des racines de rgquation 

(I3)  b . u " - ~ - } - ( a , b . - - a . b , ) u " - ' + . . . + ( a . _ , b  - - a  b _ , ) + ( a _  b - - a  b _ , ) - - o ,  

il existe un nombre R(n, u ,  a ,. b ,  a,, b~, . . . ,  a ,  b.) dgpendant seulement des 
n, u ,  a ,  b ,  a~, b,, . . . ~  a ,  b. tel que, gt rintgrieur du cercle 

I I<R 
route alggbro~de u - - a ( ~ )  ddfinie par une dquation de la forme 

( i 4 )  "~ (a  I + bl~ + . . . )u" - I  + (a  2 + b l ~ +  �9 . . ) u , - I  + . . . 
�9 . . + ( a  + b . _ , Z + . . . ) u + ( a . + b . z + . . . ) = o  

]ouisse de la proprigtd suivante: ou bien cette fonction a(~)prend au moins une fois 
rune des valeurs o et u ou bien son ad]ointe a (~) prend la valeur u .  Les fonctions 
a + b ~ +  . . . ,  a, 7 t- b,z 7 t- . . . ,  a -~- b ~ +  .. .  sont supposges enti~res et leurs coejfi- 
cients non gcrits peuvent gtre tout ?tfait quelconques. 

II s'en suit que, &ant donn~s 

(a,, b), 
tels que les nombres 

b 

les n couples 

(a,,  b,), . . . ,  (a . ,  b) ,  

a 2 b a_ ,  b._ I 

an bn ' . . . ,  a n b 

ne soient pas tous nuls, et un nombre quelconque u, ne satisfaisant pas ~t l'6quation 
(I3) , il existe un nombre positif fini, 

O(n, u,, a,,  b,, a . ,  b~, . . . ,  a . ,  b.), 

ayant les propri&~s suivantes: 
I ~ ]~tant donn~ un nombre posifif quelconque ~, ii l'int&ieur du cercle 

< * + 

toute al#broide~ d~finie par une ~quation 04) ,  preud au moins une fois l'une des 
valeurs o et u, ou bien son adjointe prend la valeur u,. 
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2 ~ Si ,~ d+signe un nombre positif quelconque plus petit que ,13, il existe une fonc- 
tion alg~broide, d~finie par une +quation (14) , qui ne prend, ~t l'int~rieur du cercle 

ni la valeur o ni la valeur u ; l'alg6broi'de adjointe ne prend pas aussi, dans le m~me 

cercle, la valeur u , .  
Dans le cas off le nombre u, est une racine de l'6quation 

( i s )  P(~)  = r  + ~,."-~ + a~."-~ + . . .  + ~._, = o, 
le hombre q, est ~gal ~i zLro, puisque l'adjointe de toute alg~broide donn~e par une 
~quation (14) prend pour ~----o la valeur u .  Si u n'est pas une racine de l%quation 

(I5) ,  nous avons 

(16) 
off 

O(n, u ,  a,, b,, a2, b , . . . ,  a., b . ) - -~(~'o,  ~,), 

a 0_(",1 % - -  y , - - -  
u P ( u 1 '  u, [P(u , ) ] '  ' 

Q ( u ) = b  u .... -37(a,b - - a  b lu"-'-.~ - . . . . - [ - (a_  2b.-b_2an)u.-[-(a_ b - - a  b_,). 

Les hombres "i'o et "~' ainsi d&ermin~s sont finis et T, :76 o. 
8. On d+montre l'~galit~ ( I6 )  en remarquant que, lorsque dans un cercle 

(171 ];{[ < r 

l'alg6broide (14) ne prend pas les valeurs o et u, et son adjointe ne prend pas la va- 
leur u , ,  alors, dans le m~me cercle, la fonction 

& ( < )  
(18) u f,(<, u ) - -  % -[- TxZ-~- "'" 

est r~guli~re et ne prend ni la valeur o ni la valeur z. 
Inversement, si la fonction (18) est r~gulibre et ne prend pas les valeurs o e t  1 

l'int+rieur d 'un cercle (171 , l'alg~bro]'de (141 ne prend pas, dans le m~me cercle, les 
valeurs o et u et son adjointe a (K) ne prend pas la valeur u .  On  s'en rend mieux 
compte par les raisonnements suivants: A l'int~rieur du cercle 

la fonction (18) prend rune  des valeurs o et 1 7), quelques soient les coefficients ~.,  
Y3, . . . .  Par consequent, /t l'int6rieur du m~me cercle, ou bien l'alg~bro~de (14) prend 
l 'une des valeurs o et u ou bien son adjointe prend la valeur u quelques que soient 
les coefficients non ~crits des s6ries: 

(191 a , + b , z + . . . ,  a , - [ - b = z + . . .  , a , + b , z + . . - .  

I~tant donn~ un cercle 

i~2o). I~1 < ~ - ~, 
exlste une fonction 

g(z) = ~ o +  v , ~ +  . . .  
r~guli~re et ne prenant pas les valeurs o et I A l'int6rieur de ce cercle. 

7) Si rile est r6guli~re dans le cercle. 
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Nous pouvons maintenant choisir les coefficients non &rits des s~ries: 

a + b ~ + . . . ,  a ~ + b ~ + . . . ,  ~ , _ , + b _ , ~ + . . .  

de fa~on que l'on air 

.,f](~, . , ) =  d'~', / - / (~)= q o + q , ~ + q ~  ~ + . . . ,  

H(~) &ant une fonction enti6re dont les coefficients qo et q, sont d&ermin~s ~ raide 
des nombres donn~s n, u ,  a ,  b ,  a, ,  b~, . . . ,  a ,  b . Nous choisirons enfin les 
coefficients non &rits de la s6rie a - J - b ~  nt- . . .  de fa~on que l'on ait 

- .~. (~) = d .g  (~). 

Grace ~i cette d&ermination des s&ies (I9), la fonction ( i8 )  est r~guli~re et ne 
prend pas les valeurs o et I ~i l'int6rieur du cercle (2@ Nous en concluons imm~dia- 
tement que l'alg~broide d~finie par l'~quation ( i4)  , dont les coefficients sont choisis de 
la fa~on ci-dessus indiqu&, ne prend pas, dans le cercle (2o), les valeurs o et u et 
son adjointe a (~) ne prend pas la valeur u .  

L'6galit6 (x6) se trouve ainsi compl&ement d~montr& par les raisonnements pr& 
c~dents. 

II. 

Les fonctions algdbriques et les inverses des foncfions algdbroides. 

4. Parmi les nombreux th~or~mes qui se trouvent exposes dans le travail de 
M. LANDAU [1OC. cit. ~), b] il y en a un, le Th~or~me XXVI, qui nous permettra 
d'&ablir facilement une proposition concernant les fonctions alg~briques et les inverses 
des fonctions alg~broides. 

Le Th~or~me XXVI du travail de M. LANDAU s'~nonce comme il suit: 
cc Si une fonction analytique 

F(O  = ~o + a,~ + . . .  
est pour [ ~ ] ~  r r~guli~re et diff&ente de z&o et ne prend la valeur I que en m 

points au plus, son module sur la circonf~rence 3-r est plus petit qu'une quantit~ d& 4 
pendant seulement de a o et m )). 

Consid~rons d'abord une fonction alg~brique u---~ g(~0 d~finie par l'~quation 

(2 0 ~ Q ( %  u) - -  u" .+- P , ( ~ ) u " - '  + P,(Z)u"- '  nt- . . .  nt- P , _ , ( Z ) u  .-[- P , ( O  - "  o 

( P, ( O = a , .-[- b , z .3r - . . . , P , ( ~ ) --- a, + b , ~ .nt- . . . , P .  ( rO = a. .+ b. z .+ . . . 

et soit m l e  degr~ par rapport ~ ~ de cette ~quation (2 0 .  Si, ~l l'inttrieur du cercle 

(22) I~1 < r, 
la fonction g(~) ne prend pas la valeur u ,  le polyn6me Q(~, u )  ne poss~de pas des 
z~ros dans le cercle (22); d'autre part, ce polyn6me ne saurait prendre la valeur un 
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que en m au plus points ~t l'int6rieur du cercle (22). Si, donc, nous posons 

~2(~, . , )  = ~'o + ~',~ + " " ,  
nous aurons 

M (~ r) < ~('ro, m), 

M(~r)  d~signan~ le module maximum de Q(~, "l) sur la circonf~rence ~r., et ~(Vo, m) 
une quantit6 ne d@endant que de Yo et m. On en d6duit 

I Y, I < q (Yo, m) 4 , r < a(Vo, m). 
•  3~],1 
4 

C o m m e  n o u s  a v o n s  

.~o = UT -[- a u~-' nt- a u~-~ + . . .  nt- a._ u, + a , 

. L - - b u " - ' + b , u : - 2 +  . . . - { - b _ u  + b ,  

le nombre "L sera diff6rent de z6ro, si u n'est pas une racine de l'~quation 

(23) b."-'  + b2."-" + "" + b . _ .  + b = o. 
Pour qu'elle ne soit pas une identit6, il suffit de supposer que les coefficients b ,  
b,, . . . ,  b,_,, b ne soient pas tous nuls. En ce qui concerne la d&ermination de 
fl(-l,o, m), je renvois le lecteur au travail de M. LANDAU [1OC. cit. "), b]. Nous obte- 
nons ainsi le th6or~me suivant: 

THI~ORI~ME I I . -  t~tant donnde une fonction algdbrique u- - -g(z ) ,  dgfinie par l'd- 
quation 

." + P,(~) .*- '  + / ' 2 ( 0 .  "-2 + . . .  + '  P._, (z3. + L ( O  = o, 
ou 

P , ( z ) - -  a, -+ b,z~-+ . . . ,  P , ( z ) - -  a~ + b~z + . . . ,  P , , ( Z ) - - a . + b . z - { - . . .  , 

de degrg m par rapport ~ Z, tdle que les coeffcients b,, b~, . . . ,  b_, ~ b ne soient pas 
tous nuls, soit u un nombre quelconque diffgrent des radnes de rdquation 

b ,u"- ' -[-b~u"-~+ . . .  + b _ , u + b  = o .  
B existe un cercle 

]Z.I < R "-" R(n, m, u ,  a,, b ,  as, b,, . . . ,  a ,  b )  

dgpendant seulement des degrgs 

n, m e t  des U, } a t ~ b I ~ a 2 ~ b~ . . .  ~ a ~ b. 

let nullement des autres coefficients des polyn6mes P,(Z), P~(:{), �9 . . ,  P~(~)] d l'intd- 
rieur duquel la fonction algdbrique donnde prend au moins une fois la valeur u .  

On a un th6or~me analogue pour les inverses des fonctions alg6bro~des, c'est-A- 
dire pour les fonctions u - -  G(Z) d6finies par une 6quadon de la forme 

~o(.)  + .4 ( . )~ + .Z( . )~  ~ + . . .  + -Z_, (.)~"-' + .4 (.)~" = o7 
les Ao(U), A,(u), . . . ,  A . (u)  &ant des fonctions enti~res de u. Le rayon R ne d6- 
pend ici que du degr6 n et des nombres Ao(U,) et A ( u )  [et nullement des hombres 
A~(u),  . . . ,  A ( u ) ] ;  il faut, bien entendu, exclure ici les z6ros de la fonction enti~re 
z (.).  
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5. Nous terminons ce travail par la remarque suivante: 
Nous pourrions &ablir aussi d'autres th6or6mes analogues au Th6or6me I, com- 

portant toujours une alg6broi'de adjointe, mais celui-ci pr6sente les avantages suivants: 
i ~ L'adjointe envisag6e est d'un nombre moin'dre de branches que l'alg6broide donn6e. 
2 ~ L'6quation de l'adjointe ne contient plus le dernier coefficient A.(Z). I1 serait ce- 
pendant tr6s int6ressant de pouvoir se dispenser de la consid6ration de l'adjointe et j'espbre 
qu'il sera possible d'y arriver par un cercle, dont le rayon d6pend aussi d'autres coeffi- 
cients des A (z~), A 2(z~), . . . ,  A.(~) et moyennant un nombre plus grand de valeurs 
exceptionnelles. 

Ath~nes, le 3 d~cembre 1912. 

GEORGES Rt~MOUNDOS. 


