
I73 

1NOZIONE DI PARALLELISMO IN UNA VARIET "a, QUALUNQUE 
E CONSEGUENTE SPECIFICAZIONE GEOMETRICA 

DELLA CURVATURA RIEMANNIANA. 

Memoria di T. I_ e v i - C i v i t a (Padova). 

Adunanza del a4 dicembre 1916. 

I N T R O D U Z I O N E .  

La teoria della gravitazione di EINSTEIN (suffragata oramai daUa spiegazione della 
famosa disuguaglianza secolare, che l'osservazione rivela nel perielio di Mercurio, e non 

prevista daUa legge di NEWTOn) considera la struttura geometrica dello spazio ana- 
biente come tenuissimamente, ma put intimamente, dipendente dai fenomeni fisici che vi 
si svolgono; a differenza delle teorie classiche, che assumono tutte lo spazio fisico 
quale dato a priori. Lo svolgimento matematico delia grandiosa concezione di Et~STEXN 
(che trova nel calcolo differenziale assoluto del RIcct il suo naturale strumento algo- 
ritmico) fa intervenire come elemento essenziale la curvatura di una certa variet~t a 
quattro dimensioni e i relativi simboli di RIEMANX. L'incontro, anzi il maneggio conti- 
nuativo di tall simboli in questioni di cosl alto interesse generale mi ha condotto a 
ricercare se non sia possibile ridurre alquanto l'apparato formale che serve abitualmente 
ad introdurli e a stabilirne il comportamento covariante '). 

Un perfezionamento in proposito ~ effettivamente possibile, e costituisce in so- 
stanza i ~w x 5 e 16 del presente scritto; it quale, sorto inizialmente con questo solo 
obbiettivo, venne via via ampliandosi per far debito posto anche all'interpretazione geo- 
metrica. 

In sulle prime avevo creduto di trovarla senz'altro nei lavori originali di RIE- 
MAlq~ ~r Uber die Hypothesen welcbe Geometrie z~u Grunde liegen ~ e ~c Commentatio 

matbematica . . .  ~ a); ma ce n'6 appena un embrione. Da un lato infatti, ravvicinando 
le fonti citate, si ricava l'impressione che RIVMA~qN avesse proprio in mente quella ca- 
ratterizzazione della curvatura intrinseca e invariante, che sar~ qui precisata ( ~  x7-I8 ). 

x) Cfr. per es. L. BIAI',rCHI, Lezioni di geometria differenziale, Vol. I (Pisa, Spoerri, I9o2), pp. 69-72. 
~) B. RIEM^NN, Gesammelte matbematiscbe IVerke (Leipzig, Teubner, 1876), pp. 261-263, 38i-j82. 
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D'altra parte perb non c'6 traccia, n6 in RIEMANhr, n6 nel commento esplicativo dovuto 
a WEBER a), di quelle specificazioni (nozione di direzioni parallele in una variet'.l qua- 
lunque e considerazione di un quadrangolo geodetico infinitesimo con due lati paralleli), 
che riconosceremo indispensabili dal punto di vista geometrico. Inoltre non si riesce - -  io 
almeno non sono r i e s c i t o -  a giustificare il passaggio formale con cui, secondo RtE- 
MANN, dalle premesse, che sono inappuntabili, si dovrebbe conseguire la altrettanto 
inappuntabile espressione finale della curvatura. 

Presenter6 al lettore questo mio dubbio, fornendogli i necessari elementi di giu- 
dizio, in una nota critica finale. 

La prima e pi~ estesa parte della memoria ( ~  ~-I4) 6 destinata a introdurre e 
ad illustrare la nozione di parallelismo in una V a metrica qualsiasi. 

Si comincia dal campo infinitesimale, cercando di caratterizzare il parallelismo di 
due direzioni (~), (~') uscenti da due punti vicinissimi P e P'. All'uopo si ricorda che 
qualunque variet~t V si pub risguardare immersa in uno spazio euclideo S2v a un nu- 
mero abbastanza elevato N di dimensioni, e si rileva anzitutto che, immaginando spic- 
cata da P una generica direzione (f)  di S~,,, il parallelismo ordinario in tale spazio ri- 
chiederebbe 

/ ' \  . / " x  
angolo ( f )  (~) = angolo ( f )  (='), 

per qualunque (f) .  Orbene, il parallelismo in /1. si definisce, limitandosi ad esigere 
c h e l a  condizione sia soddisfatta per tutte le (f) appartenenti a V. (ossia alla giacitura 
di S N tangente in P a /1). 

A giustificazione di questa definizione va notato che, mentre essa riproduce, come 
necessari% il comportamento elementare per le /1,, euclidee, ha in ogni caso carat- 

tere intrinseco, perch6 in definitiva risulta dipendente soltanto dalla metrica di /1., e 
non anche dall'ausiliario spazio ambience S N . Infatti la traduzione anafitica della nostra 
definizione di parallelismo si concreta come segue: Riferita la V a coordinate generali 
x i ( i - - I ,  2~ . . . ,  n), siano dx i gli incrementi corrispondenti al passaggio da P a 
P ' ;  ~i~i parametri spettanti a una generica direzione (~)uscente da P ;  ~l~l_}_d~,)quelli 
spettanti ad una direzione infinitamente vicina (~'), spiccata da P'. La condizione di 
parallelismo 6 espressa dalle n equazioni 

( d )  d~ , ' "+ '  '~[~ jz tJlldx~ ~ l l ~ = ~  ( i = ~ , 2  . . . .  , n), 

t ji I designando t i noti simboli di CHRISTOFFEL. 
/ 

Una volta acquisita la legge con cui si passa da un punto a un punto infinita- 
mente vicin% si h senz'altro in grado di eseguire il trasporto di direzioni parallele 
lungo una qualsiasi curva C. Se x~- -x i ( s )  ne costituiscono le equazioni parametriche~ 

3) loc. r ~), pp. 384-389. 
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evidentemente risguardare, helle (A), le x~e subordinatamente le ~;~'lJ;ll come fun- basta 

zioni assegnate, le ~."' come funzioni da determinarsi del parametro s, e si ha il st- 
sterna lineare ordinario 

d-~"' ~ ~jl~ dxi,,z, (i i, 2, n), 
+ J, i it -: = o  . . . . .  

riducibile ad una forma tipica (detta a determinante gobbo), che gi~t si ~ presentata in 
altre ricerche e fu oggetto di studio sistematico da parte dei sis. ri EIESLAND 4), LAURA S), 

DARBOUX 6), VESsIOT 7). 

Ecco qualche conseguenza geometrica. 
I ~ La direzione parallela in un punto generico P ad una direzione (~) uscente da 

un altro punto qualsiasi Po dipende in generale dal cammino secondo cut si passa da Po 
a P. L'indipendenza dal cammino ~ proprietY, esclusiva delle variet:i euclidee. 

2 ~ Lungo una medesima geodetica, le direzioni delle tangenti sono parallele, ci6 che 
generalizza un'ovvia caratteristica della retta negli spazi euclidei (quella appunto che 
EUCLID,. pone in testa agli elementi come intuizione primordiale della recta). 

3 ~ I1 trasporto per parallelismo, lungo un cammino qualsiasi, di due direzioni con- 
correnti ne conserva l'angolo. Con ci6 si vuol dire evidentemente che l'angolo formato 
da due generiche direzioni uscenti da un medesimo punto 6 anche l'angolo formato 
dalle loro parallele in un altro punto qualunque. Tenendo conto della rilevata pro- 
priet,'t delle geodetiche, si ricava il corollario che, lungo una geodetica, direzioni paral- 
lele sono sempre egualmente inclinate sulla geodetica stessa. Se si tratta in particolare 
di una /I2, questa condizione ~ anche sufficiente; sicch~, per le ordinarie superficie, 
parallelismo lungo una geodetica equivale ad isogonalit~i. 

Non ho indicato con ordine il contenuto dei vari ~." Supplidt agevolmente uno 
sguardo al sommario riportato alia fine del lavoro. 

Sia (coi soliti simboli) 
Preliminari. 

n 

ds" = ~, ~k ai~dx"dx~ 

4) j. EIESLA~D, On the Integration of a System of Differential Equations in Kinematics [American 
Journal of Mathematics, vol. XXVIII 09o6), pp. i7-42 ]. 

5) E. LAURA, Sulla integrazione di un sistema di quattro equazioni differenziali lineari a determinante 
gobbo per mezzo di due equazioni di RrCCATX [Atti della R. Accademia delle Scienze di Torino, vol. XLII 
(i9o6-19o7) , pp. to89-Iio8 ; vol. XLIII (19o7-19o8), pp. 358-378]. 

6) G. DARBOUX, Sur terrains systbmes d'dquatious lin~aires [Comptes rendus hebdomadaires des 
s~ances de l'Acad~mie des Sciences, t. CXLVIII (xer semestre 19o9), pp. I6-22], e Sur les sysKmes d'i 
quations diff~rentielles homogbnes (Ibid., pp. 673-679 e pp. 745-7j4). 

7) E. VESSIOT, Sur l'intdgration des sysl~mes lindaires g~ dHerminant gauche [Comptes rendus heb- 
domadaires des s~ances de l'Acad6mie des Sciences, t. CXLVIII (i er semestre i9o9), pp. 332-335]. 
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l'espressione del quadrato dell'elemento lineare di una varietal qualsiasi V..  
Come 6 ben noto, si pub sempre risguardare la V'. immersa in uno spazio eu- 

clideo S N a un numero di dimensioni N abbastanza grande non superiore a 
2 

Indichino y~ (~ = I, 2, . . . ,  N )  coordinate cartesiane di un tale spazio. In seno ad 
esso, gioverh considerare la /I. definita mediante le espressioni parametriche 

( I )  ) 'v-- '~ '~) 'v(X , X2 ,  . . .  , X )  (V= I, 2, . . . ,  N) 

delle coordinate cartesiane in termini delle intrinseche, risultando in conformit.~ 

N 

d , 2 =  E s>,: = 

Assumiamo in V una curva C a piacimento, e siano 

(3) x ,  = x , ( s )  t i  = i ,  2 . . . .  , ,o 

le sue equazioni parametriche, s designando l'arco (contato a partite da un'origine ar- 
bitraria). La C appartiene naturalmente anche allo spazio ambiente SN, e come tale 
rimane definita dalle espressioni parametriche )%(s) delle coordinate cartesiane dei suoi 
punti. Queste espressioni parametriche sono senz'altro offerte dalle ( 0 ,  in cui si attri- 
buiscano alle x~ i valori (3). Derivandole rapporto ad s, e indicando con apici le deri- 

rate rapporto a questo argomento, si ha 

~ c ~ y ~  (v = I, 2, (4) Y; = , ~ - ' , "  . . . .  N).  

Riferiamoci ad un valore generico, ma ben determinato, di s, cio~ ad un qualsiasi 
punto P della curva C. Le y'~ costituiscono manifestamente i coseni direttori di C in 
P rispetto agli assi coordinati dello spazio euclideo SN; le x I sono i parametri di dire~ione 
(della stessa C e hello stesso punto P)  rispetto a /1. 

Ricordiamo ancora s) che, se si pone 

( s )  y;' = cq , 
N 

con c ~ o e ~ q ~  = I, rimane definita la curvatura c di C in P, e (escluso il caso 

limite c - - o ) ,  pel tramite dei coseni q~, una direzione (q), detta normale principale as- 
soluta nel punto P. Proiettandola (ortogonalmente) sull'iperpiano tangente a F .  in P, 
si individua una direzione (q*), pure normale alla curva, detta normale principale relativa. 

Designeremo con q* i coseni direttori di (q*); con �9 l 'angolo compreso Ira (q) 
e (q*); e infine con % i coseni direttori di una generica (z) uscente da P e appar- 

8) L. BIANCHI, IOC. tit. t), pp. 365.~67. 
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tenente a V. (cio~ al suo iperpiano tangente). Sar~i manifestamente 

N N 

quindi, moltiplicando per c e badando alle (5), 
N N 

Va rilevato che il secondo membro ha carattere intrinseco rispetto alla variet~t V., si 
pub cio~ interpretare indipendentemente dallo spazio euclideo ambiente. Infatti 

ccos~ --- y 
N 

non ~ altro che la curvatura geodetica di C, e ~ ,  ~ q* il coseno dell'angolo ;( fra (~) 

e la normale principale relativa (q*), direzioni appartenenti entrambe a V .  Sussiste 
dunque (in dipendenza dall'assunta curva C), per qualsiasi direzione (1) di V., la re- 
lazione 

N 

( 6 )  v = cos z 

2 .  

Direzioni parsllele in /I". lango una curva prefissata. 

Supponiamo che ad ogni punto P di C corrisponda una direzione (~) apparte- 
nente a V .  Saranno con ci6 a risguardarsi funzioni d i s  i parametri di direzione ~1r 
( i - - i ,  2 , . . .  ; n) che definiscono la (~) entro V ,  nonchb i coseni direttori % 
( v - - I ,  2, . . . ,  N) chela  individuano nello spazio ambiente; e si avr/t [come gi~l per 
la direzione di C, a norma delle (4)] 

(7) ~ Z.r.1 ~ xI 

Immaginiamo di far variare P lungo C. La condizione eli parallelismo ordinario delle 
(~) (rispetto allo spazio ambiente SN) implica eguaglianza degli angoli che esse formano 
con una medesima direzione, scelta a piacere. 

Per arrivare ad una nozione di parallelismo attinente unicamente a //"., conside- 
riamo il fenomeno elementare, cio~ il passaggio da P ad un punto infinitamente vicino. 

Sia ( f )  una generica direzione fissa di SN, f,  i relativi coseni direttori. Quando 
s si incrementa d i d  s, il coseno dell'angolo fra (~) ed (f) ,  

N 

subisce Hncremento 
N 

Rend. Circ. Mettem. Palermo, t, XLII (xgx7).--$tampato il ~6 marzo x919 3t 
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L'ordinario parallelismo richiederebbe l'annullarsi di tale incremento per tutte le dire- 
zioni (f) ,  e porterebbe quindi alla costanza delle ~, 

Accontentiamoci di esigere cbe l'angolo fra (~) ed una ( f )  si mantenga invariato 
N 

per le dire'(ioni ( f )  appartenenti a V ,  ossia che l'incremento ds ~ ~',f, si annulli 

[non per tutte le (f) ,  ma sokanto] per queste direzioni tangenziali. 
Ove si osse.rvi che tall direzioni sono tutte e sole quelle conciliabili col vincoli (I), 

appare manifesto (sostituendo alle f ,  delle quantit~t proporzionali) c h e l a  condizione 
enunciata equivale aUa seguente: 

N 

(1) ~ [ ~ ' S y ,  - -  o 

per tutti gli spostamenti 8y~ conciliabili coi vincoli (I). 
Avendosi, in base aUe (I)  stesse, 

83, , = O y ,  S x  
'd"~I k O~ X t 

colle ~x k completamente arbitrarie, la (x) si scinde neUe n equazioni 

Oy, (8) = o  . . . . .  .>, 
Ox~ - ' i -  

che costituiscono una traduzione formale del paraUelismo delle (~) lungo la C. 

$3.  

F o r m a  intr inseca  delle condiz ioni  di para l le l i smo.  

Nelle (8) figurano le e, e le y, ,  che hanno relazione collo spazio ambiente. Si 
pub liberarsene, facendo in definitiva intervenire solo elementi spettanti alla metrica 
della V.. 

AU'uopo si comincia col sostituire ai coseni direttori % le loro espressioni (7) in 
funzione dei parametri di direzione ~czl. Si ha, derivando rapporto all'arco s di C, 

" Oy, d~ ('~ 
o,; = ~ l  O xl ds 

D'altra parte, in virffl della (2), 

+ ~ i ~ O x / O x t  J 

akt = ~"~ " 0 xk 0 x z 
(k ,  I = I ,  2, . . .  , n ) ,  
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da cui segue, per i simboli di CHRISTOFFEL di prima specie, 

as~,~=-2- \ 0 x s  + Oxl d x k i  
r u 

tOxk Oxz,# Oxz\OXsOXj,,# Ox~,\Ox s O x d j  
N O'y., Oyv 

- -  ~,,OXsOXl Oxk 

Con ci6 le (8) divengono 

(i, 1, k----- i, 2 . . . . .  n). 

M 

x'~ ~ (k I, 2, '0. ~la~z---dT--{- ilasl,~ i ~ o . . . . .  

Da queste, moltiplicando per a "~) 9), sommando rispetto a k (da z ad n), e ricordando 
le definizioni 

711 " 
V a a (ik) "-- z.rk il,~ U, l, i =  i, 2 . . . . .  n) 

dei simboli di CHRISTOFFV.L di 2" specie, si traggono le equazioni equivalenti 

d~Ci~ ( , = . ,  ( z , )  + = o . . .  
"--;-it { i 

che defin#cono iI modo di variare dei parametri ~lo lungo C, in base alla condi~ione 
che le clire~ioni da essi parametri individuate si mantengano parallele. 

Dacch6 C si considera preventivamente assegnata (e con essa le espressi6ni delle 

x e delle x' in funzione di s), i coefficienti 2, slitJ'll xj d'ogni ~<') neUe (/~) vanno ri- 

sguardati come funzioni conosciute della variabile indipendente s. Le (/.) stesse si pre- 
sentano in conformitA come n equazioni differenziali ordinarie nelle altrettante quantit~ 
~l~. Ne comegue, in base ai noti teoremi di esistenza, che, spiccata a piacimento una 
direzione da un punto qualsiasi Po di C, rimangono determinate le direzioni parallele 
per ogni altro punto P della curva. 

$4. 
,Confronto col comportamento euclideo. 

Sua propriet~ caratteristiea nei riguardi del parallelismo. 

Per quanto s'h visto or ora, lungo la curva C, seguita a sussistere la proprietA 
elementare che da un punto P esce una sola direzione parallela ad altra assegnata per 

9) Con a ''k~ si des[gnano al solito i coefficienti della forma reciproca alla forma fondarnentalr 

ds'- -= Z i k a i ~ d x i  dx~ .  
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Po" Va rilevato tuttavia che, mentre negli spazi euclidei la paraltela per P ~ unica in 
senso assoluto, nella nostra V a metrica qualsiasi essa viene in generale a dipendere 
da C, ossia dal cammino lungo cui si passa da Po a P. 

Si pub anzi aggiungere che, se (per un punto qualsiasi P di un certo campo) la 

parallela (ad una qualsiasi direzione spiccata da altro punto Po del campo) ~ indipen- 

dente dal cammino, Io spa(io V ~ (in quel campo) necessariamente euclideo. 

Si osservi infatti che, dalle ( I ) ,  moltiplicando per d s e ponendo per brevit~t 

X ~ - -  
1 i '~ 

risulta 

(9) d~ "1--  - -  5-  Xl:ldx. .  
~i J J 

La voluta indipendenza dal cammino richiede che le d~ "1, e con esse i secondi 
membri delle (9), siano differenziali esatti, cib che, designando con ~xj un secondo si- 
sterna di incrementi delle xi, indipendenti dai d x i e tali che d8 x i - - 8  d xj ,  si traduce 
nelle n identit~t 

n ~1 XT)d'lc]--d~ X~)~x] ( i =  I '  9~' " ' ' '  B)" 
i J 

Esplicitando e notando che l'eguagiianza deve sussistere qualunque sieno i due si- 
stemi di incrementi d x j ,  ~xj ,  nonch~ i valori (iniziali, e quindi anche generici) delle 
~"~, si ~ condotti automaticamente ad esprimere che si annullano tutti i simboli di RIr- 
/,iAmq ~o), ossia che si tratta di una variet~t euclidea, c.D.D. 

Ss. 
A l t r a  f o r m a  deUe e q u a z i o n i  ( I )  - -  D i p e n d e n z a  da  u n a  s o l a  f u n z i o n e .  

Nelle (I.) figurano come elementi determinativi delle direzioni parallele (~) i pa- 

rametri di direzione ~ti~( dx~ - -  d s ' rappresentando d s la lunghezza di un elemento spic- 
\ 

cato nella direzione (oO, e d x, il corrispondente incremento della coordinata x i ) .  Questi 

~10 costituiscono un sistema contravariante ~) (rispetto a qualsivoglia trasformazione 

~o) Dal punto di vista metodologico, ove si ritenga effettivamente preferibile all'ordinaria tratta- 
zlone dei simboli e della curvatura di RIE~ANN quelIa che sar~i esposta nei SS 15q9, il teorema del 
testo dovrebbe figurare dopo quei paragrafi. Lo ho antecipato per comodo del lettore r sono fami- 
gliari i simboli di RmM•NN. 

~) Cir. (in questo punto soltanto per le locuzioni) G. RlccI et T. LEvI-CIvlTA, M~tbo~les de calcul 
diffi~entiel absolu et leurs applications [Mathematische Annalen, Bd. LIV 090o), pp. 125-2oi]. 
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delle coordinate generali x~). Giova talora mettere in evidenza, invece del sistema con- 
travariante ~l~l, il sistema covariante reciproco 

*t 

cio~ i cosidetti momentL  

Per trasformare in conformitA le (I~), deriviamo materialmente le posizioni (IO), 

d~l~l le espressioni fornite daUe (/.). Si ricava (dopo aver scam- introducendovi per le --d)- 

"biato nell'ultimo termine l'indice di sommatoria k in l) 

Siccome 
d s = -  E , / , ,  

- l i , l  ~ k alt k --- aji'i 

dal l  " 8 a  " 
- i l  ) 

d, = -~jo ~ --xj x, = X j%,., + ,,j.,)x; 

)/ 
= \ -  auk) 

Con ci6, attese le espressioni dei simboli di CHRtsrorrrr. di 2 ~ specie gi/t richiamate 
nel precedente ~, risulta 

"r'j~ al/'l j "-- ~, jk k 

e si hanno quindi (riponendo I per k come indice della sommatoria) le equazioni tra- 
sformate 

Si osserver~i che questo sistema (Ib) ~ l 'aggiunto del precedente (/'~). Infatti il co- 
efflciente di ~l neUa i e'i~ equazione (Ib) ~ eguale ed opposto al coetticiente di ~c~l nella 
/o,im, equazione (Io). 

Alle equazioni in questione si pub anche attribuire un terzo aspetto che ricorda, 
pur essendo in verit~l meno espressivo, la classica forma lagrangiana delle equazioni 
della dinamica. 

L'analogia risiede in ci6 the si fa capo ad una sola funzione di 3 n argomenti 

n 
.' ~)(J)) ( I2 )  B - -  "7"Y q a q x r  

cosl resta 

OO at,= 5-- ai~x'~'" 

Anche nel secondo membro si devon far apparire, non le ~i0, ma i momenti: 
cosa ben facile a norma delle (Io), che risolute danno 
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bilineare nel[e ,'q)., (the fungono da incognite) e nelle x'~ (the sono, 
funzioni assegnate dis) .  

Si ha dalle (Io) 
O B  

:,  - -  O x  I , 

al pari delle xz, 

e si constata immediatamente (con ovvi scambi di indici) che, per essere 

(oa,  Oa,, 0",2] 
aq,~ = 2 \~7[, + 0 x i 0 x , /  

i secondi membri delle ( i  l )  possono essere scritti 

I OB ~ . 0 lOB  , OB ) 

Con ci6)dalle (x I) stesse, che sono sostanzialmente equivalenti tanto alle ( / ) .  
quanto alle (Ib), si ha l'annunciata forrna involgente la sola B: 

( I )  
d OB 

p m 

ds Ox i 2 O x  i 2 'dT'L j ~ X j  0 ~  (i) ] " 

~6 .  

In tegra le  quadrat ico  - -  Conservaz ione  degli angoli .  
Composizione di soluzioni ortogonali. 

Le equazioni lineari (I.) ammettono l'integrale quadratico 

~ a ;(~) ?(J) 
ij--iJ " ~ ~ cost. 

Lo si riconosce nel modo pi/1 spiccio notando che, in virtdi delle (io),  il primo 
membro si scrive 

X n  ~(i) ." 

I i ~ i )  

ed ha quindi per derivata 

z, tw , +,, j, 
che si annulla identicamente in forza della (/,) e delle equivalenti (Ib). 

Del resto, anche senza verifica diretta, si pub affermare la costanza di x;-;(~)," / ~ '~i)  j i 

in base ad una nota propriet/t dei sistemi aggiunti) dacch~ (w precedente) ~(~)e ~,~ sono 
soluzioni di due sistemi siffatti. 

Ovvio corollario dell'esistenza deU'integrale quadratico ~ the, se i valori iniziali 
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delle {~ sono effettivamente parametri di dhezioae~ e, come tali~ rendono 

~ i j a  0 ~.Lil ~.lj) ( I 3 )  : : - I ,  

la stessa relazione rimane soddisfatta per qualunque s, cio~ le soluzioni ~l~} conservano 
lungo C il carattere di parametri di direzione: circostanza implicita nella impostazione 
del problema~ ma non a priori evidente nella sua formulazione analitica a mezzo delle 

( I ) .  
Altro corollario degno di nota ~ la conservazione, lungo C, dell'angolo ~ di due 

direzioni che si trasportano per parallelismo. Sieno infatti ~"), "~l~ i parametri di queste 
due direzioni, ~;, ~ i rispettivi momenti. Si ha 

~i ja i j  '~- ~.tl) .t~li) COS ~ - -  ~-~;~ "til"~ == .(._.', "~i = ~; �9 

d ~  i valori forniti Riferiamoci per es. all'ultima espressione, e deriviamo sostituendo a d-s 

d ~  ~) 
dalle (Ib), a ~ quelli fornki dalle (I .)  (previo mutamento di ~ in "0). I1 risultato 

anche qui identicamente nullo, c. ]3. ]3. 
Dalla lineariffi delle equazioni di pa ra l l e l i smo-  riferiamoci per es. alle (I . )  

segue che, se ~10, ~10 sono soluzioni, lo ~ del pari una qualsiasi combinazione lineare 
a coefficienti costanti. Suppongasi in particolare che ~"~, .~,1 sieno parametri di due di- 

rezioni (oltrech~ parallele) ortogonali fra loro, e si assuma 

ril) = cos ~(i)  "ol- sin ~( i l  

con ~ costante. Si ha ovviamente 

sicch/~ le ~0 costituiscono i parametri di una direzione che, mentre ottempera lungo C 
alla condizione di parallelism% appartiene alia giacitura individuata dalle prime due, 

formando con esse in ogni punto sempre gli stessi angoli ; e . . . .  ~. 
2 

L'osservazione si estende agevolmente a quante si vogliono soluzioni mutuamente 
ortogonali, e d~ luogo al seguente enunciato espressivo: Ogni direz~ione cbe, spostandosi 
lungo C, si mantiene rigidamente collegata con dire~ioni parallele soddisfa essa stessa alla 
condi~ione di paralldismo. 

$7. 
G e o d e t i c h e -  Loro proprietor caratteristica nei riguardi della direzione. 

Le equazioni delle geodetiche di V. sono notoriamente 

x,,,+ titt , ,  "r'/l( ~ t x ixl  - -  o ( i ~  I, 2, . . . ,  n). 
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Da esse segue che, se C ~ geodetica, le (~) ammettono la soluzione .~l~, = xl ' e 
reciprocamente. Si ha pertanto: La dire~ione di una geodetica in un suo punto qualsiasi 

sempre parallela alla dire~ione ini;ciale; reciprocamente ogni curva cbe gode di questa 
proprieta ~ geodetica. 

Risulta cosl estesa alle geodetiche di una varietY, qualunque una discriminante delle 
rette negli spazi euclidei. E in pari tempo rimane acquisito che sono necessariamente 
concomitanti la conservazione della direzione e (l'altra discriminante deUe geodetiche, 
cio~) la propriet:i integrale di minimizzare la distanza. 

Inel inazione suUa c u r v a  di t raspor to .  

Giova rilevare una espressiva combinazione lineare delle ( [ ) .  Per evitare gli svi- 
luppi materiali, risaliremo alla formula (I), che ~ la genesi delle equazioni differenziali 
e sostanzialmente equivale ad esse. Detta formula deve sussistere per ogni spostamento 
~y~, e quindi per ogni direzione, apparteuente a V .  Consideriamo in particolare la 
direzione tangente a C, ponendo nella (I) y~ al posto di By,. Risulta 

N 

I 

che si pub scrivere 

ds = ~ 0%~;. 

Chiamando ~ rangolo che la direzione (~) (del cui paralMismo si tratta) fa con 
C e badando aUa (6), si ha la relazione che volevamo stabilire 

d 
- -  cos ,) = y cos Z" (I4) ds 

Ricordiamo (~ I) che "f rappresenta la curvatura geodetica di C, e Z l'angolo compreso 
ira (~) e la normale principale di C (relativa a /1). La (x4) fornisce quindi la legge 
con cui varia, lungo la curva di trasporto C, l'inclinazione ~ (sulla stessa C) di un 
fascio di direzioni parallele. 

Se C ~ geodetica, y "-- o, e quindi cos d? - -  cost., ossia: dire~ioni parallele lungo 
una geodetica formano sempre il medesino angolo coUa geodetica stessa. Questo ~ del resto 
un caso particolare della conservazione degli augoli rilevata a ~ 6: basta tener presente 
(w precedente) che le direzioni di una geodetica sono tutte parallele tra loro. 

Se C ~ qualunque, ma si tratta di uno spazio euclide% la (I4)  si identifica col 
primo gruppo delle formule di FRmqET. 

$9 
Caso delle ordinarie superficie. 

Per n = 2, le varie direzioni uscenti da un medesimo punto di C rimangono univo- 
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camente determinate dall'angolo +, purch~ vi si associ un dato qualitativo: il verso in 
cui, a partire dalla direzione positiva di C, deve contarsi +. Ne consegue che (con 
opportuna specificazione qualitativa) basta la (I4) a definire univocamente le direzioni 
parallele lungo una generica curva della superficie. Si pub specificare come segue: Detta 
(q*) la normale principale relativa (proiezione sul piano tangente alla superficie della 
normale principale di C), immaginiamo di contare + verso (q*) [si intende, a partire 
dalla direzione positiva di C, attraverso l'angolo retto, che questa forma con (q*)]. 
L'angolo ~., inteso a questo modo, pub non essere il minimo angolo fra C ed (~), 
cui si riferisce la (I4) (ma quello concavo che completa il giro); comunque il suo 
coseno coincide in ogni caso col cos + della (t4), avendosi ulteriormente (per l'attuale +) 
sin + = cos Z" 

La (14) assume cosl la forma semplificata 

d+ 
d--~ = - -  y. 

Gi~t ci si.amo occupati nel precedente w del caso y - - o  per n qualunque. Per le super- 
ficie: si pub aggiungere che l'ordinaria nozione di parallelismo geodetico rientra nella 
nostra nozione generale di parallelismo. Infatti, curve geodeticamente parallele hanno 
per traiettorie ortogonali curve geodetiche; esse possono quindi dirsi parallele) nel 
senso da noi attribuito a tale qualifica) rispetto a ognuna di queste geodetiche, essendo, 

per entrambe le curve, ~b - -  i ,  ovvero + - -  3 
' 2 2 

Lasciamo il caso di C geodetica e prendiamo un esempio particolare. Supponiamo 
che si tratti di una superficie sferica, e che C ne sia un parallelo. La direzione (q*) 
in un punto generico ~ quella del meridiano, verso il polo di C. Se X ~ la latitudine 
(relativa all'emisfero che contiene il polo di C) e R il raggio della sfera, 

I 

Y - -  R cos 

D'altra parte, ore si immagini di percorrere il parallelo nel senso in cui cresce la lon- 
gitudine ?, 

ds = R cos),d% 
talch~ la (15) si riduce a 

a+ 

L'angolo + varia dunque uniformemente coUa longitudine, e decresce di 2 r: in un giro 
completo. La direzione parallela ad una iniziale prefissata risulta cosl funzione uniforme 
dei punti di un paraUelo. 

Una tale uniformit~t non sussiste tuttavia necessariamente per altre curve chiuse: 
ad es., percorrendo il perimetro di un triangolo geodetico, + subisce l'incremento 
2 ~ -  r (e eccesso sferico). Lo si riconosce immediatamente pensando che + testa CO- 
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stante lungo i lati e subisce nei vertici incrementi bruschi rappresentati dai supplementi 
degli angoli. 

IO. 

Spazi a curvatura costante m Osservaz ione  sul paraUel ismo di CLIFFORD. 

Vogliamo mostrare che, per gli spazi a curvatura costante ~2) (di quante si vo- 
gliono dimensioni) le equazioni di parallelismo lungo una geodetica si integrano a vista, 
proprio come nel caso esaminato or ora di variet~t qualunque, ma a due sole dimensioni. 

Riferiamoci, per fissare le idee, ad una V di curvatura costante z r, ci6 che 
lecito senza pregiudizio della generalit~t, ogniqualvolta (come nella questione analitica 
di cui intendiamo occuparci) non 6 necessario distinguere il reale dall'immaginario. La 
nostra V si pu6 in conformit~t risguardare come una ipersfera di uno spazio euclideo 
a n + I dimensioni, rappresentato in coordinate cartesiane dalla equazione 

~/4-I 
(16) ~ y ~  = 1. 

(17) 

anche daUa condizione 

Nel caso presente ~ forse vantaggioso non ricorrere a coordinate intrinseche della 
~ ,  immaginandone sia i punti che le direzioni definiti per mezzo dei loro elementi 
determinativi hello spazio euclideo ambiente: i punti per mezzo delle loro coordinate 
cartesiane y~ vincolate dalla (16); le direzioni (~), per mezzo dei loro coseni direttori 
~ ,  legati, oltre che da 

~l+t 

(18) ~ y ~  --  o 

di appartenenza a V. (cio~ alHperpiano tangente). 
Data in V una linea geodetica C, esaminiamo come devono variare le % (s) lungo 

C perch~ ne rimangano individuate direzioni parallele (in V).  Riprendiamo perci6 la 
(I) dd w 2 e notiamo che i vincoli ( I )  sono ora rappresentati dalla sola equazione 
(16). I1 classico procedimento di LAGRA~Gv. consente senz'altro di sostituire alia (/)  le 
equazioni esplicite 

( 1 9 )  = . . . .  V ~ Y v  (V : I ,  2, " ' 2  I- I ) ,  

in cui F" designa un moltiplicatore a priori indeterminato. 
Se ne deve far sistema colla (18), risultandone cosl definite tanto le ,t quanto la 

12) Anche a questo proposito si latender~ ripetuta l'avvertenza della nota to). 
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~. La (I7) ~ poi effettivamente compatibile colle (i8), ( i9)  , poich~ da queste segue 

~ v.'---_2p, v%Y~----~ 

Ci6 posto, teniamo presente che, hb essendo l'angolo ira (~) e C, 

n--F- ! 

cos , - -  

e che (w 8) quest'angolo si conserva costante (al variare di s) in virtfl dell'ipotesi the 
C sia geodetica. 

Ora la (i8), derivando e badando alle (19) e (x6), d~ 

p. + cos + = o,  

sicch~ le (I9) assumono la forma 

~'~ --" - -  cos '~.y~, 

e la determinazione dei coseni % appare ridotta a quadrature. In realfft non ce n'~ 
neppur bisogno. Basra osservare in primo luogo che, per cos hb - - o ,  cio~ per le dire- 
zioni ortogonali a C, risulta ~ ' -  o, sicch~ il paralldismo in ~ ~ caratterizzato dalla 
costanza ddle o% e coincide quindi col parallelismo ordinario ndlo spazio ambiente. Quanto 
alle direzioni non ortogonali a C, si pub ricorrere all'enunciato finale del w 6 desu- 
mendone che la  condizione di parallelismo (entro ~ )  consiste nel formare gli stessi angoli 
sia con C che con n -  I direzioni fisse (indipendenti) ortogonali a C, noncb~, ben si 
intende, tangenti aU'ipersfera (I 6). 

Consideriamo in particolare una V3" I1 comportamento or ora rilevato di direzioni 
parallele, uscenti ortogonalmente dai punti di una stessa geodetica C~ rende manifesto 
che non c'~ rapporto col cosidetto parallelismo di CLIFFORD. Infatti, se si considerano 
oo' geodetiche, parallele secondo CLIFFORD, spiccate dai punti di una geodetica C, queste 
risultano bensi normali alla C, m a l e  loro tangenti non sono parallele hello spazio am- 
biente ,s). 

Riduzione delle equazioni di parallelismo al tipo emisimntetrico. 

II sistema differenziale (I,) ammette (g 6) un integrale quadratico. Ci6 consente 

z a) Per giustificare questa aflermazione, si pub ragionare come segue. 
Si ricorda anzimtto [L. BIAlqCm, loc. cit. z), pag. 446] che le geodetiche costituenti una con- 

gruenza di CLZFFORD sono rappresentate parametricamente da formule del tipo 

4 

(1) y~ ~ a  v c o s s +  s i n s ~ "  c~pafl (v = I, 2, 3, 4), 
"-t-, e 

dove il parametro s si identifica coll'arco, i coefficienti costanti cvp, caratteristir della congruenza, sod- 
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di affermare x4) che ~ possibile~ con una conveniente trasformazione lineare delle inco- 
gnite, ridurre il sistema stesso alia forma em~snnmetrlca 

' d s  = ~P~,k~ (~ = i,  2, . . . ,  n), 

caratterizzata dalle relazioni 
( 2 o )  + = o (t,, = . . . ,  , , )  

fra i coefficienti (i quali del resto si suppongono funzioni qualunque di s). All'uopo 
basta chela  trasformazione lineare fra le ~0 e le ~,, attribuisca all'integrale quadratico 
la forma canonica 

~t 

~-b ~ - -  cost. 

Per raggiungere concretamente l'intento, illustrando nel tempo stesso la trasformazione 
sotto l'aspetto geometrico, conviene procedere come segue. 

Da ogni punto P della C, immaginiamo spiccate (con criterio arbitrario) n -  I 
direzioni che, assieme a quella di C, costituiscano un'ennupla ortogonale L~. Facendo 
corrispondere queste direzioni ai numeri I, 2~ . . . ~  n ~ I~ indichiamo, per l'b~ con 
~)  ( i - - I ,  2, . . . ,  n) i parametri, cio~ il sistema coordinato contravariante, e con )'b/~ 

disfanno alia duplice condizione di emisimmetria (cv o -F c0v ~ o) e di ortogonalit~; l e a  v (valori ini- 
ziali delle y~) sono legate daUa (i6), variando del resto (in tutti i modi possibili) dall'una all'altra deUe 
varie geodetiche della congruenza. 

Moltiplichiamo le (i) per cF~v, e sommiamo rispetto alHndice v da t a 4. Attese le identit~t 

4 4 

E v  c~, cv,o = - -  Z v  c~, cp, = - -  ~-~o (~, p =  I, 2, 3, 4; a~,~ = o  per ~5~p ed = I per Iz =~) ,  
L 

si ha subito (cambiando a calcolo eseguito ix in v e v in ~) 

4 

(~) ~ p c v p y  P = c o s s  ~;.,.ocvpap--a, sins (v = I, 2, 3, 4). 

I coseni direttori di una qualunque delle curve (i) (in un suo punto generico) sono evidentemente 
rappresentati dalle derivate delle Yv rapporto all'arco: 

4 

y~ = - -  av sin s -}- c os s 

le quali, in virtfi delle (2), possono esprimersi in funzione delle coordinate Yv (del punto da cui si im 
magina spiccata la geodetica della congruenza) sotto la forma 

4 

y~ = ~ p c v p y  P (v ~ I, 2, 3, 4). 

Siccome il determinante delle cv0 non si annulla (il suo valore assoluto ~ 0 ,  cosi a due punti 

diversi non possono mai corrispondere gli stessi coseni. ~ dunque escluso che vi sia una C, da tutti i 

pumi della quale escano geodetiche di una congruenza di CLIFFORD $otto eguale direzione, c.D.D. 
x4) Cfr. per es. DARBOUX, 10r cit. a). 
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i momenti (sistema coordinato covariante). Per uniformith di notazione, attribuiremo 
Hndice n alia direzione di C che completa l'ennupla, e porremo in conformifft 

(20 
n 

X' )(il ~ , (i = I, 2, n). i ~ -  n ~ / a l j x j  ~ -  )'n/i " ' ' '  

Varranno perci6 le relazioni caratteristiche delle ennuple ortogonali 

~t 

( 2 2 )  V ) -~fi! (/~, k ~--- I, 2, n) 
/ i "h/i " 'k ~ ~hk " ' "  

col solito significato delle ~hk (O per b --76 k, I per b = k). 
La ta, e per essa le varie ),, vanno naturalmente considerate (al pari delle xl, x~) 

funzioni note di s. 
Ci6 premesso, ecco come si esplicita la voluta trasformazione lineare. Si assumono 

come elementi determinativi delle direzioni parallele, al posto dei parametri ~")(o degli 
elementi reciproci ~.) i coseni Z~ degli angoli che vengono a formarsi in ogni punto 
colle direzioni dell'ennupla. L'identifft geometrica 

n 

,Y__z? h h ~ I 
1 

assicura senz'altro che si arriver~t ad un sistema trasformato emisimmetrico. Sviluppiamo 
anche il calcolo onde procurarci l'espressione esplicita dei coefficienti p~,~. 

Le nuove incognite Zh sono, per loro definizione, legate alle ~"~, o rispettivamente 
alle 6;, dalle equazioni 

*t 

(23.) 

( 2 3 , )  ~[b = ~ i ' i  ~'~) (b = I, 2, . n). 

In base alle (22), queste possono essere risolute sotto le forme rispettive 

tl 

(24~) 6(') = )--k z~ X~ ~ 
l 

,n 

(240 6, - -  ~ Z k  Xm ( i =  I, 2, . . . ,  n). 

Deriviamo le (23.) rapporto ad s. badando alle (/~) [in cui, a norma delle (21), 
si scriva ?.']~ per x;]. e sostituendo nei secondi membri (a derivazione eseguita), in 
luogo delle 6 "1 (o ~,1), i valori (24.). Ove per brevit~t si ponga 

~d ;%/ ; ) ,  li/ '~ I~II),{J~X~I~. O,k ~2 ....  ,n), ( 2 5 ~  , :  . = 

si ~ evidentemente condotti alle (H). Per6 i valori (25~ dei coefficienti non mettono 
in diretta evidenza il carattere emisimmetrico di cui, per le precedenti osservazioni, de- 
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vono essere necessariamente dotafi. Si potrebbe farlo scaturire con trasformazioni ma- 
teriali, tenendo conto delle (22) e della struttura dei simboli di CHRISTOFFS.L. Ma la 
verificazione si fa pifi comodamente~ notando che le stesse equazioni differenziali ndle 
Zh, cui siamo test~ pervenuti, si devono pur ricavare operando collo stesso criterio~ an- 
zich6 sulle (23,), (24o), (/~), sulle equivalenti (23b), (24b), (Ib). II calcolo fatto a questo 
modo porge per i coefficienti Ph~ le nuove espressioni 

dX[' " liit~,,~,~, -,(', n). 

Dal confronto delle (25~ colle (25~) scende l'annunciata riprova formale. 
Infatti, sommando l'espressione di pt,~ data dalle (25 , )con  quella di Pkh data dalle 

(25b), i due Y~i~ si elidono identicamente (come si constata, scambiando in uno di 

essi gli indici i e d  /), e rimane 

- 

che va pure a zero, in virtfi delle (22). 
I1 sistema lineare ( / / )  a determinante gobbo costituisce un'evidente generalizzazione 

di quello che si incontra ndla cinematica dei corpi rigidi per determinare il moto degli 
assi solidali, quand 0 ~ assegnata la velocitY, angolare. Circa la teoria di questi sistemi 
differenziali rimandiamo ai lavori gi~. citati nell'introduzione [note 4) a 7)]. Vogliamo 
tuttavia rilevare qualche propriet~i elementare: 

1 ~ Eseguendo sulle incognite aS, una sostituzione ortogonale arbitraria (a coefficienti 
dipendenti comunque da s), il sistema trasformato 6 dello stesso tipo. La dimostrazione 

scende subito dall'osservare che l'integrale quadratico ~- l, a~ ----- cost. [la eui esistenza 
l 

caratteristica pei sistemi emisimmetrici (H)]  conserva inalterata la sua forma quando 
si sottopongono le Z~ a trasformazioni ortogonali. 

2 ~ Se la C ~ geodetica, le equazioni di parallelismo (I , )  sono soddisiatte (cfr. w 7) 
da ~,1 = x ' - -  ;~") e per conseguenza [a tenore delle (22) e (23,)] le ( I / )  da 

(26) a:~ - -  o (h - -  I, 2, . . . ,  n - -  0 ,  a:. = I. 
Ci6 esige 

(27) Pl,,, = o (h = x, 2 , . . . ,  n - - O ,  

per qualunque valore d i s .  Reciprocamente, se sussistono le (27) , le equazioni ( I I )  am- 

mettono la soluzione (26), e la C ~ geodetica. 
3 ~ Sempre nelHpotesi di C geodetica, la riduzione del sistema (H)  in base alla 

conoscenza della soluzione particolare (26) 6, per cosi dire, automatica. Infatti, in virffl 
delle (27), le prime n -  I equazioni (H)  sono esenti da a[~, e l'n ~ si riduce a 

dz,., 
- -  " - -  O .  
ds 
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4 ~ Qualunque sia C, se si conoscono m direzioni parallele indipendenti, cio~ m 
soluzioni indipendenti delle originarie equazioni (/~), si sa dalla teoria generale dei si- 
stemi lineari che ~ possibile una riduzione di m unitA. Vogliamo far vedere c h e l a  ri- 
duzione effettiva si raggiunge qui ancora in modo semplicissimo. Ed ecco come. 

Si comincia (sfruttando l'osservazione finale del w 6) col normalizzare le m solu- 
zioni conosciute, deducendone ahrettante mutuamente ortogonali (il che si fa con ope- 
razioni razionali). Si immagina poi di sostituire all'originaria ennupla di direzioni fl 
associata ad ogni punto di C (che comprende la direzione di C e altre n - - I  ad essa 
ortogonali) una nuova ennupla ortogonale a*, in cui figurino le nostre m direzioni 
provenienti per ortogonalizzazione dalle soluzioni conosciute. 

I coseni direttori <~ (di una direzione qualsiasi) rispetto ad a* risuhano legati ai 
coseni direttori ,%, che si riferiscono alla ~, da una sostituzione ortogonale. II sistema 
(H), trasformato nelle <~ (che conserva il tipo emisimmetrico), viene cosi ad ammet- 
tere, per costruzione, m soluzioni distinte del tipo : n - -  I delle <* nulle e l'n ''~m~ eguale 
all'unit~i. Supposto che questa sia, per le m soluzioni di cui si tratta, rispettivamente 

,,,,~*, <,,_,*, . . . ,  ~,_~_,*, si riconosce subito che deve annullarsi ogni Phk per 
b - - - I ,  2, . . . ,  n - - m ,  k ~ - n - - m @ i ,  n - - m + 2 ,  . . . ,  n, 

sicch~ le prime n ~ m equazioni trasformate costituiscono un sistema ridotto (sempre 
di tipo emisimmetrico) comprendente sohanto le incognite -* Z* -* 

12. 

Spazi a tre dimensioni. 

Per n -  3, il sistema (II)  ~. propriamete quello da cui dipende la teoria del triedro 
mobile ,s): non c'~ che da mettere in luce la diversa interpretazione dei risultati, con 
riguardo al parallelismo in una V3, lungo una assegnata curva C. Limitiamoci al caso 
pifl semplice, in cui la C ~ geodetica. Per l'osservazione 3 a del ~ precedente, il sistema 
differenziale (II)  in <,, <~, ~3 si riduce in questo caso (a <3 - -cos t . ,  associato) al si- 
sterna binario 

ds =P'~<~' d~ = P ~ ' < "  

Attesa la relazione p, ,  + P2, = o, si ha l'integrale <~ + <~ = cost.; designando la co- 
stante con r ' ,  potremo porre in corfformit~t <, - -  r cos 3, <, = r sin ~, con che si ot- 
tiene una sola equazione in 

da  
d~ - -  p (P = - P ' 2  ----- P~')" 

zs) G. DARBOUX, Ler sur la thdorie gdndrale des surfaces, 2 e ~dition, t. I (Paris, Gauthier-Vil- 
lars, t914) , Chap. II, pp. 27-4I. 
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Come si vede, siamo ricondotti ad una semplice quadratura. 

13. 

L e g a m e  d e l l e  p~,~ c o i  c o e f f i c i e n t i  d i  r o t a z i o n e  d i  Rlcci. 

Supponiamo che la C faccia parte di una congruenza (assegnata, ma qualunque) 
di curve in V,. In tale ipotesi le ;~") e cosl le ),/i possono risguardarsi come funzioni 
di x ,  x2, . . .  , x ,  le quali, lungo C, si riducono, pel tramite delle (3), alle funzioni 
di s precedentemente considerate (~ I I). 

A questa congruenza, di cui fa parte la C, immaginiamo di associarne altre n - - I  
in modo da costituire un'ennupla ortogonale, colrunica condizione di identificarsi con 

fa nei punti di C; e sieno ?") ,j, (Xl, x,, . . . ,  x ) ,  ),~,, ( x ,  x ,  . . . ,  x )  i rispettivi si- 
stemi coordinati contravariante e covariante. 

Si avr~. cosl, lungo C, 

d ~'1,/i ~- ~ x l .  __ ~- c3 ?')./,. y(i) 
- -  i n ) 

e la (25~) (scambiando nel secondo termine i due indici di sommatoria i ed 1) potr~t 
essere scritta 

x;' l  ]l ] 
p ~ ,  - -  

Nel]a .quantit~t in parentesi riconosciamo ]a derivata covariante ,e) ),~/~], talch~, ricor- 
dando le formule di definizione dei coeficienti di rotazjone, 

'~- ), ),") ),(J) 

si ~ condotti alla conclusione 

Pl, k - -  Ybkn (b, ~ = i, 2 . . . . .  n). 

Ora si sa che "(h~ds ammett% in quanto coefficiente di rotazion% Hnterpretazione se- 
guente: Quando l'origine dell'ennupla ~ si sposta di d s lungo C, passando da un punto 
generico P ad un punto vicinissimo P', la direzione b XT) in P' non rimane in gene- 
rale ortogonale alla direzione k corrispondente al punto P, ma forma con essa l'angolo 

2 T ~ .  d s. 

Identica interpretazione compete pertanto a Phk d s, e cosl, anche sotto questo aspetto 

t6) Cfr. RlccI et LEvI-CIvla'A, loc. cir. xx). 
x T) Si vuol dire la direzione definita dai parametri ),~;~ (o dai momenti )'~ti). 
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geometrico, si ravvisa nei sistemi ( I I ) l a  generalizzazione della teoria elementare del 
triedro mobile. 

I4.  

Variet~t con una  congruenza  di curve parallele 
r ispet to a qualsivoglia  t rasversa le .  

Sia ~i(x,, x~, . . . ,  x )  il sistema coordinato covariante di una congruenza di 
curve in /1.. Vogliamo provarci a supporre che le curve di questa congruenza siano in- 
condizionatamente parallele, ossia che soddisfino alle condizioni di parallelismo lungo qual- 
siasi linea C. Scegliendo in particolare per C una linea della congruenza, appare intanto 
che questa deve essere costituita da geodetiche (w 7). In generale, tutto si riduce ad 
esprimere che le equazioni di parallelismo (in una qualunque delle forrne loro attribuite), 

t per es. le (I0, sono verificate in ogni punto di V ,s) e per qualsiasi direzione xj. 

Dacch~, esplicitando le d ~ ,  le (Ib) si scrivono 

Z x.--, 'Lo,; Z' i .... ,.), 

le ~ dovranno verificare le n' equazioni 

O x  i l . . . .  

le quali stanno ad esprimere che si annulla identicamente il sistema covariante ~ii primo 
derivato del sistema ~i" 

Dalle (28) segue in particolare 

O x  i - -  O x ,  ' 

donde apparisce che le ~ sono le derivate di una medesima funzione F. Perci6 la ( i3)  , 
o, se si vuole, la equivalente 

y I 
_ . i . i i  ~ "  

diviene 
A F - -  i (A parametro differenziale di I ~ ordine), 

mostrandoci che le ipersuperficie F---cost .  (di cu i l e  curve della nostra congruenza 
costituiscono le traiettorie ortogonali) sono geodeticamente parallele. 

,s) Si intende, al solito, di quel campo d i g ,  che si considera, entro cui si suppongono soddi- 
sfatte debite limitazioni qualitative. 

Rend. Circ. Matem. Palermo~ t. XLII  (z917) . - -S tampato  il 27 marzo xgi 9. 25 
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Assumiamo per semplicifft la funzione F come coordinata x ,  associandole, come 

coordinate x~, x ,  . . . ,  x ,  n ~ I integrali indipendenti della equazione 

v ( x . ,  O ) =  o (V parametro differenziale misto), 

con che le ipersuperficie coordinate x b - - cos t .  ( b - - I ,  2, . . . ,  n -  I)  sono ortogonali 

alle x - - c o s t .  Potremo in conformitk ritenere 

( 2 9 )  ~,.i, = o ( j  = i ,  ~, . . . ,  ~ - i ) ,  ~'""' : i ,  
nonch~" 

~ , i = o  ( j - - I ,  2 , . . . , n - - I ) ,  ~ . , = I ;  

e le (28) si ridurranno a 

o addirittura, badando alle identit~ 

e aUe (29), alle seguenti: 

liJni ~ a~,)a 2~,.1 b ij, h 

(i, j----- I, z . . . .  , n), 

aq,,, = o (i, j = I, 2 . . . . .  n). 

Ove si noti che le (29) equivalgono alle analoghe relative agli elementi reciproci: 

(29 ' )  a j = o  ( j =  I, 2, . . . ,  n - -  I), a , , - -  I, 

e si tenga presente che 

a,j,, = ~ -  \ o x j  + 3 ~  o,~,,l ' 
risulta in definitiva 

(28 ' )  0% Ox,, - - ~  ( i , ] = ~ ,  2 . . . .  , n - - O .  

Le (29 ' )  e (28')  mettono in evidenza che il d s 2 assume la [orma 

(30 )  a x:  + d ~,  

designando d , '  il quadrato di un arbitrario elemento lineare nelle n -  I variabili x ,  

x2, . . .  , x (a coefficienti indipendenti da x,). 

Siccome ~)  la f'orma (3o) ~ caratteristica per le varietfi che posseggono una sem- 

plice infinidt di superfide geodeticbe 20), cosl riconosciamo che sono in ogni caso conco- 

zg) Cfr. J. HAI~AMP, RD, Sur les dlgments lin3aires dt plusieurs dimensions [Bulletin des Sciences Ma- 
th~matiques, t. XXV (I9oi), pp. 37-4o]. 

ao) Si dicono superficie geodetiche quelle (eventuali) variet~ a n - - I  ~]imensioni immerse in una 
V,, le quail contengono tutta intera la geodetica di /I,, the congiunge due loro punti qualisivogliano. 
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mitculti per una varietit ~ le due proprietd di ammettere ~ '  superficie geodetiche e di 
contenere una congruenxa a parallelismo completo. 

I5. 

Differenziali  di 2 ~ o r d i n e -  Determinazioni  i n v a r i a n t i v e -  L e m m a  di Rlccr. 

In una data ricerca, sieno fissate le variabili indipendenti, per es. x,, .,~, . . . ,  x , .  
Come si sa dal calcolo, ~ sempre lecito risg'uardarne nulli i differenziali secondi d2x,, 
d*x2, . . . ,  d 2 x .  Una tale convenzione non ha per6 carattere invariantivo di fronte 
ai cambiamenti di variabili. Infatti, se si sostituiscono alle x~ n loro combinazioni indi- 
pendenti x i (x , x2, . . . ,  x,,), i differenziali secondi 

d ~ ~e~ - -  xr.:l c) x /0  x Z 

(calcolati in base alla ipotesi d ' x ~ - - o )  risultano in generale diversi da zero. 
Se si associa alle variabili una forma differenziale quadratica, riferendosi per es. 

alla metrica di una V (colle notazioni dei ~ precedenti), diviene agevole una caratte- 
rizzazione invariantiva. Basta assumere i d~x~ (non nulli, ma) definiti come segue: 

d x, + "r':' i x, . . . .  

Dalle equazioni delle geodetiche (~ 7), moltiplicate per d s 2, apparisce che tall d~xr 
sono quelli che spettano alle variabili lungo la geodetica spiccata dal punto generico 
(x , x2, . . . ,  x,,) nella direzione pure generica (dx  , dx2, . . . ,  dx,,). Questa inter- 
pretazione geometrica assicura a priori che la convenzione siaaccennata possiede il voluto 
carattere invariantivo, senza rendere necessaria una verifica materiale, che si potrebbe del 
resto effettuare in modo ovvio. 

Analogamente per la sovrapposizione di due sistemi indipendenti di incrementi 
dx~ e 8x~. Si potrebbe porre dSx i - - -8dxr  o, ma, mentre l'invertibilitk degli incre- 
menti d e 8 possiede, come facilmente si riconosce, carattere invariarMvo, lo stesso non 

delle posizioni d Sx~ = o. Noi le sostituiremo con 

~- t j  l l d x , S x i  (30  dSx, + §  i ,  = O~ 

le quali implicano 
d S x  i - -  8dx l ,  

e contengono .come caso particolare, per d = 8, le precedenti espressioni dei d2x~. 
L'invarianza delle (.3 I), di fionte ai cambiamenti di variabili, pub qui ancora essere 

desunta dalla interpretazione geometrica. Basta osservare che, ponendo materialmente 
8 x . - - ,  ~lll (con ~ costante infinitesima) le (3 I) si identificano colle (Is) , talch~ espri- 
mono come devono alterarsi le 8xi, per effetto dello spostamento (dx, ,  d x , ,  . . . ,  dx,) ,  



i96 T. L E V I - C I V I T A .  

onde definire direzioni paraliele fra loro. Questa proprietor invariantiva, oltre che con 
una verificazione diretta, si potrebbe controllare con un elegante artiticio formaic accc> 
nato da RIESIAmq ~)  e reso esplicito da WEBER ~). 

Dalle (31), tenuto presente che 

" 03 a~k d I - I - " ,,~= z , ~  x;= ~_ z,~o,;,~, ~,~,,~,x, = ~_ z, ;,[,~ l ' / l ,  o,, I;~ l]~x, , 

scende identicamente 

(32) 
c o m e  p u r e  

11 

d Ym.ik aik S x ~ x k --- o, 

d '~.xikaikdx~xk - - -  o .  

Queste relazioni equivalgono al risultato ben noto di calcolo differenziale assoluto 
che si annulla identicamente il sistema derivato covariante dei coefficienti a~k della forma 
fondamentale (lemma di RlCCI). 

16. 

Differenziali  d 'ordine superiore .  
Invariante, che compendia  i simboli  di RIEMANIq', 

fornendone gel modo pih diret to Fespress ione  esplicita.  

Merc~ applicazione ripetuta delle (3i),  rimangono senz'altro definiti (in funzione 
dei differenziali primi, dei simboli di CHRIsTorrrr., e loro derivate) anche differenziali 
superiori del tipo d' ~ d x i , ~ d' d x~, il simbolo d' dovendo naturalmente trattarsi alla 
stessa stregua d i d  e ~. 

Non si pub affermare che d' 8 d x~ coincida con 8 d' d x~, anti il calcolo effettivo 
mostra che ci6 non ~. Le differenze 

(33) u"~ - -  d ' ~ d x i  - -  ~ d ' d x i  

posseggono tuttavia la notevole proprietor di costituire un sistema contravariante. 
Per dimostrarlo, prendiamo in considerazione un sistema covariante ausiliario p;, 

costituito d a n  funzioni ddle x (senza intervento di differenziali), e partiamoci dall'os- 
servare che (in quanto il sistema p~ si suppone covariante) 

*/ 

ai )  |. c. a), p. 38i. 
aa) 1. c. a), p. 388. 
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un invariante. Lo ~ quindi (per essere del pari invarianti gli operatori d' e 8) anche 
la diffcrenza 

~1 ~l n t t  

o=a,~,p,a x,-~a, Z,p, a x, = a 'Z,  @ ,  d x, +p, aax,)-~ Z,(a'p, ax, +p,  a,dx,). 

Sviluppando materialmente, e tenendo presente che, per le (3I'), 

d' 8pi = 8 d'pl , 
si ha 

t l  t* 

G "~ ~ ; . , p i (d 'Sdx , -  8d' dx,) ~- ~ , p i u  "), 

n 

donde apparisce che anche ~ p ~  u I~ 6 un invariante. Da questa invarianza e dall'arbi- 

trariet~l ddle p~ (che sono funzioni delle x, vincolate soltanto a trasformarsi con legge 
covariante quando si eseguisce un cambiamento di variabili)segue la contravarianza del 

C. D. D. sistema u "1 definito dalle (33). 
Risulta quindi invariante 

n 

(34) I = Zik % u"l 8' xk, 

rappresentando 8' x k un arbitrario sistema di incrementi delle variabili. 
Dacch~ le (3I) porgono 

a' a d"' = - -  d' r § tt J l l a xj~ x' i 

,, ~  ,, i ,  = -  ~,i,b O'~'h d'x, d x j ~ x , -  Y~"i'l i I (d'dxi'~x' Jr-dx'jd'~.,q), 

8d' dxr ~--- --  8 ~7i l i 

. ot 'l Ox~ x, --  ~ j ,  i (~dxj x, + dxjBd' x,), 

per sottrazione (dopo aver scambiato b e d  l nella prima sommatoria) si ricava 

uli) __ d'Sdxi ~ 8d 'dx i 

Dalle ( 3 0  si ha ancora 

d'dxi --  --  h, j x,, . ht~ d ~ d x j = - -  ~ , l  j I xh~x,, 

talch~, scambiando gli indici in modo da poter raccogliere a fattor comune d xjd'x1~xh, 
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emerge 

�9 e si ottiene infine 

( 3 0  
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§ 2 4 7  ' " " [I II :l-I II 
d' u"t-~- iz~dxj x16x~,{ji, Ib I, 

designandosi con 

atjz ,I 
i simboli di RmMA~s di 2 a specie. 

Ore si passi a quelli di I* specie col porre 

~t 

(37) %,,~ = Y,a,kt//, zht, 
1 

la espressione (34) di I, in base alle (35), diviene 

(34') I -~- Zi ,h~ ajk.,b d x i d' x, ,~ x~, 8' x~ 

e mette direttamente in evidenza il carattere covariante dei simboli (37). Se non erro, 
questo il modo pifl rapido per arrivarvi. Quanto alle proprietor dei simboli stessi, com- 

pendiabili neUe formule 
a j k , l  b = ~ aj~, ,bl  

aj~,tt, - -  ~th,j!e 

non resta che riportarsi alia trattazione ordinaria, desumendole (la prima immediata- 
mente, la seconda con qualche trasformazione) dalle formule di definizione. 

Dobbiamo invece rivolgere la nostra attenzione alia interpretazione geometrica del- 
Hnvariante I nel caso parficolarmente importante in cui i differenziali indipendenti si 
riducono a due, coincidendo d' con d e 8' con 8. 

17. 

ParaUe logrammoid i -  Base e soprabase. 
Sviluppo delle coordinate dei vertici a partire dalla base. 

Sia P Q un generico arco di geodetica nella nostra /1.. Dai punti P e Q imma- 
giniamo spiccate due akre geodetiche in direzioni parailele. Esse formeranno (~ 8) con 
P Q uno stesso angolo 4. Si assumano su queste geodetiche due archi eguali 

P P '  - -  O.Q' ~-  ds, 

e si congiungano anche P ' e  ~ '  con un arco di geodetica. Si ottiene cosi un quadran- 
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golo geodetico che chiameremo parallelogrammoide designandone i due lati opposti PQ 
e P' Q' come base e soprabase. 

Indicheremo con xf ' ,  x(f ~, x(f '), x(i Q'' le coordinate dei quattro vertici P, Q, P', 
Q'; con ~),  ~.~) i parametri di direzione delle due geodetiche parallele nei loro punti 

l J l l  l ] l l  iva lor ideis imbol idiChris toffe l inquest is tess ipunt i .  di origine; con i ~,' i o_ 

Dalle equazioni delle geodetiche, a meno di termini d'ordine superiore al secondo 

in d s, si ha 

- -  2 ~ J t t  i t~ P : v ,  
(38) i 

" ~ 2 ~ i  t i 2 

Designiamo con ~xi le differenze xt~ Q I -  x f  ), e in genera|e con ~f i| divario fra 
le determinazioni di un qualsiasi elemento (numerico o geometrico)f~ passando da P 
a Q. Avremo per sottrazione dalle (38) 

Siccome, per costruzione, d s non si altera nel passaggio da P a Q, cosl, ritenendolo 
infinitesimo~ ponendo per brevit~ 

d'x~ = ~lds, 

e badando alia ( 3 0  per ~ = d, potremo anche scrivere 

(39) Dx~ x ~Q'~ -- x ~v'~ 8x, -3 r- 8dx~ + ~---~d~x, ( i =  x, 2 . . . .  , n). 

Di qui appare che le differenze D x~ delle coordinate omologhe dei punfi P' e Q' 
sono (colla convenuta approssimazione rispetto a ds) di prim'ordine rispetto alla varia- 
zione ~: val quanto dire che, indicando con 8s l'arco P Q e trattandolo come un in- 
finitesimo (indipendente da ds), le differenze Dxi risultano anch'esse infinitesime di 
primo ordine (almeno) rispetto a 8s. Le (39) ne forniscono pertanto una espressione 
che ~ esatta: 

fino al secondo ordine rispelto a d s ;  
fino al primo ordine rispetto a 8 s. 
Dal significato dei simboli d e ~, quali figurano nella (39), scende immediatamente 

che, come il d ~, anche i ~d e ~d ~ si esplicitano in base alla (3I). Ed ~ appena neces- 
sario avvertire che, a calcoli eseguiti, tutte le funzioni del posto vanno riferite al 
punto P. 

I8. 

L u n g h e z z a  d e l l a  s o p r a b a s e -  C u r v a t u r a .  

Rappresentiamo con a'~k i coefficienti del quadrato dell'elemento lineare in P'. Atteso il 
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comportamento testb ritevato delle D x~, potremo risguardare 

n 

(4 ~ ) ~ ,~a;kDx~Dxk  

come espressione dd quadrato ddla distanKa p - 7 ~  a meno eli termini d'ordine supcriore 

aI secondo, rispetto sia a d s  che a 8 s. 
Giova riportare (colla s~essa approssimazione) anche i va|ori a~ al punto P. M- 

l'uopo basta sviluppare lungo la geodetica PP' ,  trascurando i termini in ds3; si ha 

quindi 

(4~) % = % + daa + z %"  

Un analogo trasporto si pub mettere in e,ddenza in nna generica Dx~, aggiungendoe 

togIiendo il termine ~- d 'ax ,  (e ricordando che 8 d x , - - d ~ x ~ ) .  Le (39) divengono 

in conformit~t 

(39') 
dove 

(42) 

(43) 

Come si vede, 

D x i D' ~ x i • v "~ 

D'Sxr  " -  8x  i "-}- d~x i  "-~ L d ~ x , ,  

v (i~ - -  d S d x  i ~ 8d~x~ ( i =  t, ~ . . . . .  n)., 

I e v  "1 sono di terz'ordine (secondo in d s e primo in 8s). Perci6 Ia 
materiale sostituzione ndia (4o), a meno di termini d'ordine compiessivo superiore a~, 

quart% d~t 
- g l  

In base alte (4I), (42), e colla stessa approssimazione, il primo sommatorio pub essere 

posto sotto la forma 
+ + 

dove 
,1 

- - -  

e i l  secondo sommamrio pub essere ridotto a 

] --= ~ik a~ v ~ ~ x k . 

Ora, in virtfi della (33), dSs~ si annuila identicamente; lo stesso avviene quindi 

di d~Ss ~. Rimane in conformit~l 

(44) P' Q " ~ -  f f -Q~- -  f '  

ma resta da attfibuire ad J la sua espressione definitiva. Questa risuha dalla circostanza 
che, a norma &lie (43), J si pu6 considerate come un caso particohre dell'invariante 
1 definito dalla (34): basra assumervi d' coincideme con d e 8' con 8. Si ha perci6 
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dalla (34') 
n 

(45) J = ~il~k aik,tl, d x i d x I ~ x~ ~ x k . 

Siamo ormai in grado di fornire una caratterizzazione intrinseca della curvatura 
sotto la forma geometrica seguente: 

Costruito in V un parallelogrammoide infinitesimo P Q P' Q_', si faccia il rapporto 

(46) K = ff-QQ2 _ p, ~Q,~ 
(dsSs sin +)2 

fra la differenzg dei quadrati della base e della soprabase e i l  quadrato dell'area del pa- 
rallelogrammoide 2a). Questo rapporto, cio~, in virta della (44), 

(47) K - -  l 
(ds~ssin+) ~ 

costituisce la curvatura riemanniana di ~ in P secondo la giadtura del parallelogram- 
moide. La coincidenza colla espressione ordinaria 2r scende dalla (45). 

Una volta riconosciuto che K dipende soltanto dal punto P e dalla giacitura, si ha 
dalla (46) il corollario seguente: Tutti i parallelogrammoidi equivalenti che insistono 
sulla stessa base (e appartengono alla stessa giacitura) hanno soprabasi di eguale lun- 
ghezza. 

Vorrei ancora rilevare, dal punto di vista sistematico, che il procedimento ora 
svolto, oltre a stabilire una nuova proprietor della curvatura riemanniana, presenta sulla 
trattazione ordinaria il vantaggio di evitare qualche sviluppo formale. Di solito infatti 
si definisce, in uno dei modi segnalati da GAuss, la curvatura delle V ;  e si passa aUe 
V ,  facendo intervenire le Y 2 costituite dalle geodetiche di una stessa giacitura. Si ri- 
chiede quindi un discreto calcolo per riconoscere chela curvatura riemanniana di queste 
V 2 ~ data dalla (47). 

Se invece si adotta per K la definizione geometrica (46), da un lato riesce pill 
espressiva la traduzione analitica che porta alla (47); e dall'altro, valendo naturalmente 
la medesima definizione anche per n - - 2 ,  appare manifesto che la curvatura di V, 
desunta da 'un generico parallelogrammoide coincide con queUa di qualsivoglia V2, la 
quale (al limite) contenga lo stesso parallelogrammoide. 

N O T A  C R I T I C A .  

Gi~l rilevammo nel w 15 che le espressioni (31) 

§ tJlldxjSxl=o 

as) Pi~ precisamente, di qualunque pezzo di superficie a due dimensioni avente il parallelogram- 
moide per contorno e tendente a zero con esso. 

a4) L. BIANCm, loc. tit. x), pp. 34i_342. 
Rend. Circ. I~latem. Palermo, t. XLII ( t g H ) . - - S t a m p a t o  il 28 marzo xgt 9. 36 
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dei differenziali di 2 ~ ordine non differiscono da quelle cui si 
comprensiva definizione di RIEslAsx. 

Dallo stesso ~ risulta altresi che, con queste espressioni 
si ha identicamente (lemma di RIccI): 

~ds  ~ = dSs  ~ = d,z, = ~a, - -  o, (48  ) 
dove 

~t 

--- ~ d x i ~  ik fgik Xk , 

e d s ~, 8s ~ stanno, ben si intende, per 

~t ~ ka~ d xid xk 

rispettivamente. 

e ~, ~kaik~X~Xk' 

perviene esplicitando la 

dei differenziali secondi, 

In questa condizione di cose non sembra ambiguo il significato da attribuire al 
trinomio considerato da RtEMANN: 

R - -  82ds 2 - -  2 d ~ ' ~  -{- d28s ~, 

e un tale significato, in virtfi della (48), implica necessariamente R - - o .  
RIEMAN~ afferma invece 2s) : ,~ Haec expressio [cio~ R] invenietur --" J ,  [avendo J 

il valore (45)]. WEBER, nei suoi chiarimenti, si diffonde sul modo di introdurre i dif- 
ferenziali secondi 26), ma, dopo averne ricavata l'espressione esplicita, dice semplice- 
mente 27): , woraus man leicht den Ausdruck erh~ilt R - =  J~). 

Probabilmente, nella R di RIE~ANS, C'~ soltanto un qualche vizio di scrittura, che 
ne vela il concetto. Mi lusingo di aver sostanzialmente ricostruito tale concetto, ma 
non potei aggiustare il simbolo. Se la cosa & fattibile, sar'k bene rendere, anche su 
questo particolare, piena giustizia al genio di RIE-~tAXS. 

Terminer6 con una osservazione circa il calcolo delia curvatura con riferimento a 
speciali variabiii, che ~ indicato da RIEMANS ~S) e sviluppato da W~.BUR ~9). Ecco in- 
tanto di che si tratta. 

Si scelgano coordinate x ,  x~, . . .  , x tall che, in un determinato punto P, si an- 

n u l l i n ~ 1 7 6  ( c ~ 1 7 6 1 7 6  messo in evidenza da 

WEBER). Si considerino due sistemi indipendenti di differenziali d x~, ,~x~, risguardando 

2s) I. c. ~), p. 38x. 
26) Aggiungendo, senza alcuna giustificazione, le condizioni supplementari 

d28s 2 ~ 8 2 d s  2 ~ -  2d8~ .  

In virt~l delle (48) (e semprech~ si debbano leggere le formule come effettivamente sono scritte), 
va tutto a zero. 

~7) 1. c. 2), p. 388. 
28) I. c. a), p. 26I. 
29) I. c. 2), pp. 384-387. 



NOZIONE DI PARALLELISMO IN UNA VARIET)L Q.UALUNQ_UE E CONSEGUENTE, ETC. 203 

nulli tutti i differenziali secondi d =x~, dSx~, 8dx~, 8 ~x~. Dicansi P' e Q i punti di 
coordinate x~-1-dx~,  x~-t-" axe; a'bk i coefficienti del quadrato dell'elemento lineare in 

P'. Posto in particolare 
*t 

( a s ' ) , , ,  = 

si applichi alle a' lo sviluppo di TAYLOR rispetto agli incrementi d, fino al secondo 

ordine incluso. Con tale approssimazione si ha 

I ,, ~a~k dx jdx~Sxb ,  ~ 
= a :  + - ;  Z,,:,  x ax, "" 

il as ~ e le derivate seconde riferendosi, ben si intende, a P. Come mostra WEBEr, per 
il modo con cui sono state fissate le variabili, intercedono speciali relazioni fra i valori 
delle derivate seconde ddle ahk in P. Tenendone conto, con qualche trasformazione, si 

trova 
,, r" -,,2 a 2 o~ a h / 

) -';-I,~iz 2 k c ) x j c ) x  I O x ~ c ) x ~  c~xkc)x  z c~xt, c) xi_ ] 

II sommatorio si pu6 risguardare come l'espressione, che, in base alla formula (45), 
assume - - I ,  quando si adottano le variabili x particolarizzate come sopra si ~ detto. 

Perci6, badando alia (47), ricaviamo 

(49) ('8 P)v" - -  8 s ~ I K, 
(d s 8 s sin q,y 3 

che RI~.MAm,/, nel passo citato, enuncia a parole (molfiplicando ambo i membri per 4, 
onde mettere in evidenza nel denominatore l'area deI triangolo P P'O-.). 

Vengo finalmente alia mia osservazione. 
Detto Q* l'estremo dell'elemento lineare (~ s)i~. (corrispondente agli incrementi a xi) , 

la (49) si scrive 

(49') p , Q :  _ ~ 2  _ z K;  
(d s a s sin ~)2 3 

mentre la (46) (cambiata di segno) porge 

(46') P' Q--* - -  ~ - -  - -  K. 
(dsSss in+)*  

I secondi membri stanno, come si vede, nel rapporto di I a 3. La non coinddenza 
manifestamente dovuta al fatto che il punto Q' (quarto vertice del parallelogrammoide), 

cui si perviene col procedimento invafiante, ~ ben distinto dal punto Q* di RI~.MA~, 
definito analiticamente con riferimento a speciali variabili. 

Per localizzare il divario sulie formule, giova riferire (come ~ naturalmente per- 
messo dato il carattere invariantivo) anche il nostro procedimento alle speciali variabili 
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di RIEMAlqlq. Le (31) danno allora, in quanto si riferiscono al punto P, 

d~ xi = d B x  i - -  ~dx~ = ~2 x~ - "  o; 

ma non ne segue cbe debbano annullarsi nello stesso ])unto ancbe i differenziali superiori, 

come ~d~xi ,  d '~x~,  ecc. I1 calcolo di RmMA~lq ~ invece basato suU'ipotesi che si an- 
nullino tutti i differenziali d'ordine superiore al primo: ipotesi anch'essa legittima~ ma 
non dotata di carattere invariantivo (di fronte ai cambiamenti di variabili). Non deve 
dunque sorprendere che i risultati sieno diversi; si rileverA piuttosto la fortuita analogia 
delie formule (49') e (46'), i cui secondi membri differiscono soltanto per un fattore 
numerico. 

Padova, novembre I916. 

TOLLIO LEvI-CIVlTA. 


