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SULL’ELETTRODINAMICA DI MINKOWSKI.

Memoria di Max Abraham (Milano).

Adunanza del 23 gennajo 1910,

§ 1.

INTRODUZIONE.

In un precedente lavoro *) ho sviluppato un sistema dell’elettrodinamica dei corpi
in movimento, il quale, conformandosi ai principi generali della teoria di MAXWELL e
Hertz, abbraccia le teorie moderne di E. Conn, H. A. Loren1z e H. MinkOWSKI. Per
il caso speciale della teoria di MiNkowsk1 risultd un’espressione della forza pondero-
motrice, che differisce dall’espressione data da MiNkowskr stesso; affermai che quella
espressione soddisfa al principio di relativita.

Nella presente Nota sard provata questa affermazione. Premetterd, nel § 2, alcuni
teoremi relativi ai vettori di quattro dimensioni, gid contenuti essenzialmente nella Me-
moria di Minkowskr ?) che saranno applicati in seguito; ho creduto essere utile di
dare all’analisi vettoriale di quattro dimensioni una forma, che, adattandosi all’analisi
tredimensionale, permette di scendere subito dalla varietd quattrodimensionale di spazio
e tempo allo spazio tredimensionale.

Nel § 3 s’introducono grandezze, che chiamerd « Tensori di quattro dimensioni».
Essi sono una generalizzazione dei tensori %) tredimensionali, che caratterizzano, per
esempio, lo stato di tensione di un corpo elastico. Il tensore quattrodimensionale, che
occorre considerare nell’elettrodinamica, contiene, nelle sue dieci componenti, le sei
componenti delle pressioni elettromagnetiche, le tre componenti della corrente d’energia
e la densitd dell’energia elettromagnetica. Sard formato un tensore di quattro dimensioni,
le cui componenti sono identiche ai valori delle pressioni, della corrente d’energia e

Iy M. ABRAHAM, Zur Elektrodynamik bewegter Korper [Rendiconti del Circolo Matematico di Pa-
lermo, t. XXVIII (2° sem. 1909), pp. 1-28].

2) H. Minkowskl, Die Grundgleichungen fiir die elekiromagnetischen Vorginge in bewegten Korpern
[Nachrichten von der Kgl. Gesellschaft der Wissenschaften zu Géttingen, Jahrgang 1908, pp. §3-111].

3) M. ArcrauaM, Geomeirische Grundbegriffe [Encyklopidie der Mathematischen Wissenschaften mit
Einschluss ihrer Anwendungen, IV, 2, pp. 3-471.
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della densitd d’energia elettromagnetiche, dedotti nel mio lavoro citato dai principl ge-
nerali dell’elettrodinamica dei corpi in movimento.

Ne risulta, che questi principl sono compatibili col postulato di relativitd; la sim-
metria delle equazioni del campo elettromagnetico per lo spazio vuoto, che si esprime
nella trasformazione di LorenTz, pud essere data anche alle equazioni elettromagnetiche
per i corpi ponderabili, scrivendole, sia sotto la forma di MiNkowskI sia sotto la forma
equivalente di LoreNTz, senza contradire a quei principi.

Mmvkowskr ha gid dato alle equazioni di movimento di un punto materiale una
forma invariante per le trasformazioni di Lorentz. Perd, egli ha creduto necessario
aggiungere alla forza elettromagnetica ponderomotrice una forza addizionale, incompa-
tibile #) col mio sistema dell’elettrodinamica. Nel § 4 scriverd le equazioni di movi-
mento cosl, che sodisfacciano al principio di relativitd, senza introdurre la forza addi-
zionale di Minkowskr. Invece bisogna ammettere, che la « densitd di riposo » della
massa non sia costante, ma che cresca ogni volta, quando la corrente elettrica sviluppa
calore di Joure nella materia; questa ipotesi fu gid prima, da A. EInsTEIN e da
M. Pranck, messa in rapporto col principio di relativitd.

Perd mi pare dubbioso, se proprio il concetto di spazio e tempo sviluppato da
Mmvkowskr ®) sia una base possibile della meccanica razionale. Anzi la cinematica dei
sistemi rigidi, che M. Borx ®) ha voluto adattare al gruppo di Lorentz, offre diffi-
coltd considerevoli, come G. HercLoTz 7) ha dimostrato: il corpo rigido nel «mondo»
di Minkowskr non potendo essere messo in rotazione.

§ 2.

Vettori di quattro dimensioni.

Una trasformazione lineare delle quattro coordinate x, y, g, #, che ha I'invariante
Xy 1+
si dice, secondo MINKOWSKI, « trasformazione di LoRENTZ ». Noi ci limiteremo in seguito
al gruppo delle trasformazioni ortogonali, ciot delle rotazioni dello spazio di quattro
dimensioni.
Un sistema di quattro grandezze, che si trasformano come le coordinate x, v, z, #,
si dice « vettore quattrodimensionale di prima specie » (V4). Proiettandolo sopra lo spazio

4) Vedi 1a discussione fra G. NorpsTROM e M. ABraHAM [Physikalische Zeitschrift, Jahrgang X
(1909), pp. 681-687, 737-7411.

5) H. Minkowsk1, Raum und Zeit (Leipzig, Teubner, 1909).

©) M. Born, Die Theorie des starren Elektrons in der Kinematik des Relativititsprincips [Annalen
der Physik, Bd. XXX (1909), pp. 1-56].

7) G. HerGLoTZ, Uber den vom Standpunkt des Relativititsprincips aus als « stavr » 7u begeichnen den
Kirper [Annalen der Physik, Bd. XXXI (1910), pp. 393-415].
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tredimensionale delle x, y, z, le tre prime componenti del V} costituiscono un vettore
tredimensionale (77), 1, la quarta (#) uno scalare tredimensionale (§°).

Vettore quatirodimensionale di seconda specie (V%;) si chiama un sistema di sei gran-
dezze, che si trasformano come le espressioni seguenti, formate dalle componenti x ,
Vos Loy U, € Xyy ¥,y %y, #, di due Vi:

X X
ax — yI z.l , a‘v —_— Z.I I , a( — I y! ;
y2 (2 i Z-Z xz x2 yz
(I) X U U
u
Bx — I I B — yl I s 5 — z—l I
x, W, Ty, o, oz, o,

Evidentemente, proiettando sopra lo spazio tredimensionale, il V%, risulta composto da
due 77, che, nel simbolismo dell’analisi vettoriale ordinaria, si scrivono:
(Ia) a:[r1r2]7 B:rxuz —rzux‘
Da due V%:
r, 4 e T,

I

si pud comporre uno scalare quattrodimensionale (§*) nel modo seguente:

(2) S=xxx+yyx+Z.Z-r+uu1=rrl+uux'
Inversamente, da uno scalare quattrodimensionale qualunque ¢ (x, y, z, «) si ottiene,
derivando rispetto alle coordinate, un V}:
=99 _9¢ — —
(3) X"'é‘&) Y—Wa Z =t U=5".
Dunque gli operatori

e] 0 ) 9
ox’ oy’ 97’ ou
si trasformano come le componenti di un F%; questi operatori furono chiamati da
Minkowski le componenti dell’operatore «lor ».
Da quattro 7% si pud comporre un S*, che determina lo spazio del parallelepipedo
dei quattro vettori:

Xy z %

— xl yl Z—l u'x

(4) CP o x2 yz Z,z u2
x3 y3 Z-3 u3

Applicando a questo $* lo schema (3), si ottiene un V%, composto da tre altri V%,
t,u, T4, ¥ 4, le cui componenti sono:

272
_afp___ b4 I )] _aCP_ 1 I 1
X_a_x_ yz (2 27 Y'—g&—_ (z xz 2|
(5) ¥ % % iRy X
X0 % X W X
_aq)—— —%__ I 1 1 '
Z—a—i'_ xz yz 2| U—au— xz yz Zz >
x3 y} ui‘ x3 yi z'3
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scrivendo nel modo vettoriale, si ha:
o = u[5,5] + 0[5, + 1,5
=—1,|1,1,
Cancellando l'indice 3, scriviamo il V% ottenuto:
R=ulr,r,)+[r, t,u, —r,u]
U=—z[r1,]

e introduciamo, invece dei /% {r,, u} e {r,, u,}, il V%, {a, b}, composto da essi secondo
la regola (1,). Allora risulta:

6

ciot un V%, composto da un V% e un V.
Si ottiene un altro V%, permutando nelle espressioni (6) 1 /? a e b. Per dimostrare
questo formiamo i due S*:

R = ua 4 [rb],

U= —rq,

e, uu, e tr,4uu,.
Moltiplicandoli rispettivamente coi V}:
—7r, —U ¢ +f‘, +u’17
e sommando, si costruisce il V%:
m, = r:(trz + u'uz) - rz(rrx + uul)’
U' = ul(tt2 + uu’) - uz(ttx + uul)’

R = u(rx , — 1, u:) + [t [t! tz]]’
U=—(,ru —rzmn)
Introducendo, mediante le (1,), il V3, {4, b}, risultano formule, analoghe alle (6):

© B

dove a e b hanno cambiato il posto.
Nellelettrodinamica di MiNkowskr intervengono quattro 77, ciod le eccitazioni
elettrica e magnetica D e B, e due vettori ausiliari € ¢ §, che formano due 7%, :
B, —i€ e o —iD.
Poi si ha il 7} « velocitd »

che pud scriversi:

i
fi—¢’  Vi—¢
(q designando il vettore velocitd tredimensionale riferita alla velocitd della luce).
Combinando questo V} col V}, {8, — i€} secondo lo schema (6,), si ottiene il 7%:

g — &+ [4%8] I (1)
(7) 1/—1—_—7’ U—V;—_-_—q,7

che Minkowski -ha chiamato la « forza elettrica di riposo ». Invece, dal V* « velocitd »
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e dal 74 {— i9, — D}, combinandoli secondo lo schema (6), si ottiene il 7}, che
si dice « forza magnetica di riposo »:

w__9—[19] w . _1(19)
® R = S Ur = —~—=.
Y1—q V1—¢
I vettori «forza elettrica e magnetica di riposo» sono connessi coi 7?, che deter-
minano le forze ponderomotrici su poli elettrici ¢ magnetici in moto e che ho nel primo

lavoro scritto €' e §':

(9) , € =6€+[4%], & =29—[1D]
Evidentemente si ha:
(9.) R =F"E, U =ik (q€"),
(9:) ®'=r'%, U =ik"(@9)
ponendo
) k=1V1—1q" .

Dai due 7}

iR, U} e {®/", UM
componendoli secondo la formola (1), si ottiene il V%;:
a=Fk"[€ 9]
b= ik *{€ (19") — ' (1 &)} = ik [a[€ §7]]

Introducendo il 73:

10) I"'=[¢9]
Pultimo V%, pud scriversi: ,'
(11) a=k"Y, b=1ik*[q]

Moltiplicando il 773 §' per la velocitd della luce (¢), otteniamo il vettore «raggio relativo»
del mio primo lavoro [L. c. '), equazione IV].

Finalmente componiamo il V%, rappresentato da (11), col /% «velociti» secondo
lo schema (6). Il 7% cosi calcolato é:

%:Mﬂ%+MWm,
U=—k7(fl).
Moltiplicandolo per (— 7), giungiamo al V% « raggio di riposo» di MINKOWSKI:
R="F"1 4 £7q(al)
(12) % U =ik (@af).

§ 3

Tensori di quattro dimensioni.

« Tensore quattrodimensionale » (T*) diciamo un sistema di dieci grandezze, che si
trasformano per le trasformazioni ortogonali di LoreNTz, come si trasformano i qua-
drati e prodotti delle coordinate x, y, z, u:

, ¥, Ly ¥y X% Xy; Xty yu, u;  w.
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Proiettando sopra lo spazio tredimensionale delle (x, y, z), le sei prime componenti
formano un tensore tredimensionale (T17%), trasformandosi come i quadrati e prodotti
delle (x, y, 2); le seguenti tre componenti del T* costituiscono un V?, la decima uno
scalare §%.

Le quattro componenti dell’'operatore «lor » trasformandosi come componenti di
un V%, si pud, da uno scalare quattrodimensionale ¢, dato come funzione delle x, y,
%, %, dedurre un T*, derivando due volte rispetto a x, y, 2, #

Qz—g az? Qz_? az? az? az? ) az? az? az? ) ach
9x*’ 0y*? 9g’’ 9ydz’ 0z0x’ 0xdy’ Oxdu’ dyou’ Ozou’ Ou’’

Se & dato un S*, funzione omogenea quadratica delle x, y, z, u

(P(x7 y’ ZJ 1”')_ 2 nx + 2 22y + 2 ;3
(13) + oy 4 e xx 6, xy
+614xu+624yu+634(u+ 2 44 7

i 10 coefficienti:

¢ ¢ c ¢ €5 ¢ ¢ €, ¢

C“, 22) 337 239 312 147 249 44

costituiscono un tensore quattrodimensionale.
Nellelettrodinamica dei corpi in movimento valgono le equazioni dellimpulso e
dellenergia ®):

—_ Y Z
®, ox + dy + 9z ot '’
0 o 2z 3% I oy
‘_ax+ay +8( —ot?
96, 08, 08 93y
@+ 0=—F =57 "37 ot

Per dare a queste quattro equazioni una forma piti simmetrica, poniamo:

5) w=ic, ®—i®+i2, U=y

(15) X, =—icg, Y,=—icg, Z,=—icg;
i —1 —1

(15,) U,=—-—6, U="8¢, U="¢

8) M. ABrAHAM, L c. ), equazioni (6) ¢ (7).
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Allora esse diventano:

0X, X,
®, = 8x+ay+8(+au

RAFILLNRL A 2 e
(16) ay 8( ou’

| 57
D x 3 ( u
S‘<“ax+ay+az+au’

oU, , oU, oU,
®.= 8x+8y+8(+8u'

Ora, nella teoria di MiNkowskl, il sistema delle quattro grandezze

8, &, &, 8

x? y? u)

z)
delle quali le tre prime sono le componenti del 7?3, che determina la forza ponderomo-
trice per l'unitd di spazio, deve costituire un ¥7%. Le 16 grandezze X_, X,..,U,0,
dalle quali quel sistema si deriva mediante le equazioni (16), devono trasformarsi in guisa
che questa condizione sia soddisfatta.

Noi determiniamo queste 16 grandezze nel modo seguente. Esse si riducano a 10:
(I7) Xx7 Yy, Zz’ Y(=Zy’ Zx=X(’ ‘Xy: Yx;
X, =U, YuzUy, Zu=U(, U

u?
che sono le componenti di un T*.

Allora, dalle proprietd di trasformazione delle componenti di un T* e delle com-
ponenti dell’operatore «lor », segue infatti che le quattro grandezze, detivate da (16),
si trasformano come le coordinate x, y, z, # di un punto dello spazio quattrodimensio-
nale, cio¢ come componenti di un V%, conformandosi al principio di relativitd. Perd
la determinazione scelta da me non & la sola, che corrisponde a questo principio. Anzi
Minkowskr stesso ha preferito un’altra determinazione, che non soddisfa alle condizioni
di simmetria, contenute nelle (17). Ma la determinazione postulata dal mio sistema del-
Pelettrodinamica dei corpi in movimento & quella indicata ora.

E nostro scopo di formare un T% le cui componenti corrispondono alle espres-
sioni indicate nel primo lavoro per il caso speciale della teoria di Minkowskr. Provato
questo, ¢ evidente che queste espressioni soddisfanno al principio di relativitd.

Otteniamo un tale 7%, calcolando un S* della forma (13), ciot una funzione omo-
genea quadratica delle x, y, z, u, invariante per le trasformazioni di LorenTz:

(18) o(% 3 3, #) = P(x, y, ) —iu(c)) + S0’
Dall’$, funzione omogenea di secondo ordine delle x, y, 1
(18) @(% 3 V=5X2+ Yy + 22+ Y yz + Zzx 4 X xy,

si ottengono le sei pressioni di Maxwerr; il 77, designato adesso con §, ci da, secondo
(15,,) nello stesso tempo la corrente d’energia & e la densitd dell’impulso elettroma-
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gnetico g:
I
(18,) i=cg=—c—©;

finalmente, la decima componente del T* derivato da (18), ¢, determina la densit del-
Penergia elettromagnetica.

Per giungere ad uno scalare quattrodimensionale adatto, funzione omogenea di
secondo ordine delle coordinate x, y, z, #, con coeflicienti bilineari nelle componenti
dei vettori elettromagnetici, formiamo prima, secondo lo schema (6), dal raggio vettore
nello spazio di quattro dimensione {r, #}, e dal V%, {a, b}, il V4:

R = ua - [rb], U=—(ra).
In modo analogo, da un’altro 7%, {a’, 9’} e dal /% {r, a} si compone il V}:
R =ua +[r0'], U =—(ra").
Ora, secondo lo schema (2) si ottiene il S*:

S=RR +UU =uad’ 4 ua[eh’] 4 ua'[vh] 4 [b][xb'] 4 (ra)(za’),
che pud scriversi:
(19) §=(ra)(re') — (sB)(xb) + ¥ (68) + us[6a'] 4 uz[5'a] + 4 (aw).

Come segue da (6,), si pud permutare a con b e a’ con b’, e ottenere in modo
corrispondente un’altro S$*:

(19,) S*=(B)(b)—(va)(ra’) 41" (aa") f-ur[ab'] 4 ur{a’b] 4 4’ (05").
Ponendo
49 =35 — 5
2¢ = (ra)(ra’) — —1*(aa’) — (vb)(xb") - - 1*(6Y")
+ us[5a] 4 u3¥a] 4 L {(aa’) — BB},
Adesso, identificando la funzione ¢ omogenea di secondo ordine delle x, y, z, #,
invariante per la trasformazione di LoreNTz, con I'S* dato da (18), si trovano le espres-

risulta :

(20)

sioni:

(20,) 2@ = (ra)(za’) — ' (aa’) — (xb) (") 4- = ¢*(60"),
(20,) 2] =i[ba"] 4 i[b'a),
(20,) 2¢ = (aa’) — (b0").

Introduciamo i V%, elettrodinamici di MiNkowski, ponendo

(1) §a=@, b = —iD;

o' =28, bV=—1iC
Allora risultano, tenendo conto di (18,), le espressioni seguenti:
(1) X+ Yy + 22+ 2V 32+ 24,25+ 2X,xy
= (+6)(xD) — 27 (ED) + (+§) (¢B) — 1T (9 B),
(21,) 2f = [6§] + [D%],
(21) ‘ 2y =CD 4 H8.
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Esse ddnno per lo spazio vuoto, dove D e €, § e B diventano identici, i valori
conosciuti delle pressione di MaxweLL, della corrente e della densitd dell’energia. Per
corpi ponderabili nello stato di riposo, i valori (21,) e (21,) delle pressioni e della den-
sitd dell’energia sono accettabili, invece il valore (21,) no, perché, essendo

D=1:C B=1pYy,
la corrente d’energia sarebbe
o =ci=(tF)qes)
che dalla corrente data dal vettore di PoyntiNG
€ = c[€9],

(”‘: I)c[@@].

Dunque noi dovremo sottrarre dall’invariante ¢, dato dall’equazione (20), un’altro
S*, che contiene come fattore (¢p — 1), eguale a zero per lo spazio vuoto.
Per ottenere un tale $%, consideriamo due V%; prima il V¥ « velocits »

differisce di

v, =FkTa, u =ik,
poi il «raggio di riposo», dato dalle equazioni (12):
R=F"1+E a(@f), U=ik’(@f)
Introduciamo il 77
(22) B=(ep — DF"R=Cp— DT+ £ (i)}
(ep- — 1) essendo un ¥
r,=(p— DR =B,
u, = (ep — 1)U =ik(q¢BW),

costituiscono un V#%.
Ora componiamo, secondo lo schema (2), due $*:

v, 4 uu, =k {(vq) 4 4},
vr, + uu, = k{(cBW) + iu (g W)},

entrambi lineari nelle x, y, z, #, ¢ moltiplichiamoli. Allora risulta un $*, funzione
omogenea di secondo ordine delle x, y, z, u:

(23) 2y = (EQO)EB) + (iur, B4 (@ B)) — o (4B).
Sommando gli S% ¢ e y, dati da (20) e (23), formiamo il nuovo S§*
(24) =¢-+ 1L

e prendiamo questo, invece di 9, come invariante caratteristico, determinante le pres-
sioni, la corrente e la densitd d’energia elettromagnetiche, ponendo:

f(x 3, 3, w) = @(x, y, R) — iu(zf) +';_“2"l"

Rend. Cirs. Matem. Palermo, t. XXX (20 sem. 1910), — Stampato il 18 marzo r910. 6
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Allora risultano, invece di (21,, ), le formole:

a,b,c

20 =X+ Yy 422+ 2Yyx+2Z3x+2X xy
C) 1 o)D) — P ED) + (H)EB) — ¢ (HB) + )EB)
(24)) 2f = [E§] + [0B] — B — 1(1B),
(24) 24 = GD + $B — 2(41B).

Questi valori sono identici a quelli derivati dal mio sistema dell’elettrodinamica dei
corpi in movimento nel ptimo lavoro, per il caso della teoria di MiNkOwsKI.
In questa teoria valgono le relazioni 9):

D=c® —[1§), €= —[¢9]
B=p9 446, H=9 +[a9]
Un calcolo, che non riproduciamo, ci di

[DB]—[€H) =k (cpr — D[EH) =k (e — DY
D’altra parte si ha, secondo (22):

(25)

(26) B — q(q%) = k(e — 1)
Dunque vale la relazione:
(26) B —q(qB) =[2B] —[€9],

formola gid trovata nel primo lavoro *°).
L’equazione (24,) percid pud scriversi

(26i,,) f =[€CH] — q(aBW),
(26,) j=[2%] — B.

Evidentemente da (26,) e (18,) risulta per il caso di riposo la corrente d’energia
postulata dal teorema del Poynting. I valori della corrente d’energia e della densitd
delPimpulso si accordano con quelli trovati nel primo lavoro **). Anche lespressione
(24,) per la densitd d’energia fu gid indicata I **).

Resta da provare, che le pressioni elettromagnetiche, determinate dall’equazione
(24,), sono le stesse che risultano dal primo lavoro.

Per dimostrare questo, bisogna introdurre le « pressioni relative », definite da *®)

X=X +af, X=X+49qi, X=X-ai;
YL=Yx+qxfy’ Y;=Yy+qyfy7 YQZY(—I—q(fy;
Z;=Zx+qxf(7 Z;:Zy—l_qy{(’ Z'(=Z(+q(f<.

9) M. ABraHAM, L. c. 1), equazioni (36) e (37).

10y M. AsraHaM, L. c. ), equazione (40).

Ity M. ABraHAM, L c. '), equazioni (40), (40,) e (42).

12y M. ABraHAM, L c. T), equazione (44,).

13) M. AsranaM, L. ¢, T), equazione (10), dove si deve porre W =c¢q, { =c¢g.
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Tenendo conto delle condizioni di simmetria:

G ha Y =2, Z, =X, X =17,
Y; - Z; = quy - qyfz’

Z,— X, =qf —al,
X —Y =qi —ali,

relazioni che sono, come ho dimostrato nel primo lavoro, soddisfatte dalle espressioni
indicate per le pressioni relative. Basta dunque provare che, per la funzione

20" = X ¥ + Yy 4 23 + (V4 Z)y2 + (2, 4 XDxx + (X, + Vs,
ponendola eguale a
20" = 2@ + 27q.f 4 y'q, i + Cal
ia s + (0,7 F ad)yx + (o, + 0. 9)zx + (0.5, 4+ 9,10y,
(27) 20" = 2@ + (rq)(rf),

e introducendo il valore (24,) di 2®, si trova un’espressione identica a quella che ri-
sulta dalle formole fondamentali (/) del primo lavoro. Queste ultime dinno

(27.) 29 = (@) (D) — ;v(ED) + (¢ H)(+B) — 77(§'B).

La identitd dei valori (27) e (27,) sard dimostrata provando che ¢ soddisfatta la
relazione:

(28) C)ED + C)EB)
= (1, € —E)(xD) + (1, & — P)B)— L (& — € D)+ (&' — §, B)}-

Tenendo conto delle (26,) e (25), essa si scrive
Q) (:[DB]) = ¢[aB]) (D) — x[4DN(EB) — 5 w{(D[4B]) — B[4 D]}
= t[q, BED) — DEB)] + ¥ (2[DB].
Adesso, essendo identicamente
[5, B(:D) — D)) = — [a[:[#8]] ] = — *([2B] + )[D%],
la parte seconda dell’equazione (28,) da infatti:

(ra) (x[DB]),

cosicche la relazione (28) ¢ identicamente soddisfatta. Dunque, dalla formola (27,), po-
stulata dal nostro sistema dell’elettrodinamica, seguono per il caso speciale della teoria
di Mingowsk i valori delle pressioni di MaxweLL, che, accordandosi colla relazione

(28,) g

(24,), obbediscono al principio di relativitd.
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§ 4

Le equazioni di movimento.

Nella meccanica di Mingowskr interviene il cosidetto «tempo proprio » di un
punto, cio¢ wno scalare quattrodimensionale (r), definito da ™)

dt 1

o i—¢
Derivando, rispetto a 7, il raggio vettore quattrodimensionale del punto, e dividendo
per la velocitd della luce (¢), risulta il P* « velocitd » di Minkowski:

(29) — k.

1 dx dx dt dt

T dr T T % T

i} 0.k,
§Lﬂ_iﬂdt at
' ¢

¢
c

Cdc T T At dr T ha =N
1 dz 1 dz dt dt

—_— —_— —_

¢ d~ ¢ dt T—q‘dr

1 du 1 du dt dt -
—— = e e = 1 o =1k

dv

(30)
k—-l

Evidentemente le quattro componenti del 7* « velocitd » soddisfanno identicamente al-
’equazione:

1 dx\* 1 dy\’ 1 dz\’ 1 du\* _
e (@) +(FB) H(FE) +(FE) =
Formiamo adesso, dai ¥/} « velocitd » e « forza », secondo lo schema (2), lo sca-

lare quattrodimensionale
dx

(31) ¥= Q‘cdﬁr—'— ?cd'r+ ‘cd‘r+ Cd‘r

Introducendo la forza ponderomotrice del campo elettromagnetico, le cui compo-
nenti sono determinate da (16), e tenendo conto delle equazioni (15) e (30) si trova:

G1) v=—2p,

dove Q ¢ il calore di JouLg, sviluppato nell'unitd di spazio e tempo.
Ora Mivkowskr di alle equazioni di movimento di un elemento di materia la

14) H. MINROWSKI, L c. §), equazione (3), pag. 48.
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forma l5)
d2 —
Vie = +Vv cd‘r
d‘y
Vi =% +wcd~r
(32) #7 iz
Vi :@ +\pcd1'
d*u

v =R, +\pcd1-

'S (v) determinando la « densitd di riposo » della materia. L’identitd (30,), dalla quale
segue

dxd’x | dyd'y | dzdz |, dudu

dv d=* +d1d‘r +d‘rd-r +d‘rd‘r =

¢ soddisfatta dalle equazioni (32).
Minkowski chiama forza ponderomotrice del campo elettromagnetico, il 77 le cui
componenti sono i secondi membri delle prime tre equazioni di moto (32), cio¢ il /*:

(32) ¢rwe=0—12
Questo vettore non ¢ identico alla forza determinata dal teorema dell'impulso
(14), ma differisce da questa di

_Q.
ckz 3

dunque, quando il calore di JouLk ¢& sviluppato nella materia, la meccanica di MINKOWSsKI

deve aggiungere alla forza ponderomotrice, derivata dal teorema dellimpulso, questa
forza addizionale.

Considerando il teorema d’impulso importantissimo per la meccanica elettromagnetica,
preferisco di conservare questo principio dell’elettrodinamica dei corpi in movimento.
Si pud togliere la forza addizionale di Minkowski, dando alle equazioni di movimento,
invece di (32), la forma suggerita appunto dalla legge meccanica dell'impulso:

d dx
E(vﬁ)zﬁx’
d [ dy
dT( d'r) Qy’
(33) 4 () _g
d= dT 2
d du
E(VF)':@".

Siccome T e v sono degli S*, entrambi i membri di queste equazioni sono le compo-
nenti di un 7#; queste equazioni dunque si accordano col principio della relativitd. L’i-

15) H. Minkowski, L c. 8), equazione (20), pag. 54.
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dentitd (30,) & soddisfatta, se si pone
dv ({dx\* dy\’ dz\* du\*] __ L dx dy dz du
7)) (@) +(E) (@) = e 2 e By

tenendo conto di (30,), (31), ¢ (31,), si trova

ossia, secondo (29):

(33.) T

Dunque v, la «densitd di riposo » della massa, deve essere variabile, e crescere agni
qual volta si sviluppa calore di JouLe nella materia. Accettando questa ipotesi, gid in-
trodotta prima dal’EmwsTEIN e dal PLANCK, si evita la forza addizionale di MinkowskL

Dalle equazioni di movimento (33), che si riferiscono all’unitd di volume di un
corpo esteso, si passa alle equazioni di moto di un punto materiale, nel medesimo modo

che fu indicato da MiNkowskr per le equazioni (32).
Milano, 17 gennajo 1910.

Max ABrAHAM




