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SULL'ELETTRODINAMICA DI MINKOWSKI. 

Memoria di M a x A b r a h a m (Milano). 

Adunanz~ del 23 gennajo i9 io .  

1. 

I N T R O D U Z I O N E .  

In un precedente lavoro x) ho sviluppato un sistema dell'elettrodinamica dei corpi 
in movimento, il quale, conformandosi ai principl generali della teoria di MAXWELL e 
HERTZ, abbraccia le teorie moderne di E. COHN, H.A. LORENTZ e H. MmKowsva. Per 
il caso speciale della teoria di MINKOWS~I risult6 un'espressione della forza pondero- 
motrice, che differisce daU'espressione data da MIN~OWSKI stesso; affermai che quella 
espressione soddisfa al principio di relativitY. 

Nella presente Nota sar~t provata questa affermazione. Premetter6, he1 w 2, alcuni 
teoremi relativi ai vettori di quattro dimensioni, gi~t contenuti essenzialmente nella Me- 
moria di MINKOWSKI ~) che saranno applicati in seguito; ho creduto essere utile di 
dare all'analisi vettoriale di quattro dimensioni una forma, che, adattandosi all'analisi 
tredimensionale, permette di scendere subito dalla variet~t quattrodimensionale di spazio 
e tempo allo spazio tredimensionale. 

Nel w 3 s'introducono grandezze, che chiamer6 c~ Tensori di quattro dimensioni ~>. 

Essi sono una generalizzazione dei tensori 8) tredimensionali, che caratterizzano, per 
esempio, lo stato di tensione di un corpo elastico. I1 tensore quattrodimensionale, che 
occorre considerare nell'elettrodinamica, contiene, nelle sue dieci componenti, le sei 
componenti delle pressioni elettromagnetiche, le tre componenti della corrente d'energia 
e la densit~t dell'energia elettromagnetica. Sar~l formato un tensore di quattro dimensioni, 
le cui componenti sono identiche ai valori deUe pressioni, della corrente d'energia e 

x) M. ABRAHAM, Zur Elektrodynamik bewegter Kbrper [Rendiconti del Circolo Matemafico di Pa- 
lermo, t. XXVIII (2 ~ sere. I9o9) , pp. 1-28]. 

~) H. MmKOWSKI, Die Grundgleichungen f~r die elektromagnetischen Vorg:~nge in bewegten K6rpern 
[Nachrichten yon der Kgl. Gesellschaft der Wissenschaften zu G6tfingen, Jahrgang I9o8 , pp. 53-TIt]. 

8) M. A~.RA~AM, Geometrische Grundbegriffe [Encyklopfidie der Mathematischen Wissenschaften mit 
Einschluss ihrer Anwendungen, IV, 2, pp. 3"47]. 

R~r Circ. ]8fa#em. Palermo, t. XXX (2 ~ sere. xgxo ). ~ Stampato il x8 marzO xgm. 
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della densk/t d'energia elettromagnetiche, dedotti nel mio lavoro citato dai principi ge- 
nerali deU'elettrodinamica dei corpi in movimento. 

Ne risuka, che questi prindpi sono compatibili col postulato di relativit/t; la sim- 
metria delle equazioni del campo elettromagnetico per lo spazio vuoto, che si esprime 
nella trasformazione di LORENTZ, pub essere data anche alle equazioni elettromagnetiche 
per i corpi ponderabili, scrivendole, sia sotto la forma di MISKOWSKI sia sotto la forma 
equivalente di LORE~TZ, senza contradire a quei principi. 

Mr~KowsItI ha gi/t dato alle equazioni di movimento di un punto materiale una 
forma invariante per le trasformazioni di LORENTZ. Perb, egli ha creduto necessario 
aggiungere alla forza elettromagnetica ponderomotrice una forza addizionale, incompa- 
tibile 4) col mio sistema deU'elettrodinamica. Nel ~ 4 scriver6 le equazioni di movi- 
mento cosl, che sodisfacciano al principio di relativit~, senza introdurre la forza addi- 
zionale di Mil~xtowsIti. Invece bisogna ammettere, c h e l a  , densit~t di riposo ~ della 
massa non sia costante, ma che cresca ogni volta, quando la corrente elettrica sviluppa 
calore di JOULE neUa materia; questa ipotesi fu gi~i prima, da A. EINSTEIN e da 
M. PLASCK, messa in rapporto col principio di relativitL 

Per6 mi pare dubbioso, se proprio il concetto di spazio e tempo sviluppato da 
MINKOWSKI S) sia una base possibile della meccanica razionale. Anzi la cinematica dei 
sistemi rigidi, che M. BORN 6) ha voluto adattare al gruppo di LORENTZ, offre diffi- 
colt~t considerevoli, come G. HERGLOTZ 7) ha dimostrato: il corpo rigido nel , mondo ~ 
di MINKOWSKI non potendo essere messo in rotazione. 

Vettori di quattro dimensioni. 

Una trasformazione lineare delle quattro coordinate x, y, Z, u, che ha l'invariante 

x2+f+ 2+. 2, 
si dice, secondo Mt~KOWSKI, ~c trasformazione di LORE~TZ ~. Noi ci limiteremo in seguito 
al gruppo delle trasformazioni ortogonali, cio~ delle rotazioni dello spazio di quattro 
dimensioni. 

Un sistema di quattro grandezze, che si trasforrnano come le coordinate x, y, ~, u, 
si dice c~ vettore quattrodimensionale di pr ima specie ~ (114). Proiettandolo sopra lo spazio 

4) Vedi la discussione fra G. NORDSTROM e M. ABRAHAM [Physikalische Zeitschrift, Jahrgang X 
(I9O9) , pp. 681-687, 737"741]. 

s) H. MIXKOWSKI, Raum und~ Zeit (Leipzig, Teubner, I9O9). 
6) M. BORN, Die Theorle des starren Elektrons in der Kinematik des Relativitf~tsprincips [Annalen 

der Physik, Bd. XXX (I9O9), pp. 1-56]. 
7) G. HERGLOTZ, Ober den vom Standpunkt des Relativit~tsprincips aus als , starr , Zu be-~eichnen den 

KOrper [Annalen der Physik, Bd. XXXI (191o), pp. 393-415]. 
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tredimensionale delle x, y, Z, le tre prime componenti del V } costituiscono un vettore 
tredimensionale (V3), r, la quarta (u) uno scalare tredimensionale ($3). 

Vettore quattrodimensionale di seconda specie (V4I) si chiama un sistema di sei gran- 
dezze, che si trasformano come le espressioni seguenti, formate dalle componenti x ,  
YI' ~[,' U, e x,,  y~, :(2, u2 di due VJ: 

(i) 

, =  ;: , - -  , x 

Z~ " Z2 x2 

~, x u Y, u, 

x, u 2 Y2 u2 

Xi Yt 

X2 Yu 

t ;~2 U2 

Evidentemente, proiettando sopra lo spazio tredimensionale, il V}i risulta composto da 
due V 3 ,che ,  nel simbolismo dell'analisi vettoriale ordinaria, si scrivono: 

Da due V~: 
r, u e ~I ~ ~l 

si pub comporre uno scalare quattrodimensionale (S 4) nel modo seguente: 

(2) S --- xx  x + yy, + ZZ, + uu = ~ ,  + uu,.  

Inversamente, da uno scalare quattrodimensionale qualunque ~ (x, y, Z, u) si ottiene, 
derivando rispetto alle coordinate, un V~: 

c ~ y  y Z - - - -  U ( 3 )  X - -  - -  - -  

Dunque gli operatori 

a x '  ~y '  ~Z'  8u 

/14; questi operatori furono chiamati da si trasformano come le componenti di un 
MII~KOWSKI le componenti dell'operatore (( lor ~). 

Da quattro V} si pub comporre un S 4, che determina 1o spazio del paraUelepipedo 
dei quattro vettori: 

( 4 )  

x y 
Xt y~ 

x~ y~ 

X3 Y3 

~x Ux 
;{~ U 2 

;(3 u3 
Applicando a questo S 4 lo schema (3), si ottiene un 

r, u,, ~ u,,  r 3 u 3 , le cui componenti sono : 

(s) 

X =  8 _ 2 =  
Ox 

Z =  a _ 2 :  
O< 

Y, Zt u 
Y2 <2 u , 

Y3 Z3 u 
X y, U, 

x= y= u~ 

x3 Y3 u3 

V 4, composto da tre altri V}, 

Y - - ~ - ~ =  

J ~(3 

, U - - O - - ~ =  - -  

X t U t 

X 2 U 2 , 

X 3 fA 3 

x, y~ Zx 

x= y, Z= ; 

x3 Y3 z~3 
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scrivendo nel modo vettoriale, si ha: 

(s,) u = - ~, [~, ~,]. 

Cancelhando l'indice 3, scriviamo il V} ottenuto: 

U = -- ~ [r, ~2], 

e introduciamo, invece dei V){r,, u~} e {r,, u2} , il V)I {% 1~}, composto da'essi secondo 
la regola (I.). Allora risuha: 

j ~t = . .  + [~],  
(6)  u = - ~a, 

cio~ un V 4, composto da un V~ e un VJ- I. 
Si ottiene un altro V S, permutando nelle espressioni (6) i V 3 ix e ~. Per dimostrare 

questo formiamo i due $4: 
l : ~z -'1 L" U/6  t 

Moltiplicandoli rispettivamente coi V~: 

e sommando, si costruisce il V~: 

che pub scriversi: 
U' 

r 1212 a .dr- " " 2 "  

e + r , ,  + u , ,  

U' - -  - -  (r, r ,u ,  - %u). 

Introducendo, mediante le (I,),  il V4x {a, b}, risukano formule, anatoghe aUe (6):  

l~t ' = u~ + Era], 
(6,) U' = - -  r l~, 

dove ix e I~ hanno cambiato il posto. 
Nell'elettrodinamica di MI~KOWSKI intervengono quattro V 3, cio~ le eccitazioni 

elettrica e magneticix ~ e ~O, e due vettori ausiliari ~ e s che formano due F~1: 

Poi si ha il V~ c~ velocit?~, 
q i 

r  r - r  

(q designando il vettore velocitA tredimensionale riferitix alla velociui delha luce). 
Combinando questo r ~oI P'h { ~ 3 , - - i r  seco~do lo schema (6 , ) ,  ~i ottiene il VI: 

(7) Ot~ ~ + [q ~] i (q ~) --(~__r U'__-- 
eve?' 

the MINKOWSKI ha chiamato la ceforza elettrica di riposo , .  Invece, dal Y~ cc velociul ~ 

. , ( ~  + . % ) -  .~(~ ,  + . . , ~  
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e dal V~x I - - i [ o ,  - - ~ 1 ,  combinandoli secondo lo schema (6), si ottiene il V~,, che 
si dice , for~a magnetica di riposo ,~ : 

(8 )  ~ .  ~0 - [q ~ ]  u ~  = i (~  ~) 
- r  _ - - - ~ y  , r  

I vettori , forza elettrica e magnetica di riposo ,~ sono connessi col /13, che deter- 
minano le forze ponderomotrici su poli elettrici e magnetici in moto e che ho nel primo 
lavoro scritto ~'  e [0': 

(9 ) .  e te Evidentem n si ha: 
(9o) 

(9 , )  
ponendo 

(9,) 
Dai due /14, 

~ ' =  ~ + [ q ~ ] ,  

~t~ = k - ' ~  ' ' 

~ . , :  k-~0 ,, 

~ ' =  ~0 - [q ~ ] .  

u ~ = ~ k - ' ( q ~ ' ) ,  

k : ] / i  ~ q ~  . 

I~ e, vel e { ~ ,  vmt 

componendoli secondo la formola (Is)  , si ottiene il YJI: 
a = k - ~ [ ~ ' ~ ' ] ,  

= i k - ' { ~ ' O ~ , ' ) -  ~,'(q ~')1 = i k - ' [ q [ ~ '  ~,']]. 
Introducendo il V 3 : 
,~,o) ~' = [~' ~'], 
1 ultimo FIx pu6 scriversi: 
(~)  a = k-2~ ', ~ = ik-2[q~'] .  

Moltiplicando il y3 ~, per la velocit~ della luce (c), otteniamo il vettore , raggio relativo ,~ 
del mio primo lavoro [1. c. '), equazione IV]. 

Finalmente componiamo il /,r~i , rappresentato da ( I I ) ,  col Y~ , v e l o c i t ~  secondo 
lo schema (6). I1 Y~ cosi calcolato ~: 

u = - -  k-~ (q ~'). 
Moltiplicandolo per ( - - i ) ,  giungiamo al V~ . raggio di riposo ~ di MISKOWSKI: 

~ ---  k - i J ,  -71- k-3 q (q~ ' ) ,  
(i~) 

U = ik-3(q}"). 

$3. 

Tensori di quattro dimensioni. 

~ Tensore quattrodimensionale ~ ( T  4) diciamo un sistema di dieci grandezze, che si 
trasformano per le trasformazioni ortogonali di LORESTZ, come si trasformano i qua- 
drati e prodotti delle coordinate x, y, ~, u:  

x ~, y~, Z ~, y:(, Zx, x y ;  xu ,  yu ,  Zu; u ~. 
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Proiettando sopra 10 spazio tredimensionale delle (x, y, 4), le sei prime componenti 
formano un tensore tredimensionale (T3), trasformandosi come i quadrati e prodotti 
delle (x, y, aD; le seguenti tre componenti del T 4 costituiscono un V 3, la decima uno 
scalare S 3 . 

Le quattro componenti dell'operatore , lor ~ trasformandosi come componenti di 
un V}, si pub, da uno scalare quattrodimensionale % dato come funzione delle x, y, 
a[, u, dedurre un T 4, derivando due volte rispetto a x, y, 4, u: 

0"9 0"9 0"9 0"9 ~ '9  0 '9  0"9 O'q ~ 0 '9  O'q~ 
Ox" ' Oy" ' OZ ~ ' OyOz ' OZOx ' OxOy ; OxOu ' OyOu ' OZOu ; Ou ~ " 

Se ~ dato un S 4, funzione omogenea quadratica delle x, y, Z, u: 

(13) 

i IO coefficienti: 

I I 2 I ~ 2 ~?(x, y, zo u ) = - ; c . x =  + -;c==y + - ;  . Z  

x U2 
+(;14 Xu  + /~24 y u  + C34~U + 7(744 ' 

/7:tl ~ C22~ /;339 /;23~ C3t~, /7x2; Cx49 /724~ C34; C449 

costituiscono un tensore quattrodimensionale. 
NeU'elettrodinamica dei corpi in movimento valgono le equazioni deU'impulso e 

cqs~+ Q _  

ox, ox, ox, o~, 
sL= o, + ~ T  + o-Y-- o r '  

oL or, or, o,, 

~z, oz, oz~ og~ 
~ =  Ox + - - S f  + Oz~ a t ;  

0 ~ 0 6y 0 6~ 0 + 

deU'energia s): 

(14) 

Ox Oy Oz~ Ot 

Per dare a queste quattro equazioni una forma pi6 simmetrica, poniamo: 

(15) u = i c t, ~ . - -  i q $~ -o r- i (2 U ~ : hb ; 7 '  

(15.) X = - - i c g . ,  Y . = - - i c g y ,  Z . = - - i c ~ ;  

i - - i  - - i  6 
(~sO u ~ = - - - 6 , ,  u , =  ~ % u~= ~ ~. C 

8) M. ABRAHAM, 1. c. x), equazioni (6) e (7). 
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AUora esse diventano: 

= o - -7+-~ -+ -F-~+  ~-7' 
oL oL ~L % ~L+ + + _ _  = ~ ~ /  -~  ~., 

06) 
OZ~ OZ, OZ~ OZ. 

%= ox + ~ } - + - ~ +  o . '  

= o--7 ~ 5 / + ~ y  + 0 .  

Ora, nella teoria di MINKOWSKI, il sistema delie quattro grandezze 

delle quali le tre prime sono le componenti del K 3 , c h e  determina la forza ponderomo- 
trice per l'unit~t di spazio, deve costituire un K}. Le 16 grandezze Xx, Xy, . . . ,  U o U ,  
dalle quali quel sistema si deriva mediante le equazioni (I 6), devono trasformarsi in guisa 
che questa condizione sia soddisfatta. 

Noi determiniamo queste ~6 grandezze nel modo seguente. Esse si riducano a IO: 

(I7) { Xx' Yy' Z~, Y~ = Zy, Z x = X ,  ~ = Y ;  
x = < ,  L = u ,  <=u~, u., 

che sono le componenti di un T 4 . 

Allora, dalle propriet~ di trasformazione deUe componenti di un T* e deUe com- 
ponenfi dell'operatore (( lot )), segue infatti che le quattro grandezze, derivate da (i6),  
si trasformano come le coordinate x, y, ~, u di un punto dello spazio quattrodimensio- 
nale, cio~ come componenti di un V 4, conformandosi al principio di re[ativits Per6 
la determinazione scelta da me non 6 la sola, che corrisponde a questo principio. Anzi 
MINKOWSKI stesso ha preferito un'altra determinazione, che non soddisfa alle condizioni 
di simmetria, contenute helle (17). Ma la determinazione postulata dal mio sistema del- 
l'elettrodinamica dei corpi in movimento ~ quella indicata ora. 

t~ nostro scopo di formate un T 4, le cui componenti corrispondono alle espres- 
sioni indicate nel primo lavoro per il caso speciale della teoria di MINKOWSKI. Provato 
questo, 6 evidente che queste espressioni soddisfanno al principio di relativits 

Otteniamo un tale T 4, calcolando un S 4 della s (I3), cio6 una funzione omo- 
genea quadratica delle x, y, Z, u, invariante per le trasformazioni di LORENTZ: 

(18) ~(x, y, K, u) = r  y, K ) - - i u ( ~ [ ) + - ~ u ' + .  

Dali'S 3, funzione omogenea di secondo ordine delle x, y, K: 

~ vZ~ + LY< + <<x + X~y, - - -  .x + -  yy + 

si ottengono le sei pressioni di MAXW~.LL; il V 3, designato adesso con [, ci d~t, secondo 
(U~,b), hello stesso tempo la corrente d'energia ~ e la densit~t dell'impulso elettroma- 
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gnetico g : 

(18~) ~ = c~ = ! ~ ;  
C 

finalmente, la decima componente del T * derivato da (18), ~, determina la densit~t del- 
l'energia elettromagnetica. 

Per giungere ad uno scalare quattrodimensionale adatto, funzione omogenea di 
secondo ordine delle coordinate x, y, ~, u, con coefficienti bilineari helle componenti 
dei vettori elettromagnetici, formiamo prima, secondo Io schema (6), dal raggio vettore 
nello spazio di quattro dimensione {r, u}, e dal V 4, {a, I~}, il V~: 

~ = ~ + [ ~ ] ,  u = - ( ~ ) .  

In modo analogo, da un'altro VJI {a', b'} e dal V~ {r, a} si compone il V~: 

~' = ~ '  + [~'], o'  = - (~'). 
Ora, secondo Io schema (2) si ottiene il $4: 

s = ~ '  + v u '  = ." ~ '  + "~E~'] + ~ 'E~] + E~][~'] + (~)(~"'), 
che pu6 scfiversi: 

(19) S = (~a)(ra ' )  - -0 :10(r l ) ' )  -~- ~(blY) -t- urEl~a'] + urEIYa] -1 t- u~(aa') .  

Come segue da (6.), si pu6 permutare ct con ti e a' con I)', e ottenere in modo 
corrispondente un'altro $4: 

09~ s* = ( ~ ) ( ~ ' ) - ( ~ a ) ( ~ ' ) +  e ( ~ ' ) + . ~ [ ~ ' ] + . ~ [ ~ ' ~ l  + .~(~ ' ) .  
Ponendo 

4 ~ = S - -  S*, 
risulta : 

1 2~ = (~a)(~a' )  -- ~ e ( a a ' )  - -  ( ~ ) ( ~ ' )  + ~ e ( ~ ' )  
(20) + ~ [ ~ ' ]  + "~[~' ~] + " " ~ 1 ( ~ ' )  - (~ ')1.  

Adesso, identificando la funzione ~? omogenea di secondo ordine delle x, y, <, u, 
invariante per la trasformazione di LozeNTZ, con I'S 4 dato da (18), si trovano le espres- 

i r2 (1~ IY~ 2 . : ( , ~ ) ( , ~ ' ) - r  , , ,  

2I : i[ba'] 7 t- i[l)' a], 
2+ = ( ~ ' )  - ( ~ ' ) .  

Introduciamo i V~I elettrodinamici di Mn~KowsI(i, ponendo 

(21) I a - -  ~,  ~ ---- - -  i~);  
�9 a' - -  ~ ,  I~' = - -  i ~ .  

AUora risuhano, tenendo conto di ( i 8 ) ,  le espressioni seguenti: 

( X~ x~ -t- YyY~ -{- Z~Z ~ + 2 Y~yz~ -a t- 2Z,~x  + 2XsxY 
(21,)  

(2i~)  2I = [~o] + [~ ~3], 
(210) 2+ = ~ + ~ .  

sioni: 
(20a) 

(2o~) 

(2o,)  
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Esse d~lnno per 10 spazio vuoto, dove ~) e 6, ~ e ~ diventano identici, i valori 
conosciuti delle pressione di MAXWELL, della corrente e della densitY, deU'energia. Per 
corpi ponderabili nello stato di riposo, i valori (2i , )  e (210) delle pressioni e della den- 
sit~l dell'energia sono accettabili, invece il valore (2i~) no, perch,, essendo 

~3 _~ ~ ,  ~ - -  ~.~, 
la corrente d'energia sarebbe 

= 

2 

che dalla corrente data dal vettore di POYNTmG 

differisce di 

Dunque noi dovremo sottrarre dall)invariante % dato dall)equazione (2o), un'altro 
S*) che confiene come fat-tore ( ~ p ~ -  I)) eguale a zero per Io spazio vuoto, 

Per ottenere un tale S 4, consideriamo due V~; prima il V~ << vdodt~ ~J 

r - -  k - ' q ,  u = ik-', 
poi il <~raggio di riposo,, dato daUe equazioni 0 2 ) :  

~R = k- ' f '  + k- 'q (q f ' ) ,  U - -  ik - ' (q[ ' ) .  

Introduciamo il V3 

(22) ~ = ( , ~  - -  I)k- '~R - -  (*F - -  I){k-:[ ' 7 t- k-'q(q[')}. 

( r  x) essendo un S 4, 

L = (~V" - -  I)~R ---- k~, 

- 0 u =  ik(q ), 
costituiscono un Y~. 

Ora componiamo, secondo lo schema (2), due $4: 

entrambi lineari nelle x, y, ~, u, e moltiplichiamoli. Allora risulta un S 4, funzione 
omogenea di secondo ordine delle x, y, Z, u: 

(23) 2 Z - -  ( r q ) ( r ~ )  + ( iur ,  ~ -Jr- q(q~) )  - -  u* (q~)  �9 

Sommando gli S 4, ? e Z, daft da (20) e (23), formiamo il nuovo S* 

(24) J - -  ~P + Z, 

e prendiamo questo, invece di % come invariante caratteristico, determinante le pres- 
sioni, la corrente e la densit~t d'energia elettromagnetiche, ponendo: 

f ( x ,  y, ~, u) = *(x ,  y, Z) - -  iu ( r [ )  + ~-u'+. 

R~d.  Girt. MaUm. Paltrrno, t. X X X  (2 ~ sem. xgto ). ~ Stampato il x8 raarzo tgxo. 6 
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Allora risultano, invece di (2I~,~,,), le formole : 

2 ,  = x , ~ '  + r ,y  ~ + z~* + 2 Y~y~ + 2Z,~x + 2x, xy 

(24~) 2 f - -  [~ [0] + [~ ~] - -  ~[B - -  q (q ~[t~), 

(24,) 2+ = ( ~  -1- ~)~ - -  2(q ~f~). 

Questi valori sono identici a quelli derivati dal mio sistema dell'elettrodinamica dei 
corpi in movimento nel primo lavoro, per il caso della teoria di MiNIiOWSlti. 

In questa teoria valgono le relazioni ~): 

(2s) = ~ ~ 0 ' +  [q % 

Un cakolo, che non riproduciamo, ci &i 

= O' + [q ~] .  

[ram] - -  [ e ~ ]  = k- ' ( ,v .  - -  i ) [ e ' ~ ' ]  = k-'(,V. - -  x)f'. 

D'altra parte si ha, secondo (22): 

(26) ~ - -  q ( q ~ )  - -  k- ' ( r  - -  I)I'. 
Dunque vale la relazione : 

formola gi~ trovata nel primo lavoro *~ 
L'equazione (24~) percib pu6 scriversi 

(2*.3 ~ = [ ~ 0 ]  - q ( q ~ ) ,  
ossla 
(26,) ~ = [~  ~3] - ~ .  

Evidentemente da (26~) e (I8~) risulta per il caso di riposo la corrente d'energia 
postulata dal teorema del POYNTI~O. I valori della corrente d'energia e della densit/t 
dell'impulso si accordano con quelli trovati nel primo lavoro ") .  Anche l'espressione 
(24,) per la densiut d'energia fu gi/t indicata li ~'). 

Resta da provare, che le pressioni elettromagnetiche, determinate dall'equazione 
(24~), sono le stesse che risultano dal primo lavoro. 

Per dimostrare questo, bisogna introdurre le c pressioni relative ~, definite da ~8) 

x'~ = x~ + q,L, x', = x + q,L, x', = x~ + q~L; 

r,=r,+q,f,, Y;=b+q,~,, Y'~=~+q~,; 
z',=z,+~,~,, z',=z,+%[~, z'~=z~+q~. 

9) M. ABRAHAM, L r x), equazioni (36) e (37)- 
to) M. ABRAHA~t, 1. C. t), equazione (4%)- 

x t) M. ABRAHAM, 1. C. x), equazioni (4o), (4o a) e (42). 

x2) M. ABRAHAM, 1. C. t), equazione (44a). 

xa) M. ABI~HXM, 1. C. t), equazione (Io), dove si deve porre to = cq, ~ = c 0. 
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Tenendo conto delle condizioni di simmetria: 

si ha 
r = z , ,  zl=x,, x = r ,  

~ - z ~  = q~,--  ~,~, 

z '  - x'~ = q.~ - ~ L ,  

x '  - -  L' = q,L - q~, ,  

relazioni che sono, come ho dimostrato nel primo lavoro, soddisfatte dalle espressioni 
indicate per le pressioni relative. Basra dunque prorate che, per la funzione 

2 * ' - -  X'x ~ + Y'yy=-{- Z~  = + (Y'~ + Z;,)y~ + (Z" -{- X~)~x + (X' + r')xy, 

ponendola eguale a 

2 . '  = 2 ,  + x~q~L + y~%~ + ~ q~  

-{- (qy[~ -st- q~ix)YZ + (q<[, + q,l~)Z x + (q, iy -I- %J,)xy, 
ossia a 
(27) 2 0 '  - -  2 �9 + (r q) (r D, 

e introducendo il valore (24~) di 2 r  si trova un'espressione identica a quella che ri- 
sulta daUe formole fondamentali (V~) del primo lavoro. Queste ultime dAnno 

(27~ 20' = ( ,~ ')( ,~) - { e ( e ' ~ )  + (~V)(~m)-  +e(V m). 

La identit~t dei valori (27) e (27~) sara dimostrata provando che ~ soddisfatta la 
relazione: 

(28) =(~, ~ , _ e ) ( ~ )  + (~, ~ , _  ~ ) ( ~ m ) - -  7' e k e ' -  e,  ~ ) + ( ~ ' -  0, ~3)1. 

Tenendo conto delle (26,) e (25) , essa si scrive 

(28,,) t (~'0 O: [~ m]) = O: [q ~]) O: ~ )  - O: [q ~])  O: ~)  - ~ e l('~ [q ~])  - ~ [q ~]1 
= ~ [q, m (~ ~) - -  �9 O: ~)] + e 0 [~ ~]). 

Adesso, essendo identicamente 

= - + ( ~ ) [ ~ m ] ,  

la parte seconda dell'equazione (28)  d~ infatti: 

( ~ q ) ( ~ [ ~ ] ) ,  

cosicch~ la relazione (28) ~ identicamente soddisfatta. Dunque, dalla formola (27,), po- 
stulata dal nostro sistema dell'elettrodinamica, seguono per il caso speciale della teoria 
di MImIOWSKI i valori delle pressioni di MAXWELL, che, accordandosi colla relazione 
(24,), obbediscono al principio di relativitL 
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w  

Le  e q u a z l o n i  di  m o v i m e n t o .  

Nella meccanica di Mn~KOWSKI interviene il cosidetto ~c tempo proprio ~ di un  
punto, cio~ mno scalare quattrodimensionale (-r definito da x4) 

d t  I 
09) d~ r 1 6 2  

Derivando, rispetto a % il raggio vettore quattrodimensionale del punto, e dividendo 
per la velocit~t delia luce (c), risuka il i/4 ~ velocit,:t ~) di MINKOWSKI: 

0o) 

1 d x  I d x  d t  d t  -/--d~-- ~ 27 ~=q,-d-~ =q,k-~, 

i dy  I dy  d t  d t  
c d.: - -  c d t  d'r " -  qyd-~-z - -  qy k-* '  

i d (  i d z d t  d t  
-c---d4 - -  c d t d.r = %-d4 = % k- '  , 

i d u  1 d u  d t  d t  
- -  = i - - i k - ' .  

c d,c c d t  d'r 

Evidentemente le quattro componenfi del //'4 cc velocitA ~ soddisfanno identicamente al- 
l 'equazione: 

. , ,  +(+,,I +(+.,: (30 . )  k c  

Formiamo adesso, dai V 4 ~c velocit~l ,~ e ~ forza ~, secondo lo schema (2), lo sca- 
lare quattrodimensionale 

Introducendo la forza ponderomotrice del campo elettromagnetico, le cui compo- 
nla t i  sono determinate da ( i6) ,  e tenendo conto delle equazioni ( I 5 ) e  (30 ) s i  trova: 

( 3 I . )  v = - --Q k- '  
C 

dove Q ~ U calore di JOULE, sviluppato nell'unitA di spazio e tempo. 
Ora MINKOWSKI d~t alle equazioni di movimento di un demento  di materia la 

xr H. MmKOWSKI, 1. c. S), equazione (3), pag. 48. 
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forma xs) 
d2x dx 

~ U4C - -  ~x + w - -  cd-~ ' 
d'y dy 

(32) ~ aT= = ~' + Vcd--; ' 
d~z~ dz~ 
d~:~ = ~ + rdcd--- ~ , 
d2u du 

v ~-4~z~ - -  ~. q- IF c d-- ~ , 

l'S r (v) determinando la ,, densitA di riposo ,) della materia. L'idenfitA (30.), dalla quale 
segue 

dxd~x  dy d~y d z d~:( dud~u  
a ,  d e  + a ,  a ,  = + a ;  a ,  ~ + a ,  a ,  = = o, 

soddisfatta dalle equazioni (32). 
MimmWSKi chiama forza ponderomotrice del campo elettromagnetico, il V 3 le cui 

componenti sono i secondi membri delle prime tre equazioni di moto (32), ciob il V3: 

(32.) ~ + v q ~ - '  = ~ q. ~2 C]~2 " 

Questo vettore non 6 identico alla forza determinata dal teorema deU'impulso 
(14), ma differisce da questa di 

qQ. 
C k 2  ' 

dunque, quando il calore di JouLE ~ sviluppato nella materia, la meccanica di MI~KOWSKI 
deve aggiungere alla forza ponderomotrice, derivata dal teorema dell'impulso, questa 
forza addizionale. 

Considerando il teorema d'impulso importantissimo per la meccanica elettromagnetica, 
preferisco di conservare questo principio dell'elettrodinamica dei corpi in movimento. 
Si pu6 togliere la forza addizionale di Mil~I~OWSKi, dando alle equazioni di movimento, 
invece di (32), la forma suggerita appunto dalla legge meccanica dell'impulso: 

d x  

a l a y  

~ = ~ ,  

Siccome "r e v sono degli S 4, entrambi i membri di queste equazioni sono le compo- 
nenti di un VJ; queste equazioni dunque si accordano col principio della relativitY. L'i- 

x$) H. MINKOWSKI, 1. c. s), equazione (20), pag. 54. 
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dentit;l (30,) ~ soddisfatta, se si pone 

d v J [ d x  v [dY V [dz~'~ ~ [du '~  I 
d---~ t ~ d "r ] + ~, d .: ] + ~ d -~ ] + ~, d ,r ] t - -  

tenendo conto di (3o.), (30 ,  e (3x,), si trova 

ossia, secondo (29): 

~ d_fx d z~ ~ d u. 

dv w Q 
d,r c c" k ' 

(33~ a t -  " 

Dunque v, la ~ densit~ di riposo ,) della massa, deve essere variabile, e crescere ogni 
qual volta si sviluppa calore di Jouc~ nella materia. Accettando questa ipotesi, gi~t in- 
trodotta prima dall'EI~rSTEtN e da| PLANCK, si evita la forza addizionale di Mr~mowsm. 

Dalle equazioni di movimento (33), the si riferiscono all'uniO, di volume di un 
corpo esteso, si passa alle equazioni di mow di un punto materiale, nel medesimo modo 
che fu indicato da MllqKOWSm per le equazioni (32). 

Milano, z 7 getmajo z9xo. 

MAx ABrAhAM. 


