CINQUIEME COMPLEMENT A L’ANALYSIS SITUS.

Par M. H. Poincaré, i Paris.

Adunanza del 22 novembre 1903.

§ 1.

JPai déja eu souvent P'occasion de m’occuper d’Analysis Situs; ai
d’abord publié un mémoire sur ce sujet dans le tome du « Centenaire
du Journal de PEcole Polytechnique »; ce mémoire a été suivi de qua-
tre compléments qui ont paru dans le tome XIII des « Rendicont del
Circolo Matematico di Palermo », dans le tome XXXVI des « Pro-
ceedings of the London Mathematical Society », dans le « Bulletin de
la Société Mathématique de France» en 1901, et enfin dans le « Journal
de Liouville » en 1901.

Je reviens encore aujourd’hui sur cette méme question, persuadé
qu’on n’en pourra venir 4 bout que par des efforts répétés et qu’elle est
assez importante pour les mériter.

Cette fois je me suis borné 3 Pétude de certaines variétés 3 trois
dimensions, mais les méthodes que j’ai employées pourront étre sans
doute d’un usage plus général. En passant je me suis étendu assez lon-
guement sur certaines propriétés des courbes fermées que on peut tracer
sur les surfaces fermées de P'espace ordinaire.

Le résultat final que j'avais en vue est le suivant. Dans le second
complément jai montré que pour caractériser une varieté, il ne suflit
pas de connaitre ses nombres de BETTI, mais que certains coefficients
que j’ai appelés coeflicients de torsion (second complément, § 5, page 301)
jouaient un réle important.
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On pourrait alors se demander si la considération de ces coefhicients
suffit; si une variét¢ dont tous les nombres de BerTi et les coeffi-
cients de torsion sont égaux 4 1 est pour cela simplement connexe au
sens propre du mot, c’est-d-dire homéomorphe 4 I'hypersphére; ou si,
au contraire, il est nécessaire, avant d’affirmer qu’une variété est sim-
plement connexe, d’étudier son groupe fondamental, tel que je I'ai défini
dans le « Journal de I'Ecole Polytechnique », § 12, page 6o0.

Nous pouvons maintenant répondre 4 cette question; jai formé en
effet un exemple d’une variété dont tous les nombres de Ber1r et les
coefficients de torsion sont égaux & 1, et qui pourtant n’est pas simple-
ment connexe.

§ 2.

Je considére une variété 7 2 m dimensions située dans I'espace 4
k dimensions. Soit ensuite

o(x,, X,5 ..., ) =1
Péquation d’une surface 4 k —1 dimensions située dans ce méme espace

et que j'appellerai la surface ¢(); dans cette équation x , x,, ..
sont les coordonnées d’un point dans ’espace 4 k dimensions et ¢ un

s %

parameétre arbitraire tel que la surface ¢(f) se déforme d’une maniere
continue quand ¢ varie d’une maniére contnue. Je supposerai que la
fonction ¢ est uniforme de telle fagon que par un point quelconque
passe une surface ¢(t) et une seule.

La surface ¢ () coupera ¥ suivant un certain nombre de variétés

1

& m — 1 dimensions
w0, WM s w, ()
dont Pensemble formera le systéme W (7).

Quand ¢ variera d’une maniére continue de — oo 3 -} o0, le syste-
me W (1) variera d’une manidre continue et engendrera la variété V. Si
la variété 7 est fermée, les variétés w(?) le seront également.

Cela posé, je vais définir ce que jappellerai le squelette de la va-
ri¢té V. A chacune des variétés partielles w, (), w, (), ..., w,(9) je
ferai correspondre un point dans P'espace ordinaire. L’une des coordon-
nées de ce point, x par exemple, sera égale au paramétre 2, les deux
autres seront choisies arbitrairement, en s’assujettissant seulement aux
conditions suivantes:
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1° Si-deux variétés w; (), w;(t 4 ¢) sont trés peu différentes Pune
de l'autre, les deux points correspondants devront étre trés voisins I'un
de lautre.

2° 1l peut arriver que pour certaines valeurs de ¢, pour t=1_ par
exemple, une des variétés w(¥) se décompose en deux autres; dans ce
cas par exemple la variété w (¢, — ¢) différera trés peu de ensemble
des deux variétés w (¢, + €) 4 w, (!, - €). Dans ce cas, on doit sar-
ranger de fagon que les deux points qui représentent les deux variétés
w, (t,-Fe) et w,(t,+¢) qui résultent du dédoublement de w (1, —¢),
que ces deux points, dis-je, different trés-peu I'un de Pautre et trés-peu
du point représentatif de w (¢, — ¢).

Dans ces conditions, quand ¢ variera d’une maniére continue, les
points représentatifs des p variétés

w,(®), w, (), ..., w,(®)
engendreront p lignes continues
- L, L, ..., L b

du moins tant que le nombre p ne varie pas. Mais ce nombre peut va-

19

rier pour t=1_, si Pune des variétés se décompose en deux, ou si, au
contraire, deux varié¢tés se réunissent en une seule. Dans le premier cas
Pune des lignes L se bifurque, dans le second deux des lignes L se
réunissent en une seule.

On obtient ainsi une sorte de réseau de lignes, et cC’est ce réseau
que jappelle le squelette de V. J’ai wacé ce réseau dans Pespace A 3 di-
mensions et non dans le plan, parce qu'on peut ainsi toujours éviter
que deux lignes se coupent en d’autres points que les points de bifur-
cation.

Si nous suivons I'une de ces lignes, L par exemple, décrite par le
point représentatif de w, (t), nous voyons que cette variété w, (¥) reste
constamment homéomorphe 4 elle-méme [et cela de telle fagon que sur
les deux variétés trés voisines w, (t) et w, (¢ 4- ¢), deux points corre-
spondants different trés peu 'un de Pautre] tant que I'on ne passe pas
par une valeur de t telle que w (1) ait un point singulier.

Nous devons donc marquer sur les lignes de notre réseau les points
qui correspondent aux variétes w(f) qui ont des points singuliers. Ce
seront des points de division qui partageront nos lignes en trongons,
mais tant qu’on suivra I'un de ces trongons, la variété w(t) correspon-
dante restera homéomorphe 2 elle-méme.
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Remarquons que si 'on considére une des valeurs i, qui corre-
spondent aux points de bifurcation, et pour lesquelles une des variétés
w,; se dédouble, la variété w, (1)) admet également un point singulier.
Cela va donc nous obliger 4 étudier ces points singuliers.

Mais avant de procéder 4 cette étude, je dois faire encore quelques
remarques. Si je veux que la variété 7 soit fermée, il faut d’abord que
les variétés w(t) soient fermées ellesmémes. La seconde condition c’est
que, si Pune de mes lignes L aboutit 4 un cul de sac, de telle fagon
qu'elle sarréte pour t =1, par exemple, la variété correspondante tende
4 se réduire 2 un point quand ¢ tend vers ¢ , C’est-d-dire quand on se
rapproche du cul de sac.

En second lieu, jai dit que je choisissais la fonction ¢ uniforme,
de telle fagon que par un point de Pespace passe une surface ¢ =1 et
une seule. Dans ces conditions le systéme /7 (3) n’est pas quelconque.
Cette restriction ne m’a pas empéché de montrer que toute variété V
est susceptible de ce mode de génération, mais on peut s’en affranchir,
et considérer un systéme quelconque W (¢) de variétés fermées

w,(®), w,(, ..., w,()
pourvu que ces variétés varient d’une maniére continue avec i, en sup-
posant bien entendu que pour certaines valeurs de ¢, une de ces variétés
puisse se réduire 4 un point, ou se décomposer en deux autres.

Dans ces conditions le systéme /7 (¢) engendrera encore une va-
riété 7 et on pourra en définir le squelette d’aprés les mémes principes
auxquels il n’y aura rien 4 changer.

Il y a cependant un cas ol on pourra avec avantage y faire un
léger changement. J’imagine que pour deux valeurs de f, par exemple
pour t==o0 et pour = 2=, le systtme W () soit le méme, ou mieux,
j’imagine que les deux systémes W () et WV (¢} 2w) soient identiques.
Il suffit alors de faire varier ¢ de 0 4 2w, et il convient par conséquent
de choisir le point représentatif de la variété w(t), non plus de telle
Y

fagon que Pon ait x =1, mais de telle fagon que arc g =1, Cest-a-

dire que les poinis représentatifs de w(t) et w(? - 2=) puissent étre
identiques.

Si nous supposons par exemple que /7 (f) se réduise & une seule
variété w(?), le squelette de 7 se réduira dans ces conditions 4 une
courbe fermée.
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Pour prendre un exemple tout & fait simple, considérons un tore
qui sera notre variété Vet regardonsle comme engendré par son cercle
méridien qui sera notre variéee w(#), identique 4 w(? - 2w). Avec nos
nouvelles conventions, le squelette de ce tore se réduit 4 une courbe
fermée.

Abordons maintenant 'étude des points singuliers des variétés w(¥).
La portion d’une de ces variétés voisine du point singulier pourra étre
représentée par les équations suivantes :

x =40, y2""9y{1) (t=1,2... k)
@h(yx: yz""’yq):() (h=1,2,..., ¢ —m),
auxquelles il conviendrait d’adjoindre certaines inégalités dont nous
n’avons pas 4 nous occuper.
Dans la région envisagée, les fonctions ¢ et ¢ sont holomorphes.
Nous pouvons toujours supposer que le point singulier correspond 4

=Y. = 1 =Yy, =0
et que pour cette valeur les dérivées partielles du 1% ordre des fonctions
¢ ne sont pas toutes nulles, sauf pour Pune d’entre elles o, .
Alors, des équations

c?z:‘(P;: :(pq_m:O
nous pourrons tirer tous les y en fonctions de m - 1 d’entre eux,
lesquelles fonctions resteront holomorphes dans le voisinage du point
singulier. Je remplacerai donc les y par les expressions ainsi trouvées
de sorte que tout se trouvera exprimé en fonction de m--1 des quan-
titts y, par exemple de y , y,, ..., y,., et que nos équations pren-
dront la forme:

X, = q)i(yl > yz’ R 4 ym+x)
(pr(yx’ Yas =+es ym-H) = 0.
La fonction ¢, est développable suivant les puissances des y et ce

développement commence par des termes du 2¢ degré dont Pensemble
constitue une forme quadratique

SO Yas oo Y
Il est inutile d’envisager les points singuliers des autres types; car
$'il y en avait, il suffirait pour les faire disparaitre de changer trés peu
la fonction o(x,, ..., x,) qui définit les surfaces ¢(t), du moins si
Pon suppose que la varié¢té V est elle-méme dépourvue de point singulier.

Rend. Circ. Matem. Patermo, t. XVIII (1904). — Stampato il 18 gennajo 1904. 7
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Nous sommes ainsi amenés 3 étudier le cone du second degré

TG Yas s Ypad =0
dans Pespace 2 m -1 dimensions des y, et son intersection avec Ihy-
persphére
yi+y+ o L=
Soit C cette intersection. Tout dépendra du nombre des dimensions
et du nombre des carrés positifs et négatifs dans la décomposition de
la forme f en une somme de carrés.

Nous pouvons toujours par un changement de coordonnées ramener
f 4 la forme:

f=2 4y; — 2 By,
les coefficients 4 et B étant positifs, de facon qu’il y ait ¢ carrés posi-
tifs et m -1 — ¢ carrés négatifs et que lindice i varie de 1 4 ¢ et
Pindice k de g+ 1 4 m 4 1.

Je puis écrire alors:
2 4yi=2 By, =V

yi:‘n;)‘: Y =M,

d’ou

les n étant des solations quelconques des équations :
(1) DdAdn=r, D Byn:= I.
On en déduit:
WS X =

En tenant compte des équations (1) on verra que les limites supé-
rieure et inférieure de > n? sont les inverses du plus petit et du plus
grand des coefficients 4. On trouvera de méme une limite supérieure
et inférieure de > 2. On en conclura que A est une fonction continue
des n [supposés liés par les équations (1)] et que cette fonction ne peut
ni s’annuler ni devenir infinie. Nous pouvons donc supposer que A reste
toujours positif ; et alors A sera une fonction continue et parfaitement
determinée des n; il en sera donc de méme des y.

Plusieurs cas peuvent se présenter :

1° Si g est nul ou égal & m--1 de fagon que tous les carrés
solent de méme signe, il est clair que le céne se réduit & un point et
que C n’existe pas.

2° Si ¢ n’est pas égal 4 1, on pourra passer d’une facon continue
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d’une solution quelconque de Péquation D Ax; =1 3 une autre solu-

tion quelconque; si au contraire g = I, cette équation ne comporiera

I

, . 14,

Pautre d’une maniére continue.
De méme si ¢ n’est pas égal & m, on pourra passer d’une fagon

que deux solutions: =, =+ et on ne pourra passer de lune 2

continue d’une solution quelconque de Iéquation » B,n=1 4 une
autre solution quelconque; si au contraire g=—m, I¢quation n’aura que
deux solutions et le passage sera impossible.

Outre le cas examiné plus haut, il y en a donc 3.

Si 1 < g <m, C est d’un seul tenant.

Sit=¢g<m, ou st 1 <Cqg=m, C se compose de deux mor-
ceaux.

Si 1=¢g =m, C se compose de quatre morceaux, ou mieux se
réduit 4 quatre points discrets.

Dans ce dernier cas on a m =1, et la varieté / n’2 que deux di-
mensions ; cela nous avertit que nous allons rencontrer une différence
entre les vari¢tés de deux ou de plus de deux dimensions.

Supposons d’abord que 7 ait deux dimensions (m = 1); nous
pouvons avoir alors:

1° g=0 ou g=2. Dans ce cas C n’existe pas; quand ¢ passe par
la valeur qui correspond 4 un pareil point singulier nous voyons une
nouvelle variété w(f) apparaitre (ou disparaitre): elle se réduit d’abord
4 un point, puis 4 une petite courbe fermée. Ce point singulier corre-
spond donc 4 un cul de sac du squelette.

2° g=1. Dans ce cas C se réduit 4 4 points que je puis numéroter
1, 2, 3, 4. La variété w(?) se réduit 4 une courbe qui admet, comme point
singulier, un point double ordinaire ol se croisent deux branches de
courbe qui sont les branches 1.3 et 2.4. Je suppose que le point sin-
gulier se présente pour {= 0; jappellerai 1, 2’, 3', 4’ les points de la
variété w (1) qui, pour des valeurs de ¢ trés petites, sont respectivement
trés voisins des points 1, 2, 3, 4 de la variété w (o).

Je commence par observer que la branche de courbe qui, partie du
point double va au point 1, doit revenir au point double, puisque toutes
nos courbes sont fermées; il peut y revenir par un des trois autres
points 2, 3, 4. Il en résulte que nos points 1, 2, 3, 4 sont associés
deux 4 deux, par exemple I avec 2, et 3 avec 4, de telle fagon que l'on
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puisse aller de 1 & 2 et de 3 4 4 en suivant la courbe w(0) et sans
passer dans le voisinage du point double. De méme on pourra aller de
14 2" et de 3’ 4 4’ en suivant la courbe w(t) et sans passer dans le
voisinage du point double, et cela pour toutes les petites valeurs de ¢,
qu’elles solent positives ou négatives.

Maintenant, si nous considérons le voisinage du point double, nous
voyons que pour {<C 0, par exemple, on peut passer de 1’ 4 2’ et de
3" 4 4’ en suivant w(?) et en passant prés du point double, tandis qu’on
ne peut pas passer de la sorte de 1”4 4" et de 2’ 4 3'. Au contraire,
pour t>>o0, on peut passer de 1’ 4 4’ et de 2’ 4 3, mais pas de 1"
2" et de 3" 4 4.

Il en résulte que pour ¢ <C o, les branches envisagées de w (%) for-
ment deux courbes fermées distinctes, tandis que pour t>>o0, elles n’en
forment plus qu’une.

Notre point singulier correspond donc 3 une bifurcation du squelette.

Il en est de méme si 1 est associé avec 4, et 2 avec 3.

Mais supposons maintenant que I soit associé avec 3, et 2 avec 4.
Nous voyons alors que pour t <0, comme pout i > 0, notre variété
w(t) se réduit 4 une seule courbe fermée; seulement pour ¢t <o cette
courbe passe successivement par les points 1'3'4'2 1, et pour t >0
par les points 1'3"2'4’ 1. Notre point singulier ne correspond plus alors
4 une bifurcation.

Mais je dis que, dans ce cas, la variété V est unilatére.

Pour nous en rendre compte, prenons une surface fermée quel-
conque 4 deux dimensions (bilatere ou unilatére) décomposons-la (en la
laissant d’un seul morceau) de fagon 4 pouvoir la développer sur un
plan; nous obtiendrons ainsi un polygone, analogue aux polygones fu-
chsiens, dont les c6tés seront conjugués deux 4 deux, deux cétés conju-
gués correspondant aux deux lévres d’une méme coupure.

Soient 4B et A' B’ deux cotés conjugués, de telle facon que le
sommet A soit conjugué de 4’ et le sommet B de B’. Si en allant de
4 en B ou 4 lintérieur du polygone, & sa gauche par exemple, et si en
allant de 4’ en B’ ou & lintérieur 4 sa droite, nous dirons que la conju-
gaison est directe.

Si au contraire en allant de 4 en B ou 4 Pintérieur 4 sa gauche,
et si en allant de 4" en B’ ou 4 lintérieur également 4 sa gauche, nous
dirons que la conjugaison est inverse. (Cette convention surprendra d’a-
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bord mais elle se justifie avec un peu de réflexion). Cela posé, si toutes
les paires de cotés sont conjugués directement (ainsi qu’il arrive pour les
polygones fuchsiens) c’est que la surface d’ot I'on était parti était bi-
latére. Si pour une paire de cdtés, la conjugaison est inverse, Cest que
cette surface était unilatére.

Supposons par exemple que notre polygone soit un rectangle dont
les sommets se succédent dans Pordre circulaire 4 BCD et dont les
cétés opposés soient conjugués. Si 4B est conjugué de DC, et 4D de
BC, la conjugaison est directe, et le polygone peut étre regardé comme
provenant du développement d’un tore, surface bilatére. Si A B est
conjugu¢ de CD, et 4D de BC, la conjugaison est inverse pour P'une
des paires et directe pour lautre, et le polygone provient du dévelop-
pement d’une surface unilatére analogue 4 celle de Mosius, Si 4B est
conjugué de CD, et AD de CB, la conjugaison est inverse pour les deux
paires et le polygone provient du développement du « plan projecf »
qui est une surface unilatére.

Fig. 1.

Cela posé, appliquons ces régles 4 notre variété ¥V, découpons-la
et appliquons-la sur un plan de fagon 4 obtenir notre polygone. Je ne
représente sur la figure que la partie du polygone qui nous intéresse.
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Nous avons en O le point singulier; les lignes CHD, AEB, C'H'D’,
A" E' B’ représentent une portion du contour du polygone. Les deux
lignes E1 O3E et H204H' qui se croisent en O sont le développe-
ment de la courbe w(0). Les lignes B1’2’C, B’3"4'C’ sont le dévelop-
pement de la courbe w(f) pour t<Co. Les lignes D2'3'4’ et D'4'1'4
sont le développement de la courbe w () pour ¢ > o. Par hypothése
cette courbe w(?) se ferme sur elle méme de fagon que la branche 1’
se raccorde 4 la branche 3" et la branche 2’ 4 la branche 4'. Donc
A doit venir se recoller 4 4', cest-d-dire que A est conjugué de A4’ et
de méme B de B, C de C’, D de D'. Ainsi, sur notre polygone, 4B
est conjugué de A'B’, et CD de C'D’; la conjugaison est inverse. Donc
notre surface est unilatére. C. Q. F. D.

Si donc ¥ a deux dimensions et est bilatére, son squelette n’aura
d’autre point singulier que les culs de sac et les bifurcations. Cest 14 le
secret de la simplicité relative de I’Analysis Situs des surfaces ordinaires.

Jarrive aux variétés ¥ 4 3 dimensions (m = 3) auxquelles je me
bornerai pour le moment. Nous avons encore 4 distinguer deux cas:

1° g=o0 ou ¢g=3; alors C n’existe pas, et le point singulier cor-
respond 4 un cul de sac du squelette.

2° g=1 ou ¢ =2; alors C se compose de deux morceaux; la va-
riété w (o) présente un point conique ordinaire (si le point singulier cor-
respond 4 t==0); les parties de cette variété voisines du point singulier
sont assimilables & un coéne du 2% degré ordinaire. Donnons maintenant
3 t des valeurs trés petites. Les parties de w(¢) voisines du point sin-
gulier seront assimilables, par exemple, 4 un hyperboloide 4 une nappe
pour { <o et & un hyperboloide 4 deux nappes pour {>o.

Considérons Dellipse de gorge E de ’hyperboloide 4 une nappe;
cette ellipse pour :=-—c¢ (o0 ¢ est positif et trés petit) est un cycle
fermé trés petit tracé sur w(¥); pour f==o, elle se réduit 4 un point et,
pour ¢ =-}-¢, elle disparait.

Ce que nous avons appelé C (intersection du céne et de I’hyper-
sphere) se compose ici de deux courbes fermées (on est dans le cas de
g=1, ou g =1m), et nous devons distinguer deux cas, ou bien on ne
peut pas passer d’une de ces deux courbes fermées 4 lautre en restant
sur w(t) et sans passer dans le voisinage du point singulier, ou bien
ce passage est possible. '

Dans le premier cas, Uellipse E partage la variété w(—c¢) en deux
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partes, car on ne peut pas passer du voisinage de I'une des courbes C
au voisinage de l'autre courbe C sans passer dans le voisinage du point
singulier, c’est-d-dire sans couper [ellipse de gorge E. On aura donc sur
w(—¢)

Eeso.

Dans le second cas, au contraire, E ne divisera pas w(—¢).

Dans le premier.cas, les nappes de w () qui vont passer dans le
voisinage du point singulier forment une seule surface fermée pour
t == —¢ puisqu’on peut toujours passer d’'un point 4 lautre d’une de
ces nappes et en particulier du voisinage de ['une des courbes C a celui
de Pautre en traversant ellipse E. Au contraire pour := -} ¢, elles
formeront deux surfaces fermées, puisque on ne peut plus passer d’une
des courbes C 4 lautre.

Dans ce premier cas, noire point singulier correspond donc & wne bi-
Sfurcation du squelette.

Dans le second cas, au contraire, ces nappes de w(t) forment tou-
jours une seule surface fermée, aussi bien pour ¢ = — ¢ que pour
t = -} ¢ puisqu'on peut toujours passer d’une courbe C 4 lautre sans
passer prés du point singulier.

Dans ce second cas, notre point singulier ne correspond pas & une bi-
furcation. )

Ce second cas se subdivise lui-méme. Considérons un chemin per-
mettant de passer d’une courbe C 4 lautre sans passer prés du point
singulier. Quand on suivra ce chemin, si Pon veut conserver la forme
des équations, il faudra de temps en temps changer de variables et rem-
placer les variables y, par d’autres variables y’, puis les y’ par de nou-
velles variables %", etc. Nous supposerons toujours que ces changements
de variables aient éte faits de telle sorte que le déterminant fonctionnel
des nouvelles variables par rapport aux anciennes soit positif. Soient 7,
Za» -+ 5 Znes les variables finales quand on reviendra dans le voisinage
du point singulier. Nous aurons donc les x en fonctions des z, mais
comme dans le voisinage du point singulier, nos équations qui donnent
les x en fonctions des y redeviennent valables, les séries redevenant con-
vergentes, nous aurons les z en fonctions des y; deux cas peuvent donc
se présenter selon que le déterminant fonctionnel des z par rapport aux
y est positif ou négatif. Dans le premier cas le chemin est bilatére, dans
le second cas unilatére. C’est ce que j’ai expliqué dans PAnalysis Situs,
en définissant les variétes unilatéres.
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Alors, s’il existe des chemins qui permettent de passer d’une courbe
C & lautre sans passer dans le voisinage du point singulier: ou bien
tous ces chemins seront bilatéres, ou bien les uns seront bilatéres et les
autres unilatéres, ou bien enfin ils seront tous unilatéres.

Pour le moment nous nous bornerons au cas on toutes les surfaces
w () seront bilateres. Tous nos chemins, s’ils existent, seront donc bi-
latéres.

Nous savons que pour une surface bilatére, le nombre de BETTI est
toujours impair. Si donc une surface bilatére est 2p - 1 fois conneze,
elle admettra 2p cycles distincts, c’est-d-dire dont aucune combinaison li-
néaire n’est homologue 4 zéro. Envisageons donc les 2p cycles de Ia
surface w(—¢), nous ferons d’abord entre eux une distinction, ceux
qui rencontrent lellipse de gorge E et ceux qui ne la rencontrent pas.
Si un cycle K rencontre E, nous devrons distinguer les points de ren-
contre en deux catégories suivant le signe d’un certain déterminant, ainsi
que je Pai expliqué dans I’Analysis Situs, page 33. Nous définirons ainsi
le nombre N (X, E) (Cf. Analysis Situs, page 35), qui sera la différence
des nombres des points d’intersection des deux catégories. Sile nombre
N relatf au cycle K est nul, le cycle K sera homologue 4 un cycle
qui rencontre E. Si, au contraire, ce nombre N n’est pas nul, tous les
cycles homologues & K rencontreront E.

Qu’arrive-t-l alors, quand ¢ variant d’une fagon continue passe de la
valeur —¢ 4 la valeur -~ ¢? On pourra trouver sur w (- ¢) une ligne
K’ infiniment peu différente du cycle K tracé sur w(—¢); seulement
si K ne rencontre pas E la ligne K’ est fermée et constitue un nouveau
cycle sur w(e); si au contraire K rencontre I la ligne K’ ne peut éire
fermée. Donc pour qu’il y ait sur w(e) des cycles infiniment peu dif-
férents d’un cycle homologue & K, il faut et il suffit que le nombre
N(K, E) soit nul.

En d’autres termes tous les cycles pour lesquels ce nombre n’est
pas nul, disparaitront quand ¢ passera de —e 4 -2, tous les autres
subsisteront.

Soit K un cycle de w(—¢) qui subsiste, et K’ le cycle correspon-
dant de w ().

Dans quels cas aura-t-on:
K' «>0?

Si Pon a K'«~vo0, il existera sur w(e) une aire 4’ limitée par K';
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on pourra trouver sur w(— ¢) une aire 4 infiniment peu différente de
A’ et cette aire sera limitée par K seulement ou par K et par Uellipse
de gorge E, de sorte qu’on aura

Keoo ou Keo E.

Jajoute que si nous tragons sur w(e) un cycle quelconque K’,
nous pourrons toujours trouver sur w(—¢) un cycle K qui en différe
trés-peu, et que 'on ne peut avoir K« 0 sans avoir K’ e 0; car s’il
existe sur w{—¢) une aire 4 limitée par K, il existera sur w(e) une
aire 4" limitée par K’ et trés-peu différente de 4.

Donc, quand ¢ passe de —e 4 ¢, certains cycles peuvent dispa-
raitre, mais des cycles nouveaux ne peuvent pas apparaitre, certains cycles
peuvent devenir homologues 4 zéro, mais aucun cycle ne peut cesser de
Iétre, de sorte que le nombre de Berti 2p -+ 1 peut décroitre, mais
ne peut pas croitre.

Il résulte de 13 que deux cas seulement peuvent se présenter :

1° ou bien Eev0 sur w(—z¢); dans ce cas nous avons vu que
quand t passe de —e 4 ¢, la variétd w(t) se décompose en deux
autres.

Les cycles de w(—¢) ne peuvent pas disparaitre; en effet comme
on 2 Eevo0, on aura N(K, E)=o0 pour tous les cycles K. De plus
aucun de ces cycles K ne peut devenir homologue 4 zéro. Nous avons
vu en effet quelles éraient les nouvelles homologies qui pouvaient s’in-
troduire entre les cycles K par suite du passage de ¢t de —e 4 -¢;
on peut toutes les déduire de ’homologie nouvelle E « 0; et en effet
nous avons dit que pour que l'on ait K’'~s0 sans avoir Kevo, il faut
que lon ait KewE. Or dans le cas qui nous occupe nous avons E«s0
aussi bien sur w(— ¢) que sur w(e). Il ne s’introduit donc pas d’ho-
mologie nouvelle.

Le nombre total des cycles distincts demeure donc le méme; si
w(—¢) est 2p -1 fois connexe, w(e) se décomposera en deux sur-
faces qui seront respectivement 2p'~1 fois et 2p’" -1 fois connexes,
ou p' 4 p" = p.

2° Dans le second cas on n’a pas Eev0 sur w(— &), nous avons
vu que dans ce cas w(t) ne se décompose pas; nous supposons que
w(—c¢) est 2p - 1 fois connexe et posséde 2p cycles distincts. Au
moment ou ¢ devient positif, certains cycles K disparaissent; ce sont
ceux qui sont tels que N (X, E) ne soit pas nul. Mais si Pon a deux

Rend. Circ. Matem. Palermo, 1. XVIII (1904). — Stampato il 19 gennajo 1904. 8
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cycles K, et K, tels que
NE, E)=m, N, E)y=m,,
alors on aura:
N(@m,K,—m K, E)=o,

de sorte que le cycle m, K, — m K, ne disparait pas. Il résulte de la
que tous les cycles qui disparaissent sont toujours une combinaison li-
néaire de "un d’entre eux et des cycles qui ne disparaissent pas. Le
nombre des cycles distincts diminue donc de ce fait d’une unité, et

d’une seule.
D’autre part, entre les cycles subsistants, s’introduit une homologie

nouvelle, et une seule,
Eco 0,
de sorte que le nombre des cycles diminue encore d’une unité.
En résumé, le nombre total des cycles distincts diminue en tout de
deux unités, de sorte que w(e) est 2p — 1 fois connexe.

§ 3

Avant d’aller plus loin, nous devons rappeler briévement ce que I'on
sait sur les surfaces 4 deux dimensions, ou plutdt celles des propriétés
de ces surfaces qui nous seront utiles dans la suite; je commencerai par
les surfaces bilatéres.

On sait qu'une surface fermée bilatere 2p -1 fois connexes admet
2p cycles distincts. Soient

c, C, ..., C,

2p cycles fondamentaux de la surface, choisis de telle fagon que tout

23 v

cycle de la surface soit homologue & une combinaison linéaire de ces
2p cycles.
Soient maintenant :

X‘\,inci’ Y:Zyici

deux de ces combinaisons linéaires ol les coeficients x et y sont des
entiers quelconques. Envisageons le nombre N (X, Y) relatif aux inter-
sections de ces deux cycles X et Y; ce nombre est égal 3

N, ¥)=F(x ),

F(x, y) étant une forme bilinéaire par rapport aux variables x et y.
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Cette forme a tous ses coeflicients entiers, elle change de signe quand

on permute x et y de sorte que
F(x, y) = —F(, %),
eafin son discriminant est égal 4 1.

On peut choisir les cycles fondamentaux C (et cela d’une infinité
de maniéres) de telle fagon que la forme F(x, y) soit réduite, c’est-i-
dire qu’elle se réduise A

XYy %Y T XY, — XY %y — %y -

On voit que si la forme F est réduite, N(C;, C,) sera nul siles
indices 7 et k sont de méme parité; C’esi-d-dire que, si i et k sont de
méme parité, les cycles C; et C, ne se couperont pas, ou seront homo-
logues 4 des cycles qui ne se coupent pas.

Il nous sera souvent utile dans la suite de remplacer notre surface
par un polygone fuchsien; cela peut se faire de deux maniéres. Suppo-
sons que la forme F étant réduite, on considére les p cycles de rang
impair

¢, C,.
qui, nous pouvons le supposer, ne se coupent pas.

Voici d’ailleurs comment on peut se rendre compte de la génération

.., C

2p—~1?

de ces cycles. Formons le squelette de notre surface; ce squelette sera
un réseau ot l'on pourra décrire p chemins fermés distincts ; en choisis-
sant convenablement p points sur ce réseau, les p chemins fermés seront
coupés, le réseau restant néanmoins d’un seul tenant. Chacun de ces
points représentera une courbe fermée [qui sera la variétt w(®) du §
précédent]. Nous aurons donc p courbes fermées qui n’auront aucun
point commun et qui seront nos p cycles

c, C,...,C

Découpons notre surface suivant ces p courbes; elle reste d’un seul

2p—1 *

tenant, mais elle peut maintenant étre développée sur un plan, et aprés
le développement elle se réduira 4 une aire plane, limitée par 2p cour-
bes fermées. Une de ces 2p courbes la limite extérieurement et les autres
intérieurement. Ces 2p courbes sont conjuguées deux 4 deux, deux cour-
bes conjuguées correspondant aux deux lévres d’une méme coupure. Cette
aire sera ainsi assimilable & un polygone fuchsien de la 3° famille; et
on pourra avoir avantage i envisager le groupe fuchsien qu’il engendre,
et la décomposition du plan en une infinitt de polygones congruents
au polygone générateur.
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Supposons maintenant que nous découpions notre surface suivant
les 2p cycles. Les 2p cycles auront pu é&wre tracés de fagon i passer
tous par un méme point et 4 n’avoir pas d’autre point commun. Si,
aprés ce découpage, on développe la surface sur un plan, on obtiendra
un polygone de 4p cbtés conjugués deux 4 deux, et assimilable 3 un
polygone fuchsien de la 1**° famille. Nous pourrons choisir ce polygone
fuchsien (qui n’aura qu'un seul cycle de sommets), de telle fagcon que
la somme de ces angles soit égale 4 2%. Si la forme F est réduite, la
loi de conjugaison des cétés sera la suivante: 1 avec 3, 2 avec 4, §
avec 7, 6 avec 8, 9 avec 11, 10 avec i2, etc. Ici aussi il y aura lien
d’envisager le groupe fuchsien et la décomposition du cercle fondamental
en polygones congruents.

Mais ici se pose une question qui va nous arréter quelque temps.
Le groupe fuchsien en question n’est autre chose que ce que j’ai appelé
ala page 60 de I’Analysis Situs le groupe fondamental de la surface.
La notion de ce groupe est fondée sur la notion d’éguivalence des cycles
et sur la distinction entre cette notion et celle d’homologie (Cf. pa-
ges 18 et 62 de I’Analysis Situs).

Considérons deux cycles K, et K'; partant d’un méme point M et
y aboutissant, j’écrirai « ’équivalence » : '

K=K
si Pon peut passer de 'un 4 lautre par déformation continue et sans
quitter la variété envisagée. Il pourra se faire alors que le cycle K’
venant repasser plusieurs fois par le point initial M se décompose en

plusieurs autres et ¢quivale ainsi & plusieurs cycles consécutifs K , K,,
K , se succédant dans P'ordre indiqué; nous pourrons alors écrire :
K=K 4 K,+ K,
mais nous n’avons pas le droit d’intervertir ordre des termes et d’é-
crire par exemple :
K=K + K +K,.

C’est precisément ce qui distingue les équivalences des homologies;
dans ces derniéres on a le droit d’intervertir cet ordre de sorte que de
Péquivalence

K=K -+ K,+ K,
nous avons le droit de déduire non seulement homologie :

Ke K, +K +K,
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mais encore homologie :
Ke~K + K +K,.

De méme supposons que K’, au lieu de partir du point M, parte
d’un autre point M’ et y aboutisse. Soit L un chemin quelconque allant

de M en M’'. Alors le cycle L + K’ — L ira comme K de M en M.

Supposons qu’on ait I'équivalence :
K=L+ K —1,

comme nous n’avons pas le droit d’intervertir Pordre des termes, nous
ne pouvons en conclure ’équivalence K == K’, mais seulement ’homo-
logie Koo K'.

Ainsi dans les homologies, les termes se composent d’aprés les
régles de I'addition ordinaire; dans les équivalences, les termes se com-
posent d’aprés les mémes régles que les substitutions d’un groupe; c’est
pour céla que lensemble des équivalences peut pour ainsi dire étre sym-
bolis¢ par un groupe qui est le groupe fondamental de la variété.

Dans le cas qui nous occupe, envisageons le cercle fondamental
décomposé comme nous P'avons dit en polygones fuchsiens congruents.
Chacun de ces polygones a 4p cotés. Un cycle quelconque sera repré-
senté soit par une ligne fermée, soit par une ligne allant d’un point du
plan 4 un autre point « congruent» (c’est-d-dire transformé du premier
par une des substitutions du groupe fuchsien).

Dans le 1% cas le cycle est équivalent 4 zéro, dans le second il ne
Pest pas. A

Le groupe fondamental est alors le groupe fuchsien lui-méme, groupe
dérivé des 2p substitutions correspondant aux 2p cycles fondamentaux
C,; dans le cas ol la forme F étant réduite, la loi de conjugaison des
cotés du polygone fuchsien est celle que j’ai dite plus haut, on a entre
les 2p cycles une seule équivalence qui s’écrit:

0=C,4-C,~C,—C,4CA4C,—C,—C,A-C4C—C,—CF- ---

Cette équivalence suffit pour définir le groupe fondamental.

On peut chercher 4 former un cycle qui soit homologue 2 zéro
sans étre équivalent 4 zéro. On voit d’abord qu’il ne peut y en avoir
si p==1, car alors 'équivalence que je viens d’écrire devient

C+C=cC+¢,

et signifie que deux cycles quelconques sont permutables (au point de
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vue de ’¢quivalence). On sait d’ailleurs que dans ce cas, les fonctions
fuchsiennes se réduisent aux fonctions elliptiques, le groupe fuchsien a
toutes ses substitutions permutables,

Si p > 1, supposons que la loi de conjugaison des cOtés soit celle
que nous avons dite plus haut, cest-d-dire 1 avec 3, 2 avec 4, etc.
Soient 0 et 1 les deux sommets du c6té 1; soient T et 2 ceux du cOté
2, etc.; soient enfin 4p — I et 4p = 0, ceux du cbté 4p. Joignons les
sommets 0 et 4 par une ligne restant 4 intérieur du polygone. Cette
ligne représentera un cycle qui sera équivalent &

C,+¢C,—C —¢C,.

Il sera donc homologue 4 zéro; mais il ne sera pas équivalent i
zéro.

Ayons recours maintenant 4 Pautre mode de représentation; repré-
sentons donc notre surface par un polygone fuchsien de la 3° famille
limité par 2 p courbes fermées conjuguées deux 4 deux, 'une d’elles li-
mitant le polygone extérieurement, les autres intérieurement.

Soit k l'une de ces courbes fermées, correspondant au cycle C,,
soit k' sa comjuguce. Soit M un point de k, M' le point correspondant
de ¥’; joignons M & M’ par un trait M P M’ qui correspondra au cycle
C, . Tragons maintenant & l'intérieur du polygone une courbe fermée K
enveloppant % et k', mais n’enveloppant aucune des autres courbes qui
forment le contour du polygone.

Soit Q un point sur & d’ott part et ot aboutit ce cycle. Soit L
une ligne allant de Q en M. Il est clair qu'on aura équivalence :

K=L+k-++ MPM +F —MPM — L,
Cest-d-dire:
K=L+4C,+C —C,—C, —L;
de cette equivalence on peut conclure K v 0, clest-d-dire que K est
homologue 4 zéro sans &tre équivalent & zéro.

Voyons enfin ce qui se passe sur la surface elle méme, et bornons-
nous aux cycles non-bouclés, Cest-d-dire aux cycles qui ne se recoupent
pas eux-mémes.

Soit C un pareil cycle homologue 4 zéro; il décomposera la surface
2p-}1 fois connexe en deux parties, de sorte que si on étranghiit'la sur-
face de fagon 4 réduire ce cycle C 4 un point, cette surface se décom-
poserait en deux autres. Si I'une des deux surfaces ainsi obtenues est
simplement connexe, c’est alors que le cycle C était équivalent 2 zéro.
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Si ces deux surfaces sont 2p' 4 1 fois et 2 p" 4 1 fois connexes, ot
p>o0,p" >0, p 4 p’'=p, cest au contraire que le cycle C éait
homologue & zéro, sans étre équivalent 4 zéro.

Il est aisé de voir, et on sait d’ailleurs depuis longtemps, que deux
surfaces bilatéres, 4 2 dimensions, ayant méme nombre de BertI, sont
toujours homéomorphes. Il suffit de remarquer que chacune d’elles peut
étre remplacée par un polygone fuchsien de la 3° famille, limité par 2p
courbes fermées et que deux pareils polygones, c’est-d-dire deux aires
limitées extérieurement par une courbe fermée et intérieurement par 2p—1
courbes fermeées sont évidemment toujours homéomorphes 'une 4 Pautre.

Mais on peut aller plus loin. Soit § une surface 2p - 1 fois con-
nexe; tragons sur cette surface deux systémes de 2p cycles

¢, C,..., C,
C, C, ..., C.
La surface S peut toujours étre regardée comme homéomorphe 4 elle-

1

méme ; C’est-d-dire qu'd un point M de la surface nous pouvons faire
correspondre un auntre point M’ de cette surface; de telle fagon que la
loi de correspondance soit continue et doublement univoque. Dans quels
cas cette correspondance peut-elle étre choisie de telle sorte que, quand
le point M décrit les cycles

c, C

I

. C

2p 2
le point M’ décrive:

o

1° ou bien les cycles

’ ! !
c, Cl,...,C,,

2° ou bien des cycles équivalents &
’ T !
C, C....,C,,

12 2
3° ou bien des cycles homologues 2
L 14 '
¢, C,..., C,.

Je ne traiterai que la 3° question qui est la plus facile. Je considére
la forme F(x, y) qui représente le nombre N relatif i Pintersection
des cycles > xC et > yC. Je considére de méme la forme F'(«',y")
relative 4 Dintersection des cycles > x' C' et ) y' C'.

Il est clair d’abord que si la correspondance est possible de telle
fagon que M’ décrive un cycle homologue & C} quand M décrit un
cycle homologue 4 C,, les deux formes devront &tre identiques, c’est-3-
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dire ne différer que par la substitution des variables x’, y' aux variables
x et y. Si, par exemple, nous supposons que F est réduite et que

F:xxyz—x2y1+x3y4—x4y3+ T

on devra avoir :
[ ] vt ror [
F —xxyz_x2y1+x3y4—x4y3+“'

Les cycles C' sont des combinaisons linéaires des cycles C et, si nous

2xC=24C, 2yC=2yC,

les nouvelles variables x' et y' seront également des combinaisons liné-

supposons

aires 4 coeflicients entiers des x et des y. Il faut donc que la forme F
ne soit pas altérée par la substitution linéaire qui fait passer des x aux
x' et des y aux y'.

Je dis que celte condition nécessaire est également suffisante.

Pour le démontrer, voyons quelles sont les substitutions linéaires
qui n’altérent pas la forme F que nous supposerons réduite.

1° Si nous supposons que Pon ait:

=X fx, n=x (2>0)
Yo=%Fv  yi=y (>1)
il est clair que l'on aura:
e e e p
Il est clair qu'il en sera encore de méme, si nous posons

;:xl+x2’

x, = x, + x,,

ou bien

ou bien
’

.y YT + 32
ou, plus généralement,
7 — -
. ’xzk—x - xzk—: —I_ xzk ?
ou bien enfin
g
xzk - xzk—-x + xzk’
tous les autres x; étant égaux 4 I'x; correspondant.
Il en sera encore de méme si les x subissent des substitutions in-

verses des précédentes, c’est-i-dire si 'on pose:
B p

'
Xopoy — X

1 2k—t T xzk >

ou bien
r —
xzk = xlk -_ xzk_‘ 3

tous les autres x; étant égaux 4 I’x; correspondant.
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Il va sans dire que la substitution linéaire qui fait passer des y
aux y’ est identique 4 celle qui fait passer des x aux x'.

Voild donc un premier type de substitutions linéaires qui n’altérent
pas la forme réduite F.

2° En voici maintenant un second type.

Supposons que 'on pose :

o L —
x, =%, -+ x, X, = X, — X,
X = x, (sauf pour i =1 et pour i = 4),

ou plus généralement :

! — L -
sz—x - x2K~x + xzj—x > xzj - xzj Xk

x;=1x,  (sauf pour i = 2K — 1 et pour i = 27);
il est clair que la forme réduite F n’est pas altérée.
Elle n’est pas altérée non plus par la substitution inverse:

Nk = Xk T s K =X X
x;=1x, (sauf pour i = 2K — 1 pour i = 2j).

Voild notre second type.

Or il est aisé de voir que toute substitution qui n’altére pas la forme
réduite F peut &tre considérée comme une combinaison de substitutions
rentrant dans ces deux types.

Il suffit donc de démontrer le théoréme pour les substitutions de
ces deux types.

En ce qui concerne d’abord le second type, nous pourrons repré-
senter notre surface par un polygone fuchsien de la 3° famille, limité
tant extérieurement qu’intérieurement par 2p courbes fermées:

4,4, 4,4;...;4 A

2p—1 2 2p—1
conjuguées deux 4 deux et correspondant aux p cycles d’indice impair

C, C,...,C, ..
Pour construire les p cycles d’indice pair, il suffit d’opérer de la

facon suivante.

Soient
P, P,..., Pz_p-x
p points pris arbitrairement sur les courbes 4, , 4, ..., 4,, . ; soient
P, P, ..., P, les points correspondants sur les courbes conjuguées

’ ! ’ M 1 ’ ' I
4,4,...,4, . Joignons P, 3 P, P AP, ..., P, 3P,

2

Rend, Circ. Maiem. Palermo, t. XVIII (1904). — Stampato il 20 gennajo 1904. 9
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par p lignes
L, L

I

e L

tracées de manitre 4 ne pas se couper mutuellement. Ces p lignes seront

ZP-——I

homologues aux p cycles d’indice pair :
¢, C,...,C

Pour simplifier, nous supposerons que ce soit la courbe 4, (qui
ne jouera aucun réle dans ce qui va suivre), qui limite extérieurement
notre polygone fuchsien. Construisons une courbe B qui enveloppe les
deux courbes 4, et 4, , et n’en enveloppant pas d’autres; cette courbe B
représentera un cycle homologue 2

C,+C,.

Soit R la région limitée extérieurement par cette courbe B et inteé-
rieurement par 4, et 4, . Envisageons la substitution du groupe fuchsien
qui change 4, en 4 (et qui correspond d’ailleurs au cycle C,). Soit
R’ la transformée de la région R par cette substitution; elle sera limitée
extérieurement par 4. et intérieurement par deux courbes fermées B’

22 2p "

et 4] transformées de B et 4, .

Modifions le polygone fuchsien en retranchant la région R eteny
ajoutant la région R’. Notre nouveau polygone fuchsien sera limité exté-
rieurement par 4 et intérieurement par

4; By B 4, 4, 4, A;...;4, ., 4, ..

Deux points du plan, transformés 'un de Pautre par une substitu-
tion du groupe fuchsien, correspondent évidemment 4 un méme point
de la surface S. Notre nouveau polygone fuchsien correspondra donc
comme Pancien 4 la surface S tout entiére puisque la région R suppri-
mée a été remplacée par sa transformée R'. D’ailleurs ces deux polygones
qui sont tous deux des aires planes limitées par 2p courbes fermées

sont homéomorphes Pune 4 Pautre et de telle facon que

4, 45 4, 45 A4, 4;...54, ,, 4,
correspondent 4:
B, B; 4], 4; 4, A5 4, ., 4, .
Il en résulte que dans cet homéomorphisme, les cycles impairs
C., ¢, C,....,C,,
correspondront 4 des cycles homologues 2
¢.+¢C., C, C,...,C,_,.
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A quoi correspondront les cycles d’ordre pair ? Chacun de ces cycles
correspond i une substitution du groupe fuchsien, par exemple C, 4 la
substitution T, qui change 4, en 4], C, 4 la substitution T qui change
A, en 4, etc. 1l est évident dailleurs que dans ’homéomorphisme en
question la substitution T est remplacée par celle qui change B en B’
(cycles qui correspondent & 4 et A)) et qui est encore T, la substi-
wuon T par celle qui change 47 en 4] et qui est T;" T, et que les
autres substitutions ne changent pas. Cela nous fait déja prévoir que les
cycles

C C

4

c,, ...

2
correspondront 4

C

Mais un doute pourrait subsister, car la substitution T, ne corre-
spond pas seulement au cycle C,, mais & tous les cycles C, } K, K
étant une combinaison linéaire quelconque des cycles d’ordre impair.

C,—C,, C,-...

22

Il nous faut donc revenir aux lignes L que nous venoans de définir;
nous pouvons toujours supposer quaucune de ces lignes ne coupe B,
4 Pexception des lignes L, et L, qui couperont Ben N, et N ; je dé-
signerai par M, et M;, M, et M, les points d’intersection de 4, et 4,
avec L,, de 4, et 4] avec L ; par N; et N| les transformés de N, et
N, par T, qui sont sur B’, et jenvisagerai les trongons N, M;, N M’
qui sont les transformés par T, des trongons de N, M, et N, M, des
lignes L, et L . Le point M est sur A7. Les lignes L et les nou-
veaux trongoas N M;, N) M) ne se coupent en aucun point.

Nous considérerons encore les trongons NN, sur B et N; N/ sur
B’, ou mieux des trongons N N7 et NN aboutissant 4 des points
N? et N situés sur B et B’ infiniment prés de N, et N, et de telle
facon que N, et N, ne soient pas sur les arcs N, N} et N N?; jenvi-
sagerai en outre une ligne N7 M°N; infiniment voisine de N!M!N,
et ne la coupant pas; 4 Paide de ces divers trongons je pourrai construire
les lignes

L, L,...
correspondant dans notre homéomorphisme aux lignes
L, L,...

La premiére sera la ligne N, M/N|; la seconde qui doit aller de M en

1

M) sera M'N. 4 N,N? 4 N°M°N° + N°N, 4 N, M, ; dailleurs



63 H. POINCARE.

L} sera identique 4 L, L’ 4 L , etc. Il suffit pour s’en rendre compte
de vérifier que ces diverses lignes ne se coupent pas.
On voit alors que ces lignes sont homologues 4:

L, Li——Ll’ LS?""

I

ce qui veut dire quaux cycles C,, C, , etc. correspondent:
C,, C,—¢C,, G, ...
Nous avons donc en résumé C! oo C; sauf pour i =1 ou 4, et
’ I3
Cles C,4+C,, CleC—C,.
. . [ all ot

Si donc nous supposons > xC = 2 x’C', on aura x, = x| sauf

pour i = 2 et 3 et
[ -
X, ==X, — %, , x, =%, + x,.
Si Pon avait voulu avoir :
' ’
x, = x, +x,, X, = X, — %,
il aurait fallu tracer B autour de 4, et 4] et non autour de 4, et 4.
Si on avait voulu avoir :
’ '
X =X, X, X, =x,+ %,
il aurait fallu tracer B autour de 4, et 4, et transformer la région R,
non plus par T, mais par T,.

Ce procédé est donc applicable 4 toutes les substitutions du 2¢ type.

On opérera d’une fagon analogue pour les substitutions du 1 type;
je suppose par exemple

4 ! .
*y :x1+‘x2 xi:xi (1‘>I)a
Cest-d-dire :
! ! i
C, e~ C, C,~C,—C,.

Je ne représenterai notre surface par un polygone fuchsien de la
3° famille, ni un polygone fuchsien de la 1** famille comme je lai fait
plus haut, mais jemploirai un mode de représentation analogue et pour
ainsi dire intermédiaire.

Remarquons en effet que rien ne nous oblige 4 nous restreindre 3
des polygones fuchsiens proprement dits, c’est-d-dire 4 des polygones
limités par des arcs de cercle coupant orthogonalement un méme cercle
fondamental. Dans une question comme celle qui nous occupe, rien
n’empéche de remplacer, par exemple, un polygone fuchsien de la 1% fa-
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mille par un autre polygone curviligne qui lui soit homéomorphe, mais
qui soit d’ailleurs quelconque.

Nous pouvons profiter de cette élasticité pour adopter le mode de
représentation suivant. ‘

Notre polygone sera limité extérieurement par un quadrilatére cur-
viligne et intérieurement par 2p — 2 courbes fermées. Les cbtés opposés
du quadrilatére seront conjugués et d’autre part les 2p — 2 courbes
fermées seront conjuguées deux a deux d’une maniére quelconque.

Soient abcd les quatre sommets du quadrilatere,

4., 4;; A, 45 ...5 4 4

2p—1? 2p—1
les 2p — 2 courbes fermées conjuguées deux 4 deux; ces courbes fermées
correspondront 4 p — 1 des cycles d’ordre impair

C, C,...,C

32 57 2p—1”

Les cotés ab et d¢, du quadrilatére correspondront au cycle C, ;
les cétés ad et bec au cycle C,.

Nous prendrons sur les courbes fermées A4, des points quelconques
P,; nous joindrons chacun des points P, au point correspondant P, de
la courbe 4. La ligne L, qui joint P, & P] correspondra au cycle
C...»

pas couper les cotés du quadrilatére et 4 ne pas se couper mutuellement.

4 la condition que ces lignes L alent ét¢ tracées de facon 4 ne

Joignons les sommets opposés a et ¢ du quadrilatére par une dia-
gonale curviligne ac, qui divisera ce quadrilatére en deux triangles acb
et acd et qui devra étre tracée de telle facon que toutes les courbes
fermées 4 et A’ soient i intérieur du 1% triangle acb.

Le groupe qui jouera le réle de nos groupes fuchsiens de tout &
Iheure, sera dérivé des substitutions suivantes: T qui change ad en
bc; T, qui change ab en de; T, (=3, 5,..., 2p—1) qu
change 4, en 4.

Soit bef le transformé du triangle adc par T, .

On peut remplacer le triangle adc par le triangle bcf et par con-
séquent on peut remplacer notre polygone générateur par un nouveau
polygone limité extérieurement par le quadrilatére abfc et intérieure-
ment par les 2p — 2 courbes fermées 4 et A’; ces courbes fermées
sont encore conjuguées deux 4 deux et les cOtés opposés du quadrilatére
sont conjugués.

Ces deux polygones (qui tous deux correspondent 3 la surface Si
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tout enti¢re) sont homéomorphes 'un 4 autre et de telle fagon que

ab, bc, cd, da, 4, 4, L,

correspondent respectivetnent 4 :

ab, bf, fc, ca, 4., 4, L.
Les cycles
c, C

I

c, C

22 il i+

correspondront donc dans cet homéomorphisme 4

Cx ’ Cz + Cx 2 Ci b Ci+r ‘

Donc la surface S est homéomorphe 24 elle-méme de telle fagon
quau cycle C, corresponde le cycle C,, en supposant

I3
G=¢C, (F=1,3,4,5,...52p)
, A
Cz_"'Cz_l_(‘x‘
Dans ce cas on a
ro___ A ro__ v v
X H, Ky, X TEX, X TSR, ., X, =X,

C’est donc une substitution du 1% type pour lequel le théoréme se
trouve démontré, et il est clair qu'on le démontrerait de méme pour
toutes les autres substitutions du 1* type.

Nous pouvons donc dire en résumé :

La condition nécessaire el suffisante pour que la surface 8 soit homéo-
morphe & elle-méme de telle fagon gu’aux’cycles C; correspondent des cycles
homologues aux cycles C;, c’est que la forme F (x,y) relative aux cycles
C soit identique & la forme F(x', y") relative aux cycles €.

Il est aisé de conclure de 14 quun cycle D 4, C, est toujours ho-
mologue 4 un cycle non bouclé, C’est-d-dire ne se coupant pas lui-méme,
si les entiers 4; sont premiers entre eux. Si au contraire ces entlers 4,
ne sont pas premiers entre eux, il ne peut étre homologue 4 un cycle
non bouclé.

Etablissons d’abord le 1™ point.

Il suffira de démontrer que I'on peut trouver 2p cycles

¢, C,..., C,
tels que
= Zai C
et que la forme F(x', ') relative aux cycles C' soit identique 2 la
forme F(x, y) relative aux cycles C; de telle fagon que l'on ait:

F(, y)=xly, — xjy. + %y, — =y, + -
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si nous supposons, comme nous le faisons d’ordinaire, que les cycles
C aient été choisis de telle sorte que la forme F (x, y) soit réduite.

En effet, si les cycles C’' satisfont 4 cette condition, la surface §
sera homéomorphe 1 elle-méme de telle sorte qu’au cycle C, corresponde
un cycle homologue & C;. Donc on pourra trouver un cycle homologue
4 C; qui dans cet homéomorphisme correspondra & C, et qui par con-
séquent ne sera pas bouclé, puisque C, n’est pas bouclé.

Remarquons d’abord que si les entiers a; sont premiers entre eux,
on pourra trouver 2p cycles

cr, C', ..., C,,
tels que

C=C= Za; Ci»

¢ = Zbikci’

les a, et les b, érant des entlers dont le déterminant soit égal 4 1.
Soit F(x", ") la forme relative aux cycles C'.
Quelle relation doitil y avoir entre les variables x” et x’' 2 Le cycle
C, devant étre identique 4 CV, il est clir que

devront &tre des combinaisons linéaires de

" ’ "
22 x3)""x2p
"

et qu’il en devra étre de méme de la différence x, — x .
Il reste & démontrer qu’il existe un changement linéaire de variables
qui satisfasse 4 cette condition et qui en méme temps soit tel que la
forme F(x', y") soit réduite.
Or nous pouvons écrire :

17 PN "y 7 17
FQ@", ") ==Y, =y, X, 4 2 (=", "),
ol X, est une combinaison linéaire de x, x7, ..., %, dont les coefhi-

cients sont des entiers premiers entre eux; ol Y, est la méme combi-

X

naison de y;, ¥}, ..., y,,; ol enfin ® est une forme bilinéaire de

r " "o, n 14 ”
Xas Xy owees X3 Yo Yisoeees Yape

Jai dit que les coefficients de X, sont des entlers premiers entre
eux, et en effet, si le plus grand commun diviseur était a > 1, le dé-
terminant de la forme F(x", y'") serait divisible par a*; ce qui est
impossible puisque ce déterminant est égal 3 1.

Ces coefficients étant premiers entre eux, nous pouvons trouver
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2p— 1 combinaisons linéaires

X

2?2

X,..., X

2p
%, » dont la premiére soit précisément X, et dont les
coefhicients soient des entiers dont le déterminant soit égal 2 1.
Dans ces conditions @ sera une forme bilinéaire de

X, X,...,X

2 3

" r”
de x7, 7, ..., x

2p
et des combinaisons correspondantes

Y, Y.,..., Y

22 3 2p

formées avec les y'’. Nous pourrons alors écrire :

=XV — ¥,X + (X T),

ol X' est une combinaison linéaire de X, X,, ..., X,,; ou ¥’ est
la méme combinaison des Y;ou ¢ est une forme bilinéaire des 4p — 4
variables

X, X,...,X

37 42

Y

3

Y

4

a3 e Y

Le déterminant de cette forme ¢ devra diviser celui de F; il sera
donc égal & 1. La forme ¢ ayant pour déterminant 1, on peut trouver
2p — 2 combinaisons linéaires

’ ’ !
Koy Ky eee, Xy

des variables X , X, ..., X,,, telles que la forme ¢ soit réduite quand
on prend les x' pour variables nouvelles, avec les combinaisons corre-
spondantes y' des Y.

Si alors nous posons

o ' v ’
xx_x ——XJ yx_yx_—Y’

1

x, =X y. =17

2

F=xy, — %y, +1¢.

La forme ¢ étant réduite, il en sera de méme de F, de sorte que

I
l

il viendra:

nos nouvelles variables x' répondent bien 4 la question.

Le premier point est donc établi.

Supposons maintenant que les @; ne solent pas premiers entre eus;
je dis que tout cycle homologue 4 Y a; C, est bouclé. Soit en effer

a, = b,d,

d étant le plus grand commun diviseur des a,, et les b, étant premiers
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entre eux. Soit alors:

20C=C, >aC =4dC.
D’aprés ce qui précéde, la surface S sera homéomorphe 4 elle-méme, de
telle fagon que C, corresponde & C!. Il nous suffit donc de montrer
que tout cycle homologue 4 d C, est bouclé; puisque dans notre homé-
omorphisme tout cycle homologue 4 D a,C, correspondra i un cycle
homologue 4 4C, .

Pour cela, reprenons la représentation de notre surface S par un
polygone fuchsien R, de 4p cOtés et de la 1% famille, polygone qui
avec ses différents transformés remplira la surface du cercle fondamental.

Soit K notre cycle que nous supposons homologue 4 d C, . Ce cycle
sera représenté par une certaine ligne amb, allant d’un certain point a
intérieur au cercle fondamental 4 un point & transformé de a par une
substitution du groupe fuchsien. Qutre cette ligne nous devons envisager
toutes ses transformées par les différentes substitutions du groupe fu-
chsien; car une quelconque de ces transformées représente comme la
ligne elleméme le cercle C.

Nous envisagerons en particulier les arcs de la ligne amb ou de
ses transformées qui seront A Pintérieur du polygone R . L’ensemble
de ces arcs sera ce que jappellerai 'image du cycle K.

Cette image se composera d’un certain nombre d’arcs

AB, AB, ..., 4B,
allant de certains points 4 , 4,, ..., 4, situes sur le périmétre de
R, 4 d’autres points B, B,, ..., B,, situés également sur le périmétre
de R, . Pour que le cycle soit continu et fermé, il faut que les points
B oetd,B ed,. .,B

méme point de S, et, par conséquent, que ce solent des points conjugués

. et A, B, et A correspondent 4 un
du périmeétre de R, C’est-d-dire des points correspondants sur deux
cOtés conjugueés.

Faisons correspondre un nombre 4 chaque point du périmétre de
R, et cela de la fagon suivante : 1° les nombres correspondant aux points
A, et B, seront des entiers; 2° les nombres correspondant aux autres
points du périmétre seront égaux 4 des entiers 4 —; 3° en suivant le

périmétre dans le sens direct, notre nombre ne variera que quand on
passera par un point A; ou par un point B,; 4° il augmentera brusque-
ment d’une unit¢ quand on franchira 'un des points 4, , et il diminuera

Rend. Gire. Matem. Palermo, t. XVIII (1904). — Stampato il 20 gennajo 1904. 10
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brusquement d’une unité quand on franchira 'un des points B;; 5° la
valeur du nombre en un des points 4, ou en un des points B, sera
la moyenne arithmétique entre les deux valeurs constantes de ce nombre
le long des deux arcs qui aboutiront 4 ce point. Si, par exemple, en
suivant le périmétre dans le sens direct on rencontre successivement les
points

4, 4, B, B, 4, B,

le nombre sera égal 4 0o en 4, 4  sur larc 4, 4,,4 1en 4,, 4
1 sur Parc 4B, 341 en B,, 4 = sur Varc B,B,, 4 0 en B,,
d—  sur Parc B4, 34 0en 4,3 < sur larc A4,B,, 40 en B
et enfin 4 — - sur larc B 4, .

Comme il y a autant de points 4 que de points B, on retombera sur
la valeur initiale aprés avoir parcouru le périmétre tout entier.

Cela posé, je dis d’abord que si le cycle n’est pas bouclé, ou, ce qui
revient au méme, si les arcs A4, B, ne se coupent pas mutuellement, les
deux points 4, et B, correspondent 4 un méme nombre. Soit en effet
o Pun des deux arcs, qui sur le périmétre de R, vont de 4, en B,. Si
le point 4, se trouve sur cet arc «, le poiat B, devra s’y trouver éga-
lement ; car si les deux couples de points 4,B,, 4, B, étaient croisés,
c’est-d-dire s’ils étaient placés sur le périmétre de fagon 4 se séparer
mutuellement, les deux arcs 4,5, et 4,B, devraient se couper. Il ré-
sulte de 1d qulil y a sur Parc o autant de points 4 que de points B,
ce qui revient 4 dire que les deux extrémités 4, et B, de l'arc a cor-
respondent 3 un méme nombre. C. Q F. D.

Comparons maintenant les nombres correspondants aux points B, et
4,,, (pour plus de symétrie dans les notations, je désignerai indifférem-
ment le point A4, par les notations 4, et 4, ).

Ces points 4, et B,

1> nous Pavons dit, sont conjugués sur le pé-

rimétre de R, .

Comment exprimerons-nous que notre cycle K est homologue a
d C,; cela veut dire que si Pon considire les intersections du cycle K
avec les différents cycles fondamentaux C,, et qu’on convienne de re-
garder ces intersections comme positives ou négatives suivant le sens
dans lequel les deux cycles se couperont (cf. Amalysis situs, Journal de
PEcole Polytechnique) le nombre des intersections positives sera le méme
que celui des intersections négatives pour tous les cycles C; sauf pour
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C,,
(Je dis C,, parce que C, coupe C, en un point, et ne coupe pas les

et que pour C, le premier nombre surpasse le second de d unités.

autres cycles C,, si nous choisissons les cycles fondamentaux de fagon
que la forme F soit réduite).
En d’autres termes, soient
14 1 ! 1
p, P, P, P, P, P, P, P

les cOtés successifs de R, ; je suppose p = 2 pour fixer les idées; dans

1?2 22
ce cas les cdtes P, P, P, P sont respectivement conjugués de P;,
P, P/, P,. Le c6te P, correspond au cycle C; et le coté P} au cycle
C; parcouru en sens invers. Telle est bien la loi de conjugaison des
cotés quand la forme # est réduite.

Soit alors N le nombre des points 4 qui se trouvent sur P, moins
le nombre des points B qui se trouvent sur ce méme coté P,; soit N
la différence correspondante pour le cété P;.

On aura alors

N,=d, N,=—4, NI:N3:N4:NI'::N;:N;:O.

Voild les conditions qui expriment que le cycle K est homologue
adcC,.

Nous représenterons par Q., S5, les deux sommets du coté P, de
telle fagon qu’en parcourant ce c6té dans le sens direct on aille de Q,
en S;; de méme @}, S seront les deux sommets de P;. Il est clair d’aprés
cette définition, que le sommet S, sera identique au sommet Q,
met S, au sommet Q, etc.

Le nombre correspondant 4 S; sera égal 2 celui qui correspond i
Q, augmenté¢ de N,; et comme tous les N et les N’ sont des muld-

, le som-

ples de d, nous devons conclure que les nombres correspondant aux
divers sommets de R, different entre eux de multiples de d.

Considérons maintenant deux cotés conjugués P, et P] et imaginons
deux points parcourant le premier le c6t¢ P, dans le sens direct en al-
lant de Q; en §; et le second le c6té P dans le sens invers en allant
de S! en Q) et de fagon & rester constamment conjugués. Quand le pre-
mier passera par un point 4, le second passera par le point conjugué
qui sera un point B; le nombre relatif au premier augmentera d’une
unité, et il en sera de méme du nombre relatif au second puisqu’on
est passé par un point B en marchant dans le sens invers. De méme
quand le premier point passera par un point B, le second passera par
un point 4 et les deux nombres diminueront d’une unité.
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La différence des deux nombres demeure donc constante et comme
elle était originairement un multiple de 4, elle sera toujours un multiple
de d.

Ainsi les deux nombres relatifs aux deux poinis conjugués A, et B,
different d’un multiple de d; et comme le nombre relatif 3 B, est égal
au nombre relatif 4 4, nous conclurons finalement que les nombres
relatifs aux 2# points
R |

”n

Ax » 4,
B, B,,...,B
différent entre eux de multiples de d.

Or suivons le périmétre de R, dans le sens positif et envisageons
deux points consécutifs 4, 4,, ou 4, B,, ou B,B,; d’aprés notre dé-
finition les nombres relatifs 4 ces deux points seront égaux ou différeront
d’une unité. Si les différences ne peuvent étre que des multples de d,

£

il faudra conclure que tous les nombres relatifs aux points 4 et B sont
¢égaux, entre eux, et, par exemple, tous égaux 4 zéro.

Alors pour les autres points du périmétre, notre nombre sera + .
Si donc nous considérons en particulier deux sommets de R_, la diffé-
rence des deux nombres sera 0 ou 4 1. Or pour les deux sommets
P, et Q, cette différence est IV, — d.

Nous sommes donc conduits 4 une contradiction; ce qui veut dire
que I'hypothése faite au début était absurde et que le cycle K doit éire
bouclé. C. Q F. D.

§ 4

Nous avons vu au § précédent qu’il est relativement aisé de recon-
naitre si un cycle donné est homologue 2 un cycle non bouclé, ou si
deux cycles donnés sont respectivement homologues 4 deux cycles qui
ne se coupent pas. Nous allons dans le présent § examiner une question
analogue :

Comment reconnaitre si un cycle donné est dguivalent & un cycle
non bouclé, ou si deux cycles donnés sont équivalents & deux cycles
qui ne se coupent pas.

Mais avant d’aborder cette question, revenons sur la définition de
P’¢quivalence.

Jusqu'ici nous avons toujours entendu cette équivalence de la fagon
suivante :
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Quand nous écrivons
_ C=

nous entendons que le point initial et final du cycle fermé C est le
méme que le point inital et final de C’, et qu’il existe entre C et C’
une aire simplement connexe dont la frontiére compléte est formée par
C et C'. Ou, en d’autres termes, que 'on peut passer de C 4 C’ en
faisant varier C d’une maniére continue et de fagon que le cycle reste
constamment formé d’une seule courbe fermée et que le point initial et
final demeure invariable. C’est ce qu’on peut appeler I’équivalence propre.

Nous pouvons avoir avantage 4 écrire

C="C (impr.)
quand on peut passer de €4 C’ en faisant varier C d’une maniére con-
tinue de fagon que le cycle reste constamment formé d’une seule courbe
fermée mais en faisant varier le point initial et final. Cest ce qu'on peut
appeler I’dquivalence impropre. En d’autres termes, on aura I’équivalence
impropre

C=/C (impr.)

quand on aura Péquivalence propre

C=—oa-fC+oa,
o étant un arc quelconque, allant du point initial et final de C’ au
point initial et final de C.

Nous aurons donc quatre sortes de relations: les équivalences pro-
pres, ot Pon n’a pas le droit d’intervertir ordre des termes; les équi-
valences impropres, ot I'on peut changer 'ordre des termes, mais 4 la
condition d’en respecter Pordre circulaire; les homologies sans division
olt Pon peut intervertir cet ordre d’une maniére quelconque et qu’on
peut additionner, soustraire et multiplier; enfin les homologies par divi-
sion qu’on peut en outre diviser.

Quand il n’y aura pas d’avis contraire, et que nous parlerons d’une
équivalence il s’agira toujours d’une équivalence propre.

On peut se placer, dans 'étude de la question qui nous occupe, 3
plusieurs points de vue différents. Représentons d’abord notre surface
par un polygone fuchsien R, de la 1% famille, construisons les diffé-
rents transformés de ce polygone par les transformations du groupe
fuchsien correspondant G; ces transformés rempliront le cercle fonda-
mental. Un cycle quelconque C sera alors représenté par un arc de
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courbe M M’, allant d’un point M 4 un de ses transformés M’'. Deux
cycles proprement équivalents seront représentés par deux arcs de courbe
MPM' et MQM ayant mémes extrémités et réciproquement deux
arcs ayant mémes extrémités représenteront deux cycles équivalents. Un
arcs M, Q M, représentera un cycle improprement équivalent au cycle
représenté par Parc M M', si la méme substitution du groupe G qui
change M en M’ change également M en M.

Soit un arc M PM' représentant un cycle C; considérons les dic
vers transformés de cet arc par les substitutions du groupe Gj tous ces
transformés représenteront également le cycle C. La condition pour que
le cycle C ne soit pas bouclé, c’est que 'arc M P M' ne coupe aucun
de ses transformés.

De méme soient MPM', M QM deux arcs représentant deux
cycles C et C'; la condition pour que les deux cycles C et C' ne se
coupent pas, c’est que I'arc MP M’ ne coupe ni Parc M, Q M! ni au-
cun de ses transformés.

Cela posé, cherchons si parmi les cycles improprement équivalents
4 Cil y en a qui ne soient pas bouclés; reprenons Parc MPM' et la
substitution S du groupe G qui change M en M’. Cette substitution est
hyperbolique; en effet dans le cas qui nous occupe, qui est celui d’un
polygone R_ de la 1* famille dont les sommets forment un cycle unique
et dont la somme des angles est 4=, toutes les substitutions de G sont
hyperboliques.

La substitution S a donc deux points doubles a et § sur le cercle
fondamental.

Joignons ces deux points par une droite non euclidienne, c’est-3-dire,
d’apres la terminologie adoptée dans la théorie des fonctions fuchsiennes,
par un cercle coupant orthogonalement le cercle fondamental. Soit M, un
point quelconque de cette droite non-euclidienne « @, son transformé M/
par la substitution § sera également sur cette droite . Soit M, QM
Parc de la droite non-euclidienne compris entre M, et M!. Il représen-
tera un cycle improprement équivalent au cycle MPM'. -

Considérons maintenant les transformés de M, Q M! par les diverses
transformations de G, ce seront aussi des arcs de droite non-euclidienne.
Les transformés par la substitution S et ses multiples nous donneront
la droite «B tout entiére; les autres transformés nous donneront d’autres
droites non-euclidiennes, 4 savoir les droites «'8’ qui joignent les deux
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points doubles o’ et §’ des diverses substitutions transformées de S par
les substitutions de G, c’est-d-dire des diverses substitutions hyperboliques
T7*ST, T étant une transformation de G.

Le cycle M, Q M ne sera donc pas bouclé, si ces diverses droites
non-euclidiennes ne se coupent pas; et pour qu’elles ne se coupent pas,
il faut et il suffit que pour aucune des substitutions T7' ST, les deux
points doubles «’ et £’ ne se croisent sur le cercle fondamental avec les
deux points doubles « et B, c’est-d-dire ne se présentent dans lordre
circulaire «a’ PP’ ou dans 'ordre invers.

Réciproquement, je suppose que deux de nos droites non-euclidiennes
se coupent; je dis que tous les cycles improprement équivalents 4 M P M’
seront bouclés. Si elles se coupent en effer, c’est que les points doubles
a, p et o, B’ de Set de T7'ST se croisent. Considérons un arc quel-
conque M, M improprement équivalent & M P M'; alors M, est le trans-
form¢ de M, par S; considérons d’abord les transformés de larc
M, M, par la substitution S et ses multples; ils joindront entre eux les
transformés successifs de M, par les muliples de S; ils formeront donc
un trait continu qui ira de « en {.

Pour la méme raison les transformés de P'arc M, M/ par les substi-
tutions $” T (ol m est un entier positif ou négatif) formeront un trait
continu qui ira de 2’ en B’y comme les points «, §, «', ' sont croisés,
il faut que ces deux traits continus se coupent, c’est-d-dire que deux des
transformeés de 'arc M, M| se coupent, c’est-d-dire que le cycle M, M, soit
bouclé. C. Q. F. D.

De méme soient MPM' et NOQN’' deux arcs représentant deux
cycles fermés.

Parmi les cycles improprement équivalents 4 MPM' et NON' y
en a-til qui ne se coupent pas? Soient S et S, les substitutions qui
changent M en M’, et N en N'. Soient « et § les points doubles de
S; « et B; les points doubles de S, . Tragons les deux droites non-eu-
clidiennes « B et « B , prenons sur ces deux droites deux points quel-
conques M, et N ; soit M, le transformé de M par S, et N, celui de
N, par S,; le point M, sera sur la droite «8 et le point N/ sur la
drote « §, .

Counsidérons les arcs de droite non-euclidienne M, M, et N N|; ils
représenteront deux cycles improprement équivalents & MPM' et 2

NQN.
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Par un raisonnement tout pareil & celui qui précéde, on verrait que
si les points doubles « et § de § ne se croisent pas avec les points
doubles & et de S,
mées T7'S, T de S, les cycles M M et N, N ne se coupent pas; et
que si au contraire « et P se croisent, soit avec «_ et B, , soit avec les
points doubles de l'une des transformées T—'S T, non-seulement les
cycles M, M] et N N, se coupent, mais qu’il en est de méme de deux
cycles quelconques improprement équivalents 8 MPM et 4 NO N'.

On peut encore présenter la chose sous une autre forme. Supposons

ni avec les points doubles des diverses transfor-

que le cycle M, M. ne soit pas bouclé; alors la droite non-euclidienne
«f et ses diverses transformées ne se coupent pas; ces droites non-eu-
clidiennes partageront alors la surface du cercle fondamental en une in-
finité de régions. Si le point N appartient 4 I'une de ces régions et si
le point N’ transformé de N par S, appartient & une autre région, les
cycles M, M, et NN’ se couperont ainsi que les cycles improprement
équivalents; si les deux points N et N’ appartiennent 4 la méme région,
ces cycles ne se couperont pas.

Plagons-nous maintenant 4 un auatre point de vue. Envisageons un
cycle C représenté par un arc M PM’; et tous les transformés de cst
arc. Le cycle sera bouclé si deux de ces transformés se coupent; mais
s’il existe une intersection de deux transformés, il y en aura une infinité
qui se déduiront les unes des autres par les substitutions de G et en
particulier, il y en aura une 4 DPintérieur de R, .

Il suffira donc d’envisager les portions de I'arc MP M’ et de ses
transformés qui sont a l'intérieur de R . Notre cycle sera alors repré-
senté par un certain nombre d’arcs 4, B, qui iront d’un point du péri-
meétre de R, 4 un autre point de ce périmétre. '

Quand un point décrira sur la surface fermée S le cycle fermé C
tout entler, le point correspondant sur K décrira successivement les arcs

AB, 4B, ..., 4B,

Les points 4 et B- appartiendront au périmétre de R, on sait- que
ce périmétre se compose d’un certain nombre de cétés conjugués deux
4 deux; il est clair que les points B et 4,, B, et 4., ..., B_ et 4,
B, et A, doivent étre conjugués.

Si les arcs A4, B; ne se coupent pas entre eux, le cycle n’est pas
boucle.

De méme, si au leu d’un cycle, nous en considérons deux ou plu-
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sieurs, et si les arcs représentatifs de ces divers cycles ne se coupent
pas entre eux, ces divers cycles ne se couperont pas entre eux.

Supposons, pour fixer les idées, p = 2. Alors le polygone R_ est
un octogone dont les cOtés consécutifs représentent respectivement les
cycles

+Cx7 +C2’ _Cx’ —C17 —I—C;) +C47 _—C3’ —C4’
ce qui montre d’abord que I'on a entre les 4 cycles fondamentaux I’¢é-
quivalence
(26) C+C—-C—~C+C+C —-C—C =o,
puisque le polygone R, est une aire simplement connexe.

Soit M un point intérieur 4 R, N un point situé sur un des cotés
de R,, et N' le point correspondant sur le coté conjugué. Nous voyons
tout de suite que le cycle M N' -+ N M est improprement équivalent

[

<4 C, si le point N est sur le cot¢ - C,

i —C R » N O» Y ¥ -]— C2
A —C, »» » » » » » » —C,
a+C »» » » » » » » —C

(27)

[

2
-+ C4 » » o » » » » » » +C ,
—C ;22 » » » +C,

é—C4 » o » % o» » » » —C.
J

.
a+C3 Y % » o » o » D » —_C4'

[

Cela posé, nous verrons que Varc 4, B, est équivalent 4 I'arc 4, M B,; par
conséquent notre cycle

C=4,B -+ 4,B,+ --- 4+ 4,B,
sera équivalent 4
AMB 4 4, MB,+ --- 4+ 4 MB,
et par conséquent improprement équivalent 3

(MB, + 4, M)+ (MB, - A,M)+ --- +(MB,_, + 4,M).
Or Pune quelconque des expressions entre parenthdses, par exemple
MB, + A, M, est analogue au cycle M N’ -+ N M dont nous venons
de parler. Elle sera donc équivalente 4 I'un des cycles fondamentaux
+C, £C,, £C, & C, et pour savoir auquel de ces cycles, il
suffira d’examiner sur quel c6té de R, se trouve le point 4; et de se
reporter au tableau (27).

Rend. Circ. Matem, Palerme, t. XVII (1904). — Stampato il 20 gennajo 1904. 11
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Nous voyons ainsi que notre cycle C est improprement équivalent
4 une combinaison des cycles fondamentaux et nous avons le moyen de
déterminer cette combinaison. La combinaison ainsi trouvée n’est pas la
seule 4 laquelle C soit équivalent car nous pouvons transformer I'équi-
valence ainsi obtenue en nous servant de l'equivalence (26) qui est la
seule qui ait lieu entre les cycles fondamentaux.

Inversement, étant donnée une combinaison K quelconque des cycles
fondamentaux, nous avons le moyen de former un cycle équivalent re-
presenté par une série d’arcs 4 B, A,B,, ..., 4,B,.

Ecrivons notre combinaison K, par exemple sous la forme

K=+4C+4C+C —-C+C +C —C —C, —C,
ou sous une forme analogue; chacun des termes de la combinaison sera
un des cycles fondamentaux C, affecté du coefhicient - 1 ou — 1. L’en-
semble de deux termes consécutifs s’appellera une séquence et jappellerai
aussi séquence l'ensemble du dernier et du premier terme, de sorte qu’il
y aura dans notre combinaison autant de séquences que de termes.

A chaque séquence correspondra un arc 4, B, ; le point 4, se trou-
vera sur le coté

+Cx’—l_Cz’—cx’-_cz>+c3>+C47_C3J.— C4J

si le 1% terme de la séquence est respectivement

+¢,—C,—C,+C,+C,—C,—C,,+C,

et le point B, se trouvera sur le coté

'——CI,—‘C1,+CI,+C2,—C3,——C4,+C3,+C4,

si le 2% terme de la séquence est respectivement

+C,—C,—C,+C,+C,—-C,—C,,+C,.

Deux arcs A,B, et A, B, se couperont forcément si les points
A, B, se croisent avec les points A, B, sur le périmétre de R . Nous
dirons alors que les deux séquences correspondantes sout incompatibles.
Si au contraire ces quatre points ne se croisent pas, NOUs PoOUrrons tracer
les deux arcs de facon qu’ils ne se rencontrent pas.

Comment reconnaitrons-nous si deux séquences sont incompatibles;
cela ne présentera aucune difhculté si les quatre points 4, B, .4, B, sont
sur quatre cOtés différents; 'ordre circulaire de ces quatre points sera
celui des quatre cOtés qui est connu.

Mais si par exemple 4; et 4, sont sur un méme c6té, il faut envisager
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deux séquences consécutives A, B, -+ A, B, et 4, B, -+ 4,B,.
Nous voulons que les points 4, B, et 4, B,  dune part ne se
croisent pas et que les points 4B, et 4, B, d’autre part ne se croisent
pas non plus. Pour désigner un coté sur lequel se trouve un des points
A, etc.,, nous emploierons cette méme lettre A,

Par hypothése les points 4, et 4, se trouveront sur un méme
coté A, A, , et il en résulte que les points B, et B, , se trouvent é-
galement sur un méme cété B, B,  conjugué de 4, 4,.

Cela posé, parcourons le périméire de R de fagon a rencontrer
B, ., 4,_,; les points 4, B, et

ne devant pas é&tre croisés, nous rencontrerons B, avant

successivement les cowés 4,  , B
Ak—-x Bk——
B, ..

Parcourons maintenant le périmétre de R, en sens comtraire, quand

i—1

I

nous parcourrons le coté conjugué A, 4,, nous devrons rencontrer
A, avant 4, puisque A4, est conjugué de B, , et 4, de B,_,; et comme
les points 4, B, et 4, B, ne doivent pas étre croisés, nous rencontre-
rons les cotés B,, 4,4, et B, dans ordre que je viens d’indiquer.

Donc pour que les séquences soient compatibles, il faut que pour
rencontrer successivement les c6tés 4,  , B, B, , A, . ou bien pour
rencontrer successivement les cotes B,, 4, 4,, B, on doive parcourir
R, dans deux sens opposés.

Les autres cas douteux se rameéneraient au précédent en renversant
Pun des deux arcs 4, B, ou 4, B,.

Cela posé, un cycle dont toutes les séquences sont compatibles sera
équivalent 4 un cycle non bouclé; un cycle qui aura des séquences in-
compatibles ne sera pas équivalent 4 un cycle non bouclé, 4 moins qu’on
ne puisse faire disparaitre ces séquences par le moyen de ’équivalence (26).
On reconnaitrait de la méme maniére si deux ou plusieurs cycles sont
équivalents 4 des cycles qui ne se coupent pas.

D’application de ces régles nous apprend par exemple que de toutes
les combinaisons des cycles impairs C, et C,, les seules qui soient équi-
valentes 4 des cycles non bouclés sont les suivantes:

c, ¢, C.+¢C, C+¢,.

Mais pour ce qui va suivre, jai besoin de me placer encore 4 un
autre point de vue.
1 . M ’ €
Représentons notre surface par un polygone fuchsien R, de la 3° fa-
mille qui, pour p = 2, sera limité extérieurement par un cercle et inté-
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rieurement par 3 autres cercles. Construisons les divers transformés de
R par les substitations du groupe correspondant G'; ils rempliront cette
fois le plan tout entier, sauf une infinité de points singuliers répartis sur
la circonference du cercle fondamental.

Un cycle séra encore représenté par un arc M M’ allant d’un point
M 3 Tun de ses transformés M'.

Mais deux arcs ayant mémes extremités ne représenteront pas tou-
jours deux cycles équivalents; il faut en outre que dans Paire comprise
entre ces deux arcs, il n’y ait pas de point singulier. A part cela, ce que
nous avons dit pour les polygones fuchsiens de la 1° famille subsiste.

Construisons les divers transformés de 'arc M M' par les substi-
tutions de G’; conservons ensuite les portions de ces transformés qui
sont & lintérieur de R} ; notre cycle se trouvera alors représenté par
une série d’arcs

A B, 4,8B,,..., 4B,
allant d’un point du périmétre de R 4 un autre point de ce périmétre,
et tels que les points B, et 4;, B, et A soient conjugués.

Pour qu'un cycle ne soit pas bouclé, ou pour que deux cycles ne
se coupent pas, la condition c’est que les arcs 4, B, qui représentent ce
ou ces cycles ne se coupent pas; et on le reconnaitra par des moyens
analogues & ceux que nouas venons d’exposer.

Mais il nous reste une question 4 traiter. Etant donné un cycle re-
présenté par un certain nombre d’arcs 4, B;, 4 quelle combinaison des
cycles fondamentaux est-il équivalent?

Fig, 2.

Pour résoudre cette question, cherchons 4 revenir au cas du poly-
gone de la 1% famille R,.
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Notre polygone R est limit¢ extérieurement par le cercle 4 4 et
intérieurement par le cercle — 4 conjugué de -}- 4 et par les cercles
-+ B et — B conjugués l'un de Pautre. Je vais chercher 4 modifier R, de
facon 4 le transformer en un polygone R homéomorphe de R, .

Soient D et D' deux points conjugués sur -+ 4 et — 4; soient
E et E' deux points conjugués sur - B et — B. Joignons D D', DE, D E’
par des arcs de courbe qui seront regardés comme des coupures. Enve-
loppons la coupure D E’ et le cercle — B par une courbe fermée DM D
qui en reste trés peu distante. Considérons la figure D E'M comprise
entre cette courbe fermée et — B et sa transformée D' EM’' par la
substitution de G’ qui change — B en -+ B. Retranchons du polygone
R la figure DE'M et annexons-lui en revanche la figure D" EM’,
nous obtiendrons un nouveau polygone R! qui représentera la surface
fermée au méme titre que R_; ce polygone sera limité extérieurement
par le cercle - A et intérieurement par le cercle — 4 et les courbes
fermées DM D et D" M' D" ; mais ce polygone R/, grice aux coupures
DD', DE, DE', D" E sera devenu simplement connexe; les numéros
I, 2, ..., 2 8 marqués sur la figure indiquent l'ordre dans lequel on
rencontrera les sommets de ce polygone simplement connexe quand on
en parcourra le périmétre. On voit, par ordre de conjugaison des cotés,
que ce polygone est homéomorphe 4 R, et de telle fagon qu'aux cotés
de R

81, 12, 23, 34, 45, 56, 67, 78

correspondent les cotes de R,
+C, +¢, —-C¢, —¢, +¢ 4+, —C, —C,.

Etant ainsi ramenés au cas de R, il nous est ais¢ d’¢énoncer la régle.

A chacun des arcs 4, B, qui traversent R, pourront correspondre
plusieurs arcs analogues traversant R’ , parce que Parc primitif peut étre
partagé en plusieurs trongons par les coupures. A chacun des arcs par-
tiels traversant R’, correspondra, d’aprés la régle démontrée dans le cas
de R,, un terme et un seul dans la combinaison de cycles fondamen-
taux cherchée. A chacun de nos arcs primitifs 4, B, correspondra donc
un ou plusieurs termes de cette combinaison.

Le premier de ces termes dépend de la position du point initial 4, ;
sl ce point est sur les cercles

+4, —A4, +B, —B,
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ce premier terme sera respectivement

+Cz, _Cz$ __"C4_J +C4_'
Les termes suivants dépendent des coupures D D', DE, DE' suc-

cessivement rencontrées par l'arc A4, B,; si cet arc rencontre en allant

de gauche 4 droite
DD, ou DE, ou DE,

les termes correspondants seront respectivement

+C, +¢C, —C,—C 4+ C;
et si ces coupures sont rencontrées de droite 3 gauche, ils seront
—-C, —C, —-C4C +C,.
Il est donc aisé d’aprés cette régle de former la combinaison cherchée.
Dans tout ce chapitre, je me suis placé au point de vue de I'équi-
valence impropre; si 'on voulait déduire de 13 des théorémes analogues
pour Péquivalence propre, il suffirait d’observer que toute surface fermée
est homéomorphe 3 elleméme de telle fagon qu'un point quelconque A4
de cette surface corresponde 4 un autre point quelconque 4' de cette
méme surface.

§s.

Envisageons en particulier une variété 7 3 3 dimensions définie
comme au § 2; son squelette se réduira 4 un simple segment de droite
le long duquel la variable que nous avons appelée ¢ variera de o 3 1.
Le systétme W (t) se composera d’une variété unique; cette variété sera
une surface fermée ordinaire que nous supposerons bilatére, qui se re-
duira 4 un point pour t=o0 et dont Pordre de connexion ira sans cesse
en croissant quand # croitra de 0 4 1 et sera égal & 2p -+ 1 pour ¢t =1.

Il résulte de cette définition que la varidté V w'est pas fermée.

D’aprés ce que nous avons vu au § 2, la droite qui forme le sque-
lette de 7 sera subdivisée en trongons par certaines valeurs remarquables
de t.

Soient

t

by eunst

12 22 P
ces valeurs remarquables; ce seront celles pour lesquelles la surface W ()
a un point singulier et, d’aprés nos hypothéses, celles pour lesquelles

Pordre de connexion de cette surface augmente de 2 unités.
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Ainsi W sera 1 fois connexe pour ¢ compris entre o et ¢, 3 fois
pour i compris entre f et , ..., 2q - 1 fois entre oetd e,
et enfin 2p -+ 1 fois entre f, et I.

La surface 7 reste homéomorphe 3 elle-méme tant que la varia-
ble ¢ reste sur un méme trongon.

Supposons que nous fassions décroitre ¢ et que ¢ passe par une des
valeurs remarquables; il arrive alors comme nous Pavons vu au § 2
qu'un des cycles C de la surface S se réduit 4 un point; que tous les
cycles-équivalents & C deviennent équivalents 4 zéro; et d’autre part que
tous les cycles qui rencontraient C cessent d’exister.

C’est ainsi que le nombre des cycles réellement distincts, et par
conséquent 'ordre de connexion se trouve diminué de deux unités.

Nous allons maintenant définir le cycle K. Pour =1, + ¢, il
existe sur W/ (¢, -+ ¢) un cycle infiniment petic qui se réduit 4 un point
pour t =1 .

Cest ce cycle que jappelle K . La surface /(1) reste homéo-
morphe 4 elle-méme quand ¢ varie de #, 4 ¢ ; [et Pon peut supposer
que homéomorphisme est tel que pour deux valeurs infiniment voisines
tet ', les deux points correspondants sur W (f) et W (1) soient in-
finiment peu différents 'un de Pautre]. La surface W (¢) reste donc
homéomorphe & W (t, 4-¢) et au cycle K correspondra sur J (1)
un cycle que jappellerai encore K . Pour définir X sur la surface
W(,., +¢), il suffit de dire que ce cycle doit différer trés peu du
méme cycle sur la surface W (1, —¢); comme W (#) reste homéo-
morphe 4 elleméme pour toutes les valeurs de ¢ comprises entre ?
et ¢
de ¢, et ainsi de suite.

Le cycle K, étant ainsi défini, jarrive & la propriété essentielle, 2
savoir que deux cycles K, et K, ne se coupent pas. Soit & > «, et soit
d’abord ¢ = 15 4~ ¢; alors K est trés petit, et je dis que K, ne coupe
pas K,. En effet, d’aprés sa définition le cycle K, existe encore pour
1 < tﬁ., or j’ai dit que les cycles qui coupent le cycle trés petit K, dis-

q+I

42> OD peut définir comme plus haut le cycle K| pour ces valeurs

paraissent quand ¢ devient <(t,. Faisons varier t de #; 4 t, . Entre
ces limites toutes les surfaces J# (f) sont homéomorphes entre elles et
comme sur I'une d’elles les cycles K, et K, ne se coupent pas, les cy-
cles correspondants K, et K, ne se couperont sur aucune d’elles. Com-
me K, et K; ne se coupent pas sur W (t;,, —¢), on conclura que



88 H. POINCARE.

sur la surface infiniment voisine W (., + ¢), les deux cydes K, et
K ne se couperont pas non plus; pour #,, <1 <l,,, toutes les sur-
faces W (t) sont homéomorphes et comme sur l'une d’elles les cycles
K, et K, ne se coupent pas, ils ne se couperont sur aucune d’elles; et
ainsi de suite.

Donc les cycles K, et Kg ne se coupent pas. C. Q. F. D.

Jajoute que le cycle K n’est pas bouclé; il ne Uest pas pour
t =1, ¢ puisquil se réduit & une courbe fermée trés petite; donc a
cause de Ihoméomorphisme il ne est pas pour t <t <[t
Pest pas pour t =1, ¢, parce qualors il differe teés peu de ce
qu’il est pour t =1

gr s il DE

+r — €3 €t ainsi de suite.

Faisons varier ¢ depuis #, jusqu’d 1, le cycle K, variera d’une fagon
continue; pour {=1{, il se réduit 4 un point et pour t>> 1 4 une
courbe fermée unique. Il engendrera donc une aire simplement connexe
que j'appelle 4, .

Deux aires A, et Ay n’ont aucun point commun; et en effet $’ils en
avaient un, ce point appartiendrait 4 une surface /(1) et sur cette sur-
face aux deux cycles K, et K;; or nous venons de voir que ces deux
cycles ne se coupent pas.

Désignons encore par B, laire partielle engendrée par K, quand 1
varie depuis ¢, jusqu'd t(¢ <{ 1) et qui comme 4, est simplement con-
nexe. Nous allons traiter K, , 4 et B, comme des coupures; & cet ef-
fet, considérons deux cycles K| et K infiniment peu différents de K ;
nous pouvons supposer que ces deux cycles ne se coupent pas. La por-
tion trés petite de la surface W7 (¢) comprise entre ces deux cycles s’ap-
pellera S (£). Les deux cycles K, et K engendreront deux aires 4| et
4] quand ¢ variera de £ 4 1 et deux aires B et B quand ¢ variera
de 1, 4 t.

Cela posé, retranchons de la surface fermée W/ (¥) les aires trés
petites

S.®, S8, ..., SO

Aprés cette optration, la surface restante W/ — qu ne sera plus
une surface fermée, elle admettra pour frontiéres les 2p courbes fermées
K, et K.

Ajoutons ensuite 2 cette surface les aires B) et B} ; le résultat de
cette addition sera une surface

W) =W—3S,+ 2B+ 3B
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qui sera fermée puisque B; admet K comme frontiére compléte et que
B} admet K.

Je dis que la surface W () ainsi obtenue est simplement connexe
et sans singularité. Elle n’a pas de singularité, parce que ses différentes
parties ne s¢ coupent pas et n’ont d’autres points communs que ceux
des courbes K| et K' qui leur servent de frontiéres. Et en effet, W (1)
ne peut avoir aucun point commun avec B, ou B7, en dehors de K|
et K7; et d’autre part comme les aires B, et B, ne se coupent pas les
aires B;, B;’, B,, B, etc. n'auront uon plus aucun point commun.

D’autre part, la surface non fermée W — }_:Sq est homéomorphe
4 une aire plane limirée extérieurement par une courbe fermée et inté-
rieurement par 2p — I autres courbes fermées (cela n’est pas autre
chose que la représentation de la surface 7 par un polygone fuchsien
de la 3° famille dont il a été question plus haut au § 3) ou ce qui re-
vient au méme 4 une aire sphérique, comprenant ce qui reste d’une
sphére quand on en a retranché 2p petites aires « simplement connexes
et extérieures les unes aux autres.

Dun autre coté, les 2p aires B’ et B" peuvent étre considérées
comme homéomorphes aux 2p aires «; on verra ainsi, en faisant atten-
tion 2 la facon dout se fait le raccordement, que la surface totale

W.=W—285+2>58+2B"

est homéomorphe 4 la sphere entére, c’est-d-dire simplement connexe.
C. Q. F. D.

Faisons varier maintenant ¢ depuis o jusqu’a 1, et en méme temps
imaginons que les cycles K| et K se rapprochent de K, de facon 4 se
confondre avec K pour ¢ = I.

Je suppose que les positions successives de K| et de K n’aient
aucun point commun, pas plus par conséquent que les positions succes-
sives des aires 4 et A, B/ ou B. Dans ces conditions tout point in-
térieur & 7 (les points des aires 4, exceptés) appartiendra i I'une des
surfaces /7 et 2 une seule. Les points de la surface limite 4 (1) ap-
partendront & W, (1). Pour t =1, les aires B, et B] se réduiront &
4, et 47, et celles<ci ellesmémes se réduiront aux aires 4, puisque pour
t=1 les cycles K et K se réduisent 2 K .

Si nous considérons donc un point de 4, ce point se trouvera en-
core W, (1) mais 4 ce point de 4, correspondront deux points de I, (1),

Rend. Circ. Matem. Palermo, t. XVIII (1904). — Stampato il 21 gennajo 1504. iz
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Pun de ces points devant étre considéré comme appartenant & B} = 4, et
Pautre & B = 4.

Les surfaces simplement connexes 7 (1) s’emboitant mutuellement
engendreront (cf. § 1) une variété simplement connexe.

On peuat donc dire qu'en pratiquant dans 7 les p coupures 4 on
rend cette variété simplement connexe. Pratiquons ces p coupures, et
déformons notre variété de fagon i écarter les deux lévres de ces cou-
pures; la variété nouvelle U ainsi obtenus sera simplement connexe, li-
mitée par une surface simplement connexe H homéomorphe 4 une sphére.
Sur cette surface simplement connexe nous distinguerons 2 p aires sim-
plement connexes qui seront les deux lévres des p coupures, et que
j’appellerai les cicatrices, ces cicatrices seront conjuguées deux 4 deux.

A chaque point de U correspondra un point de / et un seul; de
méme 4 chaque point de V correspondra un point de U et un seul,
sauf pour les points des aires 4, 4 chacun desquels correspondront
deux points de U situés sur deux cicatrices conjuguées.

Considérons deux variétés analogues 4 U; chacune d’elles sera sim-
plement connexe, chacune d’elles sera limitée par une surface simplement
connexe portant 2p cicatrices simplement connexes conjuguées deux a
deux et extérieures les unes aux autres. Il est clair que les deux figures
ainsi formées seront homéomorphes entre elles et homéomorphes 4 la
figure formée par une sphére dont la surface porte 2 p cicatrices consti-
tuées par des petits cercles extérieurs les uns aux autres.

Do cette conséquence importante: toutes les varictés engendrées
comme V et pour lesquelles le nombre entder appelé plus haut p est le
méme sont homéomorphes entre elles.

Supposons que dans lespace ordinaire on construise une surface
fermée 2p -} 1 fois connexe et sans singularite. Cette surface partagera
Pespace en deux régions, une intérieare et l'autre extérieure. Soit R la
région intérieure. Clest une variété non fermée 4 3 dimensions susce-
ptible de la méme génération que V. Donc V est homéomorphe 4 R
pourvu que le nombre p soit le méme.

Donc, si jappelle développables les variétés non fermées qui sont
homéomorphes 4 une portion de Pespace plan, toutes les variéies engen-
drées comme V sont développables.

On peut en tirer en passant une conséquence; considérons dans
Pespace ordinaire deux surfaces fermées S et §', I'une et lautre 2p -} 1

fois connexes.
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Soit R le volume intérieure 4 S, et R’ le volume intérieur & S'.
On sait que les deux surfaces S et §' sont homéomorphes; mais l'on
pourrait se demander §’il en est de m&éme des deux volumes R et R’
et au premier abord on pourrait étre tenté de répondre négativement 4
cette question. On pourrait se représenter les diverses nappes de la sur-
face S’ s’enchevétrant les unes dans les autres d’une fagon compliquée
et formant des nceuds qu’il serait impossible de dénouer sans sortir de
Pespace 4 trois dimensions. Loin de 1i, nous sommes maintenant en état
de conclure que les deux volumes R et R sont toujours homéomorphes,
puisque ces deux volumes peuvent étre engendrés comme 7, et que deux
variétés engendrées comme ¥ sont toujours homéomorphes.

Jarrive maintenant & une question importante pour ce qui va suivre.
Je reprends la variée¢ V limitte par la surface ¥ (1), et engendrée par
la surface W (1).

La méme variété pourraitelle étre engendrée par une autre surface
W' (1), qui comme /() se réduirait 4 un point pour ¢ == 0, aurait un
ordre de connexion constamment croissant et finalement se réduirait &
W (1) pour t = 12 Il est évident que V est susceptible d’une infinité
de maniéres d’une pareille génération. Il s’agit de comparer ces divers
modes de génération.

Je désignerai par K, ..., K les p cycles qui jouent dans la nou-
velle génération le méme réle que les cycles K,, ..., K, dans l'an-
cienne.

Quelle relation y a-t-il entre les cycles K et K'? Peut-on choisir
arbitrairement les cycles K’, et quelles conditions doivent remplir p cycles
de la surface # (1) pour pouvoir étre choisis pour jouer le rdle des
cycles K'?

1° Ces cycles ne doivent pas étre bouclés. 2° Ils ne doivent pas
se couper. :

Mais ce n’est pas tout. Le cycle K, , par rapport & la varidié v,
est équivalent 4 zéro, puisqu’il forme la frontiére compléte de laire 4, qui
fait parte de 7. Nous aurons donc les équivalences

(1) K=K = --=K=o0 (mod7)

et toutes celles qui s’en déduisent. Je dis que nous n’en aurons pas
d’autres.
Je veux dire par 14 que si nous avons par rapport & V une équis
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valence de la forme suivante:
(2) C=o (mod 7),

C étant un cycle de la surface frontiere 77 (1), que jappellerai pour
abréger WV, nous aurons, par rapport & cette surface frontiere W une
équivalence de la forme

(3) C=—atbto—atbtoa,— - —a-4b+a, (mod W),

ol les «, sont des cycles quelconques de /7 et ou les B, sont des cycles
de cette surface tels que

,=mK  (mod W),

m étant un entier positif ou négatif et K 'un des cycles K, K, ..., K_;

et en effet si Iéquivalence (3) a lieu, on aura a fortiori

C=D(—a+t+p4+« (mod ¥)

ou, & cause des équivalences (1) qui entrainent B =o:

C=D(—a+ta)=o0 (mod 7).
L’équivalence (2) est donc une conséquence des équivalences (1).

Pour établir la proposition énoncée, je suppose que équivalence (2)
ait leu; elle signifie que le cycle C est la frontiére compléte d’une cer-
taine aire simplement connexe D située dans V.

Cette aire pourra couper l'aire 4, suivant une ligne L, qui ira d’un
point de C & un autre point de C, puisque les extrémités de L, ne
peuvent se trouver que sur la frontitre de 4, Cestd-dire sur /7, ou
puisqu’elles sont sur D, sur Pintersection de 7 et de D, cest-d-dire
sur C. L’aire D pourra aussi ne pas couper 4, , ou la couper suivant
plusieurs lignes distinctes L . Dans tous les cas les différentes lignes L
ne se couperont pas puisque les diverses aires 4 ne se coupent pas et
puisqu’on peut toujours supposer que les aires 4 et D n’ont pas de
singularit¢ et déformer au besoin un peu D de fagon que les surfaces
D et 4 ne se touchent pas.

Chacune des lignes L partage I'aire D en deux parties puisque cette
aire est simplement connexe. Cette aire D sera donc divisée par les di-
verses lignes L en un certain nombre d’aires partielles A , A, ... On
peut parcourir successivement les contours des diverses aires partielles
A de la fagon suivante que je ferai mieux comprendre par un exemple
que par des explications.
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Sur la figure le cycdle ABCDEFGHNIKLMPA est le cycle
C; les lignes CE, BF, GK, HI, LP sont les lignes L.

Fig. 3.

Il est clair que le cycle total peut étre remplacé par la somme des

arcs suivants

(ABCDE -+ ECBA) + (ABCE+ EF 4 FBA)
4+ ABF -+ FGH -+ HNI+ IHGFBA)
@ 2= +(ABFGHI--IK-+K GFBA)--(ABF GK-4KL-LPA)
4 (APL -+ LMP-+PA).

On voit en effet que le dernier terme de chaque parenthése est
détruit par le premier terme de la parenthése suivante et qu'en suppri-
mant les termes ainsi détruits on retrouve le cycle total C.

Prenons maintenant I'une de ces parentheses, la troisiéme par ex-
emple ; elle peut s’écrire:

ABFGH+ HNIH+ HGFBA.

On voit que le premier et le dernier terme représentent un méme
arc ABF G H parcouru une fois dans le sens direct, une fois dans le
sens invers, et que le second terme représente le contour de I'une des
aires partielles A, 4 savoir de Paire HINj il en est de méme pour les

autres parenthéses de Pexpression ul peut S’écrire :
P

(A4BC+ CDEC— CBA)+ (A4B+ BCEFB-+ Bd)
+ (ABFGH-+ HNIH -+ HGFBA)
() 2= + (4BFG + GHIKG -+ GFBJ)
+ (ABFGKLPA) - (4P +PLMP 4 P A4).

Je vais encore modifier le chemin D . Ce chemin se compose
d’arcs faisant partie du contour primitif C et d’arcs formés par les lignes
L,. Ces derniers arcs se détruisent comme on I'a vu parce que dans
Pexpression (4) le dernier terme de chaque parenthése est détruit par
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le premier de la suivante. Nous pouvons transformer ces derniers arcs;
nous remplacerons la ligne L, par un arc appartenant au cycle K, et
ayant mémes exwémités. Cela est possible parce que les deux extrémités
de la ligne L sont sur le cycle K, ; cela est permis d’ailleurs parce que
ces nouveaux arcs, mis 4 la place des anciens, se détruiront comme se
détruisaient les anciens. Et si j'appelle > ' ce que devient le chemin >
aprés cette transformation, le cycle primitif C peut donc aussi bien étre
considéré comme identique au chemin > ' qu’au chemin ) .

Ce chemin D" pourra étre mis comme > sous la forme (5); il
suffit simplement d’admettre que, dans le second membre de (5), CE
par exemple représente, non la ligne L quia pour extrémités C et E,
mais l'arc du cycle K, qui va de C en E.

D’avantage de cette transformation c’est que tous les points du che-
min D' sont sur la surface limite 77, tandis qu’il n’en aurait pas &t
de méme de tous les points du chemin ) .

Revenons 4 la variét¢ simplement connexe U définie plus haut.

Cette variété a pour frontiére une surface simplement connexe que
nous avons appelée H et qui porte 2p cicatrices. Les parties de H
extérieures aux cicatrices correspondent alors 4 la surface 7/ et les cica-
trices, comme nous I'avons vu, aux aires 4,.

Un contour ferme quelconque Q tracé sur cette surface K et re-
stant en dehors des cicatrices sera équivalent 4 zéro par rapport 4 la
varieté V, en vertu des équivalences (1). En effet ce contour enveloppera
un certain nombre de cicatrices; supposons pour fixer les idées qu’elle
enveloppe deux cicatrices 4, et 4,. Soit M le point inidal et final du
contour fermé Q; soient de méme M, et M, les points initiaux et finaux
des deux contours fermés K, et K, qui servent respectivement de péri-
métre aux deux cicatrices 4 et 4,.

Joignons M & M, et & M, par deux arcs MM, et M M,; on aura:
Q=MM 4+ K + MM+ MM,+ K, + MM (mod W)
puisque la partie de la surface I comprise entre les contours @, K et

K, appartient & cette région de H qui correspond i /7.
Mais en vertu des équivalences (1)
K=K =o0 (mod V);
OQ=MM, +MM-+MM,+ M,M=o0  (mod V)

et cela a lien comme je Pavais annoncé en vertu des équivalences (1).

donc
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Or si nous envisageons le second terme de chaque parenthése
dans Yexpression (5) du chemin D', ce second terme représente sur
W un contour fermé; il représentera également sur H un contour fermé;
cela n’est pas évident et cela ne serait pas vrai pour un contour fermeé
de /7 qui rencontrerait 'un des cycles K ; & chaque point de K cor-
respondent sur U deux points distncts, de telle fagon que quand un
chemin countinu sur /7 rencontre K, le chemin correspondant sur U
saute brusquement d’un de ces deux points & P'autre et devient discon-
tinu. Mais ici cette circonstance ne peut se présenter puisque le contour
ferm¢ que nous envisageons ne¢ franchil jamais K et se borne i le
longer.

Le second terme de chaque parenthése, est donc équivalent & zéro
en verty des équivalences (1). Donc il en est de méme de la parenthése
entitre, puisque le premier et le dernier termes se détruisent. Donc il en
est de méme du chemin D ' tout entier et par conséquent de C.

Donc il n’y a pas d’autre équivalence entre les cycles de /¥ que
celles qui sont des conséquences des équivalences (1). C. Q F. D.

Nous pouvons donc ajouter une troisiéme condition & celles qui,
nous 'avons vu, sont nécessaires pour que p cycles de J# puissent étre
choisis pour jouer le réle des cycles K.

Le systéme des équivalences

[ r —_— |
K1=K2: et :szo
ne doit pas différer du systéme des équivalences
K=K =--. =K, =o,
de sorte que chacun de ces systémes doit étre une conséquence de P'autre.
Ces trois conditions sont-elles suffisantes ?
Soient K, K, ... K}, p cycles non bouclés, ne se coupant pas
mutuellement et tels que Pon ait:
= g— . a0 —= ! ==
Kx=K2= _KP__O (nlod V).

L’¢quivalence K == o nous montre qu’il existe une aire A, sim-
plement connexe et dont la frontiére compléte est K. Je dis que I'on
peut toujours supposer que les diverses aires 4, n’ont aucun point
commun.

Imaginons en effet que 4, 4, ... 4, ne se coupent pas, mais

—1

qu’une ou plusieurs de ces ¢— 1 aires soit coupée par 4, . Soit E; I'in-
tersection de laire 4 et de Vaire A4; cette intersection n’aura aucun
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point sur K, puisque K, ne pourrait rencontrer 4; que sur W, et par
conséquent sur K et que K] ne rencontre pas K, par hypothese. Cette
intersection est donc tout entiére 4 Iintérieur de 4] ; nous pouvons sup-
poser que la surface 4] n’a pas de singularité, et n’est pas tangente 4
la surface 4, sans quoi il suffirait de la déformer légérement; il en
résulte que notre intersection est une courbe sans point double, elle
doit donc se composer de plusieurs courbes fermées ne se coupant pas
mutuellement.

De plus I'intersection de A4 avec A4 ne coupera pas celle de 4, a-
vec A, (si i et k sont < gq) puisque A ne coupe pas 4, par I'hypo-
thése.

Les diverses intersections E; et E, se composeront donc d’un cer-
tain nombre de courbes fermées n’ayant aucun point commun. Si nous
envisageons deux de ces courbes, ou bien elles seront extérieures I'une
4 Pautre, ou bien 'une d’elles sera intérieure 4 autre; ces mots exté-
rieur ou intérieur doivent s’entendre par rapport 4 laire simplement
connexe A, . Parmi nos courbes fermées nous ne conserverons que celles
qui ne sont intérieures 4 aucune autre; elles seront alors toutes exté-
rieures les unes aux autres. Soit b, 'une des courbes fermées conservées,
appartenant & E,. Cette courbe b, limitera une portion de I'aire simple-
ment connexe 4, que jappellerai G; et qui sera elleméme simplement
connexe; de méme elle limitera une portion de l'aire simplement con-
nexe A, que jappellerai M, et qui sera elle-meme simplement connexe.

Nous pourrons tracer sur 4, une courbe fermée b; 4 laquelle b, sera
intérieure et qui en différera trés peu. Alors ) limitera une portion de
Paire 4, que jappellerai G et qui sera simplement connexe; de méme
b; limitera une aire simplement connexe M; qui différera infiniment peu
de M, et qui ne coupera pas laire 4.

Formons alors une aire 4] en enlevant de 4, toutes les aires G et
en y ajoutant toutes les aires M;:

Al =4 + > M — > G.

On voit que 4] sera comme A, une aire simplement connexe li-
mitée par K puisqu’on remplace l'aire G; par une autre aire simplement
connexe limitée également par b;. Mais laire 4 ne coupera ni 4, ni
A, ...,nl 4_,. ,

Nous pouvons donc supposer que les g premiéres aires A4’ ne se
coupent pas, et en continuant de la sorte on verrait qu'on peut supposer
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que deux quelconques des p aires 4. ne se coupent pas. Clest ce que
nous ferons.

Un raisonnement analogue montrerait que les cycles K’ n’étant pas
bouclés on peut toujours supposer que les aires 4’ sont des surfaces
sans courbe double.

Je me propose maintenant d’établir que les cycles K* qui satisfont aux
trois conditions énoncées peuvent jouer le réle des cycles K, c’est-d-dire :
1° que V peut étre engendré par une surface W' (f) qui se réduit & un
point pour i =0 et & W pour { =1, et qui pour ¢ <t < t, est
2¢ -1 fois connexe; 2° que pour 1, <t <1, W (t) coupe les aires
4, 4,, ..., 4, suivant une seule courbe fermée et ne coupe pas les
A4 oy 4.

q+2, ..

aires 4, ,

Je suppose que cela ait été démontré pour une variété 7, dévelop-
pable, c’est-i-dire homéomorphe 4 une portion de Pespace plan ordinaire
et limitée par une surface 2p — 1 fois connexe et je me propose de
le démontrer pour une variéte V développable et limitée par une surface
W de connexion 2p - I.

Pratiquons dans V la coupure 4, et déformons légérement cette
variété aprés avoir séparé les deux lévres de la coupure, nous obtien-
drons une nouvelle variété développable V, limitée par une surface
2p — 1 fois connexe, cette surface /7 se composera de deux parties,
dont l'une correspond 4 la surface /7 dans laquelle a été pratiquée la
coupure K, et Vautre est formée des deux cicatrices correspondant aux
deux lévres de la coupure.

Nous pouvons particulariser cette variété développable 7 et cette
surface W, de la fagon suivante. Considérons un point intérieur a ¥
et soit 3 la plus courte distance de ce point 4 la surface limite W ou
a la coupure 4, . Les points tels que & > ¢ (e petit) formeront le do-
maine 7 ; les points tels que 3 = ¢ formeront la surface 77 ; les points
tels que 8 < ¢ formeront le domaine ¥ — ¥ . On voit aisément que
la surface 7, est 2p — 1 fois connexe, et qu’elle est homéomorphe &
la {rontiére du domaine obtenu en pratiquant dans 7 la coupure 4.

La surface /', ne coupera pas laire 4, et coupera chacune des
autres aires 4, suivant un cycle K peu différent de K. Ces cycles
K ne seront pas bouclés, ils ne se couperont pas mutuellement. De
plus le cycle K/ decoupera dans l'aire simplement connexe 4 un do-
maine 4 simplement connexe dont il sera la frontitre compléte. Ce

Rend. Circ. Matem. Palermo, t. XVIII (1904). — Stampato il 22 gennajo 1904. 13



93 H. POINCARE.

domaine 4 est la portion commune de 4; et de V; cela montre que
K = o par rapport & 7/, . Cela montre que les cycles K" satisfont par
rapport 4 ¥ aux conditions du théoréme; or le théoréme est supposé
démontré pour 7.

Donc V| peut étre engendré par une surface W (¥) qui pour i =0
s¢ réduit 4 un point, pour ¢ = u (ob ¢,_, < <t,) se reduit & W,

ui pour ¢ 1< ¢ coupe A", A", ..., A" et par conséquent
q p q g1 P 1?2 22 3 q P q

4., 4, ..., 4, suivant une seule courbe fermée et ne coupe pas
" {4 $54 M ! i3 i 4 M
Al A, 4,_,, ni par conséquent 4, 4, ..., 4, , ni

dailleurs 4, puisque cette aire n’a aucun point commun avec V, et
que les 4} n’ont d’autres poiuts communs avec ¥, que ceux de 4.
Envisageons maintenant le domaine 7V — ¥V limité extérieurement
par la surface W qui est 2p -}~ 1 fois connexe et intérieurement par la
surface W qui est 2p — 1 fois connexe et qui ne coupe pas laire
4}, laquelle se trouve tout entiére 4 Pintérienr de V' — V. Il est clair
que nous pourrons prendre sur A; un point M et construire une sur-
face 17, tout entiére intérieure & V' — V'
point conique et n’ayant aucun autre point commun avec 4}, puis en-

., admettant ce point M comme
gendrer le domaine V' — V_ par une surface #'(3) qui pour ! = u
se réduit 3 W ;5 qui pour u <t <(t, est 2p — 1 fois connexe, ne
coupe pas 4, et coupe les autres 4 suivanr une seule courbe fermeée;
qui pour ¢ =1, se réduita W, ; qui pour ¢, <1 <1 est 2p - 1 fois
connexe et coupe tous les 4, y compris 4, suivant une seule courbe
fermée; qui enfin pour ¢ =1 se réduit & 7, .

Nous voyons que la variété /7 pourra étre engendrée par une sur-
face W' (1) satisfaisant 4 Pénoncé du theéoreme; le théoréme est donc
démontré et les trois conditions énoncées sont non-seulement nécessaires,
mais suffisantes.

Il y a plus; pour démontrer le dernier théoréme je me suis appuyé
seulement sur ce fait que les équivalences K’ == o sont une conséquence
des équivalences K == o0 et je n’al pas eu 4 m’appuyer sur le fait in-
verse, que les équivalences K == o sont une conséquence des équivalences
K’ = 0. Donc si les cycles K' ne sont pas boucles et ne se coupent
pas mutellement et si les équivalences K == o entrainent les équivalences
K' = o, inversement les équivalences K’ == o entraineront les équiva-
lences K = 0. Clest ce quon pourrait vérifier directement.
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§ 6.

Considérons maintenant une variété 7 4 3 dimensions dont le sque-
lette se réduira 4 un segment de droite le long duquel la variable ¢
variera de 0 4 1. Le systéme W/ (1) se composera d’une variété unique;
cette variété sera une surface fermde bilatére, qui se réduira 4 un point
pour t == 0 et pour t == 1, et dont I'ordre de connexion ira en crois-
sant de 1 == 0 4 t = — et en décroissant de t = = 4 t = 1. Notre va-
ridté V est donc fermée.

Nous aurons 2p valeurs remarquables de f, satisfaisant aux iné-
galités :

0L <L < < <L < <L
de telle facon que, quand ¢ passera de la valeur 1, —ed la valeur ¢, ¢,
la surface B/ (i) passera de la connexion 2¢ — 1 4 la connexion 2¢ -} 1,
et que quand / passera de la valeur f — ¢ 2 la valeur #; ¢, la sur-
face W (t) passera de la connexion 2¢ -+ 1 4 la connexion 24 — 1.
La variété V pourra se décomposer en deux autres V' et V"' cor-

respondant, la premiére aux valeurs de ¢ comprises entre o et -, la

seconde aux valeurs de ¢ comprises entre — et 1. Chacune de ces deux
variétes partielles répond aux conditions du § précédent; elle est donc
développable et Cest la variét¢ V formée par leur réunion qu’il s’agit
maintenant d’étudier.

Ces deux variétés 77 et V' ont pour frontitre commune la sur-
face W (%) que jappellerai 77 et qui est 2p - 1 fois connexe.

Sur cette surface, je puis tracer d’une part les p cycles

K, K,.., K

definis par rapport 4 la variété V' comme lont ét¢ dans le § précédent
les cycles K, K,, ..., K, par rapport 4 la variét¢ 7 du § précédent.

Ces p cycles ne sont pas bouclés et ne se coupent pas. De plus on
a les équivalences

(1) K=K=--=K=o0 (mod 7).

2

D’autre part, sur cette méme surface W7, je puis tracer les p cycles:
" 1" "
K, K/,..., K,

définis par rapport & V'’ comme lont été¢ au § précédent les cycles
K, par rapport a la vari¢te ¥ du § précédent.
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Les p cycles K" ne sont pas bouclés et ne se coupent pas; et I'on
a les équivalences :

(2) Ki=K/=-..=K, (mod /")

Les cycles K’ seront alors les cycles principaux de V' et les cycles
K'" ceux de V.

Considérons maintenant un cycle € quelconque intérieur 4 7 si
M est un point quelconque de ce cycle, nous pouvons envisager le point
correspondant N du squelette. Quand le point M décrira le cycle tout
entier, Je point N restera sur la droite 01 qui constitue le squelette et
exécutera sur cette droite une série de mouvements oscillatoires 4 la suite
desquels il reviendra 4 son point de départ.

Soient 4 et B les deux positions extrémes du point N dans cette
oscillation. Supposons que le point 4 soit compris entre f, et et que
le point N partant de la valeur 1 — ¢ décroisse jusqud 4 pour re-
venir 4 la valeur ¢, —e. Soit H Parc correspondant du cycle C; soit
M un point de cet arc H, il appartiendra 4 la surface W (¥), ¢ étant
compris entre 4 et {,, — ¢ Nous savons que la surface (1) reste
homéomorphe 4 elleméme quand ? varie de t,, —e 4 2, ¢, et par con-
séquent quand ¢ varie de t,, —e 4 4, puisque 4 est plus grand que ¢ .
Donc W (t) est homéomorphe & W (t,,  — ¢). Soit donc M’ le point de
W(t,,, —¢) qui correspond & M. Quand le point M décrira l'arc H,
le point M’ décrira I'arc H' situé¢ tout ender sur W (¢ — ¢). Je dis
quon a Péquivalence

q+l

H=H (mod V).

En effet, considérons les différentes surfaces /' (f), ot ¢ a une va-
leur intermédiaire entre celle qui correspond au point M et la valeur
t,., — € qui correspond 4 M’. Considérons sur chacune de ces différentes
surfaces qui sont toutes homéomorphes entre elles, le point qui corre-
spond 4 M. Ce point engendrera une ligne L dont les extrémités se-
ront M et M'; quand le point M décrira Tarc H, cette ligne L engen-
drera une aire simplement connexe qui aura pour frontiére compléte les
deux arcs H et H'; ce qui démontre I’équivalence annoncée. '

Considérons maintenant les deux surfaces /7' (¢,, . —=¢) et W (1, )
sur Ja premicre nous avons larc H’ dont les deux extrémités D et E
appartiennent & 'arc H et par conséquent au cycle C; sur la seconde
nous avons les deux points D’ et E’, infiniment voisins de D et de E

et qui appartiennent aussi 4 C, de telle fagon que DD’ et EE’ soient
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deux arcs infiniment petits de ce cycle C. Nous pouvons tracer sur la
surface (1., -+ ¢) un arc H" allant de D" en E’ et infiniment peu
différent de H'. Ce dernier point mérite quelque attention. Les deux
surfaces W (¢, —¢) et W(t - €) n’ont pas le méme ordre de con-
nexion; il pourrait donc se faire bien que ces deux surfaces différent

q+1 g+1

trés peu P'une de I'autre qu’on ne puisse pas tracer sur une un trait
continu trés peu différent d’un trait continu tracé sur Pautre. Si sur
celle dont la connexion est la plus élevée, on avait un trait continu L pas-
sant prés du point singulier et coupant le cycle qui se réduit & un point
pour t =1, , on ne pourrait tracer sur l'aatre un trait continu trés
peu différent de L. Par exemple, considérons trois surfaces trés peu dif-
férentes 'une de l'autre; la 1% sera un hyperboloide 4 une nappe, la 2%
un céne, la 3° un hyperboloide 4 2 nappes, le cycle qui se réduit 4 un
point est Uellipse de gorge de 'hyperboloide 4 une nappe. Une génératrice
rectiligne de I’hyperboloide 4 une nappe coupera cette ellipse et il sera
impossible de tracer sur la 3° surface un trait continu trés peu différent
de cette génératrice. Mais ici cette difficulté n’est pas 4 craindre puisque
cest W(i,,, + ¢) qui a la connexion la plus élevée. Notre arc H" e-

xistera donc toujours et Pon aura:

H'=DD+H-+EE (mod V)
C=C,+ DD+ H-+EE

de telle fagon que notre cycle C se décompose en deux arcs, le premier
C, et le second D'D -+ H - EE’, ayant tous deux pour extrémités
D' et E'- Nous aurons:
C=C -+ H' (mod V).
Nous avons ainsi remplacé le cycle C par un antre cycle équivalent
C,+H", qui jouit des mémes propriétés, mais qui en differe parce que
le point représentatif N au lieu d’aller jusqu’en 4 dans ses oscillations

alors posons

ne dépasse plus ¢, -} e
Supposons d’abord que la valeur { = = soit comprise entre les
points 4 et B entre lesquels oscille le point N, et que le point 4 soit

!
g+1 2 h+1 *

par le procédé que je viens d’exposer remplacer le cycle C par un autre

compris entre f_ et { et le point B entre #, et ¢ Nous pouvons
olt le point N oscillera entre B et le point ¢, -} ¢, ce dernier point
n’étant plus compris comme le point A entre 1, et },.,» Mais bien entre

2 .
t., et 1, Nous pouvons, en d’autres termes, ramener le point 4 entre
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t et tq etc.,

g+1
puis enfin entre t, et . En opérant sur B et /"' comme nous l'avons

; en continuant nous le raménerons entre f, ., et

-+2 2 q+3 2

fait sur 4 et V', nous raménerons de méme le point B entre - et f.

En résumé nous aurons remplacé le cycle C par un autre cycle
équivalent C’, tel que le point N reste toujours compris entre £, et .
Mais quand ¢ est compris entre #, et #, la surface /() reste homeéo-
morphe 2 elleméme et 4 W (%) ou W. Soit donc M un point quel-
conque du cycle C' appartenant & W (¢) et M’ le point correspondant
de W. Quand le point M décrira le cycle C’, le point M’ décrira un
cycle C" situ¢ sur W et on aura

C=cCc”
par un raisonnement tout pareil & celui qui nous a montré que H = H'.
On aura donc
C=C" (mod 7).

Si les points 4 et B n’étaient pas situés de part et d’autre de —, si
par exemple ¢ restait <= pour le cycle C tout entier, on remplacerait
le cycle C par le cycle équivalent

C+a—a
olt Parc «, qui est parcouru successivement dans le sens direct, puis
dans le sens inverse, s’étendrait depuis le point final du cycle C, jusqu’a
un point quelconque de 7 tel que ¢t > —. On serait ainsi ramené¢ au
cas précédent. Nous sommes donc conduits 4 la conclusion générale

suivante :
Tout cycle de V est équivalent & un cycle de W.
Maintenant entre les cycles de 77 nous avons les équivalences (1)

et (2):

K=o (mod 77) K'=o (mod V')
et nous aurons a fortiori:
(3) K =K'=o0 (mod 7).

Je dis maintenant qu’il n’y en aura pas d’autres.
Si en effet il y a une équivalence

K=o (mod 7)),
K ‘étant un cycle de I, cela veut dire qu’il existe dans ¥ une aire sim-

plement connexe 4 dont la frontiere est formée par le cycle K. Cela
posé, nous distinguerons dans 4 les points qui appartiennent 3 V' et
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qui formeront laire 4’, laquelle pourra ne pas étre d’un seul tenant, et
les points qui appartiennent 2 /7' et qui formeront Paire 4"'. Si ['aire
A’ n’est pas d’un seul tenant, elle sera formée de plusieurs aires sépa-
rées 4., A, etc,, dont chacune sera d’un seul tenant. De méme pour
A". Si nous considérons l'une de ces aires partielles, 4! par exemple,
il pourra se faire qu’elle ne soit pas simplement connexe. Supposons
par exemple quelle soit triplement connexe et limitée par conséquent
extérieurement par une courbe fermée L, et intérieurement par deux
courbes fermées L' et L'; (les mots extéricurement et intérieurement
doivent s’entendre par rapport 4 laire totele 4). Joignons un point de
L 4 un point de L’ par une coupure P’ et de méme un point de L 4
un point de L'' par une coupure P'’; ces deux coupures P’ et P se-
ront des arcs de courbe situés sur 4! et elles rendront 4! simplement
connexe. Soit B’ l'aire simplement connexe ainsi obtenue; et soit D) son
contour qui sera formé des courbes fermées L, L’ et L" et des deux
coupures parcourues une fois dans le sens direct et une fois dans le
sens inverse. L’aire B! fera tout entiére partie de /7 et on aura:

D =o (mod V).

On opérera de méme pour les aires 4., ... et on obtiendra une série
d’équivalences
D=-..-=o0 (mod 7).

n opérera de méme pour les aires on sem
0] P d 1 A, 4], , dont Pensemble
orme ce qui donnera les équivalences
f A, ido les & len

"o "o I 1
DX'_—‘_Dz::"':O (mOdV)
Comme Vaire A4 est formée par la réunion des aires B/, 5., ...; BY,
B" ... tquivalence K ==0 ou K est lz contour de Vaire totale 4
z 7 b q
sera une conséquence des équivalences
L ro__ - )
Dl:Dzz"'=O (mOd V),
"o "o . 124
D=D]= =o0 (mod V'),
ou D, D,,...; DV, D), ... sont les contours des aires partielles

B,B,...; B!, B ..

Notre équivalence est donc une conséquence de diverses équivalences
prises les unes par rapport 4 V', les autres par rapport 4 V'". Or toutes
les équivalences par rapport & 77 sont des conséquences des équivalen-
ces (1) d’aprés le § précédent. Toutes les équivalences par rapport & V"
sont des conséquences des équivalences (2). Donc notre équivalence est
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une conséquence des équivalences (1) et (2) ou ce qui revient au méme
des équivalences (3). C. Q. F. D.

Possédant ainsi toutes les équivalences possibles, il est aisé d’en dé-
duire toutes les homologies sans division possibles; il suffit d’intervertir
Pordre des termes dans les premiers membres de ces équivalences. Soient

C, C,....C,
les 2p cycles fondamentaux de la surface .

Nous aurons des homologies de la forme:
! ! IA ’ a
Ki o~ my, Cx + m;, Cz + Te + 1ni.2p C’zp (mOd PV)
et de la forme
" ” 15 al "
Ki o~ My Cr + m;, (‘z + e + mi.zp Czp (D’lOd W)
(les m' et les m'’ étant des entiers) de sorte que nous aurons les ho-
mologies suivantes déduites des équivalences (3):

mg.x C! +m:z C: —l— e + mx{.z‘b Czp o~ 0
@ 4w Codml, G e ol e 0

et nous n’en aurons pas d’autres.

(mod /)

Discutons ces homologies; formons le déterminant A des entiers
m' et m'.

Trois cas sont 4 distinguer :

1° On a

Al > 1.

Donc A est un entier qui n’est égal ni 4 0, ni 4 1, ni & — 15
nous pouvons alors déduire des homologies (4) sans faire de division :
AC,~0 G=1,2, ..., 2P

et en faisant une division :
C, e o0.

Le nombre de BETTI relatif aux homologies PAR DIVISION est donc
égal 4'1. .

Mais on ne pourrait obtenir C, e~ o sans faire de division de sorte
que les « coefhcients de torsion » (Cf. Proceedings of the London Ma-
thematical Society, vol. 32, n® 727-729, page 301) ne sont pas égaux & I.

2° On a

Al = 1;
on en déduit alors sans division

C;, o0
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Donc dans ce cas, non seulement le nombre de BETTI, mais les coeffi-
cients de torsion somt égaux & 1.

Le nombre de BEeTTI et les coeflicients de torsion sont donc les
mémes que pour une variété simplement connexe. Cela ne veut pas dire
comme nous le verrons bientét, que la variété 7 soit simplement connexe.

3° On a

A4 = 0.

Des homologies (4) nous ne pouvons plus alors déduire
C,e~o

méme en faisant une division.

Le nombre de BETTI est donc plus grand que 1.

Il est égal 4 2; si le determinant A s’annule, mais si tous ses mi-
neurs du 1% ordre ne s’annulent pas.

Il est égal 4 k, si le déterminant s’annule ainsi que tous ses mi-
neurs des k£ — 2 premiers ordres, mais si tous les mineurs du & — 1° or-
dre ne s’annulent pas.

Revenons au cas olt A est ¢gal & + 1. Dans ce cas, on peut se
demander si la variété est simplement connexe, puisqu’elle a méme nom-
bre de BeTtTr et mémes coeflicients de torsion que les variétés simple-
ment connexes. Nous allons voir, et c’est 14 le but principal de ce tra-
vail, quil n’en est pas toujours ainsi, et pour cela nous nous bornerons
4 donner un exemple.

Supposons que p = 2, Clest-d-dire que la surface W7 soit § fois
connexe. Je supposerai de plus que les cycles K| et K sont deux des
cycles fondamentaux de W, 4 savoir: '

K =C_, K;:Cs'

I 1

Je représenterai la surface W par un polygone fuchsien R, de la
3° famille limit¢ par 4 circonférences ne se coupant pas. Pour cela nous
n‘avons qu'd tracer sur la surface J77 les deux cycles C, et C, qui ne
se coupent pas; 4 découper la surface le long de ces deux cycles regardés
comme des coupures et & la développer ensuite sur un plan.

Les cycles K" et K| seront représentés alors sur ce plan par un
certain nombre d’arcs de courbe allant d’un point du périmétre du po-
lygone fuchsien K, 2 un autre point de ce périmétre.

Voidi 4 quelles conditions sont assujettis ces arcs de courbe :

1° Ils ne doivent pas se couper mutuellement; c’est 13 la condition

Rend. Cire. Matem. Palermo, t. XVII (1904). — Stampato il 13 febbrajo 1904. 14
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nécessaire et suffisante pour que les cycles K’ et K7 ne soient pas bou-
clés et ne se coupent pas.

2° Considérons alors la série d’arcs dont Pensemble représente le
cycle K”. Ces arcs doivent étre parcourus dans un certain ordre et
chacun d’eux va d’un certain point initial situé sur le périmétre de R, &
un certain point final situé également sur le périmétre de R . Observons
que le périmétre de R, se compose de 4 cercles conjugués deux a deux;
4 chaque point de 'un des cercles correspond sur le cercle conjugué un
point que jappelle le conjugué du premier.

Cela posé, le point final de chacun des arcs qui représentent K, doit
étre conjugué du point initial de ’arc suivant, et le point final du dernier
arc doit étre le conjugué du point inital du premier arc.

De méme pour les arcs qui représentent K .

Voici lexplication de la figure: le périmétre de R, est représenté
par les quatre cercles 4~ 4, — 4, -} B, — B représentés en trait plein;
les cercles 4- 4 et — A sont conjugués et correspondent & K = C ;
les cercles - B et — B sont conjugués et correspondent & K, = C_;
les cycles K!' et K sont représentes par des arcs de courbe allant d’'un
point 4 Pautre du périmétre de R, .

Les arcs qui représentent K7 sont en trait plein; ceux qui repré-
sentent K. sont en trait pointillé. Une pointe de féche placée sur le
trait lui-méme indique dans quel sens ce trait doit étre parcouru.

Les points oli ces arcs coupent les cercles &= 4 et -+ B sont dé-

signés par des numéros; ces numeéros nous font connaitre en méme
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temps quels sont ceux de ces points qui sont conjugués; ainsi le point
-+ B est conjugué de — By, le point + 45 de — 45.

Prés de chacun des quatre cercles + 4, -+ B est placée une fieche
dont voici la signification; quand un point décrit Pun des cercles dans
le sens de la fleche, le point conjugué doit décrire le cercle conjugué
dans le sens de la fleche.

On vérifie aisément qu’en suivant soit -4, soit — 4, dans le sens
de la fleche on rencontre successivement

1, 2,3, 4 65,7
et qu'en suivant soit - B, soit — B dans le sens de la fleche on ren-
contre successivement ‘
L5 2 3 4
L’ordre de conjugaison de nos points a donc ét¢ convenablement choisi.
Le cycle K7 est alors représenté par 7 arcs qui se succédent dans
Pordre suivant:
4+ 41 4 —A2; A2 3 — 43
4+ A3 4 —A44; A4 & +Br; —B1 A | ds;
— A5 4 4 B2; —B2 4 —A41.
Le cycle K est représenté par les § arcs:

4+ B3 & —By; +B4 & 4463 —46 & +Bs;
— By 4 f47; — A7 4 —B3.

1l est aisé de voir sur la figure que ces 12 arcs ne se coupent pas; nos
deux cycles ne sont donc pas bouclés et ne se coupent pas.

Nous pouvons donc construire une variété 7’, admettant les cycles
K, = C, et K, = C, pour cycles principaux et une vari¢tt 7"’ admet-
rant les cycles K7 et K comme cycles principaux. La réunion des deux
variétés V' et V' nous donnera V.

On s’en rendra mieux compte encore de la fagon suivante.

Reprenons notre figure et découpons le polygone R, suivant les 12
arcs qui représentent K et K!; nous aurons ainsi décomposé R, en
10 polygones partiels; recollons ensuite ces polygones les uns aux autres
en collant chacun des arcs des divers cercles -+ A, + B aux arcs cor-
respondants du cercle conjugué; par exemple I'arc - A43. |44 4 Parc
— A3. — A4; nous obtiendrons ainsi un nouveau polygone qui au
méme titre que R, représentera la surface W avec cette différence que
les coupures au lieu d’8tre faites suivant les cycles K| et K, seront faites
suivant les cycles K et K.
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La figure ainsi obtenue est tout A fait pareille 4 la figure 1, mais
la signification en est différente. Les cercles + A4 et — 4 représentent
K} et non plus K, les cercles 4+ B et — B représentent K. ; les arcs
en trait plein 4 l'intérieur de la figure représentent K| et non plus K ;
les arcs en trait pointllé représentent K.

Les points

T Ay, A2, A3, + Ay, = A6, £ 45, = 47
représentent respectivement les points
+ 41, + 42, 4+ 43, + 44, & By, &+ 45, = Ba.
Les points
+ B, + Bs, + Ba, + B3, + By
représentent respectivement ,
+ 46, = Bs, + 47, + B3, + B4.

On ne doit pas s’¢tonner de ce signe +; les deux points 4 41
et — A1 correspondent en effet 2 un méme point de la surface .

L’identit¢ des deux figures nous montre que la surface W est ho-
méomorphe 3 elleméme de telle fagon qu'aux cycles

K, K, K!, K/
correspondent les cycles

K', K!, K!, K.
Cherchons 4 exprimer K et K, en fonctions des quatre cycles fonda-
mentaux C,, C,, C , C,. Pour cela nous n’avons qu'd appliquer la
régle de la fin du § 4, et pour faciliter I'application de cette régle nous

avons tracé en trait mixte — -- — les trois coupures DD', DE, DE’
qui figurent dans son énonce.
Larc - A1 — A2 part de 4+ 4 ce qui donne 4 C,.
L’arc + A2 — 43 part de + 4 ce qui donne + C,.
L’arc -+ A3 — A4 part de -}~ 4 ce qui donne + C,
et rencontre DD’ de gauche 4 droite ce qui donne 4+ C,.
L’arc 4+ A4 -+ B1 part de 4~ 4 ce qui donne -+ C,
et rencontre D E de droite 4 gauche ce qui donne + C,.
L’arc — B1 + Ay part de — B ce qui donne + C,.
L’arc — A5 4 B2 part de — A4 ce qui donne — C,
et rencontre D E” de gauche 4 droite ce qui donne — C, — C, 4 C,.
L’arc — B2 — A1 part de — B ce qui donne + C,.
Donc:

K'=3C+C+C—C+C—C—C,—C, +2C,.
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Passons 4 K.

L’arc + B3 — B4 part de -} B ce qui donne — C,
et rencontre DD’ de droite 2 gauche ce qui donne — C, - C + C,.
L’arc -+ B4 -+ A6 part de -+ B ce qui donne —C
L’arc — A6 -+ By part de — 4 ce qui donne — C
et rencontre D E’ de gauche 4 droite ce qui donne — C, — C, 4 C, .
D’arc — B§ + A7 part de — B ce qui donne + C,.
D’arc — A7 — B3 part de — 4 ce qui domne —C,.
Donc:
Ki=—2(C+C —C —C —C +2C, —C,.

Nous avons donc:
Ki=C, K,=C,
K!=3C+4C+C—-C+C—C—C —C +2C,
Ki=—2C+C — CZ—C4—C3—[—-2C4—C2.
Par rapport & 7 nous avons les équivalences:
(1) C,+C—C—-C+C+C —-C—C=o0
K =K =o0, K/=o0, K/=o.
Les équivalences K| = K ;=0 ou C, == C, =0 permettent de sim-
plifier les autres; l’équivalence (1) se réduit &
—C+C —C =o,

C’est-a-dire & une 1dent1té Péquivalence K = o se réduit a

@ 4C+C,— C4 G =0
et équivalence K == o0 se réduit 2
(3) —2C,—C,+C —C,=o.

En résumé, il nous reste deux cycles distincts C, et C, entre lesquels
nous n’avons pas d’autre équivalence que (2) et (3).
Si nous transformons ces équivalences en homologies, il vient:
| 3C,+2C, o0,
— C,—2C,~o0.
Le déterminant est égal & — 1; nous sommes donc dans le cas ot
A —= 7 1, ol le nombre de BertI et les coefficients de torsion sont
égaux 4 1. Et cependant V' n’est pas simplement connexe; car son groupe
fondamental ne se réduit pas & la substitution identique; en d’autres
termes, des équivalences (2) et (3) on ne peut déduire
C,=o, C,=o.
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Pour le montrer, j’adjoins a (2) et a (3) I'équivalence
(4‘) _CZ+C4_C1+C4EO’

d’our:

C,—C +C —C,=o.
De (2), (3) et (4) on déduira:
) —Cz:l-C4—C2—|-C4Eo,
sC, =0, 3(C, =0
Or les relations (5) sont les relations de structure qui ont lieu entre les
deux substitutions C, et C, qui engendrent le groupe icosaédrique. On
ne saurait donc en déduire C, =o0, C, =0, ni a fortiori déduire ces
deux équivalences de (2) et de (3) seulement.

Il y a donc deux cycles de ¥ qui ne sont pas équivalents 2 zéro;
donc 7 n’est pas simplement connexe.

En d’autres termes, le groupe fondamental de 7 ne saurait se ré-
duire 4 la substitution identique, puisqu’il contient comme sous-groupe
le groupe icosaédrique.

I resterait une question 4 traiter :

Estil possible que le groupe fondamental de 7 se réduise 4 la
substitution identique, et que pourtant ¥ ne soit pas simplement connexe?

En d’autres termes, peut-on tracer les cycles K et K de telle fagon
qu’ils ne soient pas bouclés et ne se coupent pas; que les équivalences

. r " ____ "y o__
K-I__——:K2=O, Kx:Kz=0
entrainent les équivalences
C,=C=(C=C(C=o0
et que cependant la surface /7 ne puisse pas étre regardée comme ho-

méomorphe 4 elle-méme de telle facon qu’aux cycles C,, C,, C,, C, cor-
respondent les cycles C], C;, C;, C;; que les équivalences

K=K =o
entrainent C/ = C]==o0 et réciproquement; et qu'enfin les équivalences
TN /4
K'=K'=o

entrainent €] = C; == 0 et réciproquement ?
Mais cette question nous entrainerait trop loin.

Paris, 3 novembre 1903.
H. PoiNcARE.



