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po tenza  di un  nu- 

(Di G. B~eN~RA, a Palermo.) 

PREFAZIOI~E.  

CAYLEY ha per il primo posta l'importante questione (*) di eostruire tutti 
i possibili gruppi di un dato grado n. 

~on bisogna, nemmeno lontanamente, sperare ehe il problema, enunciato 
in termini cos] generali, possa in qualche maniera essere abbordabile: delle 
ipotesi sono necessarie sopra l'intero n per servire di fondamento ad un ra- 
gionamento qualsiasi, e le ipotesi che hanno condotto in questi ultimi anni 
ai pih rimarehevoli risultati si riferiseono al modo con eui t'intero n h eom- 
posto con i suoi fattori primi. 

II sig. NEwwo ha dato (**) tutti i gruppi il eui grado b il prodotto di 
due soli humeri primi eguali o diseguali; il sig. I-ISLDER ha,  per la prima 
volta (***), dimostrato ehe tutti i gruppi il cui grado ~ il prodotto di tre 
humeri primi, eguali o diseguali, s~mo metaeieliei (risotubili)(z***); poi, in 
un lavoro posteriore (*****), lo stesso Autore ha dato la eomposizione dei 

(*) CAVLEY'S Mathemalical papers, Vol. I[, 125. 
(:r::t..) NSTTO. Substitutionentheorie und ihre AnweJzdung a~t f die A luebra, 1882, pag. 133. 

(ee.,) HSLDEm -Die einfachen Gruppen im ersten und zweiten tIundert der Ordnungs- 
zahlen. Mathematische A.nnalen, Band 40, a. 1892. 

(,e,.,) Nel presente lavoro mi servo delle denominazioni che, per i gruppi finiti, sono 
sta~e adottate dal sig. H. WEBER nel suo libro: Lehrbuch der Algebra. 

(*"~'*'**') H6LDER..Die Gruppen der Ordnungen ps, p q~, p q r, p4 Mathema~ische Annalen, 
Band 43, a. 1893. 
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gruppi di tale grado e quella di tutti i gruppi~ il cut grado ~ la quarta po- 
tenza di un nume/'o primo. 

Seguendo lo stesso ordil)e d'idee, il sit. FaOBENICS ha osservato (*) ehe 
tutti i gruppi, il cut grado ?~ il prodotto di quattro fattori primi, sono me- 
tacieliei, fatta eceezione per il grado 2 ~. 3 . 5  = 60 dove si presenta il noto 
gruppo dell'icosaedro ehe ~ un gruppo sempliee. II sig. FROBENIUS ~ andato 
molto pih in lh: egli ha stabilito i due sorprendenti risultati generali che 
ogni gruppo~ il cut grado ?~ il prodotto di ~ fattori primi tra cut ve ne siano 

~ 1 eguali, oppure il prodotto di ~ fattor; primi due a due diseguali~ ~ ne- 
eessariamente metaeielieo, e, ehi ha interesse di eonoseere le ingegnose di- 
mostrazioni di questi due teoremi, potrebbe leggerle nel libro del signor 
H. WEBE~ (**). 

I1 sig. HSLDER, con molta fortuna, ~ ritornato sulla quesiione nel- 
l'anno 1895 (***) e, ponendo a fondamento l'ultimo dei due eitati teoremi del 
sig. FaOBENIUS, ha dato la composizione e ]a elassifieazione di tutti i possibili 
gruppi, il .cut grado ~ it prodotto di quanti si vogtiano fattori primi due a 
due diseguali; inoltre, nel]o stesso lavoro, ha stabilito il notevo]issimo risul- 
taro che ogni gruppo di tale grado ~ neeessariamente isomorfo ad un gruppo 
lineare di permutazioni. 

Ma, dare la eomposizione e la claasifieazione di tutti i gruppi, il cut 
grado g il prodotto di quanti si vog]iano fattori primi eguali, ~ un problema 
di ben altra portata. Su questo riguardo i risultati generali pih importanti 
sono dovuti a S:~Low (****). It sit. HSLDE~, nel eitato lavoro del 1893, ha 
formate tutti i gruppi dei gradi 7)~ e p', e, quasi eontemporaneamente, ~ ap- 
parso un lavoro del sig. Yowo (*****) il quale, in rondo, s i g  anehe limi- 
tato a dare la eomposizlone di tutti i gruppi dei gradi p3 e pa. 

Io do,  per la prima volta, la eomposizione di tutti i gruppi di 
grade p~. 

(*) FROBENIUS. Ueber auflSsbare Gruppen. Sitzungsberichte der Berliner Aka- 
demie, a. 1893, I, pat'. 337. 

(~:*) H. WEI3Ea. Lehrbuch dec Algebra. Vol. t[, pat. 129 e st. 
(***) H6LDEa. i)ie Gruppen mit quadratfreier O~'dnungszahl. GSttinger Naehr., 

a. 1895. 
(****) SYLOW. Th~or~mes sur les groupes de substitutions. Mathematische Annalen~ 

Band V. 
(e~*.~.~) YOUNe. On tl~e deter~ni>~ation of Groups whose order is a power of a prime. 

American Journal of Mathematics, Vol. XV, a. 1893. 
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]~ precisamente a partire dat valore ~ = 5 the il problema della com- 
posizione dei gruppi di grado p" mostra la sua vera faccia, giacch~, mentre 
qualunque sia il numero primo p esistono sempre : 

un solo gruppo di grado p;  due soli gruppi di grado p~; cinque soli 
gruppi di grado p~; soltanto quindici gruppi di grado p' tutte le volte che 
p : ~  2; per i gruppi di grado p~ accade invece che il loro numero dipende 
essenzialmente dal valore del numero primo p. 

Il caso particolare di p = 2 ~ stato tentato dal sig. LEVAVASSEUR: egli 
dice (*) di aver trovato pih di settantacinque gruppi di grado 2 ~ -  32 e di 
non avere ancora terminata ]a enumerazione; perb, i risultati del sig. L~vx- 
V.~SSEUR sono stati messi in dubbio dal sig. MmLEa (**), il quale, sebbene 
giunga anch'egli a risultati non esatti, si accosta maggiormente al veto; 
giacch~, coma appresso si vedr~, i gruppi di grado 32 sono soltanto in nu- 
mero di cinquanta. 

:Ne]la prima parte di questo lavoro, dopo di avere stabilito nel § I il 
prineipio generale, che serve di fondamento alle successive ricerche~ ritrovo 
anzitutto nel § I I i  gruppi di grado p3 e p4: cib ~ stato necessario per po- 
tere, con uniformit~t di metodo, trattare i gruppi di  grado p'~. Le differenze 
che si potrebbero osservare tra bl tabella che sta alla fine del detto paragrafo 
ed i risultati dei sig. HSLDER e You~e non hanno, e si comprende, niente di 
sostanziale: esse provengono dal fatto che io ho, qualche volta,.scelto in 
modo diverso i tipi ridotti; perb, ne]la maggior parte dei cast, per fare il 
confronto basta cambiare il home agli elementi generatori. 

:Nel § I I I  pot mi oecupo della eomposizione dei gruppi, di grado p~, li- 
mitandomi al caso in cut questi posseggono pih d' un divisore Abeliano 
d'indice p. 

l~ella seconda parte del lavoro, ta quale comprende i §§ IV,  V ,  VI 
e VII,  ~ sviluppata l'analisi ehe riguarda gli aitri east, ed ~ data la elassi- 
ficazione completa di tutti i gruppi di grado pS. 

La classificazione, che ho adottata, a me basra per esser sicuro che nessun 
gruppo di grado p5 mi sia sfuggito, e non mi curo di sapere se questa clas- 
sificazione sia pih o meno conveniente nel caso generale. D'altronde, giacch~ 
in tal caso nulla o poco ~ conosciuto, una classificazione generale sarebbe 
cosa perfettamente arbitraria. 

(*) Comptes 1~e;~dus, a. 1895, t. 12:4, pag. 182. 
(**') ComI)tes Rendus, a. 189(i, t. 122, pag. 370. 
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Quantul~que io abbia fatto ogni sforzo per dare ]a massima omogeneit~ 
ai procedimenti, debbo confessare che~ su questo punto, non ho potuto trion- 
fare giacch~, ho dovuto spcsso ricorrere ad artifizi ed a suddivisioni di ri- 
piego anche nella ricerca dei ffruppi appartenenti ad una medesima elasse; 
ma, io dubito fortemente ehe questo fatto sia una necessit~ inerente alla na- 
tura del problema. 
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P A R T E  PRIMA. 

§ I. Generalit£ 

1. Sia P u n  gruppo flnito di grado n e F una classe di n elementi 
sopra la cui natm'a non si fa aleuna ipotesi. Io suppongo che, ill un modo 
qualunque~ si sia stabilita una corrispondenza S, univoca e reciproca~ tra gli 
e]ementi del gr'uppo P e quelli della elasse P e denoto COll S(e) l 'elemento 
di F ehe corrisponde alt'elemento e di P. 

Essendo e' ed e" due arhitrari elementi di P, si ponga per definizione: 

S (e') S (e") = S (e' e") ; 

allora~ rispetto a questa legge di composizion% gli etementi di p costituiscono 
un gruppo G = S ( P )  ehe si pub pensare come il pih generale gruppo oloe- 
drieamente isomorfo a P. Chiamerb brevemente it gruppo 6 ~ una rappresen- 
t(.izlone di P in F:  cambiando la eorrispondenza S cambia~ in generale, ]a 
legge di composizione degli elementi di P e si ottiene un'al tra  rappresenfa- 
zione di P in F. 

Se I '  6 una operazione ehe permute gli elementi di l', l'operazione T S  
stabilisee una nuova eorrispondenza tra gti elementi di P e gli elementi di P, 
e pub accadere, in partieolare, ehe le due eon'ispondenze N e T S  definiseano 
la, stessa legge di composizione negti elementi di l'. Ailora, l 'operazione 
5- '  T,q fa eorrispondere ad un elemento di P u n  elemento di P ,  in modo 
tale ehe al prodotto di due elementi eorrisponde it prodotto dei due elementi 
eorr/spondenti. Esprimerb questo fatto dieendo che t'operazione S- '  T,q pro- 
duce una trasformazione d'isomorfismo del gruppo P in s?~. 

]~ chiaro ¢~he tutte It posaibili .perazioni I'~ che eorrispondono a trasfor- 
mazioni d' isomorfismo del gruppo P i .  sh, eostituiscono un gruppo divisore 
del gruppo simmetrieo delle permutazioni d i n  e, ifi'e. 

2. Smno : 
E~, E ~ , . . . ,  E~, (1) 

Annali di .~lalematlea, tomo I. 19 
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elementi di r .  Se, nella rappresentazione G - ~  S(P)~ it eemposto: 

facendo pereorrere ai humeri interi indipendenti ~.~, ~-2 , . . . ,  ~-~ dati sistemi 
di humeri, fornisee tutti gli elementi di I ' ,  e ciascuno una sela velta~ dirb 
the il gruppo G possiede la base (1) a ~ dimensioni. 

Deneti : 

,I~ (E~, E : , . . . ,  E,)----- tg(E, ,  E ~ , . . . ,  E,), (2) 

una relaziene tra gli elementi (1), e si faecia subire agli elementi di 17 una 
qualunque eperazione T. Allera si passa da!la rappresentazione S ( P )  alla 
rappresentaziene T S ( P )  e viene pereib ad essere eambiata la legge di com- 
pesizione degli elementi di F :  dunque, la relazione (2), ehe sussiste nella 
rappresentaziene S(P)~ non si verifica, in generale, nella rappresentazione 
T (V) = T S (P). 

Epperb~ una volta fissate alcune relazioni come la (2), io pesse propormi 
il problema di cercare tutte 1~ possibili operazioni T, che conservano le dette 
relazioni. Queste taii operazioni costituiseeno un gruppo, il quale contiene, 
come divisore, il gruppo formato da tutte le operazieni T the corrispondono 
a trasformazieni dhsomorfismo det gruppo P in sg. 

3. Io mi debbo oecupare nel presente lavoro selamente di gruppi P., 
il cut grad 0 ~ una potenza p' di un numere prime p:  ~ quindi eonveniente 
di fissare le idee al easo mie. 

Se G~ g una rappresentazione qualunque di un tale gruppo in F,  ;~ 
nero (*) che i~ pessibile eostruire una serie di eemposiziene: 

(3) 

tale the egni termine della serie sia divisore nermale di tutti i termini the 
to precedono. L'ultimo termine G, della serie i~ atlora un divisore normale 
di grado p del gruppo G~ e quindi, l'elemento generatore E, di G~ ha la 
nota (**) proprieti~ di essere invertibile con tutti gli elementi di G.,. 

(*) V. ad es. una mia Nora: Soprct i divisori normali d'indice prano di un grupl~o 
fimto. Rendieonti della R. Aeeademia dei Lincei. Vol. VII, 2. o sere., am~o 1898. 

(**) Se E 6 un elemento di G,, di grado p~, dalla relazione E -1A' 1 E--/2:1~ si de- 

duce d ° ~  1 (modp) e quindi a-~ 1 (modp). 
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Gli elementi di G~, che godono la detta proprietY, formano evidentemente 
gruppo e questo gruppo, giacehb contiene G,, non pub cointidere col gruppo 
formato dalt'elemento identico. 

Cib posto, ehiamerb divisore invertibile di G,, il massimo divisore proprio 
di G~ tale the ogni suo elemento b invertibile con qualunque elemento del 
gruppo prineipale G~ e supporrb, eosa sempre possibile, che questo divisore 
fac.cia parte della serie di eomposizione (3). 

Bisogna osservare che i l divisore invertibi]e H di un gruppo G~ ~ per- 
fettamente determinato, tranne il caso in eui G~ b u n  gruppo Abeliano: al- 
lora si pub seegliere tome gruppo H u n  divisore qualunque d'indice p di G~. 

Se ph b il grado di H, il numero: 

~-----~--h-- i, 

un numero invariantivo del gruppo G~ e questo numero ~ per quel che 
segue, della massima importanza. 

Un gruppo G~, che ha il numero invariantivo ~, sar~ denotato ton G,~; 
cosi, ad es., i gruppi G, ° sono gruppi Abeliani. 

4. Nella Nora citata precedentemente, supponendo che un gruppo 
finito G possegga divisori normali d'indice primo p, ho chiamato indipen- 
denti ), di tall divisori, quando la loro intersezione K ha in G l'indiee p~, ed 
hofat to vedere che, se ;~ 5 il numero totale dei divisori normali indipendenti 

d'indice p contenuti in G, questo possiede p) -- ] "" p---Z-l- ' e non pro, divisori nor- 

mali d'indice p. 
Inoltre ho dimostrato the il gruppo complementare G]K b Abeliano ed 

ha tutti i suoi elementi di g'rado p;  dunque, due arbitrari elementi del 
gruppo G sono invertibili rispetto a rood. K e le potenze pine di tutti gli ele- 
menti di detto gruppo appartengono a K. 

In un gruppo G~, di grado p~, ogni divisore d'indice p g normale, quindi 
si ha >.>1, ed io dieo the si ha ) t = l  solamente quando il gruppo G, b 
citlieo. 

Siccome la proposizione si verifica per i gruppi di grado p', basra pro- 
vare the, ammettendola vera per i gruppi di grado p~-'~ sussiste aneora per 
i gruppi di grado p~. Si thiami G, un divisore normale di grado p dei 
gruppo G, : se questo gruppo ha un solo divisore d'indice p, anthe il gruppo 
(2~!G, eomplementare di G,, ha un solo divisore d'indiee p~ e giacehb detto 
gruppo complementare b di grado p~-~ esso b ciclico per ipotesi. Sia dunque 
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E un elemento di G~ di grado p~-i rispetto a mod. G, ed E, un elemento 
/~,-I 

generatore di G,.  Se fosse E = 1, il gruppo G,, contrariamente all'ipo- 
tesi, ammetterebbe il divisore d'indice p generato dall'elemento E ed il di- 
visore d'indice p generato dal due elementi E v e d  E , .  Dunque, l'elemento E 

di grado p* e quindi G, ~ un grupt)o cielico. 
Cib posto, di ogni gruppo G# io do anehe il numero ), dei divisori in- 

dipendenti d'indiee p che il detto gruppo possiede e convengo di denotare G# 
con G¢ 'x quando voglio mettere in evidenza il numero invariantivo ),. 

utile osservare ehe, se ~ [.~ ~ (), deve essere 2 < ). , (  v: eib risulta dalle 
cose ultimamente dette. 

Inoltre si noti ehe, nell'ipotesi di /~ ~ 0, il gruppo G, H non 5 cielico, e 
quindi esistono almeno due distinti divisori d'indiee p di G, che eontengono 
il gruppo H. 

5. Ritornando alla serie (3), che io chiamo una serie canoni~:a di 
eomposizione di G.,, sia Ei (i - -  1, 2 ~.. . ,  ~) un elemento di Gi fuori di Gi-~ 
e Go il gruppo formato datl'elemento identieo: siano poi E' i ,  E " i , . . .  ele. 
menti qualunque di G~. 

Cib posto, gmcche il gruppo G. • ' ,. Gi-, 6 un divisore normale di grad,, :p 
det gruppo G, G~_,, risulta ehe t'elemento Ei 6 invertibile con ogni elemento 
del gruppo G~ rispetto a rood. Gi-, ; dunque, in partieolare, supponendo.j ~ i, 
si ha : 

E)" Ei 1~[i - -  El E'~ , , E;' = E"~_, ; (4) 

dove gli e]ementi ]/,' i-, ed E ' i - ,  aplJartengono, I)er quello che si ~ detto nel 
n. ° preeedente, al gruppo K intersezhme dei divisori d'indice p de/ gruppo G.~. 

Data la serie di eomposizione (3)e,  relativamente ad essa, definendo gli 
e l emen t i  : 

E, ,  E , _ , , . . . ,  E , ,  

nell'anzidetto modo, il composto: 

E ,  E,,_, ' E; , ,  

ibrnisee tutti gli elementi del gruppo G.,, e eiaseuno una sola volta, attri- 
buendo agli interi ~.,, ~ ,_ , , . . . ,  ~, valori seelti ad arbitrio nel sisterna di hU- 
meri 0, 1, 2 , . . . ,  p - - 1 .  Dunque, gli elementi E, ,  E ,_ , , . . . ,  E, eostituiseono 
una base a ~ dimensioni del gruppo G, e tra i detti elementi sussistono le 
relazioni (4). Una tale base la ehiamerb una base canonica (*) di G,. 

(~) L'esistenza di una base eanoniea pec un ~rUl~l)O di grado p~ 6 stata, per la prima 
volta, dimostrata da SY~ow~ I. c. 
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Quando si eonosee una base eanoniea di G: g perfettamente individuata 
una serie eanoniea di eomposizione del gruppo G~; ma~ in eorrispondenza ad 
ognuNa di dette serie~ si possono definire pih basi eanoniehe. 

Sia : 

una base eanoniea di G~ diversa dalla preeedente. L'operazione ehe porta ogni 
elemento 1,;~ I~:;:i -~ . . .  1,?;, nell'elemento ~'', '  w , ,  ~,,,_~ ~ . . .  E?  , e ehe rappresenterb 
con ta notazione: 

T__~(E:, E.~-~,. ., 
[l~:~, E,-l ,  , Ft, ' 

fascia inalterata la forma di tutte le relazioni (4), ma eambia, in generale, gli 
elementi E'i ed E " i  che ivi figurano. Si pub allora scegliere l'operazione T 
in modo elm la rappresentazione T(G~) sia, da un dato punto di vista, pih 
conveniente della rappresentazione G~. 

Ma cib ehe ~ angora pih importante 5 il fatto che, date due rappresen- 
tazioni dello stesso gruppo P.~ in F e seegliendo in ciaseuna di esse unu base 
canoniea, si pub passave dalla serie di relazioni (4) relativa alla prima rap- 
l:re~entazione alla serie di l'elazioni (4) re]ativa alla seeonda rappresentazione 
m~'~(tiante m~a operazione T appartenente al gruppo delle operazioni che p o f  
tano una base canoniea in u n a  base canonica. 

§ II. I Gruppi di 9rado ps e p'. 

6. Esistono soltanto tre gruppi G3 °, i quali sono: 
un gruppo G:? ,t, che ~ il gruppo eielieo; 
un gruppo G3 °,~, ehe ha un elemento di grado ?-" ed un elemento 

di grado p il quale non ~ una potenza del primo; 
un gruppo G3 °,3, che ha tutti i suoi elementi di grado p. 

Metterldo in evidenza, per ciaseuno di questi tre gruppi, gl'invarianti del 
sig'. FaOBEmUS (*), seriverb: 

e+,' f f, [p]l, l[F][p][p] i. 

(*) FI~OBENIUS L1. STIJKELBER(~ER. Crelle's Journal, Vol. LXXXVI, pp. 224-236. 
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7. I gruppi G3 the non sono Abetiani sono gruppi G8 ','~. 
Se:  

E3, E~, E, ,  

una base canonica di un tale gruppo~ con le notazioni del paragrafo pre- 
cedente si ha G, ~ H =  K, e quindi ~: 

E~' E: L~ - -  E~ E'; , E~'  E, E~ ---- E, , 

E~ = Ei', E~ = E l ,  

E ~ ' E , E ~ = E , ;  ) 
(1) 

dove il numero ~ b primo coil p. Allora, da t i i  due elementi E3, E~, si pub 
definire l'elemento E, mediante ta relazione: 

E3-' E+ E3 = E: E, ,  (2) 

e percib, helle relazioni (1)~ ritengo ~---1 (mod p). 
Io ho, in questo modo, dimostrato ehe, se esiste un gruppo P:~ rappre- 

sentato in F da un G y ,  gli elementi E~, E2, E, di una base canonica del 
gruppo rappresentativo debbono soddisfare le (1). Bisogna pertanto provare 
che un tale gruppo P3 effettivamente esiste. 

Si considerino come elementi tutti i simboli: 

e3 x e2y eJ ~ (3) 

che si ottengono attvibuendo agli esponenti x, y, z arbitrari valori interi, e 
si chiamino eguali due tall simboli quando si dedueono l'uno dall'altro faeendo 
variare ordinatamente i detti esponenti d i p  k~, p k2, h,, purch~ gl'interi h,, 
ks, ks soddisfino alla eongruenza: 

h , ~ - f l k ~ + T k 3 = O  (rood p). 

Si ottengono cost soltanto p~ elementi distinti. 
Cos~t posto, se si assume come definizione del prodotto di due elementi 

la relazione : 

( eS  e,Y' eJ )  (e3 x~' e,Y" e, z') = e f  +x'' e:Y'+Y" eJ'+*' +Y x'', (4) 

riesee heile verifieare che, essendo A, B, C elementi (3), sono soddisfatte le 
condizioni : 

1.') se ~ , 4 = B ,  ~ A C = B C  e CA--=CB, 
2.') se ~ A C ~ - - B C  oppure C A =  CB,  ~ A~---B, 
3.') in ogni caso, ~ (A B) C ~  A (B C). 
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I simboli (3), rispetto alia legge di composizione (4), costituiseono dunque 
un gruppo P~, di cui l'elemento unit~ ~ il simbolo e%e°2e°j, e se si rappre- 
senta detto gruppo in F facendo corrispondere ngli elementi e31 e~ ° e, ", e/e.. ~ et °, 
e~ ° e~ ° e? ordinatamente gli elementi E:~, E~, E l ,  questi costituiscono una base 
canonica di un gruppo G.~ t~ e soddisfano alle relazioni (I), le quali percib, 
nel senso det sig. D•cK (*), definiscono sempre un gruppo G.~ ~,~ qualunque 
siano gl'interi /3 e 7. 

8. Ma, giaeeh~ non sono da considerarsi come gruppi distinti le di- 
verse rappresentazioni di uno stesso gruppo, bisogna vedere come variano /3 
e 7 relativamente al gruppo delle operazioni: 

~E3, E~, Eli' 

the lasciano inalterata la (2). 
Ponendo : 

E:;---~ E3 ~' E?', ]E.~ ~ E3" E l ,  (rood G,), (5) 

affineh~ la relazione (2) si conservi, bisogna prendere E~ = E J ;  quindi, per 
non contraddire alia definizione dell'e]emento 1,:,, deve essere il determinante 
a ~ u s - - v r  primo con p. 

D'at tra  parte, io osservo che le operazioni T appartenenti atla elasse 
definita dalle relazioni: 

E.~ ----- E~ , E.. ~ E~ , (mod G,), 

non alterano f3 e 7 e costituiscono un divisore normale del gruppo delle ope- 
razioni T definito precedentemente; dunque, rispetto alla questione di cui mi 
sto occupando, posso ritenere eguale a]l'operazione identiea ogni operazione 
di detta classe. In questa ipotesi, le (5) definiscono un'unica operazione che 
io rappresento con la notazione: 

r 8 

Ora, si osservi che la relazione (2) d~ subito: 

(E~ E~) n -~ E:l ~ E~ ~ Et ( " :~ ), (6) 

(*) W. DYzK. Gruppentheoretisctte Studie;t. M~thematische &nnalen, Band XX, a. 1882. 



1 4 8  B a g n e r a : L a  composizione dei Gruppi finit.i 

e quindi, se ~ p >  2, si ha :  

l,:~ = E#p/L' :~p  = E,~+~ v, E~ = E,~"p E ~ +  = E,,"+~ ~. 

Dunque, se fi, e 7~ sono i nuovi valori di ~ e ;¢ dopo avere eseguita la detta 
operazione~ si trova: 

A y , ~ T u ~ v ,  A f l , ~ - y r + f l s  , (modp). 

Allora, se fl e ~, sono entrambi nulli (rood p)~ lo stesso accade per fl~ e 7, 
ed il gruppo G Y  ha: tutti i suoi elementi di gvado p; in caso contrario una 
almeno delle due operazioni: 

f ~  - - , ,  ~ --- ;  , 

0 1 ~ ] 0 { 

ha il determinante primo con p, e questa porta ~ e 7 ordinatamente nei resti 
1 e 0 presi rispetto al modulo p. 

In conclusione esistono, se ~ p :~ 2, due soli gruppi G~':: in corrispondenza 
alle due serie di formole: 

E!~--=I,  E . ' . ; = ! ,  E ; = I ;  t 

E ~ = I ,  E!j=-~E,,  E T : l ;  i (7) 

e, tralasciando di scrivere le relazioni che esprimono che t'elemento E, ap- 
partiene al divisore invertibile H~ questi due gruppi sono perfettamente de- 
terminati dalle relazioni (7) insieme alia (2). 

9. Il caso d i p  -~ 2 esige una breve analisi particolare. In questa ipo- 
tesi, tutte ]e possibili operazioni: 

i '  
r s : 

formano un gruppo di grado sei che pub essere generato dalle due opera- 
zioni : 

i l  11,  to 1 i 
0 1 r 1 I I ' 

di secondo e terzo ordine rispettivamente. 
Osservando che la (6) d~: 

si vede  t h e  l'ipotesi di E~ ~ = E ,  ed E:  ~ = E~ non  ~ cambiata dalle dette due 
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opera2ioni; mentre quahnque altro caso si pub ridurre a quello in eui 
E~*----- 1 ed E3 ~-- 1. 

Dunque, anche qu~mdo 5 t ) ~  2, esistono due soli gruppi G3'" di grado 
2 3 ~ 8  definiti dalle due serie di formole: 

E]  = I ,  E ~ =  l ,  E~----- 1 ; 

E l s E , ,  E ~ E , ,  E ~ = l ,  

e dalla relazione (2). 
10. Passo ora ad occuparmi dei gruppi di grado p' cominciando a 

scrivere senz'altro i gruppi di tale grado che sono Abeliani. 
Esistono sottanto cinque gruppi G, ° i quali sono: 

un gruppo G4 °'', due gruppi G,°, ~, un gruppo G, °,~ ed un gruppo G, °,~. 
Mettendo in evidenza i rispettivi invarianti, rappresenterb i detti gruppi 

nel seguente modo: 

G,,,, lip']l,  G:,'- lIP] [p]',, G,o,l[p] [P']I, 
a,o,. I[p:] [p] [p] l ,  a,o,' t [p] [p] [p] [p] l .  

II gruppo G?" ~ il gruppo ciclico di grado io*; il primo dei due gruppi 
G? ,~ ha p divisori (~°,' ed un solo divisore G~ °,*, mentre il seeondo ha p-{-1 
divisori G~°,~; il gruppo G, ",s ha un solo divisore G? ,3 e p*+  p divisori GW; 

finalmente, tutti i p ' -  1 divisori d'indiee p deÂ gruppo G?,' sono gruppi G.~ °,~. 
p - - 1  

11. I gruppi G, che non sono Abeliani sono gruppi G? oppure gruppi 
G,~: io comineio ad oeeuparmi dei primi. 

Sia: 
G,', G3, G,, G,, 

una serie canonica di composizione di un gruppo G, ~ scelta in modo ehe si 
abbia G~ = H. 

Giacch~ esistono (n. ° 4) due divisori d'indiee p di G,' che eontengono H, 
il gruppo I(, o coincide con H oppure ~ un divisore proprio di H', secondo 
che G,' ~ un G, ',* od un G, ~,3. 

Cib posto, se: 
E,, E~, E~, E,, 

denota una base eanonica relativa atla precedente serie di composizion% si ha: 

E;~ E 3 E , =  E~E, ', E~-~E ," ,  E~--.~E~'", E~-~E , ' ,  E ~ ' =  1. (8) 
Annali di Matematica, tomo I. 20 



150 B a g n e r a :  L a  composizio~,e dei Gru2~pi f init i  

Trattandosi di un gruppo G, i, l'elemento E3 non ~ invertibile con E4,  

mentre il contrario aceade per l'elemento .E~ che appartJene ad H; quindi~ 
dalta prima delte (8), risulta che E~' 6 un elemento di grado p e d  io posso 
ritenere E ( - - E , .  Allora, la prima delle f()rm,)le (8) si pub sostituire con: 

E ,  -'~ E3 E ,  = E:  E ,  . (9) 

S e i l  gruppo H = G. g ciclico, E:"  ed E;'"  sono potenze di E~; quindi, 
seegliendo E, in modo che sia E f  = E~, te ultime quattro detle relazioni (8) 
si possono, in questo caso, sostituire con: 

(10) 
Dopo clb, si pub subito dimostrare che le formole (9) e (10), insieme a 

quelle ehe esprimono che l'elemento E~ appartiene ad H,  definiscono, qua- 
lunque siano gl'interi ~ e fl, un gruppo G~'. 

Si eonsiderino i simboli ehe si ottengono da: 

e, x eay e~ z e ,  t , 

attribuendo ad x, y ,  z, t arbitrari valori interi, e si ehiamino eguali due 
tall simboli quando si possono ottenere l'uno dall'a}tro faeendo variare i detti 
interi ordinatamente d i p  k4, p k3, h~, h , ,  purch~ sia : 

~ k 4 - - } - 1 3 k ~ - l - h ~ q - p h , ~ O ,  (mod p~). 

Dietro questa eonvenzione si ottengono solamente p' simboli distinti. 
Ora, ponendo per definizione: 

t ,$.1 , l  ~, ' t  ,~ .  ' t  
(e, x' eay e~ e, r) (e, ~'' e3y e~ e~ r') = e, ~'+x . . . . .  e.~Y Y eeZ +z e t+t'~y'x" 

riesce facile verifieare ehe, rispetto a questa legge di composizione i simboli 
e, ~ e~y e~ ~ e, ~ eostituiscono un gruppo. Se si rappresenta questo gruppo in F fa- 
eendo corrispondere ai simboli: 

e, ~ ea ° e ,  ° e, ° ,  e ,  ° e3' e, ° e, °, e ,  ° ea ° e~ t e , °~  e4 ° e.~ ° e.o ° e~l~ 

ordinatamente gli elementi E4, E3, E~, E~, questi eostituiseono una base ca- 
noniea di un gruppo G,' e verificano le relazioni (9) e (10). 

Si osservi che l'operazione: 

( E,  E3 E~ E, ) 
Ea E~ E~ E, ' E ,  " " 

eambia ~ e /3 rispettivamente in o:q- ).p e /3-l-~,.p; quindi~ se ~. e t3 sono 
multipli di p, si pub supporre e = [3 = 0. 
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Se uno dei due numeri a, 0 b primo con p, io suppongo che sia 0 primo 
con p giacchk, in caso contrario, scambio a in 0 mediante l'operazione: 

poi, eseguendo la trasformazione : 

mi riduco a1 caso di ,3 = 1. Cib posto, cambiando I'elemento E, in E, E,-". 
si vede facilmente che si pub sempre ritenere u = 0. 

Esistono percib due soh gruppi G,' che hanno il divisore invertibile ci- 
clico e questi due gruppi sono definiti dalla (9) e dalle seguenti modificaziol~i 

11 primo di questi gruppi 1? un G,'J e fra tutti i suoi divisori d' indice p 
ve ne sono p2 non A M i a n i ;  jl secondo gruppo b un G41~2 e tutti i suoi p + 1 
divisori d' indice p sono Abeliani. 

12. Si supponga ora che il gruppo H =  Gz non sia ciclico. Allora le 
ultime quattro delle relazioni (8) si scrivono : 

EIJ - - ~ ' r :  ~ f i  J , ,  E $ = = = E $ E f ,  E $ = 1 ,  E:=1. (11) 

Per  dimostrare che le formole (9) e (11) definiscono, in ogni caso, un 
g ~ u p p o  G,* , basta ripetere il ragionarnento del n.' precedente, convenendo 
:,erb, per andare d'accordo con le (Il),  di ritenere eguale a1 simbolo: 

ogni altro che da quello si ottiene facendo variare gli esponenti ordinatamente 
di p k,, p k,, h , ,  h ,  in mod0 che siano soddisfatte le congruenze: 

Se il gruppo Gdi k un G,'3t, almeno uno degl'interi a, y deve essere primo 
con p ed io suppongo che sia y primo con p. Allorn si pub definire I'ele- 
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mento E~ mediante la relazione E.~ ~ E~; poi, chiamando E4 l'elemento 
E~ Es -~ mi riduco al caso di ~ ~ 0. Cib posto, se non ~ fl un multiplo di p, 
la trasformazione : 

( E, E~ E, L\ ) 
E, E~ E~ Eq ' 

porta /3 in 1. 
Esistono percib due gruppi G/,~ tali che il divisore invertibite abbia tutti 

i suoi elementi di grado p e questi due gruppi corrispondono alle seguenti 
modJfieazioni delle formole (11): 

1 
Se il gruppo G / ~  un gruppo G/s ,  nelle (11) bisogna supporre ~. = 7 = 0~ 

ed allora ~ neeessario distinguere il easo d i p  ~> 2 dal easo di p ~ 2. 
Nel primo caso, se ~ ~ = 3 = 0, il gruppo G/,~ ha tutti i suoi elementi 

di grado p, e rib risutta dalla formola: 

t ° ) (E, E~) '~' E% E~ E, ~ " = :  , ( 1 2 )  

se invece uno dei due humeri fl, ~' ~ primo con p~ io posso supporre che sia 
primo con p. Al!ora~ facendo la tvasformazione: 

( E, E~ E, L't ) 
E~ E3 E, E~' 

mi riduco al caso di ~ '~  l ;  poi, chiamando E, l'elemento E, E/;~ porto 2 in 0. 
Esistono quindi, nel presente caso, due soli gruppi G/, 8 i quali sono de- 

finiti dalle formole: 

E ~ I ,  E ~ - - 1 ,  E~'=I, E f = = l  I 

g,P-----1, E~-----E~, E ~ - - I ,  E ~ : I  

e dalla formola (9). 
Nell'ipotesi dip---~ 2, tenendo presente la (12), si vede subito che il caso 

E]  ~--E,,  E]---~ E, ~ irreduttibile, mentre quatunque attro caso si riduce a 
quello in oui ~ El----1, E ~ =  1. 
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Dunque, anehe quando ~ p = 2, esistono due soli gruppi G4 ~,s tali che 
il divisore invertibile non ~ ciclico e questi due gruppi corrispondono al]e se- 
guenti modificazioni delle formole (1!):  

E ] = I =  El-----l, E~==I, E ~ = I  

E ~ = E I ,  E ~ - E , ,  E l = l ,  E l==1 
I . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

13. Ritornando alla distinzione fatta al principio del n. ° 11~ io mi 
voglio ora occupare dei gruppi G, che sono G4: e comincio col dimostrare 
che un tale gruppo possiede sempre un divisore Abeliano d'indice p e d  uno 
solo (*). 

Sia : 
G~', G3, G~, G,, 

una serie canonie, a di eomposizione di un gruppo G, ~ e si considerino le classi 
distinte di elementi: 

G.~, E ' G ~ ,  E " G ~ , . . .  

contenute in G~'. 0gnuno degli elementi E',  E",... deve trasformare un 
elemento E~ di G~ nel prodotto di E: per una potenza di E, ;  ora, giaceh~ 
gli elementi E'~ E " , . . .  sono in numero di p ~  1, necessariamente esistono 
due tali elementl, per es. E ' ,  E" ,  ehe trasformano E~ nel prodotto di E~ per 
una stessa potenza di E,;  quindi l 'elemento E '-~ E " ,  che non sta in G~, 
invertibile con E.~. Se ehiamo E3 il detto etemento, i tre elementi E,~ E~ Es, 
permutabili due a due, generano un gruppo Abeliano il eui grado non ~ mi- 
nore~ e non pub essere maggiore di p~. 

S e i l  gruppo G~ ~ avesse due divisori Abeliani di grado p3, la loro inter- 
sezione~ che ~ di grado p~, dovrebbe essere contenuta nel gruppo H il quale 

attualmente di grado p :  dunque la mia tesi ~ dimostrata. 
Cib posto~ io dieo che ogni gruppo G~ ~ h un gruppo G, "-,*. Infatti~ se 

fosse possibile un gruppo G~,*, per un tal gruppo sarebbe K~H-- - - -G,  e 
quindi sarebbe : 

E,- '  E3 E~---- E~ E, ~, E,-~ t~;1L = E~ E,~, 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

(~) Ques~o risultato 5 stato comuaicago per lettera dal sig. HSLDSr¢ al sig. MILLEa. 
Cfr. MILLER. S~r les groupes de substitutions. Comptes Rendus, t. 122, a. 1896, pag. 371. 
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con ~ primo con p. kllora, seegliendo l'intero m in modo che sia /3 m + ~ ~ 0 
(modpl, l'elemento E3 E& risulta permutabile con E4 e quindi G~ non sa- 
rebbe il solo divisore Abeliano d'indiee p contenuto in G4 ~,~. 

Le considerazloni che precedono mostrano the ~ possibile determinate 
una base canonica: 

E,, E,, E,, 

di un gruppo G4 ~ in modo tale che sia: 

E , - - ' E 3 E , = E 3 E ~ ,  E , - , E , E , , = E ½ E , ,  E3- 'E.~E~=E~.  (13) 

Dopo cib si osservi che l'elemento l~'~ sta certamente in K~-  G, ; ma, giac- 
ch~ il detto elemento ~ invertibile con E4, esso sta in G~ == H. 

Inoltre se ~ p > 2, dalle (13) si ricava: 

= L; 

e siceome E~ sta in H, deve essere E ~'-,~- 1; quindi l'elemento E,~ che ri- 
sulfa alh)ra invertibile con E~, sta in H. Si ha dunque: 

E l - - - E ,  ~, E~----- E,~, E ~ = I ,  E ~ = I .  (14) 

Le formole (13) e (14) definiseono sempre un gruppo G4 ~,~- tutte le volte che 
~ p > 2 .  

Infatti, considero i simboti gi~ precedentemente definiti: 

e4 x e~Y e~ z e~t~ 

e, come mi consigliano le (14), chiamo eguali due tali simboli quando si pos- 
sono dedurre l'uno dall'altro faeendo variare ordinatamente gli esponenti di 
p16, pk~, pk~, h,, purch~ sia: 

~ k , ~ B k ~ + h , - ~ - O  (mod p); 

inoltre, per andare poi d'accordo con le (13), pongo per definizione: 

(e, ~' e3Y' e~" e ¢) ( e l '  e,~Y" e~ ~'' e,t ') = e4 x''' eY" e~'"' e l" ,  
e s s e n d o  : 

x " ' = x ' - { - x " ,  y " ' ~ y ' ~ y " ,  z " = z ' - 4 : - z " - 4 - y ' x " ,  

(;) f " = t ' + f ' + z ' x " + y '  ~ • 

Poste queste definizioni e ehiamando A, B, C tre qualunque elementi come 
e~Xe3ye,'et~, quando si vuole stabilire che tutte le volte ehe ~ A-~-B ~ an- 



il cui grado ~ la quinta potenza di un numero primo. 155 

ehe A C----B C, bisogna tenere conto della condizione p ~  2;  e supponen- 
dota verificata, le dette definizioni dkmlo origine ad un gruppo the ~ rap- 
presentato in F con un GU,  e facendo corrispondere ai simboli: 

e, re3 °e~ °el °, e, °e3*e_. °e,  °, e, °e~ °e~ le~ °, e4 °e3 °e~ °e~'~ 

ordinatamente gli elementi E,, E3, E~, E,, questi elementi verificano le re- 
]azioni (13) e (14). 

14. Ponendo a fondamento le dette relazioni, la serie canoniea: 

G4 "~,*, G.~, G~ , G, , 

perfettamente determinata nel senso che, se: 

1,',, E,o, E~, F,, 

un'altra base canonica di G, ',2, tale che l'operaziolle: 

/~ ,  ~ ,  L;,  
T ~--- ~J',,, I%, I¢~, El 

non alteri la forma delle (13) e (14), la detta base definisee la stessa serie 
canonica. 

Ponendo dunque~ nella pih generale maniera: 

E,-~E~I;~'~, E3~--E.~, (mod G.2), (15) 

aillnch~ si conservino le formole (13) si deve se.egliere 1~;, ~_ E,~, (mod G,) 
ed E, = E?,*~; allora, per non contraddire alia definizione di E,, bisogna sup- 
porre u ed s primi con p. 

Se dopo avere definita in tal modo la nuova base E,~ 1~:~, i~,, E,, si fa 
l'operazione che porta la detta base in E,,  E~, P~, El e si ohiamano ~, e fl, 
i valori trasformati di ~. e fi, si trova faeilmente: 

u ~ s ~ , ~ a u + f l v ,  u ~ - ~ ,  (modp), 

pureh~ si supponga p ~ 3 e si osservi che, in virth delte (13), si ha:  

(,,) (o) 
= E ,  . 

Sia, in prima ipotesi, ~--= 0: allora, se non ~ . = 0, seegliendo u = 1, 
s = ~, ottengo . , ~  1 (modp). 

Sia, in seeonda ipotesi, fl primo con p :  allora, posso seegliere v in modo 
che sia a, ~ -0  (mod p); inoltre, se /5 ~ un residuo quadratieo di p, posso de- 
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terminare u in modo ehe sia /~, ~ 1 (modp); e se t3 non ~ residuo quadra- 
rico di p, essendo z una qualunque radice primitiva di p~ posso determinare u 
in modo che sia ~:-----~ (modp). 

Esistono dunque, se 6 p > 3, quattro gruppi Gg ,~, i quali sono definiti 
dalle (13) e dalle seguenti modificazioni delle formule (14): 

E ~ I ,  E~ --= 1, E~-----1, E ~ = I  ! 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  i 

Ef=E~, E . ~ = I ,  E~---=I, E ~ = I  ! 

E ~ = I ,  E ~ = E t ,  E { = I ,  E~--=I 

E~=I ,  E~-E~,  E~--I ,  E { ' = I  

(16) 

II divisore Abeliano G~ dei primi due gruppi ~ un G~ °,3 e quello degli 
ultimi due ~ un G3 °'*. 

15. 8i supponga ora p ~ 3. 
Giacch~ due qualunque operazioni T appartenenti alla classe definita 

dalle congruenze (15) per dati valori di u, v, s, producono to stesso effetto 
sopra i numeri ~ e f i c h e  figurano helle formule (14), io ritengo eguali tutte 
le operazioni appartenenti alla detta classe e quest'uniea operazione la rap- 
presento col simbolo: 

! I . 

0 s i 

Tutte le possibili operazioni cosl definite costituiscono, nel presente caso, 
un gruppo di grado 12; ma, giaech~ t'operazione: 

r - - 1  0 

, 0 - l i  

non cambia t t e  ~, io la posso ritenere eguale a]l'elemento identieo del detto 
gruppo e quindi il grado di questo si riduce a 6.  Il gruppo di grado 6, ehe 
qui si presenta, i~ isomorfo a quelto di cui ho diseorso nel n. ° 9 e si pub ge- 
nerate mediante le due operazioni: 

' 1 0 ; ,  1 1 
r 

o 2 o 1 

e h e  s o n o  rispettivamente di s e e o n d o  e t e r z o  ordine. 
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La prima di queste operazioni eambia = in 2~ e la seconda tambia. 
in ~ . ~ + 1 ;  ma, n~ t'una n5 l 'altra alterano 8. Dunque, se /3 ~ 0 od 1, 
posse sempre supporre ~ = 0~ e se b. /3 ~ 2, posse riduvre il case di ~. =: 2 nl 
case di = = 1 .  

Esistono quindi, anehe quando ~ p = 3, quattro gruppi G4 ~,~ i quali c o l  
rispondono alle seguenti modificazioni delle formole [14): 

' :~ - :  = E ,  a := I. E~ := 1, L a 1, E~ 1, 
{ 

l / ] a  , , , = 1 ,  E~ ::- E,, E ~ = I ,  E~ =.: 1 

E ~ = ~ ,  E~:==v" = = L i, E~ 1, E, ~ 1 
! 

] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

i 

} E ] - - E ~ ,  E~=:E~,  E~a---=l, E~a--~l 
j . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

07) 

Soltanto per il primo di questi gruppi il divisore Abeliano Ga ~ un ¢;a°,a; per 
gli altri tre gruppi il detto divisore b. un Ga°L 

16. Io eonsidero finalmente il case, finora eseluso, di p = -2 ,  per il 
quale non sussistono le formole (14). 

Le relazioni (13) dhnno: 

E ;  ~ E,  E l  = E~ li'~ E , ,  

,3 siceome E l  sta in H~ deve essere E . ~ =  Ei; allor% l'elemento E~ ehe, a 
ca.usa della, prima de]le dette relazioni, non risulta permutabile con E~, ~ una 
potenza impari di E=. 

Le (14) debbono dunque essere sostituite con le formole: 

[,:~ = I,?;, /;~ = Z ~ ,  /,.~ = E , ,  E ;  = ~ ; 

ed 5 facile vedere eh% tutte le votte the ~ ~ impavi~ quests formole e t e  (13) 
definiseono un gruppo di grade 2 4=-- 16 the ~ un G4',h 

Cambiando era la base cnnonita e ponend% nella maniera pitt general% 

E4 = k', Ei~; , r', = E ~  

la eorrispondente operazione T non altera fl ma eambia = in un numero ~, 
tale the : 

_ -r  v (mod 2). 
2 

Annali di Matematica, tome I. 21 
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Dunque, se g fl =: 1, si pub sempre ritenere ~.-----0, ma, se g fl ~ 3, bisogna 
distinguere il caso di a ~ 0 dat easo di a ~ 1. 

Esistono percib tre gruppi di grado 16 che sono G, ~,*, i quail sono de- 
finiti dalle formole: 

E l = l ,  

E l =  1, 

E] = Et,  

insieme alle formole (13). 

E~:=E~,  E~=:EL,  E~--=I i 
b 

q 

k 

Per questi tre gruppi il divisore Abeliano G3 ~ cielieo. 
17 Io riepilogo brevemente i risultati ottenuti nel presente paragrafo. 

Esistono soltanto cinque gruppi di grado p37 dei quati: tre sono gruppi 
G3 ° e gli altri due sono gruppi G3 ~,~. 

Esistono soltanto quattordici gruppi di grado 2~----- 16~ dei quali! cinque 
sono gruppi G~ °, tre sono gruppi Gg.~ tre sono gruppi G4 l,a ed i rimanenti 
tre sono gruppi G~ ~,2. 

Per tutti i valori del numero primo p >  2 esistono soltanto quindici 
gruppi di grado p~, dei quali: cinque sono gruppi G~°~ tre sono gruppi G/s ,  
tre sono gruppi G2 ,~ ed i rimanenti quattro sono gruppi G, ~,~. 

Le formole di composizione di tutti questi gruppi sono rappresentate netla 
seguente tabella : 

Gruppi di grado pS. 

I. Gruppi Gg i [pSI, [p'] [1)1, [P] If] [P] I. 

II. Gruppi G~',' 1 E~ -~ E. E~ = E. E , ,  H ( E,) i. 
. $  . . . .  

i 

1 

El 

. . . . . . .  ! . . . . . .  

1 i 1 

E~ ~ 1 

E~ 1 

p > 2  

k 
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,rupp, di grado 

I. @ruppi G, ° t [P'], [p3] [/9], [p*] [pq, [p*] [p] [p], [p] [p] [p] [/9] }. 
ii. Gruppi G,' I E,- ,  E, E, = E: E , ,  H(E~, E,) I. 

] 

p>2 p>~ p>~ p>2  p>~ p > 2  i p = ~  

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  + . . . . . . . . . . . . . . . . .  . . . . . . . . . . . .  i . . . . . . .  + 
t E+ E, 1 i 1 E, 1 1 1 

E~ 1 t 1 
t 

Gruppi G, ''~ 

III.  Gruppi G, ~ = G, ~,', I H(E,)I .  

1 1 

Gruppi G4"* 

1 

E , : ' L ; E 4 = E 3 E ; ,  E~-' E; E, = E: E, , E;--' E~ E: = E~ 

r p=_3 p ~ 3  

r .... E ~  1 El 

t E [  1 1 

I 9 E2 1 1 
i 

i E~' 1 i 1 

p>=3 p>=3 p = 3  p = ' 2  p = 2  _ p = 2  

I ] Ei 1 1 Et 

1 1 El Ei Ei 1 
. . . . . . . . . . . . .  i 

1 1 

§ I I I .  1 6ruppi  G5 ° e G~ ~. 

18. Esistono sette gruppi Abeliani di grado pS, i quali sono: un 
gruppo G~ °,', due gruppi G~°,*~ due gruppi Gg ',~, un gruppo G~ °,* ed 

un gruppo G5 °,'~. 
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Mettendo in evidenza per eiaseuno di questi sette gruppi gl'invarianti 
del sig. FROBESlVS, li rappresenterb nel seguente modo: 

(;~°"l[P~]l, G~°"I[P'][P][P][P]I ,  G.~°~I[P] [P] [P] [P] [P]I ,  

G~°'~I[p'][P]I, G~°+-',[p~] [ / ] I ,  G~°'~I[P"][pI[P]I, G"~ I[P ~] [P'i [P]l. 
I1 gruppo G5 °,' h il gruppo eielieo di grado ps; il gruppo C~,5°4. possiede 

p4_, 1 1 divisori G~ °,~ ed un solo divisore G, °,4, mentre tutti i divisori d'in- 
p - - 1  
dice p del gruppo G~ °,~ sono gruppi G4°q I1 primo dei due gruppi G5 °,~ ha 
un solo divisore G4 0,~ l[V ~] [p] '~ e p divisori G, °,', mentre il seeondo dei detti 
due gruppi ha p divisori G4°,~ I [p ~] [p]( ed un solo divisore Gi" ' I [p ' ]  [Zz]' 

Finalmente, il primo dei due gruppi G~ ~'3 ha un solo divisore G~ °~3 e 
p (p -t- 1) divisori G4 °~ t [P~] [P] t, mentre tutti i divisori d'indiee p del seeondo 
dei detti due gruppi sono: p - l -1  gruppi G~ °3 e p~ gruppi Gi',~l[p ~] [p']l.  

Io mi limito a dimostrare soltanto quello ehe ho asserito relativamente 
al gruppo [p~] [p~] [p]. 

Seegtiendo in modo eonveniente tre elementi E",  E ~, 1~' dei gradi 2,), 
p~, i) rispettivamente~ un arbitrario elemento di un tale gruppo si pub rap- 
presentare con : 

E ''~" E ~  E~, 

dove ~., 5, 7 sono tre interi presi ordinatamente rispetto ai moduli p~-, p~, p. 
I tre gruppi di grado p4 costituiti rispettivamente dagli element~ dei se- 

guenti tre tipi: 
E"~ ~" E'~ E "t, E""  E'-~ E~, E ''~ E'~, 

sono indipendenti, perehg s'interseeano secondo il gruppo K di grado p~ co- 
stituito dagli elementi del tipo: 

E"~ '~ E'~:. 

Inoltre, un elemento qualunque del detto gruppo di grado p~ ~ la l) m~' 
potenza di un elemento del gruppo prineipale e quindi questo non pub avere 
pih di tre divisori in,lipendenti d' indiee p: dunque il gruppo prineipale 
[p-"] [p'] [ p ] g  un (; o.3. 

Tutti gli etementi di grado p di questo gruppo formano il gruppo (;::"~ 
eostituito dagli etementi del tipo: 
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s o n o  

(73°, ~ 

(~3 o 3 

(3g. ~ 

Dei divisori d'indice p del gruppo prineipale, quelli che contengono G~°, 3 
neeessariamente gruppi Gg ,a e, ponsando al gruppo eomplementare di 
nel detto gruppo prineipa]e, si vede subito the il lore numero 5 1 )+  1. 

Inoltv% ogni divisore G~ °-3 del gvuppo prineit)ale contiene evidentemente 
: dunque il detto gruppo possiede p-~-1,  e non pih, divisori (;~°,~. 
Cib posto, i rimanenti p-" divisori d'indice p sono neeessariamente gruppi 

I I S"] [S ,~'] 1. 
19. [ gruppi (>;5 i possono essere o gvuppi O/,  ~ o gruppi (~;5~,:<, oppilre 

gruppi (;~,4 ed io mostrerb the effettivamente esistono gruppi in ognuna di 
queste classi. 

Sia: 
G2,  G~, G~, G,,  G,,  

una serie canoniea di un grupp0 G~' seelta in modo tale che sia G~ ---- H~ ed: 

E,, 

una base eanonica relativa alia detta serie. 
Giaeeb5 la potenza E7 sta in H, l'elelnento E':~, ehe figura nella re- 

lazione N -~ E4' l<]~ = L,s' F'~:~,, 5 di grade p ed io lo posse assumere come ele- 
mento E,; quindi si ha: 

L',. (1) 

S e i l  gruppo H g oielieo, seegliendo opportunamente l'elemento /~:~, posse 
serivere: 

E~'= E~, E~'= E~, Is'~---= t,~, I~J~-- l,~], E ~ ' = I ;  (2) 

e si pub facilmente dimostrare ehe-, qualunque siano gl ' interi ~ e ~, le for- 
mo]e (1) e (2) definiseono un gruppo G~'. 

Cib posto, si osservi the l'operazione: 

, E4, Es, E~, 
E ~, E , E ~ ,  E3, E~, El ' 

cambia ~. e ~ rispettivamente in ~ - t - h p  e ¢ @ / ~ p ;  dunque, se ~ e B sono 
mu]tipli di p, si pub supporre ~. .... /~ == 0. 

Se uno dei due numeri ~, 2 g primo con p, io suppongo ehe sia 13 primo 
con p giaeeh~;, in ease eontrario, seambio ~. in /3 mediante l 'operazione: 

E~ -l, E~  I, E7 l, E~ i, E~ -t] ; 
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poi, eseguendo la trasformazione: 

( E~ , E~ , Es , E~ , Et ) 
E~, E, ,  Eg, E~, E{ ' 

mi riduco al caso eli ~ = 1. Dopo cib, chiamando E5 l'etemento E5 Eg  ~, si 
vede facilmente che ~ sempre lecito ritenere ~ = 0 

Esistono quindi due soli gruppi G~', che hanno it divisore invertibile ci- 
elico, i quali sono definiti dalla (1) e dalle formole: 

E ~ - - 1 ,  E~---E3, E~-=E2,  E ~ = E ~ ,  E ~ = I  

11 primo di questi gruppi g un G~ ',3 e fra tutti i suoi divisori d'indice p, 
i quali s'intersecano in G,,  ve ne sono p* non ±beliani;  il secondo gruppo 

un G~ ~,~ e tutti i suoi p--l-1 divisori d'indiee p sono Abeliani. 
20. 8i supponga ora che il gruppo H =  G3 sia un G~ °,'~. 

In questo easo, scegliendo come gruppo G~ l'unieo divisore non eictico di 
grado p'- the possiede H, due ipotesi sono possibili rispetto all'elemento E~, ehe 
i~ necessariamente di grado p: o questo elemento sta in G, oppure g fuori 
eli G,. Nella prima ipotesi posso supporre E~-----E,, e nella seconda ipotesi 
pongo E3~'=-E~: si hanno in eorrispondenza ai due easi le due serie di for- 
mole: 

E ~ = E ~ E ~ ,  E~-----E~E~, E ~ = E , ,  E ~ = I ,  E?-----1 (3) 

E, E =I. (4) 

Io dimostro ora the le (3) e t a  (t) definiscono sempre un gruppo G~ t 
qualunque siano gl'interi ~, /3, 7, ~, e in un modo perfettamente analogo si 
pub dimostrare che anche le (4) e la (1) definiscono, in ogni caso, un gruppo G.d. 

Si considerino i simboli che si ottengono da: 

e5 x e~Y es z e~ tei ~'~ , 

attribuendo ad x, y, z, t, w arbitrari .¢alori interi, e si chiamino eguali due 
tali simboli quando si ottengono l'uno dall'altro faeendo variare i detti interi 
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ordinatamente di pk~, p k , ,  h~, h, ,  h,, pureh~ sia: 

¢¢ k~ -~- 7 k4 -t- h~ + p h, ~ 0, (mod p~) 

/3 k5 -I- ~) k4 A- h~ ~ 0, (mod p). 

Dietro questa eonvenzione si ottengono soltanto p~ simboli distinti. 
Ora, ponendo per definizione: 

(e:, x" e4 y' ea*' e~ t' e,'"') (e:, x'' e4Y" eaz"e.ff '' e,'"") == e:,*'q x"  o 4Y'-i y"  eaZ' + .a" e U'.f.u" e ,,,' +,,~',.+ y'x', 

si pub subito verifieare ehe, rispetto a questa legge di eomposizione, i simboli 
eonsiderati eostituiseono un gruppo P~. Se si rappresenta questo gruppo in I' 
faeendo eorrispondere ai cinque elementi di l)-.: 

e~' e4 ° ea ° e ,  ° e,  °, e~ ° e, 1 ca" e~ ° e, °, . . . ,  e5 ° e4° ea ~) e~ ° e,', 

ordinatamente, i cinque elementi /;25, E4, E. ,  £~, E, di t', questi elementi 
eostituiseono una base eanoniea di un (;~' e '~'erifieano le relazioni (3) ed (1). 

Io non ripeterb in seguito un simile ragionamento, ehe de~e essere oramai 
familiare al lettore: mi limiterb solamente ad asserire, quando si presenta il 
easo, the una data serie di rdazioni definiseono un gruppo di una data 
classe. 

Riferendomi alle formole (3), se i humeri ~. e 7 sono multipli di p, sic- 
come ta trasformazione: 

E~ E4 Ea E~ Ei~, 
E.~ E~ E4 E~' Ea E~ E,] 

cambia i detti numeri rispettDamente in ~ + h p e 7 + k p, posso supporre 
---=7 = 0. Cib posto, se uno dei due numeri fl, ¢/ ~ primo con p~ ritengo, 

senza nuocere atla generalit'~, :? primo con p e pongo a definizione dell 'de- 
mento I:~ la relazione l"q ~'--- E~; allora, cambiando E~ EC~ in E~, si vede fa- 
cilmente ehe si pub assumere f~ ~ 0. 0ttengo quindi due gruppi G~ ~ definiti 
dalla (1) e dalle relazioni: 

E ~ =  1, 

E~----- 1 , 

E P , : E ~ ,  E g = E ~ ,  E ~ = I ,  E ~ = I  

E~'-----1, E ~ = E ~ ,  E ~ I ,  E ~ = I  
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I1 primo di questi gsnppi & un G i i + e d  il relativo gruppo X coincide 
con Ci,, rnentre il second0 i! u n  ed il refativo gruppo I l  coincide con G , .  

Se  uno dei due niimeri a ,  y & primo con 21, posso supporre che sia 7 
primo con p : allora, facendo la .  t r~sformazione : 

ottengo $:$ = J i j 3 .  Cib posto, chiamando I.'j l'elemento Ej E;", si vede fa- 
cilmente che si pub assumere --- 0 ;  allora, se & f i  primo con p, pongo a de- 
finizione dell'elemento .EP Itt relnzione E;  = E2. 

Ottengo quindi due nuovi gruppi G,' definiti dalie (1) e dalle formole: 

11 p i m o  di questi gruppi & un G,'*hecl. jl  relativo grilppo K coincide 
con H ,  mentre il secondo 1: un G,'' ed il rclativo gruppo K coincide ool 
gruppo ciclico generato tlall'elemento E9. 

21. Riferendomi alle formole (41, siano, in prima ipotesi, a  e 7 rnul- 
tipli di p :  in tftle caso posso supporre come prima a  = y -= 0. Clb posto, se 
uno dei due nurneri p,  b i: p r i m  con 27, io suppongo 6 primo con 21; poi, 
facendo la tsasforrnazione : 

mi riduco a1 caso di cr' = 1. Allora, szipponendo ? I ,  2 e r,hiamando I::, I'ele- 
mento Ej E;i;, posso supporre i; = 0. 

Ottengo lrercib due gru~)l) i  i qud i ,  ~~el l ' a t tua le  ipotesi tli p > 2, sono di- 
stinti, e questi gruppi sono definiti dalla (1) e dailrl. scgaenti rnodificazioni 
delle formole (4); 
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Entrambi questi gruppi appartengono alla elasse dei gruppi G~ ~,3 ed i 
relativi gruppi K eoincidono con G~. 

Se inveee ~ p ~-2~ si vede subito, pensando alla (1), che il caso di E~ = E , ,  
E4 := E~ non 5 ridueibile ad alcun altro easo, mentre poi tutti questi altri 
easi sono ridueibili al caso di N~-----1. E4 =--1. 

Dunque ottengo due gruppi (;~' di grado 2 5 =  32~ i quali sono definiti 
dalle formole : 

i E ~ = E , ,  E ] = E ~ ,  EI--=E~, E ~ = I ,  
i . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  l 

i E~-----1 El----1 E~.-=E~, E~----1, 
i 

E ~ =  1 

E~ t - .~-I  

insieme alla formula (1). 
Entrambi questi gruppi sono gruppi G5 ',~ e, in ognuno di essi~ il divi- 

sore K coincide con G~. 
Sia, in seeonda ipotesi, uno dei due numeri ~, 7 primo con p e precisa- 

mente si supponga 7 primo con p. Allora, facendo la trasformazione: 

E5 E4 E3 E~ 
Es E4 .~1~ E~" El 

ottengo E~ ~ E3. Cib posto, chiamando E, l'elemento E5 E~ -", posso ritenere 
~ 0; poi, se non ~ fi multiplo di p, facendo la trasformazione: 

E5 E, E3 E, El~ 
E~ Eq Z~ ~ Eq)' 

mi riduco al caso di fl----1. 
0ttengo percib due gruppi Gs'~ che sono definiti dalla (1) e dalle formole: 

E~:= E~, E~--- Es, Eg = E~, E ~ =  I , E{'----1 

E~--~I, E{--=Es, E~-~E~, Eg---1 ,  E~--~-I 

0gmmo di questi due gruppi ~ un gruppo G, ',~ che ha il relativo divi- 
sore K coincidente con H. 

Annali di Malematica~ tomo I. 22 
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22. 10 abbandono ora l'ipotesi fatta a1 principio del n." 20 e sup- 
pongo invece che il gruppo H =  G, sia un G3q3. 

In questo caso si pub porre nella pih generale maniera: 

e queste formole, insieme alla (I), definiscono sempre un gruppo Gfi qualun- 
que siano gl' interi a,  P, b, ;I, 8, y. 

Siano, in prima ipotesi, i quattro nurneri a, 8, 7, 8 multipli di p. Allora, 
se uno dei due numeri I ,  y i3 primo con p, io suppongo p primo con p;  poi, 
mediante la traformazione : 

mi riduco a1 caso di p = 1. Cib posto, se h p 2, chiamando Ej l'elemento 
E5 E,-'., si vede che & lecito ritenere i .  = 0. 

Si hanno quindi due gruppi G,"n corrispondenza alle formole: 

per ognuno Questi due gruppi appartengono alla classe dei gruppi G,i34 e ,  
di essi, il gruppo R coincide con G,. 

Se B p = 2, si vede facilmente che il caso di Ei = E,, 3'; = EI si tra- 
sforma sempre in sP, stesso mediante It! operazioni T, che lasciano inalterata 
la (I) e la forma delle (5), mentre qualunque altro caso f: riducibile a quello 
in cui B E;=l,  Ei= 1. 

Percib si hanno due gruppi G5"i grado 32 in corrispondenza alle due 
serie di formole: 

-- - - - - - -- - - - -- 

Ei=Et,  Ef=Ei ,  = 1 E : = l ,  E:=1 
- - - 

E : = l ,  1 E i = l ,  E : = l ,  E : = l  
- 

e questi due gruppi aypartengono alla classe dei gruppi G5'14. 
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Sia, in seconda ipotesi, uno dei numeri ~7 fl~ ~', ~' primo con _p. In tal 
caso, senza nuocere alla generalitY, si pub ritenere che uno dei due humeri 
7, ~ sia primo con p e quindi ~ lecito porte a definizione dell'elemento E~ 
la relazione E~--~E~; allora chiamando E: l'elemento Es 1;';~ si vede che 
si pub assumere ~ ~ 0 .  Cib posto~ se tt ~ primo con p, pongo a definizione 
dell'elemento E3 la relazione E ~  Ez; in caso contrari% bisogna distinguere 
l'ipotesi di ). primo con p da  quella in cui ~ ). un multiplo di p;  e, nella 
prima ipotesi~ facendo la trasformazione: 

E~, E~', Ea, E~, E ' 

mi riduco al caso di ) , =  1. 
Si hanno quindi tre gruppi G~' the sono definiti 

guenti modificazioni delle formole (5): 
dalla (1) e dalle se- 

P ~  P ~  P _ _  E f f ~ E ~  E~---E~, E 3 - - 1 ,  E 2 - 1 ,  E t - 1  

p _ _  ~ _ _  :v~j  _ _  

E ~ = I ,  E~'--E~, E ~ - I ,  E ~ I ,  E~--=I 

I1 primo di questi gruppi ~ un G~ t,*, mentre gli ultimi due appartengono 
alia classe dei gruppi G~ t,3. 

23. Riepilogando: qualunque sia il numero primo p, io ho trovato nel 
presente t)aragrafo ventidue gruppi di grado p~. 

Di questi ,qentidue gruppi, sette sono hbeliani e quindici sono gruppi G, i. 
I quindici gruppi G~ ~ trovati sono tutti i possibili gruppi Gs' e sono: 

cinque gruppi G~',*, sette gruppi Gs ~,3 e tre gruppi G~ ~,4. 
I detti ventidue gruppi di grado p5 sono brevemente rappresentati nella 

seguente tabella : 
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[pq, 
[v'] [~], 

I. Gruppi G~ °. 

[~'q [P] [P] [~'], b ']  [~'] [~o] [p] [p], 

[Vq IV], [P~] [~'] [~'], [Vq [ / ]  [H" 

II. (;,.~ppi ' G~. 

E ~ - ' E ~ E ~ = E , E , ,  ]H(Ea, E:, E,)I. 

o~ 

<¢ 
. J . ,4  

; -4  

E'~ 

E~ 

E~' E~a 

E~ E~ 

E~ E~ 

p>2 

1 1 

E, E3 E~ 1 1 p => 9 

1 E, E~ 1 

E3 1 

1 

1 

1 

1 1 i E~ 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  i 

1 1 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  i 

E, ];~ 

E~ 

E~ 

E~ 1 

E~ 1 

i El i £½ 1 

1 E~ 1 

1 p>~= 

1 p>i~= 

1 p > ~  

1 , p > ~  

1 p > 2  

1 p ~  

1 p > 9  

1 i! l) =.-=2 

1 1 I p ~ 2  

1 1 ! p > 2  

1 

EL 

1 E~ 

1 1 

1 
i 

1 p ~ 2  

1 p ~ : 2  

1 p - ~ 2  I 1 i 1 



La c o m p o s i z i o n e  de i  Gruppi  finiti  il cui  
g r a d o  ~ lu qu inta  potenza  di un  nu- 
mero  primo.  

(Di G. BAe~RA, a Palermo.) 

P A R T E  S E C O N D A .  

§ IV. I Gruppi G~' 
the non posseggono alcun divisore Abeliano d'indice p. 

24. I gruppi G5 ~ possono essere o gruppi G~ ~,~ o gruppi G~ ~,3 gia t th~ 
tome ora dimostrerb, non esistono gruppi G~*, ~. 

Infatti~ supposta l'esistenza di un gruppo GJ ,4, sia E un elemento di 
grado p generatore del gruppo K di G.~ ~,4. 

Sictome E appartiene certamente ad H, il gruppo tomplementare Gs'~,~ i H 7 
di grado f ~  ~ Abeliano ed ha tutti i suoi elementi di grado p. E.ssendo 
E ' H ,  E"  H, E " ' H  tre elementi generatori del detto gruppo tomplemen- 
tare~ si ha :  

E'- ,  E" E l = E" E=~ E '-I E IH E'  = E'" El ~, E ' - I  E "! E"  ~ -  E Hf EL (1) 

Giatch~ il determinante: 
o ~ 

~ 0 T 

- -p  --'(  0 

nullo identitament% rieste possibile determinare tre numeri interi x~ y, z, 
non tutti multipli di p, tali the sia: 

= y - ~ - ~ z - ~ O ,  - - = x - [ - z z - - O ,  - - ~ x - - Z y - . ~ O ,  (modp). 

Atlora l'elemento E ' ~ E " Y E ' %  the ~ fuori di H, risulta, in virth 
delle (1), invertibile con ogni elemento di G~ *,* e cib h assurdo. 

Annali di Matematica, tomo I. 23 
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8tabilito cib, io passo ora a dimostrare che, se ?~ 19 > 2, la potenza pro,, 
di un elemento qua]unque di un gruppo G~ ~ appartiene al divisore inver- 
tibile H. 

Sia, se ~ possibile, E un e]emento di G~ * tale ehe E ~ non appartenga 
ad H. Il gruppo di grado minimo, che contiene l'elemento E ed il diviscFe H, 

Abeliano; quindi, non potendo coincidere con G, *, detto gruppo 6 un di- 
visore G,, d'indice /9, d i  G52. 

Si ehiami E '  un elemento di G~ ~ fuori di G, e si ponga: 

E '-I E E '  ~--- E E" ,  E '-t E "  E '  = E "  g'"'. (2) 

L'elemento E 'p appartiene certamente ad H ;  altrimenti il gruppo di 
grado minimo che eontiene E '  ed H sarebbe un se.condo divisore Abeliano 
di G~; allora, l'intersezione di questi due divisori, che 6 di grado /93, do- 
~¢rebbe essere contenuta nel gruppo H che, in un gruppo G5 ~-, 6 di grado p~-. 
L'elemento E "  appartiene al gruppo K intersezione di tutti i divisori d' in- 
dice p di G5 * e si pub,  in prima ipotesi, ammettere che E"  appartenga ad H. 
Allora dalla prima dclle (2) si ricava: 

E :-~ E E '~ E E:'r~ E ' - i  E p E '  -.~ E ~ E ,:~" 

quindi, giacch~ E 'p sta in H~ risulta E " ~ =  1. L'elemento E p ~ dunque in- 
vertibile con E'  e percib con ogni elemento di G~ '2, il ehe eontraddice alla 
definizione di E. 

E"  fuori di H e si pensi atla intersezione dei Sia, in seconda ipotesi, 
gruppi K ed H. Se K ?~ di grado p~, il gruppo G~ ~ 6 un G: :,~ e quindi (n. ° 4) H 

contenuto in K ;  se invece K 6 di grado p~, il gruppo G~ ~ ~ un G: "~,~ di 
cui K ?~ divisore normale, e siecome deft<) divisore non coincide con H, esso 
contiene un sotto gruppo proprio di H. In ogni easo, si vede e h e l a  detta 
intersezione h u n  divisore d'indice p di K;  quindi E"p ed E '"  sono elementi 
di questa intersezione e percib di H. 

Atlora le formole (2) d~nno: 

Z'-~ E E 'p E E ''r E '''( 

? 

/9 ) 
2 E,_I E,,p E/ E,tp E , ,  p 

e quindi deve essere E'~'~ ~ t~ E " ~  1~ purchh si pensi che ~ p : ~ 2 .  
Dopo cib~ tenendo presente ]a prima delle (2)~ si vede che EP risulta 

invertibile con E ~ e con ogni elemento di G '~ ' ¢, ~-: dunque lelemmto E ~; 

assurdo. 
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25. Un gruppo G5 * o eontiene uno, ma soltanto uno, oppure nessuno 
divisore Abeliano d'indiee p, ed io voglio anzitutto mettermi in quost'ultima 
ipotesi. 

So : 
G ~ G~ O~ G° G~ 

una serie eanoniea di eomposizione di un tale gruppo seelta in mode ehe 
sia G~ ~ H~ ed 

z~, E,, E~, E,, Z,, 

una base relativa alla detta serie, si ha:  

Giacch~ E~ sta in H, da]le (3) risulta E'~-----1, E"f  = 1; inoltre gli 
elementi E,' ed E( '  non possono appartenere ad uno stesso gruppo cictico, 
perch,, se fosse ad es. E'r~ = E('~ l'elemento E~-r E4, the non sta in G~, 
risulterebbe permutabilo con E3 e quindi, eontrariamente atl'attuale ipotesi, il 
gruppo G~ ammetterebbe un divisoro Abeliano d'indice p. Dunque E,' ed E(' 
sono due elementi di grade p capaoi di generare il gruppo G~. 

Riguardo all'elemento E'3, dice ehe esso ~ fuori di G,; giaech~ se 
fosse E'~'.-~-E'~'E"f;, i due elementi EsE~, E, EU', in virth delle (3), risut- 
terebbero invertibili e quindi it gruppo G~ ammetterebbe il divisore Abeliano 
d'indiee p generate dai detti due elementi e dagli elementi E(, E( ' .  

I1 ragionamento preeedente prova che, dati i due elementi E~ E4, si 
possono definire E~, E~, E~ mediante le formole: 

E~-~E,E,=E,E~, E;-~ & E~ --- E~ E, , ET~ E~ E, = E~ E ,. (4) 

Esdudo subito il case d i p  == 2, pereh~ mediante le (4) si pub dimo- 
strare ehe ogni gruppo G~ di grade 32 ha necessariamente un divisore Abe- 
llano d'indice 2. 

Infatti, se un tale gruppo Gg non ha un divisore Abeliano d'indice 2~ 
debbono essere verifieate le (4) e quindi dove essere: 

Eu~ E~ E~ --  E, E~ E~ ; 

allora, se Eg sta in H~ risulta ] i ] =  E'~. In questo cas% siccome le (4) d~nno 
anehe : 

I/;- 1 E'~ & = El L~ E, = E~ E, E, , 
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l'elemento E] non sta in H e quindi, eontrariamente all'ipotesi~ i| gruppo 
G] contiene il divisore Abeliano d'indiee 2 generato dagli elemeati E~, E,, E,. 

Supponendo dunque p ~ 2, dalle (4) facilmente si ricava : 

e siccome E~ sta (n. ° 24) in H~ risulta E~ ~ 1. Posso dunque serivere: 

E~=E~E~, E~=E~E~ s, E~. -=I ,  E ~ = I ,  E f = l l  (5) 

e, tenendo presente che E~ E, appartengarm al divisore invertibile H~ si di- 
mostra col solito procedimento che, nell'ipotesi d i p  ~ 2~ qualunque siano 
gl'interi ~, /3, 7~ 8~ le formole (5) e (4) definiscono sempre un gruppo G~. ]~ 
poi evidente che tutti i gruppi G~ cosi definiti sono gruppi della classe G~ ~,~. 

26. Bisogna ora vedere come variano ¢¢~/3~ ;/~ ~ relativamente al gruppo 
delle operazioni : 

Es E4 F3 E2 Ed'  

che lasciano inalterate le (4). 
Ponendo : 

E~ ~--- ~ ~ r " E  s E 5 E ~  I ~ 4 ~ 5  4 (mod G3), (6) 

aftineh~ la prima delle (4) si conservi, bisogna prendere E ~ E ~  I (mod G~); 
quindi~ per non contraddire atta definizione di E3, deve essere it determi- 
nante A----u s - - v  r primo con p; poi, affinoh~ si conservino te ultime due 
delle formole (4), deve essere: 

D'altra parte, io osservo che le operazioni T apparteaenti alla classe 
definita dalle relazioni: 

E s ~ E ~ ,  

non alterano ~ /~ ~ 7 ~ 8~ pereh~ 
d~nno : 

E~ ~ E4, (mod G~), 

allora, rammentando che ~ ? ~ 2, le (4) 

Inoltre le dette operazioni costituiseono evidentemente un gruppo~ che 
divisore normale del gruppo di tutte le operazioni T che conservano le (4); 
dunque~ giacch~ m'interessa studiare le variazioni di ~ B~ 7~ 8~ posso rite- 
nere eguale atl'operazione identica ogni operazione di detta classe. In questa 
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ipotesi le (6) definiseono un'uniea operazione che io rappresenterb con la 
notazione : 

! u  v ] .  
r 8 

0ra  si osservi ehe le relazioni (4), dietro un facile ealeolo, d~nno: 

dove per brevitk si ~ ritenuto : 

Dunque, supponendo p ~ 3, in virth delle (5) si ha :  

Cib posto~ ehiamando ~,, /~, 7,~ ~', i valori che assumono rispettiva- 
mente ~., ~, 7, ~ dopo avere eseguita la trasformazione: 

r 8 

in seguito ad un breve calcolo si ha :  
', 
t 

A ~ 7 ~ ( ~ r + y s )  s (f ir  + ~ ) s ) r  i (modp) (8) 
) a - - ( B r  v. 

Dalle formole (8) risulta: 

h ( ~ . , + ~ , ) ~ + 3 ,  h ~ ( ~ , ~ , - - ~ , 7 , ) - - ~ a ~ - - f l 7  , (modio). (9) 

!o introduco il numero: 

D = (~ + ~)~ - -  4 (a ~ - -  3: 7),, 

e d~istinguo i tre casi possibili: 

p - - I  (o) dove, seeondo LEaESDR~, il simbolo P denota il resto di D ~ , ehe ~ preso 

rispetto al numero primo p ed ha il minimo valore assoluto. 
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I1 minimo intero q, posifivo o nullo, che verifica ta congruenza: 

D q - -  (= + ~), ~ 0,  (mod p),  (10) 

in virth delle (9) resta inalterato per tutte le possibili operazioni: 

I U v I 
r 8 

e quindi ~ un numero invariantivo per il gruppo rappresentato dal Gd ,~ de- 
finito dalle relazioni (4) e (5) del presente paragrafo. 

Cib posto~ il diseriminante D della congruenza quadrafiea: 

p~--(= + e)O + (~. ~ - - ~  7 ) ~ 0 ,  (mod p), 

g, nel easo attuate,, un numero quadrato rispetto a rood p, e pereib la detta 
congruenza ~ soddisfatta da due interi p,, p,, the sono distinti rispetto a questo 
modulo. 

1~ possibile dunque determinare quattro numeri u, v, r, s ehe verifichino 
te congruenze • 

P'u-----=~U+TV t P 2 r - ~ ' r + T s  i 
~, (rood p),  

e tall che risulfi il determinante h = u s - -  v r primo con p ; allora, facendo 
la trasformazione : 

I U V I~ 
i V 8 

le (8) d~mno: 

A=,~p,,  AS,----p~, 2,-----7,~0, (modp). 

In conclusione, per i gruppi considerati ne] presente caso, le relazioni (5) 
possono essere sostituite dalte relazioni : 

E~--E'~, E~=h'~, E~-----1, E~'-~I, EP,~-I, (11) 

dove la differenza 8 - - =  non 6 divisibile per p. 
Prendendo come formole iniziali le (11), mediante le (8) si vede ehe 7 

eseguendo la trasformazione: 
~ 0 

I 0  s 



~l cui grado ~ la quinta potenza di un numero primo. 175 

non viene alterata la loro forma, ma i numeri ~ e 3 aequistano uno stesso 
fattore arbitrario primo con p :  si pub dunque supporre: 

c ? - - ~ 2 ,  (rood p). 

Cib posto, se la somma :¢ + ~)' non ~ divisibite per p, denotando cou 
una radiee primitiva di p, si pub porte:  

: ¢ ~ s ' n - - 1 ,  ~ ' ~ +  1, (modp);  

allora, sostituendo questi valori di a e ~' nella (10), si ottiene: 

q ~ ' ~ ,  (modp). (12) 

Quando si cambia m in m -4- ~ - ~ ,  il numero q resta inalterato, ma 

e 3 si cambiano rispettivamente in ~ ~ e - -~ .  
Giacch~ la trasformazione: 

F0 i I  
11o1' 

produce lo stesso eambiamento, io debbo fare sul numero m solamente le 
ipotesi : 

p - - 3  
m ~ O ,  1 , . . . ,  

In corrispondenza a questi tall valori di m, si hanno p --1 
2 

definiti dalle formole: 

E ~ = E ~  ''-~, E { = E f  '~+', E ~ = I ,  E { = I ,  E ~ = I  

gruppi G5 *,* 

e dalle formole (4). 
Questi gruppi sono effettivamente distinti, perch~ in virttt della (12)due 

qualunque di essi hanno i numeri invariantivi q diseguali. 
Se la somma ~ + ~ ~ divisibile per p, il che equivale a supporre q -----0, 

si ha : 
~ 1 ,  ~ 1 ,  (modp)~ 

e quindi si ottiene un nuovo gruppo Gs ~,~ corrispondente alle formole: 

I E f=ET ' ,  E{=E, ,  E ~ = I ,  E~--~-I, E ~ = I  



176 Bagnera :  La composizione dei Gruppi finiti 

1 I ) \  

 aso 

I1 numero q che soddisfa alla (10) ~, anche in questo case, invariantivo 
per il gruppo rappresentato clal G~ ~,~ definito dalle formole (4) e (5); perb, se 
detto numero non ~ zero, esso ~ un non residuo quadratieo d i p .  

Giacch~ helle attuali ipotesi, nessuno dei humeri fl, 7 pub essere multiplo 
di p, i~ possibile determinate un intero v in modo ehe sia:  

2 7 v = ~ - - ~  ~ (modp) ; 

allora~ eseguendo la trasformazione: 

0 1 ' 

le (8) d~nno e, = ~), (rood p). 
Io suppongo dunque ehe i valori iniziali di ~ e ~, presi rapporto a 

modp~ abbiano uno stesso valore 0 e eereo tutte le trasformazioni : 

~ 8 

ehe laseiano sussistere questa ipotesi. 
Ora, essende ~-~ '~- - -p ,  affineh~ sia ~,-----~,-~-p,, g necessario e suffi- 

eiente ehe u, v, r, s verifiehino la eongruenza: 

f l u v - - T v s ~ - O  , (mod p) ; (13) 

e cib risulta subito dalle formole (8). 
Supponendo soddisfatta la (13), le (8) si possono sostituire con le formole: 

A p , ~ p ,  A~f l~ /3u~- -Tv  ~, A ~ 7 ~ ' s ~ - - / 3 r  ~, (modp), (14) 

mediante le quali si verifica subito ehe ~: 

A 2 ~, ~,~ =---/3 ~,, (mod p). 

Giaeeh~ si ha ora D-----4/3 7, i due numeri /3 e 7 sono neeessariamente 
uno residuo e l 'altro non residuo quadratieo rispetto a modp,  ed ~ indiffe- 
rente attribuire una di queste proprieth all 'uno od all'altro numero, perch~ 
si pub dimostrare che esiste una trasformazione la quale, senza alterare p, 
scambia ~ con ;~. 

Infatti, se - - 1  ~ un numero quadrato modp,  il che ha luogo soltanto 
quando p -- 1 ~ multiplo di 4, trovato un intero v tale chev  2 = - -  1 (rood p)~ 
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ottengo t'intento mediante la trasformazione : 

0 v 

~' 0 

Se inveee p - - 1  non b divisibile per 4, si considerino i p .4-1 
2 

che si ottengor, o da 1-{-v: attribuendo a v i valori : 

numevi 

~) - - -  1 

I detti numeri risultano distinti rispetto a modp,  e pereib non possmlo 
essere tutti residui quadratiei eli p. Dunque, giacch¢; per ipotesi non ~ mai 
t + v'- un muttipto di p ,  nella serie dei valori attribuiti a v ne esiste almeno 
une per eui 1 -4-v ~ b un non quadrato (mod p). 

Allora, fissato per v un tale valore, seelgo, il ehe riesee possibite, per ~t 
ed s una soluzione del sistema: 

i~U--Ts~O 
u s - - v " -  ~--- I 

(rood p), 

e considero poi la trasformazione: 

1l V 

Y 8 

Questa trasformazione appartiene atla elasse definita dalla formola (13) 
eel ha il determinante eguale ad 1 (modp); inoltre, le (14) mostrano the essa 
seambia semplicemente i numeri ~ e 7. 

Sia dunque/3 un residuo quadratico d ip .  Se si pone v - - - - r ~  0 (mod p), 
la (13) b verificata e le (14) d~nno: 

u s p , ~ p ,  s ' 2 , ~ / ~ ,  (modp); 

perci5, se ~on ~, p multiplo di p, 
the sia : 

poi ta (10) ¢th: 

si possono determinate 

{ ~ , ~ 1 ,  (modp); 

) , ~ q ~ l ,  (modp). 
A n n a l i  di M a t e m a t i e a ,  t o m o  [. 

S ed u ill modo 

24 
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Quindi, ponendo 7, ~ d"~+~ (modp), si ha : 

q ~-~-~'~-', (rood p). (15) 

l ) -  I G~, ~ definiti dalle (4) e dalle In eonelusione, ottengo ~ gruppi ehe sono 

formole ehe si ottengono da: 

E~'=EoE~, E { = E + E ~  ~''+', . E g : = l ,  E{.-.-=I, E{'=- 1. I 
t 

faeendo sueeessivalnente : 
p - - 3  

m~---0, 1 , . . . ,  2 

Questi gruppi sono effettivamente distinti perch,, in virth della (15)~ due 
qualunque di essi hanno i humeri invariantivi q diseguali. 

Se inveee il numero ~ ~ un multiplo di p ,  il ehe equivale a supporre 
q = O, ponendo come prima v - - = r _  0 (mod p), le (14) d~nno : 

s ~1~'~-3,  u ~ 7 , ~ ; ~ ,  (modp);  

e pereib si possono determinare s ed u in modo che sia:  

# , -~-1 ,  7 , ~ ,  (modp)" 

ottengo quindi un nuovo gruppo G~ ~,~ definito dalle formole : 

i 

E~:=E~, E+;=E~, E ~ ' = I ,  E~-----1, E i ' = l  I 
i 

e dalle relazioni (4). 

29. C a s o ( D ) = o .  

Si ha allora D ~ 0  (modp) e quindi ]a congruenza: 

p: - -  (~. -{- 8) p 4- (~. 8 - -  2 7) ---- 0 (rood p) 

soddisfatta da un solo resto p di p. 
Scegliendo come numeri u e v una soluzione propria del sistema: 

p u ~ u + 7 v  , (modp), 
p v =---{?u 4- ~2 v 
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la seconda delle (8) d~ ~ , = 0  (modp); quindi direttamente dalle (9) si ri- 
cava h ~.~ - -  5 ~, ---- p (rood p) .  

Assumendo dunque : 

~ 0 ~  a - - - ~ p ~  (modp)~ 
le (8) si scrivono : 

5" ~'--=Ap+ 7vs~ A~i=----v~7 ¢ 
i (modp). 

A~@,_~_hp--7vs ~ 5~7,~_ s~7 

Cib posto, se 7 5 primo con p, volendo conservare le condizioni iniziali~ 
bisogna supporre v hullo (rood i o); indi si pub determinate u in modo che 
sia 7,~__ 1 (mod l )) ovvero 7 , ~  (modp). Allora, se p ~ un multiplo di l)~ si 
ha ~.~ =_ 8,-----0 (rood p), in caso eontrario si possono seegliere r e d  s in modo 
ehe sia ~, ~. ~), ~ 1 (rood 1)). 

Se poi ~ 7 un multiplo di p,  si ha sempre ~, -=7,- :=0 (modp), ma 
~, ~- "2~ ~ 0 (rood 1)), ovvero si pub supporre o:, ~ ~), = 1 (mod P)i seeondo elle 
b, ovvero non ~,, p un multiplo d i p .  

In eonelusione, in eorrispondenza all'ipotesi ( @ ) =  0, si hanno soltanto 

sei gruppi~ i quali sono definiti dalle (4) e dalle seguenti modifieazioni delle 
formole (5): 

E ~ = I ,  E~'--=E~, E ~ = I ,  E ~ = I ,  E ~ = I  

Ei)=E~, .E~=E~Eh, E ~ = I ,  E l = l ,  E~)-----1 

~¢~" = ] Ei'  = E ~ ,  E ~  = 1 ,  E ~  - -  l ,  E l '  = 1 
- l Y 5  ~ • - -  

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  r . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

E'd=E~, E ~ = E ~ E , ,  E ~ = I ,  E ~ = I ,  E f = ]  

E ~ ' = I ,  E ~ = I ,  E ~ = I ,  E ~ = I ,  E ~ = I  

E~--=E~, E ~ = E , ,  E ~ = I ,  E ~ = I ,  .E~=I 

30. Finalmente io passo ad esaminare il easo di p = 3~ ehe ho eseluso 
verso la fine del n. ° 26. Quando ~ p = 3 tutte le possibili operazioni: 

?t V 1 

r s i 
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definite precedentemente costituiscono un gruppo di 
vando ehe l'operazione: 

+ - - 1  o i  
: 0 - - 1 ]  

grado 48; perb~ osser- 

lascia inalterati i quattro numeri ~., /3, 7~ ~ she figurano nelle (5), io non 
eonsidero come distinte t6 due operazioni: 

I 
i r 

v 
S 1 - - ~ "  - - 8  

ed allora il grado del detto gruppo si ri0uee di metS.. It gruppo di grado 24, 
ehe co~1 si ottiene, g isomorfo al gruppo dell'ottaedro (*): esso pub essere ge- 
nerato mediante le tre operazioni: 

U __. 
- - -1  0 ~1  l t 1 ' ;  

, V =  , W-- - - -  , 
0 1 0 1 1 - - 1  1 

che sono ordinatamente di secondo, terzo e quarto ordine e che soddisfano 
alle relazioni : 

V~W=W~V, W~U=UW, UV'-=VU. 

Si vede subito, tenendo presenti le formole (4) e (5), the la U non al- 
tera ~ e 7, ma cambia soltanto di segno ~. e ~1. 

Facendo uso della (7), si verifiea facilmente ehe l'operazione V cambia 
la somma ~ -I- ~ in ~ -t- ~ @ 1 e quindi t'operazione V ~ eambia la detta somma 
in ~ nt-~-}-2; percib non si lede la generalit~ ponendo: 

~.-t-~) ~ 0,  (rood 3). (16) 

Cib posto, servendosi della (7) e tenendo conto della congruenza (16), un 
breve calcolo mostra che l'operazione W produce sopra i numeri ~.~ ~, 7~ ~) 
la sostituzione congrua: 

~,=-----~--7, 7,=---¢+7 - ~ - 1 ,  i (rood3).  

(*) Pe r  convincersene, basra far corrispondere alle tt'e operazioni clio sono denotate 
ill seguito con U, l~ 11, ordinatamente le tre sostituzioni: (0 2), (0 1 2), (0 I '2 3). 



il cui grado ~ ta quinta potenza di un numero primo. 181 

Dunque le operazioni W e d  U lasciano inalterata la (16) e to stesso fa 
ogni operazione del gruppo di grado 8 da esse generato; mentre una qua- 
lunque delle rimanenti 16 operazioni, potendosi ottenere come prodotto di 
una operazione del detto gruppo di grado 8 per V, ovvero per V', non laseia 
sussistere la eongruenza (16). In virth di questa eongruenza, relativamente ai 
valori di a e ~, si possono fare le seguenti tre ipotesi: 

a.--'--O, 8-----0; . = _ 1 ,  8 ~ 2 ;  ~=-2,  8 = 1 ,  (mod3); 

poi a ciaseuna di queste tre coppie si pub associate una coppia qualunque 
di valori di ~ e 7: si ottengono cosl 27 quaterne di humeri (~ ~ 7 6) a cia- 
scuna delle quali corrisponde un gruppo G~ ~,~ di grado 35= 243. 

Perb due quaterne, ehe si deducono l'una dall'altra mediante una ope- 
razione del preeedente gruppo di grado 8, si debbono ritenere equivalenti in 
quanto che esse definiscono due gruppi isomorfi di grado 243. 

Nella tabella che segue io scrivo tutte le 27 quaterne, mettendo in una 
stessa linea orizzontale le quaterne the sono equivalenti. 

i 

(101~) i (1112)  

(I022) i (2021) 

(OllO) (21sl)  
; 

(0 o 1 O) (1 0 o 2) 

(0 0 2 O) (2 2 1 1) 

(oooo) i (o12o) 
I - -  i 

(o21o),. 
i 

(2201) 

(2 1 01) 

(o 2 o) 

(o o o) 

(0 1 0 O) 

(1 1 o 2) 

(11 2) 
. . . . . . .  

(2001 

[ 1 

(2011) I (I~111) ! (120~) (1222) 

Si vede dunque che esistono soltanto sette gruppi G~ *,-" di grado 243, che 
non posseggono alcun divisore Abeliano d'indice 3 e questi gruppi si posson 
fare eorrispondere alle sette quaterne (a/37 8), che stanno nella prima linea 
verticale della preeedente tabella. 
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Io scrivo le formole the, insieme atle (4), servono a definire i detti gruppi. 

E~=E~, E~--=E~E~, E l = l ,  E ~ = I ,  E ~ : = I  

EI=E~, E~=E~E~, E~=I ,  E ~ = I ,  E ~ = I  

EI-----E~, E~=E~, E~=I ,  E l = l ,  E~=I 

E l = l ,  E~=E~, E ~ = l ,  E l = l ,  E~=l  

S I=1 ,  E ~ = l ,  E~=I ,  E~=l ,  E~=l  

E~=E~, E~--=-E~, E~=I ,  E~--=I, E~-=I 

31. Nel presente paragrafo io ho stabilito quanto segue. 
Ogni gruppo G52s, ehe non possiede aleun divisore Abeliano d'indiee y, 

perfettamente definito dalle formole (4) e (5), purehg si tenga presente ehe 
E., ed .E, appartengono al divisore invertibile H. 

Non esistono di tall gruppi di grado 25-- - 32. 
Esistono soltanto sette di tali gruppi di grado 35-~ 243. 
Finalmente, quando il numero primo p supera 1, esistono p-1-7, c non 

pih~ di tali gruppi, i quali, rispetto alle formole (4) e (5), si elassificano nella 
seguente rnaniera. 

Quando gl'interi ~., ~, 7, c? verificano la congruenza: 

D --= (, -t- ~))~ - -  4 ( ,  3 - -  ~ 7) ~ 0 ,  (rood p) ,  

si ha uno dei sei gruppi trovati at n. ° 29; in ogni altro easo, il minimo nu- 
mero q positivo o hullo, ehe verifiea la eongruenza: 

D q -  (~.-1-~)*=---0, (rood p) ,  

un numero invariantivo per il gruppo definito dalla q,uaterna (~./~ 7 3). 
In corrispondenza ad ogni numero q > 0  si ha un solo gruppo; ma, 

per q = 0, si hanno due gruppi seeondo ehe D 5, ovvero non 5, un residuo 
quadratieo d i p .  

I diversi tipi di gruppi tro~'ati nel presente paragrafo sono rappresentati 
nella seguente tabella. 
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I. 

,~H(E,, E,)I , IK(E~,  E.,., E,)I. 

E V  ~ E~ E~ = E~ E~ : EV ~ E~ E:, = E~ E,. ~ E 7  ~ E~ E, --= Ea E, . 

E~ E~ ~ E~ 

2 E~ '''+' 1 

E ~ i Ei i 1 

Et E~ 1 1 1 
. . . . . . . .  ~ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  7 - -  

~'~ 1 E2 1 1 1 

E2 E~ Et 1 1 1 
L 

i 1 E~ 1 1 1 
I I 
I . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  . . . . . . . . . . . .  

! E ~  E : E ,  1 1  1 1 

1 1 1 1 1 

E~ E~ .... 1 -  1 1 

p - - 8  
r e = O ,  1 , . . . ~  i~ { p > 3 }  

E~' El' 

1 1 " e l ~  

1 1 

II 
1 

t l  
O 

II. 

E~ E]  E~ • E~ 

5xl 

eg 

bid 

v¢ 

r~ 

] ' A  
I 

1 

1 

1 

E: 

E~ E~ 1 1 1 

E~ 1 1 

E2 1 1 

E~ 1 1 

1 ] 1 

E~ 

1 

1 

- - 1  . . . . .  

I 

1 I 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  I 

11 111- 
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§ V. I 6ruppi  GJ che posseggono un divisore hbe l i ano  d ' indice p. 

32. A1 prineipio del n. ° 25 si 5 osservato che un gruppo G~: pub con- 
tenere uno oppure nessuno divisore Abeliano d'indiee p. Io ho svolto nel pa- 
ragrafo preeedente l'analisi relativa alla seeonda ipotesi ed ora mi propongo 
di svolgere in questo paragrafo t 'analisi relativa alla prima. 

I1 divisore Abeliano G4 ° contenuto per ipotesi in Gs ~, eontiene evidente- 
mente il divisore invertibile H~ e quindi ~ possibile costruire una serie eano- 
nica di eomposizione: 

G ~  G~°~ G ~  G ~  G~ 
tale ehe sia G2 = H. 

Denotando con : 
Es, E, ,  E~, E.~,  E l ,  

una base relativa alla detta serie e scrivendo le formole: 

E~- 'E4Es=E4E '3 ,  E ; 'E3Es - - -E3E '+ ,  E i ' E 3 E 4 : E ~  , 

l'elemento E+:+ pub essere contenuto o non essere contenuto in H. Questi due 
casi si debbono distinguere accuratamente~ perch~ in corrispondenza~ si hanno 
due classi di gruppi G~ ~ ben diverse. 

Comincio ad oecuparmi del primo cas% il quale ~ equivalente all'ipotesi 
di ritenere il gruppo K coineidente col gruppo H~ perehb 7 in virth del ra- 
gionamento fatto al n. ° 24~ in tal caso, anche quando b p ~ 2~ la potenza ? ' ~  
di un elemento qualunque di G: ~ sta in H. 

E ' ~ ' =  1 E 'z+ 1; e sieeome gli elementi E'..,,, E'~ Dunque deve essere ~ 3 ~ ~ 
non possono appartenere ad uno stesso gruppo ciclico (n. ° 24)~ i detti ele- 
menti sono di grado p e possono generare il gruppo H. 

Io posso dunque serivere le formole: 

E~----E~E;', E~'~E'~E,~ +, E ~ E ~ E ~ ,  E ~ = 1 ,  E ~ ' = I .  i (1) 

Queste fi)rmole definiscono~ qualunque siano gl 'interi k~ ,,., ~ fl~ / ,  ~, 
un gruppo G:~ e tutti i gruppi eosl definiti appartengono evidentemente alia 
classe dei gruppi G: "-~3. 

Si consideri una nuova base canonica: 
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tale ehe l'operazione 
teri le prime tre delle relazioni (1). 

Ponendo : 

T the porta questa nuova base netla primitiva non al- 

si trova : 
E~-~EcE';, E, ~ E'._" E[ ; 

e giacch~ E2 ed El sono due e]ementi generatori di H ,  deve supporsi il de- 
terminante A----u s -  v r primo con p. Per la osservazione pi,h volte fatta, 
considero come una sola operazione tutte le operazion] T appartenenti alta 
classe definita dalle (9.), quando si attribuiscono ad u, v, r, s determinati resti 
di p, e quest'uniea operazione la rappresento col simbolo: 

I ?~ Y l" 

Inoltre, se si cambia soltanto l'etemento E5 ponendo, nella maniera pih 
generale, 

E~--E;, (mod G,°), 

essendo z primo con p, risulta subito dalle (1) che ] quattro humeri ~, /~, ;6 3 
aequistano uno stesso fatiore arbitrario primo con p: dunque le due quaterne 
(a, 8, 7, 0), (~'~, a / ~  ~7,  a~) debbono ritenersi equivalenti. 

Cib posto, eseguendo l'operazione: 

9 
r 8 

si trovano faeilmente le relazioni: 

ATi---(a.r + T s ) s ~ ( f l r  + ' ) s ) r  ~ (modp), (3) 
I +78)v , 

dalle quali risulta: 

~ , + ~ , ~ - + ~ ,  ~ , ~ ' , - - 2 , ) ' , ~ : ¢ ~ - - 2 7 ,  (modp). (4) 

Ailora, supponendo p > 2, introduco il numero : 

D = (,~ + ,))~ - -  4 (,~ ~ - -  f37), 
Annali di Matematica, tomo |. 25 

~ E ~ ,  E4--E;'E;, E3~Ei'E~, (modG~), (2) 
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e distinguo, come nel paragrafo precedente, i ire casi di: 

( D ) :  + 1,. ( D ) ~ - - 1 ,  (-D) = 0. 

33. ~ei  primi due casi~ il minimo numero intero q, positivo o null% che 
verifica la congruenza: 

D q - - ( a + 3 ) ~ 0 ,  (modp), 

resta inalterato per tutte le possibili operazioni T, perch,, quando si moltipli- 
cano i quattro humeri ~, ~, 7, ~ per uno stesso fattore ~ primo con p, i nu- 
meri D ed (~ + ~))~ aequistano lo stesso fattore ~ ;  quindi q ha carattere in- 
variantivo per il gruppo rappresentato dal G~ ~,3 definito dalle relazioni (1) del 
presente paragrafo. 

Quando ~ ( D ) = + l , l a  congruenza: 

P~ - -  (a + ~) 8 + (a ~? --/3 7) ~-~ O, (mod/9), 

g soddisfatta da due distinti resti di iv; mentre quando ~ = - - 1 ,  non 

esiste aleun numero intero ehe verifi(~hi la detta eongruenza; allora, relativa- 
mente alla quaterna di numeri ~., ~, 7, ~, l'analisi proeede in modo perfet- 
tamente analogo a quella dei n. i 27 e 28 del § IV e non ~ neeessario ripe- 
terla qui. 

In riguardo ai numeri X e ~,. io faecio la seguente osservazione. 
Cambiando solamente l'elemento E, ehe figura nelte (2), ponendo : 

Es =_ E~ E )  E~ , (modG~), 

i numeri ~, fl, 7, ~) restano inalterafi, ma X e/~ si eambiano rispettivamente 
in due numeri X, e /~, tali ehe: 

) . , ~ ) . + ~ . h + T k  j 
~ , = ~ + f l h - 4 - ~ k  I (modp). (5) 

Infatti, dalle formule (1) si rieava : 

~,,~: ~,,h(~) E4~), (6) ,(E~ E h, E~) '~ E~'. E l  '~' ~ :=~ 

e quindi, avendo supposto p > 2, si ha: 
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Cib posto, quando il determinante ~. ~ - -  fi 7 ~ primo con p,  cio~ quando 
Ei' ed E~ sono due elementi generatori del gruppo H,  si possono determi- 
nare gl'interi h e k in modo che sia: 

~ , - - - - ~ 0 ,  (modp);  

dunque, in tale ipotesi, ~ lecito supporre E ~  I. 

Fatte queste considerazioni, si "~ede the nel easo di ( D )  : + 1, si hanno 

p - - t  gruppi G5 ~,8 in eorrispondenza alle seguenti modificazioni detle ultime 2 
cinque formole (1): 

I 
~'~ .... ' E ~ - - = E [  ''+~, E ~  1 ,  t E~--=- l ,  E ~ ' = : ~  , E ~ - -  1 t (7) 

E 

p - - 3  
essendo m = 0 ~ . . . ~  2 

01tre ai detti p - - 1  2 gruppi, esistono ancora altri due partieolari gruppi: 

il primo di questi si presenta quando il numero invariantivo q ~ nullo. Ill tal 
easo si ha un gruppo ehe corrisponde alle formole: 

1 ' ' 

II secondo gruppo particolare si presenta qualora si osservi the, nell'ipo- 
tesi di m----0, non ~ sempre lecito supporre helle ( 7 ) E $ ~  1, perch,, nella 
detta ipotesi, E f  ed E~ non sono due elementi generatori di H. Ma essendo, 
nel easo attuale, a = 2----), = 0 e ~' = 2~ le (5) mostrano ehe si pub sempre 
supporre/+.------0; poi, se non ~ ), un multiple di p, ehiamando E+ l'elemento E~,  
dalle (1) risulta che si pub ritenere ;~ = 1. Ottengo cosi un nuovo gruppo G~ ~,~ 
corrispondente alle formole: 

I 

] E ~ = E : ,  E p 1 E ~ : E ,  E~-----1 E ~ = I  

time einque delle relazioni (l) con: 
i . . . .  ! 

ti E~-~ I , E~= E~Et, E~---=- E~E'~ ~"+~, E~-----:-I, E ~ = I  i 
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e facendo poi successivamente: 
p - - 3  

inoltre, si ha un nuovo gruppo G5 2,~ nell'ipotesi di q = 0  e questo gruppo 
corrisponde alle formole: 

3 4  

Si ha allora D--_--0 (mod p) e quindi la congruenza: 

p~ - -  (~ + 8) p + (,.,. 8 - -  ~ 7) ~ 0 (rood p) 

soddisfatta da un solo resto p di p; poi, ragionando come nel n. ° 29, si 
vede the ~ lecito supporre: 

H - - O ,  o:~-----p (modp) 

e quindi le formole (3) si serivono: 

~ , - = A p + 7 v s  , ~ , ~ - - v ~ 7  , 
A S , - - - - - A p - - y v s ,  A 7 , ~  S~7 i (modp). 

Cib posto, se 7 ~ primo con p, volendo conservare le condizioni iniziali, 
bisogna supporrev = 0 (rood p); indi, se p i~ primo con p, scelgo gl'interi u 
ed s in modo che sia 7,-------P (rood p), e se p ~ un multiplo di p, scelgo i detti 
interi in modo che sia 7, 7=-1 (rood p). Dunque, se ~ 7 primo con p, giacch~ 
a, fl, 7, 8 si possono moltiplicare per un fattore arbitrario (n. ° 32), ~ lecito 
assumere : 

~ . = 8 ~ 7 ~ 1 ,  ~ 0 ,  
ovvero : 

Se invece 7 e un multiplo di p ,  si vede subito che si pub assumere: 

ovvero : 
~ - - - - 8 = 0 ,  ~ = 7 = 0 .  

Nel primo e nel terzo di questi quattro cad, per l'osservazione fatta nel 
n. ° preeedente, suppongo ~.---~ 0 ,  ~ -  0; m a i l  secondo e quarto easo si sein- 
dono ognuno in due dietro le considerazioni che seguono. 
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Quando ~ a = ~ ' = f l  = 0 e ~ .~  1, le (5) mostrano ehe si pub supporre 
;~ ~ 0 : allora, se ~ ~ un multiple di p, si ha E~' = 1 ; e se ~ ~ primo con p~ 
eseguendo l'operazione : 

o. ° , 

~-~ fl, 7, ~ non si alterano e V- va nel resto 1 d i p .  
Quando ~ ~ ~ fl = 7 ~ ~ ----- 0 ed uno dei due numeri X,/x ~ primo con p, 

una delle due operazioni:  

! 1  0 0 11 
IX Ij. i'. ), tJ. 

ha il determinante primo con p, e questa tale operazione d~ E~' ~ - E , ;  se poi 
i numeri ),, /~ sono entrambi multipli di p,  allora ~ E~' ~ 1. 

Ineonelusione, nel ease ( D ) : o ,  s ihanno s e i g r u p p i G ~ , ' i q u a l i e o r  - 

rispondono alle seguenti modificazioni detle ultime cinque formole (1):  

E ~ = I ,  E ~ = E ~ ,  E ~ - E . E ~ ,  E~----1, Ei'=-:I 

E~ = I , E[ = E~ , E~ = E, , E~' -----1, E ~ = I  

E } ' = I ,  E ~ = I ,  E ~ = E ~ ,  E ~ = I ,  E ~ . = I  

E ~ : E ~ ,  E ~ ' = I ,  E ~ = E : ,  E ~ = I ,  E ~ ) = I  

35. Io prendo era in esame il case di p = 2 ehe fu escluso alla fine 
del n. ° 32. 

In questo caso~ tutte le operazioni : 

] u  ~ I , 
r 8 

eostituiseono un gruppo di grado 6~ ehe g isomorfo a quello ehe si ~ presen- 
tato nel n. ° 9 del § II. 
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Le due operazioni: 

U _  1 1 
~0 1 v--I° 'i 1 1 ' 

generatrici del detto gruppo produeono sopra i numeri ~ ~ 7, ~ le due so- 
stituzioni congrue : 

~,------~+~', f~,--~--l-~+7+ a, ~',=-7, "J,---7+'~; ) 
~,---7-1-~', ~,~-7, 7,---~+247-1 -a,  ~,=-~+7; i (mod2), 

rispettivamente; e eib si verifiea subito mediante le (3). 
Siccome ognuno dei humeri ~.~ ~ 7~ ~ pub ritenersi~ indipendentemente~ 

eguale a 0 od eguate ad 1, si hanno 16 quaterne (~f17~); perb io assumo 
come equivalenti due tali quaterne che si dedueono l' una dall'altra eseguendo 
una operazione composta con U e IT. 

Nel]a tabella che segue sono scritte tutte le 16 quaterne in modo che 
]e quaterne equivalenti stanno in una stessa tinea orizzontale. 

(0001) (1010) (1100) (0101) ~ (0011) ! (1000) II 

(0010) i (1111) (0100) 

( 0 1 1 0 )  (1101) (1011) 

(0111) (1110) 

(1001) 

(o o o o) 

Allora io considero le sei quaterne the figurano nella prima verticale 
del preeedente quadro e, per ognuna di esse, mi formo il gruppo ~./37---~)I 
costituito da tutte operazioni: 

(Es I E4, E3, E~, E~) 
F~ L ,  F3, F : ,  ~'l ' 

the lasciano inalterata la quaterna (~.fi 78). 
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Chiamando W una qualunque delle quattro operazioni definite dalle formole : 

" E - -  ( r o o d  G.~), E,-----E~E~'E~', E, ~- E,, 3----E3, 

b evidente the il gruppo generato dalle operazioni IV e dalle operazioni U~ V 
contiene tutte le possibili trasformazioni T. 

I1 detto gruppo b isomorfo al gruppo dell'ottaedro: alle quattro opera- 
zioni W eorrispondono te quattro sostituzioni del gruppo quaternario normale. 

Per rendere chiaro quel che segue~ scrivo le relazioni: 

(E: E,)' = E:~ E~ E~, (E~ E3) ~ = E~ E~ E , ,  

ehe si posson% se t)ih piace~ rieavare dalla (6). 

Cib posto, il gruppo l'-O-0-"0Ti ~ costituito dalle operazioni W: una qua- 
lunque di esse o ]ascia inalterati i humeri ), e g oppure cambia soltanto ). 
in ), q- 1 ; dunque, assoeiando alla quaterna (0 0 0 1) una delle due eoppie 
(0 0), (0 1) come eoppia (),/~), si ottengono in eorrispondenza due grappi G~, ~ 
distinti di grado 32. 

I1 gruppo { 0---0--iY[ b generato dalle operazioni W e dall'operazione U V, 
e mediante le W si pub portare la eoppia (),t~) in (0 0). 

I1 gruppo -0-f-i-0- ~ generato dalle operazioni W e dalla operazione U V-': 

una qualunque W o non altera i numeri ), e /~ oppure aumenta i detti nu- 
meri contemporaneamente di una unitb,; e la U V-" seambia semplicemente ), 
enn /~. Dunque~ assoeiando alia quaterna (0 1 1 0) o la coppia (0 0) oppure 
la coppia (0 1) si ottengono, in corrispondenza~ due gruppi distinti G5 ~,~ di 
grado 32. 

generato dalla operazione V e dalte W e mediante I1 gruppo { ........ {b 

le W si pub portare ta eoppia (it/~) nella eoppia (0 0). 

I1 gruppo ~ {  g il gruppo principale generato dalle tV e datle U, V: 
una qualunque delle W non altera X e /~; l'operazione U eambia soltanto t~ 
in ~-~ it e l'operazione V eambia soltanto ), in X-t-/~. Dunque, assoeiando 
alla quaterna (1 0 0 1) la eoppia (0 0) oppure la eoppia (0 1), si o~tengono~ in 
corrispondenza, due gruppi distinti Gs ~,3 di grado 32. 

Finalmente, il gruppo _-q_~-0-0- coincide anehe col detto gruppo princi- 
pale e mediante le W si pub portare la coppia (). t~) nella coppia (0 0). 

La eonelusione della precedente analisi g ehe, nelle attuali ipotesi~ esi- 
stono hove gruppi G5 ~,~ di grado 32, e questi gruppi eorrispondono alle se- 
guenti modifieazioni delle ultime einque detle formole (1). 
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E~---1, El----l,  E~=E~, E ~ = I ,  E~-----1 

EI=E~, E ~ = I ,  El-----E,, E~==I, E~----~I 

E~-----1, E ~ = ] ,  E~=E, ,  E ~ = I ,  E ~ = I  

E~= I , E~-~ E, , E~-~- Fn, E~--~ I ,  

E~:=Et, E,-----EL, E3 E~, E ~ = I ,  

El----1 

E~-----] 

E~-----], El----E,, E~=:E+E,, 

E ~ : l ,  E~----E+, E~=E~, 

E~----1, E ~ = ]  

E~:E~,  E~=E~, E~-----E,, E~-=I, E[-----1 

E~----1, E~----1, E ] - ~ l ,  E~------1, E ~ : I  

36. Io ritorno alt'ordine d'idee col quale ho incomineiato il presente 
paragrafo e riscrivo le formole: 

E ~  E, E~ = E4 E'~ , E;1E3 E~ = E~ E'.. , E71E3 E~ = E3 . 

]to gih studiato in modo eompleto il caso in cui l'elemento E'3 appartiene 
al zruppo H, ed ora voglio fare l'ipotesi the il detto elemento stia fuori di H. 

La potenza El' sta in H e quindi si ha E'~---~ 1; ino]tre, giaech~ non 
pub E'~ coincidere con ]'elemento identico perch~ E3 h fuori di H, posso 
,~crivere te relazioni : 

E71E4E~=E4E~,  E;1E3E.~,=E~E,, E71E3E~=E~.  (8) 

Si SUlTonga p > 2 :  allora~ siccome ]'elemento E~ sta (n. ° 24) in H, 
deve essere E~ ~--1. 

Si ammetta, in prima ipotes], il gruppo H ciclico: in tale easo, sce- 
gliendo E+ in modo che sia E~---~ 1, ho: 

E¢ = E l ,  /,~'~' = E~,  _ ,  = E ~ ' =  E, Ef  = 1 ; (9) 

e, purch~ si rammenti che gli elementi I~,  E, stanno in H, queste formole, 
insieme alle (8), definiseono un gruppo G~ ~ qualunque siano gl'interi ~. e 7. 
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Se ehiamo E~ ed E~ gli elementi E'5 E ~'~ ed E, E~ rispettivamente, i hU- 
meri ~ e 3-si cambiano in ~ + p h  e f l + p k ,  e quindi i detti humeri si 
debbono intendere determinati a meno di multipli d i p .  

Cib posto, avendosi una seconda base canonica: 

definita hello stesso mode delia prima, se, nella maniera pih generale, si ha : 

Es -------- E~' E~, E4 ~ E~, (rood G3), 
deve essere : 

F..~ ~ E~ '~ , ]~:~ ~--- E f  ~ (rood G,) 

ed i! prodotto u s dove necessariamente supporsi primo con p. 
Intanto, dalle (8) si r icava: 

!:1 !1 E;'E 'E Ea 
e percib, se ~ p ~  3, si ha :  

Allora, sia p maggiore od eguale a 3, eseguendo l 'operazione: 

( Es , E, , E~ , E~ , E, ) 
Es, E4, I;.~, E~, E, ' 

si vede subito the ~ e t3 subiseono la sostituzione eongrua: 

u*/3, ~ / 3  t (m°d p)" 

Dunque:  so /3 ~ un multiple di p, posse determinare u ed s in mode 
ehe a, sia o i l  resto 0 o i l  resto 1 di p; se inveee /3 ~ primo con p, posse 
determinare u in mode ehe sia o [3, ~ 1 (rood p) oppure/3,---~ ~ (mod p) e, in 
entrambi i easi, dispongo di v in mode ehe ~, sia il res~o 0 d i p .  

In conclusione, quando H ~ eiclico ed ~ p ~ 2, si hanno quattro gruppi G~ "~ 
in eorrispondenza alle seguenti quattro serie di formole che sono modificazioni 
delle (9). 

E ~ - I ,  E ~ : I ,  E~----1, E ~ : E , ,  

E ~ E ~ ,  E~==I, E~--~-I, E ~ : E , ,  

E~--~I, E ~ : E ~ ,  E ~ = I ,  E ~ E , ,  

E ~ I ,  E ~ z E ~ ,  E~-~-I, E~---E,, 

Annali di Matematica, tome t. 

E ~ ' :  1 

E';-~ 1 

E~ ==- 1 

26 
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I1 G52 corrispondente alla prima serie di formole ~ un gruppo G: ,3, ed 
il relativo gruppo K ~ generato dagli elementi E3, E,;  invece i tre gruppi 
corrispondenti alle ultime tre formole sono gruppi G~ ~,* e, per ciascuno di 
essi, il gruppo K b generato dagli elementi E3, E~, E~. 

37. Si ammetta, in seconda ipotesi, che il gruppo H abbia tutti i suoi 
elementi di grado p. 

In tale caso bisogna sostituire ]e (9) con le formole: 

E~ E ; E ~ ,  E f  E~E~ ~, E ~ = I ,  E~' t ,  = = . ----- E l ' =  I ( 1 0 )  

le quail, insieme alle (8), definiseono un gvuppo G :  qualunque siano gl'interi 

Se il gruppo G :  eosl definito gun  G:?:, uno almeno dei due numeri a, 7 
g prima con p. 

Quando ~ 7 primo con p,  io pongo a definizione dell'elemento E~ la re- 
lazione E f  = E, .  A llora, se v e d  s sono interi ed il seeondo g prima con p, 
eseguendo l'operazione : 

a ,  E,, a ,  E,, E:l 
E~ E~ , E~ , E~ E~ , Zg, E~] ' 

]a quale non altera n~ la detta relazione n~ le formole (8)~ si vede subito ehe 
i numeri ~ fi si por~ano in due numeri ~.,, /3, tall ehe: 

s ~ , ~ . + v ,  s f ~ , - - ~ ,  ( m o d p > 3 ) ,  
ovvero tall ehe:  

s ~ , ~ - ~ . + v ,  s [ 3 ~ - ~ f l + v ,  ( m o d p = 3 ) .  

Dunque, in entrambi i casi, disponendo opportunamente di ved  s si pub 
portare la eoppia (~ 13) o in (0 1) ovvero in (0 0). 

Quando ~ 7 un multiplo di p ma ~ ~. primo con p,  io pong'o a defini- 
zione dell'elemento E. la relazione E~'=-= l~ .  Allora, se u b~ un intero primo 
con p, eseguendo I'operazione: 

( E.~ , E, , F3 , E, , E, ) 

,',, E "  ' \ E s ,  E4, ~ , , 

la quale non altera n~ ]a delta relazione ng le formo]e (8), ,ai ha :  

u~ ,), ~ ~, (rood p). 

Dunque, disponendo convenientemente del numero intero u, si pub por- 
tare 3 in uno dei Ire resti ~, l ,  0 relativi a p ed, e~identement% uno qua- 
lunque di questi casi eselude gli altri due. 
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In eonelusione, continuando a supporre p > 2, i gruppi G~",: definiti dalle 
relazioni (8) e (10) sono cinque e eorrispondono alte seguenti modificazioni 
delle formole (10). 

E~----E,, E~'-=E2, E~'=I, E~'==I, E~'--=I 

E~'=E~, E ~ = I ,  E~-~-I,  E~==I ,  E f = l  

E~-----E~, E'~'=:E,, E ~ ' = I ,  E ~ = I ,  E f==l  

E~'=-:E.., E~'==E~, E ~ = I ,  El-----l, E;'= 

Se il gruppo definito dalte relazioni (8) e (10) ~ un G~.3~ i due humeri 
~, 7 sono multipli di p; allora le dette relazioni mostrano che il gruppo G5 ~,a, 
cos] defini~o, si ottiene aggiungendo in modo ovvio l'elemento E~ al gruppo 
(:~J.~ generato dagli elementi /~ ,  E4, E3, 1J,. Le formole di composizione 
dei gruppi Gh ~ sono le (16) del § II  nel caso d i p  > 3 e le (17) dello stesso 
paragraib nel case di p = 3; quindi, riscrivendo le dette formole dopo avere 
osservato che gli elementi che vi figurano E4, 1~, L~ hanno ora, ordinata- 
mente, i nomi E~, l~,  E3~ ed aggiungendo la retazione E~ = I ,  si otten- 
gono tutte le modificazioni delle (10) ehe eorrispondono a gruppi G5 ~,3 distinti. 

Dunque, helle attuali ipotesi, se ~ p >  3, si hanno quattro gruppi G~ "~,3 
corrispondenti alle formole: 

E ~ = I ,  E ~ = I ,  E ~ = I ,  E ~ = I ,  E~'= 1 

E~ = 1, E f = E , ,  E~ = 1, E~= 1, E~'= 1 

e se ~ p = 3,  si hanno pure quattro gruppi G~ *,3 corrispondenti alle 
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formole : 

_ 3 _  E ~ - - : I  E ~ = I  E ~ = 1  E ~ = t  Es-- I, , , ~ , 

E ~ = I ,  E ] = E t ,  E ~ = I ,  E ~ = I ,  E ~ - - 1  

t;'.~--1 E] = E~ , E ] - - 1 ,  E~-= I , E ~ = I  

E ~ - - E , ,  , , , ~ , = 1  
[ 

38. Mi rimane a considerare il caso d i p  = 2 ehe ho escluso al prin- 
cipio del n. ° 36. 

Giacchg un gruppo G5 ~ non pub avere che un solo divisore Abeliano 
d'indice p, risulta ch% nella presente ipotesi di p-----2, il quadrato dell'e]e- 
mento ]f~ che figura nelle relazioni (8) deve appartenere necessariamente al 
grup[)o H. Intanto le dette relazioni dknno: 

E;  -2 E~ E~ = E~ E~ E, ,  

e percib deve essere lf~ = If,. Allora la prima delle (8) mostra che la po- 
tenza E]  ~ fuori di H e quindi essa coincide con uno dei quattro elementi: 

E~ , t'L I~; , I;~ E, , lf~ E~ E, . 

Io suppongo ehe si avveri il primo od il seeondo eas% perch,, se fosse 
altrimenti, assumerei come elemento 1~ l'elemento 1'5'4 I(~ e quindi come ele- 
mento E~ l'elemento 1:; E, .  

Cib posto, si dimosira col solito proeedimento the, aggiungendo alle (8) 
le retazioni : 

E~-----E;'.Ei" , ; ~ = I f 3 ,  E ~ = E , ,  t~-----.~,/~v', E~- - -1 ,  (11) 

oppure te relazioni : 

si definisce in ogni easo un gruppo G~ ~ di grado 32. 
Essendo, in virth delle (8), 

(E5 E0  ~ - -  E~ E~ E3, 

si vede che; chiamando E5 l'elemento E~E4, se hanno luogo le (11), gl ' in- 
teri ~ e fl si cambiano rispettivamente in ~ e/~ --{- 1, e, se hanno luogo le (12), 
i detti interi si cambiano rispettivamente in ~.-1-1 e ~ + 1. 

/;~ = l ,  (12) 
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Dunque, nelle (11) io posso supporre the sia E~ = 1 ovvero E~ = E~, 
ed ~ poi facile convincersi the questi due casi non si possono ridurre l'uno 
nell'altro qualunque sia h. 

:Nelle (12) posso supporre che sia E~ ~ 1 ovvero E~ = E, ,  e questi due 
casi sono tra loro irreduttibili soltanto quando ~ h ~ -0 ;  ma, se ~ h = 1, i 
detti casi si possono ridurre l'uno nell'altro chiamando E~ l'elemento E~ E~. 

In conetusione, nell'attuale ipotesi, si hanno sette gruppi G~ ~ di grado 32, 
i quali sono definiti dalle (8) insieme alle seguenti relazioni: 

Eg=I,  E~-E3, / ] = E , ,  E l - - l ,  E ~ = I  

= E $ = 2 ~ _  Eg=E,, 1, E, 

.E~= Ez, E~-= E3, E~=1,:,, E]== E,, E~--= l 

E ] =  , E , ,  E , ,  , 

2 E~ = I , E~ = E3 E ,  , E~ ==- E~ , E,:, = E, , E~ --= I 

: E ~ E3E~ E ~ : E , ,  E ~ E ~  E ,  , ~ - =  , 2 --" 1 , E l  ~ 1 

I due gruppi, che corrispondono alle prime due serie di formole, sono 
gruppi G~*.3; invece i cinque gruppi corrispondenti alle ultime cinque formole 
sono gruppi G~ *,'. 

39. Io riepilogo brevemente i risultati ottenuti nel presente paragrafo. 
I gruppi G~ ~, the posseggono un divisore Abeliano d'indiee p, si dividono 

in due categorie, secondo che il gruppo K coincide ovvero non coincide col 
gruppo H. 

:Nella prima categoria esistono p-t-8,  e non pih, gruppi G~-" di grado p~ 
con p > 2, e soltanto nove gruppi G~, * di grado 32. 

Tutti i gruppl della prima categoria sono gruppi G~ -',3. 
Nella seconda categoria esistono soltanto tredici  gruppi Gs' di grado p5 

con p > 2: di questi tredici gruppi, cinque sono gruppi GJ, ~ ed i rimanenti 
otto sono gruppi G~ ',~. 
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La detta seconda categoria contiene ancora sette gruppi G~ ~ di grado 32: 
di questi gruppi, due sono gruppi G~ ~,3 ed i rimanenti cinque sono gruppi G~ :,~. 

Tutti i gruppi che sono stati trovati in questo paragrafo sono rappre- 
sentati nelle seguenti tabelle. 

I. 

,I H(E~, E,)I; IK=H~, .  

E ; ' E ,  E s - - E , E ~ ,  E5 E3E5 E3E,,  E 7 1 E ~ E , = E ~ .  

e ~  

d, 

E~ 

L _ _ _ _  

1 

El' E~ Zf Ef 

E~"'-~ E~ '''+t 1 1 
2 

E~' El 1 1 

1 El 1 1 

E, El I E~E~ ~''+i 1 1 

~ E~ 1 1 

E2 El 1 1 

E~ E~ Et 1 1 

E2 1 1 

E~ 1 1 

1 1 

r e = O , . . . ,  p- -3  
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§ VI. I 6ruppi G~ ~,~. 

40. In un gruppo G~ 3 il divisore invertibile H g di grado p ed g quindi 
eontenuto in ogni divisore normate di G:?. Nel presente paragrafo mi pro- 
pongo di trovare tutti i gruppi G~ 3 ehe hanno due soli divisori indipendenti 
d'indiee p:  distinguerb questi gruppi in due eategorie, aserivendo alla prima 
eategoria ogni gruppo G~ ~,~, ehe ammette un divisore Abeliano d'indiee p, ed 
alla seeonda eategoria ogni gruppo G53,~ ehe non possiede un tale divisore. 

Se: 
G5 ~,~, G4 °, G~, G2, G,, 

una serie eanonica di composizione eli un g,'uppo della prima eategoria ed: 

E,, E,, E,, 

una base relative ella detta serie si ha:  

E E3', EUE31 ;=E,k ', 

1j i l E3 I,:, -= , E- i l  E ,  E ,  = I% , E ; 1 E =  ---- . 

Qualsiasi elemento di G~ ° che ~ invertibile con L'~ appartiene neeessa- 
riamente ad H :  infatti, un tale elemento risulta invertibile con ogni altro 
elemento di G~ a,'. 

Cib posto~ l'elemento E,' ehe figure nette formole preeedenti h u n  ele- 
mento generatore E, del gruppo G, = H. 

L'elemento E/~, fuori di G,, perch,, se fosse E.,.' = E ~ ,  l'elemento E3 E7 ~, 
ehe ~ fuori di H; risulterebbe invertibile con 1+~. Suppongo dunque E,' :-= E=. 

L'elemento E: /~  fuori di G~, perch,, se fosse E~ ' - -~E;E¢ ,  l'elemento 
E, E ;  ~ E S ,  ehe ~ fuori di H, risulterebbe invertibile con /+;'~. Suppongo 
dunque E ( =  Ea. 

Io posso ore serivere ]e formole definitive: 

t i ' - - 1  , :, ,~r, E , E ~ = E ,  Ea, E.J.'E3Es~-E.~E,, E T'2~½E~--E,E, ,  } (1) 

E71 E~ E, -~- I#,i:a ~ :g4 1 .E, E4 == E~ , E~ 1 E~ Ea ~ 1% ~ ) 

le quell mostrano che il gruppo G~ coincide necessariamente con K; inoltre, 
il ragionamento ehe hofat to per stabilire le (1) prova che ogni gruppo Gsa~ 
ehe possiede un divisore Abeliano d'indiee p~ ~ certamente un gruppo G~ s,~. 

Annali di Matematica, tom<) I. 27 
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$ importante osservare che la potenza E l  appartiene a1 gruppo 6, ed 
B invertibile con E,: dunque la dett.a potenza sta in H: 

Dalle relazioni (1) si ricava : 

quindi, supposto p > 3 ,  per 1' oeservazione precedente deve essere : 

E;== l ,  EC=1. 
Allora, siccome B : 

E,' E! Ej = E: Ef, 

l'elemento E f  risulta invertibile con E5 e percib sta in H. 
Si hanno dunque le formole : 

Ie quali, insieme alle (1) definiscono un gruppo Gj3a2 qualunqur! siano gl'in- 
terj a ,  f i  purchi! si tenga presente che E, appartiene ad H e che 6 p > 3. 

Sia ora : 
&, E4, Es, Ee, El, 

una seconda base canonica di GS33? definita come la. prima. Ponendo, nel 
mod0 pih generale , 

1 '  E E E , J E ,  (mod G3) , 
si trova successivamente : 

E, = E,~"mod G,) , E, E E;Is (mod G,) , E, r 141?, 
e quindi il prodotto u s  deve supporsi prirno con p. 

Dopo cib, pensando alle (11, dopo un breve calcolo si ha  : 

dunque, avendo supposto p > 3, risulta : 

(E5 E4)v = E ~ P  Er ,  
e quindi : 

11 -. E p ~ c  EIJD = Euui 10, E,- 5 4 1 

Si vede allora immediatamente che l'operazione : 

"') , Es ,  Ee,  El 
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porta i numeri ~ e fl nei numeri ~, e /3, tali t he :  

u ~ s ~ , ~ a u ~ - B v ,  ) 
(rood Iv). u~ ~,-----~. 

Qui bisogna distinguere il caso ill cui p -  1 b primo con 3 dal caso in 
cui p - - 1  ~ un multiplo di 3. :Net primo caso, se non ~/3 un multiplo di p, 
si pub scegliere u in modo che sia u 3~-- 8 (modp): quindi ~, si pub portare 
o n e l  resto I oppure nel resto 0 di p ;  invece, nel secondo caso, il numero fl, 
si pub portare in uno dei quattro resti 0, l~ ~, ~ di p, ed una qualunque di 
queste quattro ipotesi esclude le altre ire. Inoltre si osservi che tutte te volte 
che ~ fl primo con p ,  disponendo convenientemente di v, posso portare a, 
nel resto 0 di p ;  e se ~ /3 un multip]o di p, disponendo convenientemente 
d i s  posso portare ~, in uno dei due resti 1, 0 d i p .  

In conclusione, se ~ p - - 1  primo con 3, esistono solamente tre gruppi G~ '~,~ 
the hanno ciascuno un divisore Abeliano d'indice p, e questi ire gruppi cor- 
rispondono alle seguenti modificazioni delle formole (2): 

E ~ ' = I ,  E ~ : I ,  E ~ : = I ,  E ~ - - 1 ,  E~-~ 1 

E~=E~, E~ '~I ,  E ~ - I ,  E ~ I ,  E~==I  

E~--.I, E~'--E,, E~---], E~-~--I, E~--~I 

Se poi p - -  1 ~ un multiplo di 3, oltre ai precedenti tre gruppi, si hanno 
ancora due nuovi gruppi G~ 3,~ che corrispondono alle seguenti modificazioni 
delle (2): 

E , ,  E 3 ' = l ,  E ~ - ,  ~ ,  1 

~v,--1 EP-- , 3 - - I ,  E~-- 1, E, 1 

41. Supponendo ora p ~ 3, le (1) danno : 

E i  -3 E~ E~ ---- E~ E~ E~ E , ,  E~ -3 E~ E~ = E~ E~ ; 

tuindi, giacch5 E.~ sta in H, si ha successivamente : 

E~ ~ 1 , El-----E~. 
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Allora le formole (1) e la relazione: 

E~ -~ E~ E: ---: E~ Eg = E~, E~, 

mostrano che l'elemento E 4 deve coincidere con un elemento di G= <]el tipo 
E~ E,;'. 

Si hanno dunque ]e formole: 

E~ = E~; E~ ~- E:i E~ '~ E~ = E~ E~ ~ 1 E~ ---- 1 (3) 

te quali~ insieme alle (1), definiscono sempre un gruppo G~ '~# di grado 243. 
Si osservi che ]'operazione: 

( E~ , E, , Ea , E~ , E, ) 
E~, E4, EaE~, E~E,, E~ ' 

lascia inalterate le (1) e cambia ~. e /3 rispettivamente in ~ e 2 ~ + 2: dun- 
que si pub ritenere o ~-----0 oppure /3 - -1 .  Se ~ / 3 = 0 ,  osservando the 5: 

(E~ ~'~)~ ---- E~ E~ E~ E~ ---- E ;  '+-~, 

si vede che~ chiamando E~, uno dei due elementi E~ E ~  E~ E ~  si pub sup- 
porre ~ .=0 .  Ma, se ~ / 3 = 1 ,  ~ facile verificare che, cambiando comunque 
la base canonica~ in modo tale perb che le (1) si conservino, i humeri ~. e /3 
restano inalterati : dunqu% se ~ ~ = 1~ ]e tre ipotesi ~. =- O, 1~ 2 non si pos- 
sono ridurre una in un'altra. 

In conclusione, esistono soltanto quattro gruppi G~, a,' di graclo 243 che 
posseggono ciascuno un divisore Abeliano di grado 81, e quest! quattro gruppi 
sono definiti dalle (1) e dalle seguenti modificazioni de]le formole (3): 

E a - ~ l ,  

E ~ - - I ,  

J ' l  5 - -  

E ~ = E ~ ,  E4 a--E~E~,  E~=:;,,'~, 

42. Io suppongo finalmente p ~--: 2. 
Dalle (1) si ricava: 

E72 l,; E~ --= 1,;, E'~ ]i;, 

E ~ -  E~, E~= :E~ ,  E~==1, E ~ =  1 

• ~ + ~ 3 ~  E a = 1 E~--: E~ E~ E ~ =  Ei,  .:.~ 1, 

i 
Ea~= l ,  E, a - - 1  I 

I 
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quindi, giaceh6 E~ sta in H, si ha successivamente : 

E ~ =  E,  , E ~ =  /;;-' 

Allora ]e formole (1) e la relazione: 

mostrano che l'elemento E] deve coineidere con un elemento di G3 del tipo 
E 7  ~ E,~ ~ : 

Si hanno dunque le formole: 

E =E, (4) E ~ - -  E'~ , Z~ = E 7' E , ~ =  E 7 ' ,  . , , 

]e quali, insieme alle (I) definiseono sempre un gruppo G:?. ~ di grado 32. 
Cib posto, si verifica facilmente the,  eambiando comunque la base ca- 

nonica in modo tale perb the le (1) si eonservino, il numero/5 resta sempre 
inalterato ed il numero ~ o testa ina]terato oppure si eambia in ~,. @ (L 

Dunque, se ?~ t5 == 0, le due ipotesi ~ = 0, 1 non si possono ridurre l'una 
nell'attra; ma, se ~ ~ = 1, si pub sempre supporre ~ = 0 .  

In conelu~ione, esistono soltanto tre grupt)i G:y  di grado ,'32 ehe pos- 
seggono eiaseuno un divisore Abeliano di grado 16, e que,~ti tre gruppi sono 
definiti datle formole (1) e dalle seguenti modificazioni della (4)" 

1 

, E ~ = I ,  E ] = E ~ - ' ,  E ~ = E ; ' ,  E ~ = E , ,  E~:= 1 

i E~=E, ,  E ] = E ~  ~, E~==E,.7 ~, ) ~ = E ~ ,  E ~ =  1 
i . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

[ E ~ = l ,  E~--=E;'E~, E3"=ET, E,"',.=E~, E ~ =  1 

Ho gi~ osservato ehe i gruppi Gd, che posseggono un divisore Abeliano 
d'indice p, sono necessariamente gruppi G a,~ ~, ; m a  ~ ancora notevole il fatto 
che i rimanenti p divisori d'indice p sono gruppi G4~,~: cib risulta dalle for- 
mole di composizione trovate net tre ultimi humeri. 

43. Si abbia ora un gruppo G~ ~,~ tale che in esso non sia contenuto 
alcuno divisore Abeliano d'indiee p. 

Sia G~ un divisore normale di Gd ,+ appartenente al gruppo K ed E~ un 
elemento di G,~ fuori di H:  ragionando come al n. ° 13 del § II, si dimostra 
the esiste un elemento E:~, fuori di G~, ehe ~ invertibile con E~; poi, con- 
siderando il gruppo Abeliano G:,~ generato dall'elemento i;~ e dagli elementi 
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di G2, si dimostra ancora the esiste un elemento E4 fuori di G~, the ~ pure 
invertibile con E2. II gruppo G4 generato dal|'elemento E4 e dagli elementi 
di G3 ~ un G4 ~ ehe ha come divisore invertibile in gruppo G~. Quesio 
gruppo G~' deve contenere il gruppo K di G5 3,~ ed io pongo K =  G3; poi, 
denotando con E, un elemento generatore de] gruppo H =  G,,  considero la 
serie di composizione: 

Dopo cib, ponendo: 

l'elemento E('  non ~ l'elemento identico perch~ i] gruppo G~ ~ non ~ Abe- 
liano; inoltr% giacch~ E2 sta in G2, risulta ~ 2 1. 0ra, il gruppo ciclico 
generato dalle potenze di E~" ~ l'unieo della sun specie tontenuto in G2, e 
siccome GJ ~ divisore normale di G5 ~,~, il detto gruppo ~ anche divisore 
normale di G5 a,2 e coincide quindi con G,: si pub dunque ritenere E ( ' =  E,. 

Similment% E( non ~ l'elemento identico a]trimenti l'elemento E~ che 
fimri di H, risulterebbe permutabile anthe ton L~ e quindi ton ogni ele- 

mento di G53,~: dunque si ha E ~ ' ~  E~ essendo l'intero h primo con p. 
Si hanno percib le ibrmole: 

E : ' E , E ~ = E ~ E ~ ' ,  E~-~E~E~=E~E~ ', E ~ E ~ E ~ = E ~ E ~ : ,  i 
(5) 

E7  ~ E, E~ = E~ E,, Ei  -~- E~ E'~ = E~, E3-' E~ E3 = E~, ) 

Io comincio coll'osservare the il gruppo K non pub essere ciclico. 
Infatti, giacchh il gruppo G~ a~: non tontiene per ipotesi aleun divisore 

Abeliano d'indice p, la potenza Zi' non ~ di grado superiore a p~ e quindi 
sta in G~. Allora l'elemento E(  the figura helle (5) non sta in G~ perch,, 
in tale caso, i quattro elementi /~'~, /J~, E:, E, generano un gruppo di grado p~ 
e questo gruppo non conterrebbe K. Ponendo dunque: 

= 

dalle (5) risulta: 

! E~ 1 E~ ]i'~ = E~ E~ E ~) := E~ E~ ~, : 

cib h assurdo giacch~, dovendo la potenza E f  appartenere a G,, .~i ha" 

E~-' E~, E~ _= ;Ji~, (rood G,). 
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44. Si ammetta, in prima ipotesi, ehe il gruppo Abeliano K abbia 
tutti i suoi elementi di grado p; in altri termini, che sia G:~ un gruppo G3 °,3. 

Supponendo allora p :>  3, dalle (5) risulta: 

E; 'E ' ;Es:=E' ; ,  E;~E~E~=E3,  ETpE~E[=E~ ; 

quindi gli elementi E~, E,', i quali riescono invertibili con qualsiasi elemento 
di G5 3,~, appartengono ad H. 

Cib posto, se E:' potesse appartenere a G~, i quattro e]ementi E~, E4, 
E+, E, genererebbero un gruppo di grado p4 il quale non conterrebbe K:  
dunque, si pub porre E3 '=  E3. Similmente, se E~' potesse appartenere a G,, 
i quattro elementi Es, P~, E3, E, genererebbero un gruppo di grado p' il 
qua]e non conterrebbe K:  dunque si pub porre E~'-----E~. 

Dopo quetlo che si ~ detto, si possono serivere te formole: 

E:fl E~ E~ = E, E~ , E~ ' E~ E ~  E~ E~ , ET' E2 E~= E~ Eh 

ET~E~E4=E~E~, EjIE~E~----E~, E ~ ' E ~ E ~ = E . .  ! (6) 

E~ ~ = E : ,  E~ '=Ei  ~, E ~ = = I ,  E ~ : I ,  E ~ = I .  (7) 

Col solito ragionamento si prova che queste fok'mole definiscono sempre 
un gruppo G5 3,~, purch~ si pensi che E, appartiene ad H e che ~ p ~  3. 

]noltre si osservi ehe si pub ritenere h ~  1, perch,, se fosse altrimenti~ 
eseguendo la trasformazione : 

~"~ ~(~) E T /  ' , E ] ,  ~ . J ~ ,  , E~ ,  

la quale non altera la forma delle (6)e (7), si porta subito il numero h nel 
resto 1 d ip .  

Se: 
E~, E4, E3, E~, E,, 

una seconda base eanoniea definita come ta prima, si vede immediatamente 
sulle formole (6) e (7) the le trasformazioni definite dalle congruenze: 

E ~ E s ,  E4~-E~, (modG3), 

non alterano gl'interi ~., /~, h; dunque io posso considerare come un'unica 
trasformazione tutte que|le definite da: 
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per dati valori degli interi u,  v, s, i quali d'altronde debbono essere tali 
che il prodotto u s risulti primo con p. 

Gli elementi E3, E.~ E,, the bisogna associate agti etementi E~7 F.4 ul- 
timamente definiti, sono tali che:  

E~ =-- E~ ~ (mod G~), E~ ~ E,~ ~ (mod G,) ,  E, = ~:i "~" ; 

quindi, dopo avere osservato ehe 5: 

z : , z , ,  - Z Z 
: : J  J 4 , . 

e percib, avendo supposto 1)>3~ che ~: 

= z , ,  

si vede facilmente e h e l a  detta trasformazione fa subire agliXinteri ~ fl: h 
la sostituzione eongrua: 

s~u~.,--~.u@~v, su/3,~B, sh,-~u~h, (modp). 

Avendo supposto h =  1, se si vuole ehe 
prendere s =--u ~ (rood p) e quindi si ha" 

sia aneora h, = I ,  bisogna 

u S ~ u ~ . - l - v ~ ,  u 3 / ~ , ~ ,  (modp). 

Osservo anzitutto ehe ogni volta ehe non b /3 un multiplo di p,  si pub 
determinate il numero v in modo ehe sia ~.,--0 (modp). 

Cib posto, io distinguo i seguenti quattro casi possibili : 

p - - - - l ,  p ~ - - 5 ,  p--=5, I ) ~ I ~  (rood12). 

:Nel primo caso, il numero 1 ) - - I  non ~ divisibile n~ per 3 n~ per 4 e 
quindi ogni numero ~ cubo (modp) ed ogni numero quadrato (modio) ~ un 
biquadrato (rood p). 

Dunque, se f~ non ~ multiplo di p ,  si pub determinate u in modo the 2, 
sia il resto I di p :  se inveee ~ ,~ un multiplo di p, tutte le volte ehe non 

e un multiplo di p, si pub determinate u in modo ehe sia o ~., ~ 1 (modp) 
ovvero e , ~  E (rood/)), seeondo ehe ~. 6 della forma u* ovvero della forma 
su* rispetto a mod p. 

Ottengo quindi quattro gruppi G~ 3,~, ehe corrispondono alte seguenti mo- 
dificazioni delle (7):  
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E ~ = I ,  E~-----E~, E ~ = I ,  E ~ = - I ,  E,v-----1 

E ~ = I ,  E ~ = I ,  E3"=1 ,  E ~ = I ,  E~,----1 

E ~ : E ~ ,  E ~ : I ,  E~---1 ,  E ~ = I ,  E ~ = I  

E ~ = E ~ ,  E ~ = I ,  J~ '~= l ,  E ~ = I ,  E i ~ : l  

/%1 secondo caso, p - - 1  ~ divisibile per 3 ma non per 4, quindi ogni 
numero ha: rispetto a modp, una dells forme: 

U 3 ~ $ U 3 ~ ~£ U 3 ; 

allora, se fi ~ della prima forma, si hanno i quattro gruppi trovati preeeden- 
temente, ma se [3 ~ del]a seconda o della terza forma, si hanno due nuovi 
gruppi G y ,  i quali corrispondono alte seguenti modificazioni delle (7): 

E~---1, E~=E~ ,  E ~ = I ,  E ' ~ = I ,  EV,=l  

E~ 1, E~ ~'~ E~ = 1 : : E t  ~ Ev3--=I, E~----1, 

1%1 terzo caso, p - - 1  ~ divisibile per 4 ma non per 3, quindi ogni nu- 
mero ha, rispetto a mod p, una delle forme: 

U 4 ~ ~ U4 ~ ~ U4 ~ ~,a U 4  

I due ultimi gruppi trovati sono ora isomorfi al primo dei quattro gruppi 
ehe si riferiscono al primo caso; ma, oltre a questi, si hanno aneora due 
nuovi gruppi i quali si presentano quando ~ fl un multiplo di p e the cor- 
rispondono alle seguenti modifieazioni delte formole (7): 

E~=E~ ~, E ~ = I ,  E ~ = I ,  E ~ = I ,  E~'.--.I 

E~--=E~ ~, E i ' - -1 ,  E ~ = I ,  1+)7-----1, E~----1 

Se si fosse nel secondo caso, questi due gruppi sarebbero isomorfi rispet- 
tivamente ai due ultimi gruppi che si riferiscono al primo easo. 

Annali di Matematica, tomo L 28 



210 Bagnera:  La composizio~e dei G'ruppi finiti 

Finalmente, nel quarto caso, p - - i  h divisibile per 3 e per 4 e quindi 
gli otto gruppi scritti net tre cast preeedenti sono effettivamente distinti e sono 
tutti i possibili gruppi Gs~. 2 abe rientrano nell'attuale easo. 

45. Nell'ultimo numero ho supposto ehe il gruppo G5 s,~ non abbia aleun 
divisore Abeliano d'indice p e ehe il gruppo K,  intersezione dei p-l-  1 di- 
visori d'indiee p di G:/. 2 abbia tutti i suoi elementi di grado p. 

In queste ipotesi, io posso dimostrare ehe non esistono gruppi G53,0- di 
grado 243. Infatti, se ~ p ~  3, riferendomi alle formole (5), eoneludo come 
prima E3'~---E3, f 2 , ' ~  E~, e quindi dovrebbero sussistere le formole (6). AI- 
lora da queste si rieava: 

pereib t'elemento E2 g un etemento di K del tipo E~ "h E~'E~.  Questo ele- 
men/o, essendo una potenza di 1:'~, dovrebbe essere invertibile eon E~ e eib 
eontraddiee alle stesse formole (6). 

Inveee, se g p = 2, esiste un gruppo di grado 32 ed uno solo, ehe sod- 
disfa a tutte le attuali ipotesi. Allora t'elemento E3' non pub appartenere 
a G,, perche, se eosl fosse, il quadrato L~, ehe appartiene a G~, risulte- 
rebbe permutabite con 1'.', e quindi dovrebbe essere contenuto in G~, anzi 
in G,, pereh~ il detto quadrato ~ invertibile con Es :  eib non pub essere a 
meno ehe non sia EoJ un elemento di G~; m% in tale eas% il gruppo deft- 
nito dalle (5) e (,7) sarebbe evidentemente un gruppo G~ 3,4. 

Si ammetta dunque in primo luogo I ( 3 ' =  Ks. Allora l'elemento E~ non 
;.~ invertibile con E~ e quindi il detto elemento appartiene a G.~ ma non a 
G~: dunque posso ritenere E~ = 1~ e eonseguentemente E ~ ' =  1. Inoltre, 
l'elemento E]  risulta invertibile con ]~  e pereib sta in G,; anzi io ritengo 
addMttura E] = 1, perch,, se fosse altrimenti, ehiamerei E4 l'elemento E4 E~. 

Dopo eib posso serivere le formole: 

1:~ -~ l ~  E = li  l~ J 4 3 ! 

E~=E3,  E ~ = I ,  E ~ = I ,  E~----1, E ~ I ,  

le quali definiscono effettivamente un gruppo G5 '~,-" di grado 32. 
Questo gruppo ha tre divisori di grado 16, ciaseuno dei quali 5 generat,) 

da uno dei tre elementi: 

e dagli elementi di G3 = K. 
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Mi resta ad esaminare il caso di E3'=-E.~: aaehe a questo caso corri- 
sponde un gruppo di gl'ado 32, che soddisfa a]le attuali ipotesi; ma questo 
gruppo, ~ isomorfo at precedente e si ottiene seambiando nelte ultime for- 
mole E5 con E,  e, hello stesso tempo, ]~3 con E... 

]~ bene osservare the gli otto gruppi trovati nel numero precedente 
hanno un solo divisore GI e tutti gli altri p divisori d ' indicep sono grupDi G:~; 
mentre, per l'unico gruppo di grado 32 ora trovato, aceade the tutti i suoi 
divisori d'indice 2 sono gruppi G~. 

46. Si ammetta, in seconda ipotesi, the il gruppo K sia Ull G:?,L 
Allora il gruppo K possiede un solo divisore d'indice 1) tale ehe tutti i 

suoi elementi sono di grado p. Questo divisore ~ dunque normale ia (.;53,' c 
si pub assumere come gruppo G~. 

Se E~ ~ un elemento di G.~ fuori.di G,, io mi costruisco come al n. ° 43 
il gruppo GI csstituito dtt tutti gli elemsnti di (;53,~ che sono permutabili con IV~ 
e poi cor~sidsro la serie canonica: 

G3 G.., G,, 
ed una base: 

relativa all,t detta serie. 
Dopo cib, ragionando come nel n. ° 44, concludo ch% se 5 p > 2, l 'ele- 

mento E3' chc f]gura nelle (5) non pub appartenere a G~ e quilldi posso 
porre ][3' == .lJ:,. 

I.'elemento _/:'~ 5 helle presenti ipotesi di grado p~ e percib la relazione: 

\ 

mostra che la potenza l,'r, _ ,  non ~ invertibile con li~: dunque questa potenza 
un elemento di G_~ fuori di G, e posso allora ritenere E ~ ' = E . .  In talc 

caso la detta relazione si serive: 

E71 E~ E5 L~ 1~" 

e quindi deve neeessariamente essere E ~ - - 1 ; ; '  
Supponendo ora p :~ 3, le formole (5) mostrano che la potenza E~' non 

invertibils con E~ e quindi la detta potenza sta in G~ ma non in G~. Dun- 
que il gruppo G3 contiene elementi fuori di G2 che sono invertibili con E~ 
e per questo ~ necessario she t'elemento 1~'~' she figura nelle formole (5)ap- 
partenga a G~. 
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Le considerazioni preeedenti portano alle formole: 

~, b T h  = ~ E = E ; - ~ E ~ E s = E ~ ,  ) E;'  E4 E~ E~ E~ , EU' E~ ~ E~ E~ , 

E71 I';~ E4 = E~ E , ,  E 7  E~ E~ = E~,  

E ~ = - E ' ~ E C E ~ ,  E ~ = E ~ ,  E ~ = E ~ ,  E ~ = I ,  E ~ = I ,  (9) 

le quali, come subito dimostrerb, non possono definite un gruppo G&" se non 
quando ~: 

~ - J - h ~ O ,  / 3 ~ k ,  (modp). (10) 

Infatti, trasformando la prima delle relazioni (9) mediante l'elemento E,, 
si h a  : 

donde si ricava: 
E ;  ~' E, -~" = E~ Ii, . 

Ma dalla prima delle (8) e dalle altre si ha: 

E;P 154 E~ E~ li~ = E, l~'a. 
dunque : 

a-l- h = O ,  (mod p). 

Inoltre, l'elemento E~ ~ invertibile con 1~ e quindi: 

E~' : E7 '  E'~ l;~ E~ I:25 : E~ E~ 'k E~ h , 
sicehg : 

ak-l -{3h=_O, (rood p) ; 

poi, da questa congruenza e dalla precedente segue: 

f l - - k ~ O ,  (mod p). 

Cib posto, eseguendo la trasformazione: 

( Es , E, , E3 , E~ , E, t 

Es, E],  E~E! ~)~', E~ ~, E}U'. 

l'intero h nel resto 1 di p; ed eseguendo la trasformazione: 

( .E~, E,,  E3, E,, E,) 
Es E4 , E4 , E3 Ei , E~ , Et ' 

i humeri k e/3 si eambiano in k + 1 e ~ + 1. Finalment% eseguendo la tras- 
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formazione : 
, , E~) ( Es, E4 E3 E,, 

[E~Ea, E4, EzE-~ 1, E , ,  Et ' 

si cambia soltanto y in 7-t--h. 
Supponendo dunquc h - -  l, k - - 0 ,  7 ~ 0  (modp), le (10) d~tnno ~ - -  1, 

f~--_--0 (mod p)~ e quindi non pub, nella presente ipotesi, esistere che un solo 
gruppo G~ ~,* corrispondente alle formole: 

i:-1 . . . .  __ E 7  ~ E ,  Ii: E:  E , ,  E [  1Ed ES = Ii4 E~ ~ ~s 5 1~ ~ E~ 

E; 1 E~ E~ = E; E, ,  ET' E~ E4 = E2, E;  ' E~ h~ = E~, ~ (11) 

D'altra parte ~ facile verificare che queste formole, se ~ p :>  3, defini- 
scono effettivamente un gruppo Gfl ,~ tale che il relativo gruppo K ~ un Ga°,L 

I p + I divisori d'indice p del gruppo ora trovato sono gruppi G[: uno 
solo di essi ha come divisore invertibile il gruppo G~ e gli altri hanno il di- 
visore invertibile cielico. 

47. Caso di p = 3. 
Riferendomi sempre alle formole (5) si conelude~ come nel numero pre- 

cedente~ E 3 ' = E ~ ,  E~ = E~; p0i, ammettendo l'ipotesi che E:' appartenga a 
G,, con un ragionamento identico a quello fatto net detto numero, si trova 
un gruppo G? ~,~ di grado 243, che ~ definito dalle formole (11) quando vi si 
suppone p = 3. 

Ma oltre a questo gruppo, ne esiste un altro di grado 243, che si pre- 
senta quando si fa l'ipotesi,che l'elemento E~' non appartenga a G,. In tale 
ipotesi io definisco l'elemento E,  mediante la relazione: 

E V 1 1 ~  l~5 = E3 E.. , 

ed osservo the aliora il gruppo G3 non contiene alcun elemento permutabile 
con E~, fatta eeeezione degli elementi di G,: dunque la potenza E~ appar- 
tiene a G,. 

Cib posto, la relazione: 

E~ -~ E~ E~ = ,¢s~/s~ E~ ~'~' 

d~ L ~ = . ~  ; poi la relazione: 

4 ' 4 

mostra che la potenza E~ ~ un e]emento di G~ del tipo E~ E~. 
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Dietro le considerazioni the preeedono hanno luogo le formole: 

E ;  ~ E, E~ = E~ E~ , E ; '  E~ E~ = E~ E.. , E ; '  E~ E~ = E~ E~, ' , 

~ 3  9. E~ = E~ , I ~ =  E~ E~ , E ~ =  ~"~h E ~ = I ,  E ? =  I. 

Eseguendo la trasformazione: 

E, ,  
1E~, g~, ~ , 

il numero h si cambia ill 2 h e quindi posso ritenere che sia h--= 1. 
Allora, chiamando I'.~, E4 rispettivamente gli elementi E~E~, E4E:~, 

gt'interi ~. e fi si possono fare aumentar% ciascuno in modo indipendente, di 
una unith. 

Dunque, giacchh si pub supporre = - - - - - ~ 0  (rood 3), si ha soltanto un 
nuovo gruppo G53,* di grado 243, che si pub ritenere definito dalle ultime 
formole quando ivi si fa h = 1~ a = /3  = 0 .  

48. Caso d i p  == 2. 
Ragionando come nel n. ° 45, si conclude che l'elemento E3' che figura 

helle formole (5) non pub appartenere a G~. 
Se si ammette in prim() luogo E.~'= E, ,  il quadrato E~ non risulta in- 

vertibile con E4 e quindi esso ~ un elemento di G3 fuori di G~: posso per- 
eib supporre E~ = 1~'3 e conseguentemente E ( =  1. 

L'olemento E~, risulta invertibile con E~ e pereib sta in H; inoltre t 'ele- 
mento E l ,  the ~ pure invertibile con P2~, sta in H % sieeome E~ ~ di grado 
4 per ipotesi, risulta E~ = E,. 

Dunque, supponendo E . ( =  E~, si hanno soltanto due possibili gruppi G; ~,'~ 
di grado 32 definiti dalle seguenti modificazioni delle (5): 

E g l  L~ E~ = E3 E~, ET~ E~ E 4 - -  P2~, E ~  E~ I ; 3 :  E~, 

e dalle formole: 

E~-----Es, E ~ = E t ,  E ] = E i ,  E ~ = I ,  E~---:-I 

E g = E 3 ,  E ] = I  , E I = E ~  , E ~ = I ,  E ~ : I  
T 

(12) 
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Si pub sut)ito verificare the questi due g,'uppi realmente esistono e non 
sono isomorfi; perch5 i em'rispondenfi gruppi GI, i quali si sono presentati 
nel n. ° 12 del § II~ non sono isomorfi. 

Nelle attuali ipotesi, non accade il fat to notato ,~1 n. ° 45 cio~,, non esi.~|e 
un isomorfismo ehe porti l 'elemento E~ nelt'etemento E.~; quindi io debbo 
continuare la mia analisi supponendo in secondo luogo F.~' == E.~. 

Si osservi ehe gli elementi di grado 4 eontenuti in G.~ hanno tutti 1o 
stesso quadrato e quindi E ]  5 invertibile con I~  e con ogni elemento dcl 
gruppo prineipalc: dunque dove essere L~' un elemento di H ed E~ = E, .  

Io posso ritenere/'2~' ~- 1 giaeehb~ se fosse altrimenti~ ehiamerei Ii'5 l'ele- 
mento ]i~ E,; allora le (5)forniscono le retazioni: 

le quali mostrano ehe l'el~mento E] 5 invertibile con I;5 e pereib esso ,qp- 
partiene ad H, e the l'elemento IF~ non g invertibile con E'~ e percib esso 
un elemento di G.~ flmri di G.~. 

Ponendo quindi: 
Eg - -  h'~ E,~ Eg, 

giaeeh~ fig 5 permutabile con E.~, deve essere /? _-= 0 (rood 2) e si pub rite- 
here anehe 7 ~ 0 (rood 2) pereh¢?, in easo eontrario, si ehiamerebbe li'~ l'eh:- 
mento E~ I;.~. 

Dunque, quando ~ E , / =  E3, si hanno soltanto due possibili ~gruppi G5 ~ 
di grado 32 definiti dalte seguenti modifieazioni delle (5): 

Er '  IC<I~:~=E,I;~, Eg' E~lfs=E~,  Eg~ E , E ~ =  I~ E,, 

e dalle formole (12). 
In eonelusione, esistono quattro, e non pih, gruppi G~ 3,2 di grado 32 tali 

elm i corrispondenti gruppi K sono gruppi G~ °,~. 
49. Io riassumo brevemente i risultati ottenuti nel presente paragrafo. 

Esistono soltanto otto gruppi G~ ~,~ di grado 32 e soltanto sei gruppi G53~ 
di grado 243. 

8e poi g p : >  3 bisogna distinguere i seguenti quattro casi: 

Quando il numero primo p soddisN alla prima eongruenza, esistono so- 
lamente otto gruppi G~ 3,~, quando p soddisfa alla seeonda eongruenza esistono 
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solamente dleci gruppl G~ .~,~, quando p soddisfa alla terza congruenza esistono 
solamente dodici gruppi G~a,'-; finatmente, quando il numero primo p soddisfa 
alla quarta eongruenza esistono soltanto quattordici grpppi G~a,L 

Tutti i detti gruppi sono rappresentati nelle tre tabelle che seguono. 

I. 

Gruppi G~ ~a di grado 32. 

ET~ E4 Es = E4 Ea , Eg~ E3 Es = Ea k~ , Eg~ E, E~ = E, E, , 

E'i' EaE, = k~, ET~ E,E, = E, ,  ET~ E, Ea = E, .  

E~ = E~ , ~: , = E~' , E~ = E'; v, E~ = E, , E~ -----1. 

E~=I, E~, = E-~' E,  , E~ == E g '  , E~ = E, , E~=I. 

EzI E4 Es = E~ E, , Egl Ea Es ----. Ea , Eg l E: E~ --: E~ E, ~ 

EglE3E4= EaEt,  E ' i lE~E4= E~, E~II:~Ea---- E~. 

E ~ = E a ,  E l = I ,  E~=--:I, E ~ = I ,  E~=I .  

E ~ = E a ,  E]--=-E,, E ~ = h ; ,  El--=1, E~--1. 

E~=Ea, E ~ = I ,  E~=E~,  E ~ = I ,  E~--=I. 

E¢I E~E~ = E~Ea~ Eg1EaE~= Ea, Eg~ E~h~-- E~Et, 

E g * E a E , =  E , E , ,  Eg1E.2E,= E~_, E~I E, Ea=  Eo. 

E~,-=I:~, E ~ = E , ,  E ~ = E t ,  E ~ . = I ,  E~--=1. 

E~ = E,,  E l - - l ,  E~ ---- EL , E ~ = I ,  E~=I .  
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II.  

G r u p p i  G~ 3,~ d i  g r a d o  243. 

E[I  E4 E~ _--:- Ii', Ea , E~,-i Ea Es = F~a E,  , E~-I E ,  Es = E2 E, , 

Eg' E, E~ = E~ , E-g' E~ E4 ---- E , ,  E~' E: E~ = E.. . 

k']---1, E].-=E~, E~=E~, E~:=I ,  E~ - ' I .  

E ~ - - I ,  E l =  E~,E~, E~--E~, E ~ = I ,  E~--:I. 

/Z~,:/:\, / : '~ :E~Et ,  E~--E~, E~--1 ,  E ~ : I .  

E~--=-E~, E ] = . E ~ E , ,  E]--=-E~, E ~ - - 1 ,  E~-----1. 

E-i-* k~ E4 = k'~ E,  , 

E g" Ea E~, = E., , Eg I E, E~ = I:'~ E , ,  

E-~' E~ 17~ = E= . 

E l = E , ' ,  E ] = / s ~ ,  E ~ = E , ,  F ~ = : I ,  E ~ = ~ .  

E~" E4 E~ = E~ E.~ , E~'  .l'da k:~, ---= I~'a l2, , E¢7' E ,  E~, = E~ E, , 

E-j '  I'.'a I~4 = Ea E, , E i "  E~ E~ == E.a , E-i~ E~ Ea ~-- E~ . 

E] ::- 1, E~ =-- E[a,, E~- -=E~ ,  E~--=- 1, E, ~ = ~. 
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II[. 

E~ l E~ E~ = k~ , E 7 ~ E~ E~ : E~ , E~-' E~ E, = E, . 
GW 

E ¢ = I ,  E ~ : I ,  E ~ = I ,  E ~ = I ,  E ~ = I .  

E ~ - E ~ ,  E ~ : I ,  E~--1,  E ~ = I ,  E~=I .  V 

E ~ = I ,  E{' = Et , E!~= I , E~---~ I , E{'--I. 

4- 

ET~ E, E.~ = E, Ea , Ero ~ Ea E~, ==- Ea E~ , E ~  E.~ E~ --= E.~ E~ , 
(~53 ,  " E ' g l E a E ~ : E a E t ,  E-i~E~Ie;=E~, E~a-~E~Ea= Ez. 

E ~ = I ,  E { = : E , ,  E ~ ' - - 1 ,  E ~ - - 1 ,  E~=I .  

E~---1, E{ '= I ,  E g : l ,  E ¢ : I ,  E ~ : I .  ~/ 

I: '~ '=E,,  E ~ : I ,  E~--=I, E~- - I ,  E ~ ' = I .  

E g ' = E ~ ,  E { : I ,  E ~ = I ,  E ~ = I ,  E f : l .  

E~ : Ei "~, E{ --= I , E ~ : I ,  E ~ ' : I ,  

E~'= E~:', E{'-= I , E.~=I,  E~'--1, 

E~'--=-I, E ~ = E , ,  E~ '=I ,  E ~ = I ,  

. . . . .  E~' == 1 E~' = 1 E ~ : I ,  E~--E~,  a , , 

E'~= 1. 
+ 

E,~' : 1. 

E~ ' :  I. ] ¢" 

E~ 11£4 L~ --" E~ Ea , E ]  1 Ea Es == E3, 
ETJ E 3 E 4 = E a E I ,  E; t  Eo. E4=  E2, 

E~ ' - -E?  ~, E f : E . 2 ,  E~ ' =E~ ,  

E~ I F.~ I:.~ --=- F..~ E, , 
e 3 , ~  

l!:; I E2 L~ = E~. 

E ~ ' = I ,  E ~ ' = I .  p ~ 3  1L 
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§ VII. I Gruppi G5 ~,3 e G~ ~ 

50. I1 gruppo K intersezione di tutti i divisori d'indico p di un gruppo 
G/,3 b di grado p'. Sia E,  un elemento generatore del divisore invertibile H 
di G~ 3,3 ed P2~ un elemento di K fuori di H ;  indi si consideri il gruppo GI 
costituito da tutti gli elementi di Gs", 3 the sono permutabili coil It',. 

Denotando con E~ un elemcnio di G53,~ fuori di GI, per definiziono, non 
E~ permutabile con E , ;  pel'b, io voglio dimostrare the esistono elementi di 

GI, fuori di K, the sono permutabili con Es. 
Siano E~ ed l~3 due elementi di G1 tali ehe E, non appartenga al gruppo 

di grado p~ generato dall'elemento E~ e dagli elementi di If-. Ponendo: 

uno almeno degli interi ~, 7 dove essere primo con p. Infatti, se ~ e 7 sono 
due multipti di p, i tre elementi 1;~, E]~ ..t"2'~ risultano permutabili con ogni 
elemento di G~ "~,~ e quindi debbono appartenere ad H;  inoltre, per la ragione 
detta al n. ° 43 si pub sempre ritenere: 

essendo h primo con 1): quindi gli elementi / !~ E~, /'2~, E,  generano un 
gruppo di grado 1) 4 e questo gruppo~ giaeehb non eontiene l'elemento E ~  non 
eontiene If-. 

Cib posto, l'elemento E~ li~-" g fuori di K e si ha:  

E:o ' (E; E j )  E~ = (H-j E~) ET~-:~. 

0ra,  giaeehb 1¢~ non ~ invertibile con I;,~ ponendo: 

E ;  ~ I;~ 1,;~: l;~ E, ,  

risulta subito the l'elemento: 

J4 "=-'3 

il quale non appartiene a K~ b permutabile con 1£.  
Io assumo un tale elemento come elemento l~.~ % scelto poi E, fuori del 

gruppo G3 gonerato da E~ e dagli elementi di K'~ definisco l'elemento 1'2~ me- 
diante la relezione: 

E ;  -~ 1£ lh  = E , / ~  ; 
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inoltre, posso ritenere che sia:  

E71 E3 E~ = E3 E,  

perch,, in caso contrario, chiamerei Lf~ una conveniente potenza di E~. 
Cib post% gli elementi: 

E~, E , ,  E~, E~, E , ,  

definiti nella detta maniera costituiseono una base eanoniea di un gruppo G~ 3,3 
e soddisfano alle relazioni: 

= ~ ,  !~ -1E3 ~ E3, E;  -~E'E~ l i~E , ,  ) 

E-g I Es E~ = E3 E , ,  ]~2-[~ E~ E4 = E , ,  E ;  ~ E~. E3 = 1",. ) (1) 

51. L'elemento E~' appartiene a K ed ~ permutabile con E~, quindi 
deve essere E f  un elemento di /-/7.. Intanto dalle (1) si r icava: 

ET;  Iil E~ = E,  @ El  ; 

dunqu% supl)onendo p > 2, si ottiene E~'-= 1. 
Atlora, 18 formole : 

E~ ~ E f  E~ == El; E l ,  ET" 1~':, El' = E,, E~ , 

mostrano ehe la potenza E f  ~ invertibila con ogni elemento del gruppo prin- 
eipale e pereib la detta potenza sta in H. Similmente la potenza E~ ~ in- 
vertibile con ogni elemento del gruppo pl'ineipale e pereib sta in H: dunque 
si hanno le relazioni: 

E~' = t.1:'~ , E f  = I:.(' , "  IJf = E7 I , Eg_ = 1 , 1";I' = 1 , (2) 

te quali, insieme alle (1), definiseono sempre un gruppo (;~,3 pureh~ si tenga 
presente ehe ~ p > 2. 

Essendo s un intero primo con p, si vede subito ehe eseguendo la tra- 
sformazione : 

( /~;, E,, E3, E2, E, 
. . . . . . .  ~. ~. , . ) ,  (3 )  [E~ E~ , ;i; E~' , E.~ , ~,~ ]~, , 

la quale non altera la forma delle (1) e (2)~ i humeri % /3, 7 subiseono la 
sostituzione : 

s ¢¢,--~.-1-- ). 7 , s ~, ~- s ~ @ y. 7 , s 7,=__ 7 (modl)); 

quindi, se 7 g primo con p, determinando eon'venientemente s~ )., i~., si pub 
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supporre : 

~ ,=~ , - - - -0 ,  7,---1. 

Esiste allora un solo gruppo G5 ~,3 definito dalle relazioni (1) e dalle (2) 
modificate come segue: 

I EL' - 1 E ~  ~ = 1 E~' - -  E l  E.~' 1 ,  E~' - -  1 

S e i l  numero 7 5 un multiplo di p, bisogna distinguere il caso in cui b 
p : >  3 dal caso in cui ~ p---~ 3. 

Net primo caso, se u ~ un intero primo con p~ esaguendo la trasfor- 
mazione: 

(4) 
, . . . . . .  ~l',~ Ii~, , Ef"] 

]a quala non altera la forma delle (1) e (2)~ si veda faei]mente ehe ~ e fi si 
portano rispeitivamente in due numeri ~.~ e fii tali che: 

u~.~:=u~.- l -vf l ,  u~-----fi (modp). 

Dunque, tutte le volte che ~ /3 primo con p~ si pub determinare u in 
modo ctm sia fi~=: 1 (rood p) oppuro fi, ~-s (modp); poi si determina v in 
modo the sia ~., ~---0 (modp). Se invece 5 fi un multiplo di p~ si pub dater- 
minare u in modo da portara ¢., nel resto I ovvero nel resto 0 d i p .  

In conclusion% quando g p ~. 3~ oltre all'ultimo gruppo trovato esistono 
altri quattro, e non pih~ gruppi G5 3,~ i quali sono definiti dalle (1) e dalle 
seguenti modifieazioni delle formole (2): 

E~==I ,  E ~ = E I ,  E~'==I,  E ~ = - I ,  E ~ : = I  

E~ = 1, E ~ =  E~, E~-= 1, E[ = 1, E f  = 1 

E~=--E~, E ~ ' ~ I ,  E~==I ,  E~:=:-I, E ~ = I  

/;:~' = 1 E~' = 1 E~'-= l ,  E~'==I, E~== 1, _.~ , 

I cinque gruppi G~ ~,~ che ho trovato sono effettivamente distinti: infatti, 
assumendo come aperazione identiea ogni cambiamento della base eanonica 
che lasei inalterati i tre humeri ~ fl~ 7~ ~ evidente che qualunque cambia- 
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mento della detta base, ehe eonservi soltanto la forma della (1) e (2), equi- 
vale al pr0dotto di una operazione del tipo (3) per una operazione del tipo (4). 

52. Caso d i p  ----- 3. 
Quando b p----3 le formote (t) e (2) d~nno: 

( E;" E~) 3 = E~" E~ ~ Ei  ''~ , 

e quindi~ eseguendo la trasformazione (4) ed osservando ehe g u ~  1 (rood 3), 
si vede subito ehe i numeri ~ e 2 si portano rispettivamente in due humeri 
cq e /3~ tali ehe: 

~ , ~ - u ~ . + ( f l + l ) v ,  ¢,-=-fl (rood3). 

Dunque~ se f lb  0 od 1, si pub determinare v in mode ehe sia ¢, ~__0 (rood 3); 
ma se b /3-----2, disponendo di u si pub pormre a, nel resto 1 oppure nel 
resto 0 di i). 

0ttengo co~ quatiro nuovi gruppi G~ 3,3 di grado 243, i quati sono deft- 
niti dalle (1) e dalle formole (2) modificate come segue: 

E ~ = I ,  E l = l ,  E ~ = I ,  E ~ : I ,  E ~ = ~  

E ~ = I ,  E ~ = E I ,  E~-----1, E ~ = I ,  E•--1  

E~- - -E , ,  E ] = E ~ ,  E ~ = I ,  E ~ = I ,  E ~ = - I  

E ~ =  I ,  E ~,= E~, E~-  1, E ~ :  I ,  ~,':~ ~ J t  - - -  1 

53. Caso d i p  ~ 2. 
Nel caso in cui ~ p ~  2 le relazioni (2) non si verifieano. 
Perb~ siceome l'elemento E~ sta in H, la relazione: 

E ;  2 1':4 E~ = E, E.~ E , ,  

di~ E~-~-E~. Allora la formola: 

E-F ~ E~ E-, --~ 1,.,'] 1,21 = E~ E, , 

mostra ehe l'elemento E]  non ~ invertibile con 1~'~ e quindi il detto elemento 
appartiene a K ma nan ad H. L'elemento E~, ~ inveee permutabile con ogni 
elemento del gruppo prineipale e quindi sta in H. 

Le (2) debbono percib essere sostituite con le relazioni: 

E ~ - ~ E T ,  E ~ = - E ~ E ~ ,  E~=-E~ ,  E ~ = E , ,  E~--=I, (5) 
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te quali, insieme atle (1), definiseono effettivamente un gruppo G~ ~,3 di grado 32 
qualunque siano gl'interi ~, 2, 7. 

Cib post% io posso sempre supporre 7 = 0, perch,, in easo eontrari% rag- 
giungo 1o seopo eseguendo la trasformazione: 

( E~, E,, E3, E,, E,I 
E~E~, E~, E~E.~, E ~  E , ] '  

]a quale non altera le (1). 
Poi~ eseguendo la trasformazione: 

(Es , L~ , E3 , E~ , E,) 
Es,  E4E~, E3, E~, E~ ' 

si vede ehe il numero /3 si eambia in f l- t-1 e quindi posso supporre fl-----0. 
Si pub d'altra parte verificare subito che tutti i eambiamenfi della base 

canoniea che lasciano inalterate le (1) e ehe conservano le ipotesi /3 = 7  - 0 ,  
non alterano ~. 

Dunqu% si hanno due gruppi distinti G5 ~ di grado 32~ i quali sono de- 
finiti dalle (1) e dalle seguenti modifieazioni delle formole (5): 

~ ~ E ~ -- 1 I~- - -  E,, Z ~ . =  li~, E l = l ,  E ~ - -  EI, , 

54. Io debbo in ultimo luogo ricercare i gruppi G~ 3,4 e~ in questa ri- 
cerca, mi fonderb sul fatto ch% tutte ]e volta che 5 p : ~  2, ogni gruppo C53,t 
contiene un divisore G1 the ha tutti i suoi elementi di grado p. 

Per stabilire cib~ si osservi anzitutto che~ se E~ E ~ sono due arbltrarl 
elementi di G~ 3,~ ed E, ~ un elemento generatore del gruppo H~---K, sl ha: 

E -  ' E '  E = E '  E~', 
domle si rieava: 

( E E')p  = l~p E 'v  E ~(~) ; 

quindi, avendo supposto p : >  2, risulta: 

( E  E')v ~ Ep E'~. 

Sia ora !:'~ un elemento eli G~ ~* fuori del gruppo H ed E.~ un elemento 
fuori del gruppo generato dagli elementi E~, E , .  Ponendo: 

E~ = i~',', I,'~"-- 1,~ ~' 
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se l'intero fi ~ primo con p,  l'etemento E ~ E o  ~, the non,sta in H, g di 
grado p ed io lo assumo come elemento E~. 

Sia E~ un elemento fuori del gruppo G~ generato dagli 6tementi E~, E, 
eosl definiti ed /'2, un elemento fuori del gruppo generato dagli elementi Ea, 
E2, E,.  Ponendo: 

E f = E ~ ,  El=E/ '~,  

se ]'intero /3 ~ primo con p, l'elemento E{E; -~, the non s~a in G~, ~ di 
grado p ed io lo assumo come e]emento E~. 

cosl 
E~, 

Sia G u n  elemento fuori del gruppo G3 generato dagli elementi K3, E~, E, 
definiti, ed E~ un elemcnto fuori del gruppo generato dagli elementi E4, 
E~, E, .  Ponendo: 

E2 = J ~ ,  E f  = f Z ,  

se b [3 primo ton p, l'elemento E~ E~ -*~, the non sta in G~, ~ di grado p ed 
io lo assumo come elemento E4. 

I1 gruppo G4 generato dagti elementi E4, ]:',, E~, E, eosi definiti ha 
tutti i suoi elementi di grado p e possiede evidentemente tve divisori indi- 
pendenti d'indice 1). 

II detto gruppo, per l'osservazione fatta al n. ° 40 non pub essere Abe- 
,2 il gruppo (;4 g u n  ( "  llano; quindi, giaeeh~ non esistono (n. ° 13)gruppi G~ ,s, ~,4. 

(Jib posto, se C ~,~ g il divisore invertibile di G~ ed I'~ ~ un elemento di 
Gh  ~ fuori di GI, si ha: 

" ~" ' ;~ I:'~: 1 ~  IL = 1~'~ E~' E :  I I:'~ F t,'~, E : '  E,  1.5 == £4 L ,  , ~o , .~ = Eo 

E ;  ~ L~ IL  = E,  E , ,  E~ -~ E~ 1'4 = .!~'~, K 7  ~ ti~ 1~ -= I:'~ , 

Ef  = 1 1~'~, 1 ] i f  = 1 1~'~, = 1. 

dove l'intero h ;3 necessariamente primo con p, altrimenti l'elemento 1¢~ risul- 
terebbe permutabile con ogni elemento del gruppo principate G5 ~,4. 

Chiamando 1L~ una eonveniente potenza di K~, io posso rifenere h = 1; 
poi, chiamando 1¢4, K,~ ordinatamente gli elementi I~, E,.7 )', 1~3 K,;-;', mi posso 
ridm're al caso di ), ~---i~. = 0. 

Si hanno quindi ]e formo]e: 

E ;  -~ E,  E~ = E , ,  1'~'~-' 1~'~ 1~ = ti~, l!~-' l!~ 1~ = I'2~ K,,  j 

F ; '  E'~ 1~4 = ~E E, , E f  F~ E'4 = E~,  1";  ~ . . . . .  E~ I'5. = l'i'~ ) (6) 

Se l 'intero ¢ g u n  multiplo di p, il gruppo prineipale ha tutti i suoi 
elementi di grado p. Se invece ~. ~ primo con p, eseguendo la trasforma- 
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zione: 

Es , E, , E~ , E~ , E~] ' 

porto ~ nel resto 1 d ip .  
Dunque, se ~ p > 2, si hanno due soli gruppi G: ~,~, i quali sono definiti 

dalle (6) e dalle formole: 

E ~ = I ,  E ~ = I ,  E ~ = I ,  E~'~-I ,  E~---~I 

55. Caso di p -~ 2. 
Quando ~ p ~ 2, chiamo E~ un elemento di G~ a,4 fuori del gruppo H ~ K 

e chiamo E3 un elemento permutabile con E~ fuori del gruppo generato dagli 
elementi E~, E,. Se E2 ed E3 sono entrambi di grado 4, t'elemento E~ E~ 
di grado 2 ed io lo assumo come elemento E2. Poi si consideri il gruppo 
G~ costituito da tutti quegli elementi (]el gruppo principale che sono inver- 
tibili col detto elemento E~. 

Allora, se E~ ~ un elemento di G~ fuori del gruppo generato da E~, 1~, 
ed E, b un elemento di G~ fuori del gruppo generato dagli elementi E3, 
E~, E,;  finalmente, se E: ~ un elemento dei gruppo principale fuori di G~, 
si hanno ]e formote: 

E 7  ~ E3 E ,  = E~ E , ,  E T  1 E ,  E~ = E~, E ;  1 1~ E~ = E , ,  

le quali definiscono sempre un gruppo G53,' di grado 32. 
Io posso supporre ~. = 0 altrimenti ehiamo E~ l'elemento E, E~ ed ana- 

logamente posso supporre F = 0; inoltre, se oc¢orre, chiamando t'2~ l'elemento 
1~'~ E~, posso ritenere ~ = 0. 

Si ritrovano quindi le formole (6) e te formole: 

E ~ = I ,  =~,l~'~=~.,lzz, E~=EY,, E~----1, E ~ = I .  (7) 
Se uno dei due humeri /~, 7 ehe vi figurano g zero, si pub ritenere the 

sia 7 =  0, perch,, in caso contrario, si seambierebbe E~ con E.; il ehe non al- 
tera le (6). Allora chiamando E~ t'elemento E, E~, si pub ritenere anehe ~ ~--- 0. 

Annali di Matemalica, tomo I. 30 
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Se inveee fl e 7 hanno entrambi it valore 1, ~ facile verificare che nes- 
sun cambiamento della base canonica ehe conservi la forma delle (6) e (7) 
altera ~ e 7. 

Dunque, anche quando ~ p = 2, esistono due soli gruppi G~ ~,4 di grado 
32, i quali sono definiti dalle (6) e dalle seguenti modificazioni delle formole (7): 

E~ E ]  = 1 E~ = 1 E "° = "~ ~ I ,  , , ~ I ,  E , ~ I  

E~=~, E~=E,, E~=E,, E~=~, E~= 

56. Riepilogo brevemente i risultati ottenuti nel presente paragrafo. 
Per tutti i valori del numero primo p > 2  esistono cinque, e non pih, gruppi 

G~3; invece, quando ~ p = 2, esistono soltanio due gruppi G~ 3,3 di grado 32. 
Qualunque sia il numero primo p esistono soltanto due gruppi G~ a,*. 
Tutti i gruppi che si sono presentati in questo paragrafo sono rappre- 

sentati nella seguente tabella: 

E ~  1 E4 E~ ~ E4 E~ , 

E71 E3 E, = E,~ E, : 

I .  

E [ 1 E3 E~ = E~ , 

E?'  E+ E4 = E~ , 
E~ -1 E: E~ = E~ E, , 
E71 E~ E3 = E~. 

e~ 

1 

1 

1 E, 

E': 

1 1 p >  3 

1 1 p >  3 

1 1 p > 3  

1 1 p > 3  

p>3 

1 1 p - - - 3  

E, 1 p = 2  
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II. 

E;'E,E:-----E~, E [ ' E ~ E : = E ~ ,  E~-'E~E:.=E~E,, 

E ; ' E 3 E 4 = E 3 E , ,  ET'E~E,----E+, E'~tE..E:=E.. .  

E~ E~ E~ E~' Ei' 

1 1 1 1 1 p ~ 2  

El 1 1 1 1 p ~ 9  

1 EL El 1 1 p ~ 2 

§ VIII. Conclusione. 

57. Tutti i possibili gruppi di grado 2: = 32 sono cinquanta. Di questi 
50 gruppi, 22 tipi figm'ano nei quadri I e II alla fine del §II I ,  altri 16 tipi 
nel quadro II alla fine del § V~ altri 8 tipi nel qtladro I alla fine del § VI e 
finalmente altri 4 tipi figurano nei quadri I e II alla fine det precedente puragrafo. 

Tutti i possibili gruppi di grado 3~= 243 sono sessantasei. Di questi 66 
gruppi, 22 tipi figurano nei quadri I e II aIla fine del § |II, attri 7 tipi nel 
quadro II alla fine del § IV, altri 24 tipi nei quadri I e III alla fine del 
§ V, altri 6 tipi nel quadro II alla fine del § V I e  finalmente altri 7 tipi 
figurano nei quadri I e II alla fine del § VII. 

I1 numero di tutti i possibili gruppi di grado p5 essendo p ~ 3, 5 uno 
dei quattro humeri: 

2 p + 6 5 ,  2 p + 6 7 ,  2 p + 6 9 ,  2p-{-71, 

secondo che il numero primo p soddisfa, oTdinatamente, ad una delle quattro 
congruenze: 

p ~ - - 1 ,  p ~ - 5 ,  p ~ - - 5 ,  p-----1 (mod12). 

Nei quadri I e II alla fine del § I I I  figurano 22 tipi di gruppi di grado 
p.~, altri p + 7 tipi fiffurano nel quadro I alla fine del § IV, altri p + 21 tipi 
nei quadri I e III alia fine del § V e d  altri 7 tipi nei quadri I e II alia 
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fine del § VII. Finalmente, nel quadro III alla fine del § ¥ I  figurano 8, 
10, 12, 14 tipi di gvuppi di grado p5 secondo ehe il numero primo p sod- 
disfa, ordinatamente, alla 1 a, 2 a, 3 a, 4 ~ delle precedenti congruenze. 

~ella tabella che segue sono seritti i humeri dei diversi tipi di gruppi 
di gvado p~ eontenuti in ciaseuna classe G~ ~.~ in corrispondenza alle varie 
forme del numero primo p. 

p=2 p=3 

G5 °a 1 1 

I 

G~'" 2 2 

G5 °'3 2 2 

G °'` 1 1 

G :  '5 1 1 

G~ t'~ 5 5 

G~ ~'3 7 7 

G5~,4 3 3 

G5 ~'~ 5 

G ~ ~'s 11 

8 6 

2 

2 2 

16 

15 

p-- 12m-  I 

5 

p+16 

p , 1 2  

p = 1 2 m . 5  

2 

5 

p÷16 

p , 1 2  

p= 1'2m-5 

p÷16 

p+12 p+12 

Palermo, Matzo 1898. 

p=12m+ 1 

7 

3 

p+16 

G~ 3'~ 8 10 12 14 

G~ '3 5 5 5 5 5 

G53,4 2 2 ~ 2 




