La composizione dei Gruppi finiti il cui
grado & la quinta potenza di un nu-
mero primo.

(Di G. Baenera, a Palermo.)

PREFAZIONE.

CAYLEY ha per il primo posta 'importante questione (*) di costruire tutti
1 possibili gruppi di un dato grado n.

Non bisogna, nemmeno lontanamente, sperare che il problema, enunciato
in termini cosi generali, possa in qualche maniera essere abbordabile: delle
ipotesi sono necessarie sopra l’intero n per servire di fondamento ad un ra-
gionamento qualsiasi, e le ipotesi che hanno condotto in questi ultimi anni
ai pilt rimarchevoli risultati si riferiscono al modo con cui Uintero n & com-
posto con i suoi fattori primi.

1l sig. Nerro ha dato (**) tutti i gruppi il cui grado & il prodotto di
due soli numeri primi eguali o diseguali; il sig. Hooer ha, per la prima
volta (***)  dimostrato che tutti 1 grappi il cui gxado ¢ il prodotto di tre
numeri primi, eguali o diseguali, sono metaciclici (risolubili) (****); poi, in
un lavoro posteriore (**¥*%) 1o stesso Autore ha dato la composizione dei

{(*} CaYLEY's Mathematical papers, Vol. II, 125.
(**} NevTo. Substilubionentheorie und thre Amcendung ouf &ie 4 lyebra, 1882, pag. 133.
(*#*) HOLDER. Die einfachen Gruppen im ersten und zweiten Hundert der Ordnungs-
zahlen. Mathematische Annalen, Band 40, a. 1892,
(*##%) Nel presente lavoro mi servo delle denominazioni che, per i gruppi finiti, sono
state adottate dal sig. H. WEBER nel suo libro: Lehrbuch der Algebra.
(¥*#%*¥) H6LpER. Die Gruppen der Ordnungen p°, p ¢%, p q v, p*. Mathematische Annalen,
Band 43, a. 1893,
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gruppi di tale grado e quella di tutti i gruppi, i cui grado & la quarta po-
fenza di un numefo primo.

Seguendo lo stesso ordipe “d’idee, il sig. Frosexrus ha osservato (*) che
tutti i gruppi, il cui grado & il prodotto di quattro fatiori primi, sono me-
taciclici, fatta eccezione per il grado 2?.3.5 =60 dove si presenta il noto
gruppo dell’icosaedro che & un gruppo semplice. Il sig. Fropemws & andato
molto pilt in 1a: egli ha stabilito i due sorprendenti risultati generali che
ogni gruppo, il cui grado & il prodotto di » fattori primi tra cui ve ne siano
v— 1 eguali, oppure il prodotto di » fattori primi due a due diseguali, & ne-
cessariamente metaciclico, e, chi ha interesse di conoscere le ingegnose di-
mostrazioni di questi due teoremi, potrebbe leggerle nel libro del signor
H. Weser (**).

Il sig. Houper, con molta fortuna, & ritornato sulla questione nel-
Panno 1895 (*#*) e, ponendo a fondamento I'ultimo dei due citati teoremi del
sig. Fropexvs, ha dato la composizione e la classificazione di tutti i possibili
gruppi, il .cui grado & il prodotto di quanti si vogliano fattori primi due a
due diseguali; inoltre, nello stesso lavoro, ha stabilito il notevolissimo risul-
tato che ogni gruppo di tale grado & necessariamente isomorfo ad un gruppo
lineare di permutazioni.

Ma, dare la composizione e Ja classificazione di tatti 1 gruppi, il cui
grado & il prodotto di quanti si vogliano fattori primi eguali, & un problema
di ben altra portata. Su questo riguardo i risultati generali pilt importanti
sono dovuti a Syvow (****) Il sig. Horper, nel citato lavoro del 1893, ha
formato tutti i gruppi dei gradi p* e p* e, quasi contemporaneamente, & ap-
parso un lavoro del sig. Youne (*****) i] quale, in fondo, si & anche limi-
tato a dare la composizione di tutti 1 gruppi dei gradi p* e pi

Io do, per la prima volta, la composizione di tutti i gruppi di
grado p°.

(*) Fropexws. Ueber auflosbare Gruppen. Sitzungsherichte der Berliner Aka-
demie, a. 1893, I, pag. 337.
(**) H. Weber. Lelrbuck der Algebra, Vol. 1I, pag. 129 e sg.
(¥*¥) HoLper. Die Gruppen mit quadratfreier Ordaungszahl. Gottinger Nachr.,
a. 1895.
(****) Syrow. Théorémes sur les groupes de substitutions. Mathematische Annalen,
Band V.
(¥*%%%) Youne. On the deterininalion of Groups whose order is & power of a prime.
American Journal of Mathematics, Vol. XV, a. 1893,
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E precisamente a partire dal valore v =5 che il problema della com-
posizione dei gruppi di grado p’ mostra la sua vera faccia, giacche, mentre
qualunque sia il numero primo p esistono sempre:

un solo gruppo di grado p; due soli gruppi di grado p*; cinque soli
gruppi di grado p®; soltanto quindici gruppi di grado p* tutte le volte che &
p>2; per i gruppi di grado p* accade invece che il loro numero dipende
essenzialmente dal valore del numero primo p.

Tl caso particolare di p= 2 & stato tentato dal sig. Levavasseur: egli
dice (*) di aver trovato pit di settantacinque gruppi di grado 2° =32 e di
non avere ancora terminata la enumerazione; perd, i risultati del sig. Leva-
VASSEUR sono stati messi in dubbio dal sig. Miier (**), il quale, sebbene
giunga anch’egli a risultati non esatti, si accosta maggiormente al vero;
giacche, come appresso si vedrd, i gruppi di grado 32 sono soltanto in nu-
mero di cinquanta.

Nella prima parte di questo lavoro, dopo di avere stabilito nel § I il
principio generale, che serve di fondamento alle successive ricerche, ritrovo
anzitutto nel § II i gruppi di grado p* e p*: ¢id & stato necessario per po-
tere, con uniformitd di metodo, trattare i gruppi.di grado p®. Le differenze
che si potrebbero osservare tra l4 tabella che sta alla fine del detto paragrafo
ed i risultati dei sig. Houper e Youne non hanno, e si comprende, niente di
sostanziale : essc provengono dal fatto che io ho, qualche volta,.scelto in
modo diverso i tipi ridotti; perd, nella maggior parte dei casi, per fare il
confronto basta cambiare il nome agli elementi generatori.

Nel § IIT poi mi oceupo della composizione dei gruppi, di grado p°, li-
mitandomi al caso in cui questi posseggono pid d’un divisore Abeliano
d’indice p.

Nella seconda parte del lavoro, la quale comprende i §§ IV, V, VI
e VII, & sviluppata P'analisi che riguarda gli aliri casi, ed & data la classi-
ficazione completa di tutti i gruppi di grado p°

La classificazione, che ho adottata, a me basta per esser sicuro che nessun
gruppo di grado p° mi sia sfuggito, e non mi curo di sapere se questa clas-
sificazione sia pillt o meno conveniente nel caso generale. D’altronde, giacché
in ta] caso nulla o poco & conosciuto, una classificazione generale sarebbe
cosa perfettamente arbitraria.

(*) Comptes Rendus, a. 1896, t. 122, pag. 182.
(*#) Comptes Rendus, a. 1896, t. 122, pag. 370.
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Quantunque io abbia fatto ogni sforzo per dare la massima omogeneitd
ai procedimenti, debbo confessare che, su questo punto, non ho potuto trion-
fare giacché, ho dovuto spesso ricorrere ad artifizi ed a suddivisioni di ri-
piego anche nella ricerca dei gruppi appartenenti ad una medesima classe;
ma, io dubito fortemente che questo fatto sia una necessitd inerente alla na-
tura del problema.

S
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PARTE PRIMA.

§ I. Generalita.

1. Sia P un gruppo finito di grado n e I’ una classe di » elementi
sopra la cul natura non si fa alcuna ipotesi. Io suppongo che, in un modo
qualunque, si sia stabilita una corrispondenza S, univoca e reciproea, tra gl
elementi del gruppo P e quelli della classe I' e denoto con S(e) I’ elemento
di I" che corrisponde all’elemento ¢ di P.

Essendo ¢' ed ¢ due arbitrari elementi di I’) si ponga per definizione:

S(E)YS()==8(¢e";

allora, rispeito a questa legge di composizione, gli elementi di T costituiscono
un gruppo G =S (I) che si pud pensare come il pit generale gruppo oloe-
dricamente isomorfo a P. Chiamerd brevemente il gruppo G una rappresen-
tuzione di P in I': cambiando la corrispondenza S cambia, in generale, la
legge di composizione degli elementi di T' e si ottiene un’altra rappresenta-
zione di I’ in T

Se 1" & una operazione che permuta gli elementi di I', 'operazione T'S
stabilisce una nuova corrispondenza tra gl elementi di P e gli elementi di T,
e pud accadere, in particolare, che le due corrispondenze S e T' S definiscano
la stessa legge di composizione negli elementi di I'. Allora, I’ operazione
5=t T'S fa corrispondere ad un elemento di P un elemento di P, in modo
tale che al prodotto di due clementi corrisponde il prodotto dei due elementi
corrispondenti. Esprimerd questo fatto dicendo che 'operazione S-* T S pro-
duce una trasformazione d’isomorfismo del gruppo P in se.

14 chiaro che tutte le possibili operazioni 7', che corrispondono a trasfor-
mazioni d’isomorfismo del gruppo P in sé, costituiscono un gruppo divisore
del gruppo simmetrico delle permutazioni di # cifre.

2. Sano:
B, By By, (1)

Annali di Malematica, tomo I, 10
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elementi di T. Se, nella rappresentazione G = S(P), il composto:
ExE*.. E",

facendo percorrere ai numeri interi indipendenti «,, @,..., , dati sistemi
di numeri, fornisce tutti gli elementi di ', e ciascuno una sola volta, dird
che il gruppo G possiede la base (1) a v dimensioni.

Denoti :

®F, E,,..., E,=Y(E,, E,,..., L), (2)

una relazione tra gli elementi (1), e si faccia subire agli elementi di I' una
qualunque operazione T. Allora si passa dalla rappresentazione S(P) alla
rappresentazione T S(P) e viene percid ad essere cambiata la legge di com-
posizione degli elementi di I': dunque, la relazione (2), che sussiste nella
rappresentazione S(P), non si verifica, in generale, nella rappresentazione
T(G=TS(P).

Epperd, una volta fissate aloune relazioni come la (2), io posso propormi
il problema di cercare tutte 1= possibili operazioni T, che conservano le dette
relazioni. Queste tali operazioni costituiscono un gruppo, il quale contiene,
come divisore, il gruppo formato da tutte le operazioni T' che corrispondono
a trasformazioni disomorfismo del gruppo P in sé.

3. To mi debbo occuparc nel presente lavoro solamente di gruppi P,

il cui grado & una potenza p* di un numero primo p: & quindi conveniente
di fissare le idee al caso mio.

Se G, & una rappresentazione qualunque di un tale gruppo in I, &
noto (*) che & possibile costruire una serie di composizione :

Gy Gty Gosye .., G, 3)

tale che ogni termine della serie sia divisore normale di tutti i termini che
lo precedono. L’ultimo termine &, della serie & allora un divisore normale
di grado p del gruppo G, e quindi, ’elemento generatore K, di G, ha la
nota (¥*) proprietd di essere invertibile con tutti gli elementi di @,.

(*) V. ad es. una mia Nota: Sopra i divisori normali dindice primo d&i un gruppo
finito. Rendiconti della R. Accademia dei Lincel. Vol. VII 2.° sem., anno 1898,
(**) Se E ¢ un elemento di G, di grado p*, dalla relazione E~1E, Fi=FE“ si d¢-

k
duce «® =1 (modp) e quindi x =1 (modp).
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Gli elementi di &,, che godono la detta proprieta, formano evidentemente
gruppo e questo gruppo, giacché contiene G, non pud coincidere col gruppo
formato dall’elemento identico.

Cid posto, chiamerd divisore invertibile di G, il massimo divisore proprio
di @, tale che ogni suo elemento & invertibile con qualunque elemento del
gruppo principale G, e supporrd, cosa sempre possibile, che questo divisore
faccia parte della serie di composizione (3).

Bisogna osservare che il divisore invertibile H di un gruppo G, & per-
fettamente determinato, tranne il caso in cui &, & un gruppo Abeliano: al-
lora si pubd scegliere come gruppo H un divisore qualunque d’indice p di G,.

Se p* & il grado di H, il numero:

p=v—h—1,

& un numero invariantivo del gruppo G, e questo numero &, per quel che
segue, della massima importanza.
Un gruppo G,, che ha il numero invariantivo p, sard denotato con G.*;
cosl, ad es., i gruppi G,° sono gruppi Abeliani.
4. Nella Nota citata precedentemente, supponendo che un gruppo
finito G possegga divisori normali d’indice primo p, ho chiamato indipen-
denti 3 di tali divisori, quando la loro intersezione K ha in G l'indice p*, ed

ho fatto vedere che, se % & il numero totale dei divisori normali indipendenti
)

d’'indice p contenuti in G, questo possiede 2—-——-———;:1

» ¢ non pilt, divisori nor-
mali d’indice p.

Inoltre ho dimostrato che il gruppo complementare G'|K & Abeliano ed
ha tutti i suoi elementi di grado p; dunque, due arbitrari elementi del
gruppo G sono invertibili rispetto a mod. K e le potenze p™¢ di tutti gli ele-
menti di detto gruppo appartengono a K.

In un gruppo G,, di grado p*, ogni divisore d’indice p & normale, quindi
si ha »>1, ed io dico che si ha A =1 solamente quando il gruppo G, &
eiclico.

Siccome la proposizione si verifica per 1 gruppi di grado p?, basta pro-
vare che, ammettendola vera per i gruppi di grado p’~!, sussiste ancora per
i gruppi di grado p*. Si chiami G, un divisore normale di grado p del
gruppo G,: se questo gruppo ha un solo divisore d’indice p, anche il gruppo
G,! G, complementare di G, ha un solo divisore d’indice p, e giacché detto
gruppo complementare & di grado p*~*, esso & ciclico per ipotesi. Sia dunque
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E un elemento di G, di grado p*~* rispetto a” mod. &, ed E, un elemento
generatore di G,. Se fosse EP' " =1, il gruppo G,, contrariamente all’ipo-
tesi, ammetterebbe il divisore d’indice p generato dall’elemento K ed il di-
visore d’indice p generato dai due elementi E? ed E,. Dunque, 'elemento E
& di grado p’ e quindi &, & un gruppo ciclico.

Cid posto, di ogni gruppo G* io do auche il numero i dei divigori in-
dipendenti d'indice p che il detto gruppo possiede e convengo di denotare G*
con G,** quando voglio mettere in evidenza il numero invariantivo 2.

E utile osservare che, se & y>>0, deve essere 2<% <" v: eid risulta dalle
cose ultimamente dette.

Inoltre si noti che, nellipotesi di >0, il gruppo G, H non & ciclico, e
quindi esistono almeno due distinti divisori d’indice p di G, che contengono
il gruppo H.

5. Ritornando alla serie (3), che io chiamo una serie cunonica di
composizione di G,, sia E; (i==1, 2,..., v) un elemento di G; fuori di Gy,
e G, il gruppo formato dall’elemento identico: siano poi I';, E';, ... cle-
menti qualunque di G;.

Cid posto, giacchs il gruppo G; G, & un divisore normale di grado p
del gruppo G, G-, risulta che I'clemento E; & invertibile con ogni elemento
del gruppo G, rispetto a mod. G;_,; dunque, in particolare, supponendo j >4,
si ha:

E;’ FE; L} =J B, , Ky = E”i-,; (4)
dove gli elementi I ;_, ed E";_, appartengono, per quello che si & detto nel
n.° precedente, al gruppo K intersczione dei divisori d'indice p del gruppo G,.

Data la serie di composizione (3) e, relativamente ad essa, definendo gli
elementi :

E,,E_,..., E,
nell’anzidetto modo, il composto :
BB VB

v=1

fornisce tutti gli elementi del gruppo G,, e ciascuno una sola volta, attri-
buendo agli interi a,, oy—,..., «, valori scelti ad arbitrio nel sistema di nu-
meri 0, 1, 2,..., p— 1. Dunque, gli elementi E,, E,.,,..., E, costituiscono
una base a » dimensioni del gruppo G, e tra i detti elementi sussistono le
relazioni (4). Una tale base la chiamerd una base canonica (*) di G,.

{*) L’esistenza di una base canoniea per un gruppo di grado ¥ é stata, per la prima
volta, dimostrata da Sytow, 1 c.
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Quando si conosce una base canonica di G, & perfettamente individuata
una serie canonica di composizione del gruppo @,; ma, in corrispondenza ad
ognuna di dette serie, si possono definire pilt basi canoniche.

Bia :

]‘:97 F:y-ag,. ey P}g’

una base canonica di G, diversa dalla precedente. L’operazione che porta ogni
clemento ¥y B! ... By nell'elemento B Ero'... Ey, e che rappresenterd
con la notazione:

o Ev,Ev—i;...,E!)
T“‘(l«:v, Eoory.o., B’

" /

Inscia inalterata la forma di tutte le relazioni (4), ma cambia, in generale, gli
elementi K'; ed E"; che 1vi figurano. Si pud allora scegliere 'operazione T
in modo che la rappresentazione T'(@,) sia, da un dato punto di vista, pil
conveniente della rappresentazione G, .

Ma cid che ¢ ancora pilt importante & il fatto che, date due rappresen-
tazioni dello stesso gruppo P, in T’ e scegliendo in ciascuna di esse una base
canonica, si pud passare dalla serie di relazioni (4) relativa alla prima rap-
presentazione alla serie di relazioni (4) relativa alla seconda rappresentazione
mediante una operazione T' appartenente al gruppo delle operazioni che por-
tano una base canonica in una base canonica.

§ II. T Gruppi di grado p* e p

6. Esistono soltanto tre gruppi Gy, i quali sono:
un gruppo G, che & il gruppo cielico;
un gruppo G.°% che ha un elemento di grado p* ed un elemento
di grado p il quale non & una potenza del primo;
un gruppo G;"%, che ha tutti i suoi elementi di grado p.
Mettendo in evidenza, per ciascuno di questi tre gruppi, gl'invarianti del
siz. Froemus (¥), seriverd:

G el & il iell, G {plliplp]t-

{*} FropeNtus u. STIOKELBERGER. Crelle’s Journal, Vol. LXXXVI, pp. 224-236.
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e

7. 1 gruppi G, che non sono Abeliani sono gruppi G,'*.
Se:
E31 E57 EH

\

& una base canonica di un tale gruppo, con le notazioni del paragrafo pre-
cedente si ha G,=H=K, e quindi &:

E;'E,E,=E,E:, E;'EE—=E, FE;EE=E,; )

1
Ey=E;, Bjy=EFE{, Ei=1; y @

dove il numero « & primo con p. Allora, dati i due elementi E;, E,, si pud
definire I'elemento E, mediante la relazione:

E~E E,=FEE, ) (2)

e percid, nelle relazioni (1), ritengo a=1 (mod p).

Io ho, in questo modo, dimostrato che, se esiste un gruppo P, rappre-
sentato in I'" da un G, gli elementi E,, E,, E, di una base canonica del
gruppo rappresentativo debbono soddisfare le (1). Bisogna pertanto provare
che un tale gruppo P, effettivamente esiste.

Si considerino come elementi tutti i simboli:

es% e e* 3)

che si ottengono attribuendo agli esponenti x, y, z arbitrari valori interi, e
si chiamino eguali due tali simboli quando si deducono I'uno dall’altro facendo
variare ordinatamente i detti esponenti di p ks, p ks, h,, purché gl'interi &,
k., k; soddisfino alla congruenza:

hy+Bk+yk;=0 (modp).

Si ottengono cosi soltanto p® elementi distinti.
Cos) posto, se si assume come definizione del prodotto di due elementi
la relazione:

(% e €,5) (67 e e2") = 0,77 g YY" g F 42" 1y 2" (4)

rviesce facile verificare che, essendo 4, B, C elementi (3), sono soddisfatte le
condizioni :

1)se ¢ A=B, ¢ AC=BCe CA=CB,

2 se 8 AC=PBC oppure C A =CB, ¢ A= D,

3.") in ogni caso, & (4 B)C=A(BC).
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I simboli (3), rispetto alla legge di composizione (4), costituiscono dunque
un gruppo P,, di cui I'elemento unitdh & il simbolo ¢% e ¢’,, e se si rappre-
senta detto gruppo in T facendo corrispondere agli elementi ¢! e.,% ¢,’, ¢, e.! ¢,°,
e e, e,* ordinatamente gli elementi E;, E,, E,, questi costituiscono una base
canonica di un gruppo G,'® e soddisfano alle relazioni (1), le quali percid,
nel senso del sig. Dyck (¥), definiscono sempre un gruppo G,** qualunque
siano gl'interi 3 e .

8. Ma, giacch® non sono da considerarsi come gruppi distinti le di-
verse rappresentazioni di uno stesso gruppo, bisogna vedere come variano §
e y relativamente al gruppo delle operazioni:

_ (Es, B, L)
T”(Es, E:, K/’

che lasciano inalterata la (2).
Ponendo:

L =ErFe,  Be=ErEs, (modG), (5)

affinche la relazione (2) si conservi, bisogna prendere E, = E“; quindi, per
non contraddire alla definizione dell’elemento E,, deve essere il determinante
A=wus—wvr primo con p.

D’altra parte, io osservo che le operazioni T' appartenenti alla classe
definita dalle relazioni:

E.=FE,, E.=1F,, (mod &),

non alterano B ¢ y e costituiscono un divisore normale del gruppo delle ope-
razioni T definito precedentemente; dunque, rispetto alla questione di cui mi
sto occupando, posso ritencre eguale all’operazione identica ogni operazione
di detta classe. In questa ipotesi, le (5) definiscono un’unica operazione che
lo rappresento con la notazione:

Ora, si osservi che la relazione (2) da subito:

(E3 Eg)n == E',’n E2n Ei( : } 7 (6)

(*) W. Dyck. Gruppentheoretische Studien. Mathematische Annalen, Band XX, a. 1882.
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e quindi, se & p>2, si ha:
l‘:g = E3up Egvp = E;7u+‘3v’ ‘11:2 = 3"p Egsp - ]{]"/r-{«ﬁs'

Dunque, se 8, e 7, sono i nuovi valori di 8 e y dopo avere eseguita la detta
operazione, si trova:

Ayy=yutfv, AB =yr-+48s, (mod p).

Allora, se 8 e y sono entrambi nulli (mod p), lo stesso accade per §, e 3,
ed il gruppo G ha tutti i suoi elementi di grado p; in caso contrario una
almeno delle due operazioni:

ha il determinante primo con p, e questa porta 5 e y ordinatamente nei resti
1 e O presi rispetto al modulo p.

In conclusione esistono, se &€ p > 2, due soli gruppi G,'* in corrispondenza
alle due serie di formole:

| / (7

e, tralasciando di scrivere le relazioni che esprimono che I’elemento J, ap-
partiene al divisore invertibile H, questi due gruppi sono perfettamente de-
terminati dalle relazioni (7) insieme alla (2).

9. II caso di p = 2 esige una breve analisi particolare. In questa ipo-
tesi, tutte le possibili operazioni:

formano un gruppo di grado sei che pud essere generato dalle due opera-
zioni :

bt O
-t et

i1 1i
01y’

di secondo e terzo ordine rispettivamente.
Osservando che la (6) da:

(E3 Ezg)z = E'32 Egz Ei 3

si vede che lipotesi di E.*= E, ed E;>= E, non ¢ cambiata dalle dette due
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operazioni; mentre qualunque altro caso si pud ridurre a quello in cui &
Etr=1ed E2=1.

Dunque, anche quando & p =2, esistono due soli gruppi G,** di grado
22 =8 definiti dalle due serie di formole:

E:=1, E:i=1, Ei=1;
E:—E,, E;=E, Ei=1,

e dalla relazione (2).
10. Passo ora ad ocouparmi dei gruppi di grado p* cominciando a
serivere senz’altro i gruppi di tale grado che sono Abeliani.
Esistono soltanto cinque gruppi G i quali sono :
un gruppo G,*, due gruppi G,*%, un gruppo G,** ed un gruppo G,*.
Mettendo in evidenza i rispettivi invarianti, rappresenterd i detti gruppi
nel seguente modo:

G i, Getlpl o]y, GettHptd [t

G2 pl Il [Pl G&* | Ip)ip) (o] [P]}-

Il gruppo Gt & il gruppo cielico di grado p*; il primo dei due gruppi
G ha p divisori (' ed un solo divisore G4*%, mentre il secondo ha p+1
divisori G3**; il gruppo G,** ha un solo divisore G,** e p* 4 p divisori G,%*;
pr—1
p—1
11. T gruppi G4 che non sono Abeliani sono gruppi G.,* oppure gruppi
G2: io comincio ad occuparmi dei primi.

Sia:

finalmente, tutti i divisori d’indice p del gruppo G,>* sono gruppi G.°%.

G, G, G, G,

una serie canonica di composizione di un gruppo G, scelta in modo che si
abbia G, = H.
Giacche esistono (n.’ 4) due divisori d’indice p di G,* che contengono H,
il gruppo K, o coincide con H oppure & un divisore proprio di H, secondo
che G, & un G, od un G5
Cid posto, se:
E., E, E, E,

denota una base canonica relativa alla precedente serie di composizione, si ha:

Ef'E.E,=EE,, E;=E,, By=E,, E3=E/', E1=1. (8)

Annali di Matematica, tomo I. 20
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Trattandosi di un gruppo G.', I'elemento K, non & invertibile con E,,
mentre il contrario accade per Yelemento F? che appartiene ad H; quindi,
dalla prima delle (8), risulta che E, & un elemento di grado p ed io posso
ritenere E,’ = E,. Allora, la prima delle formole (8) si pud sostituire con:

E4-“ E3 E4 = E3 E‘ . (9)
Se il gruppo H = , & ciclico, E,” ed E,” sono potenze di E,; quindi,

scegliendo E, in modo che sia E? = KE,, le ultime quattro delle relazioni (8)
si possono, in questo caso, sostituire con :

1—Ey, Ej=H;, Ej=E, Ei=1. (10)

Dopo cid, si pud subito dimostrare che le formole (9) e (10), insieme a
quelle che esprimono che 'elemento E, appartiene ad H, definiscono, qua-
lunque siano gl'interi « e B, un gruppo G,'.

Si considerino i simboli che si ottengono da:

e e e et

attribuendo ad z, y, 2, ¢ arbitrari valori interi, e si chiamino eguali due
tali simboli quando si possono ottenere 'uno dall’altro facendo variare i detti
interi ordinatamente di pk,, p ks, ks, h,, purche sia:

aki+Bkih,+ph=0, (mod p*.

Dietro questa convenzione si ottengono solamente p* simboli distinti.
Ora, ponendo per definizione:

(e‘wl eayl 622' e‘t’) (e4mu egy!/ gzz'r eitu) —_ elm'i'wll e3y/+y'/ 8231']”2,, eit 4+t I_; y'x/r,

riesce facile verificare che, rispetto a questa legge di composizione i simboli
e” e ¢,7 e,f costituiscono un gruppo. Se si rappresenta questo gruppo in T' fa-
cendo corrispondere ai simboli:

ell 330 eso e’O, e‘O 631 620 e‘()’ 640 630 821 8507 640 630 620 e{l’

ordinatamente gli elementi E,, E,, E,, E,, questi costituiscono una base ca-
nonica di un gruppo G, e verificano le relazioni (9) e (10).
Si osservi che I’ operazione:
El . ES E2 .El
EE} E:E{ E L )

cambia « e B rispettivamente in a +2p e S} pp; quindi, se « e g sono
multipli di p, si pud supporre a = 3= 0.
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Se uno dei due numeri «, 8 & primo con p, io suppongo che sia 8 primo
con p giacche, in caso contrario, scambio « in B mediante l'operazione:
( E« Es E. E ),
E;l E;l EZ_‘ Ei—i )

poi, eseguendo la trasformazione:

( E«. E; E: E
\ B3 Es E} E J
mi riduco al caso di 8=1. Cid posto, cambiando I'elemento E, in E, E;-".
si vede facilmente che si pud sempre ritenere a=~0.

Esistono percid due soli gruppi G.! che hanno il divisore invertibile ci-

clico e questi due gruppi sono definiti dalla (9) e dalle seguenti modificazioni
deile (10):

1 E=1, E;=1, E:=E, Ei=1 |
i E}=1, E{=E,, Ei=E, E =1 i

I1 primo di questi gruppi & un G,** e fra tutti i suoi divisori d’indice p
ve ne sono p* non Abeliani; il secondo gruppo & un G,'® e tutti i suoi p 1
divisori d’indice p sono Abeliani.
12. Si supponga ora che il gruppo H = @, non sia ciclico. Allora le
ultime quattro delle relazioni (8) si scrivono:

E,=E{E%, E{=FE}E}, E{=1, Ei=1. (11)
Per dimostrare che le formole (9) e (11) definiscono, in ogni caso, un

gruppo G,', basta ripetere il ragionamento del n.° precedente, convenendo
perd, per andare d’accordo con le (11), di ritenere eguale al simbolo:

e e e el

ogni altro che da quello si ottiene facendo variare gli esponenti ordinatamente
di pki, pks, hy, hy in modo che siano soddisfatte le congruenze:

aki+yks+ h,=0 }
Bl ok, h=0 )

Se il gruppo G,' & un G.'?, almeno uno degl'interi «, y deve essere primo
con p ed io suppongo che sia y primo con p. Allora si pud definire I'ele-

(mod p).
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mento E, mediante la relazione E4= E,; poi, chiamando F, lelemento
E, E;~ mi riduco al caso di a«=0. Cid posto, se non & 8 un multiplo di p,
la trasformazione:
E« Bz E. L)
( E: Ef Ef Ef )
porta B in 1.
Esistono percid due gruppi G,** tali che il divisore invertibile abbia tutti
1 suol elementi di grado p e questi due gruppi corrispondono alle seguenti
modificazioni delle formole (11):

F2=FE, Ei=E,, Ej=1, Er=1

| Ey=1, E=E, K=1, E=1 {
|
|

Se il gruppo G.' & un gruppo G,*3, nelle (1 1) bisogna supporre « =y =0,

ed allora & necessario distinguere il caso di p>2 dal caso di p==2.
Nel primo caso, se & B=2¢ =0, il gruppo G,** ha tutti i suoi elementi

di grado p, e cid risulta dalla formola:
(E,E) =} B} E,( ),

se invece uno dei due numeri §, ¢ & primo con p, i0 posso supporre che sia
¢ primo con p. Allora, facendo la trasformazione:
(E4 Es B .EL)
’
E; Es E. £

(12)

mi riduco al caso di ¢=1j poi, chiamando E, I'elemento K, B, porto 8 in 0.
Esistono quindi, nel presente caso, due soli gruppi G,** i quali sono de-
finiti dalle formole:

B}=1, E}=1, E{=1, Er=1 |

E;=1, E3=E, E;=1, Et=1 '

e dalla formola (9).

Nell’ipotesi di p = 2, tenendo presente la (12), si vede subito che il caso
Ei=E,, Ej=E, & irreduttibile, mentre qualunque altro caso si riduce a
quello in cui & Ej=1, E;=1.
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Dunque, anche quando & p=2, esistono due soli gruppi G,** tali che
il divisore invertibile non & ciclico e questi due gruppi corrispondono alle se-
guenti modificazioni delle formole (11):

o

Ei=1, E;=1, =1, Ei=1 }
i

|

Ei=E, Ei=£E, Bi=1, El=

. - . :

13. Ritornando alla distinzione fatta al principio del n.° 11, io mi
voglio ora occupare dei gruppi G, che sono G e comincio col dimostrare
che un tale gruppo possiede sempre un divisore Abeliano d’indice p ed uno
solo (*).

Sia:

G, G, G, G,

una serie canonica di composizione di un gruppo G.* e si considerino le classi
distinte di elementi:

¢, E'G, E"G,...

contenute in G,%. Ognuno degli elementi E’, E',... deve trasformare un
elemento K, di G, nel prodotto di E, per una potenza di E,; ora, giacchd
gli elementi E', E",... sono in numero di p*— 1, necessariamente esistono
due tali elementi, per es. E’, E", che trasformano E, nel prodotto di E, per
una stessa potenza di E,; quindi 1'elemento E'-* £, che non sta in G,, @
invertibile con E,. Se chiamo FE, il detto elemento, i tre elementi E,, E,, E,,
permutabili due a due, generano un gruppo Abeliano il cui grado non & mi-
nore, e non pud essere maggiore di p°.

Se il gruppo G.* avesse due divisori Abeliani di grado p? la loro inter-
sezione, che & di grado p®, dovrebbe essere contenuta nel gruppo H il quale
& attualmente di grado p: dunque la mia tesi & dimostrata.

Cid posto, io dico che ogni gruppo G* & un gruppo G.*:. Infatti, se
fosse possibile un gruppo G*®, per un tal gruppo sarebbe K=H=@, e
quindi sarebbe:

E,;—! E3 E4 == Eg E;d, E‘-i E; E4 e lgz Ifiﬁ’

(*) Questo risultato & stalo comunicato per lettera dal sig. Houper al sig. MILLER.
Cfr. MiLLER. Sur les groupes de substitutions. Comptes Rendus, t. 122, a. 1896, pag. 371,
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con 3 primo con p. Allora, scegliendo I'intero m in modo che sia fm + =0
(mod p), I'elemento F; Ey” risulta permutabile con E, e quindi &; non sa-
rebbe il solo divisore Abeliano d’indice p contenuto in G,*°.

Le considerazioni che precedono mostrano che & possibile determinare

una base canonica:
‘En JE%: 14:2: Ei?

di un gruppo G* in modo tale che sia:
E4_—l hvg b; - E3 Evg, E‘4_1 l’]g E4 == E12 .7,, ‘bw:;_—i Ez E3 = :2 . (13)

Dopo cid si osservi che I'elemento E7 sta certamente in K= G,; ma, giac-
che il detto elemento & invertibile con E;, esso sta in G, == H.
Inoltre se é p > 2, dalle (13) si ricava:

Ei* Ey E} = E, E3,

e siccome E} sta in H, deve essere K} =1; quindi I'elemento K3, che ri-
sulta allora invertibile con F,, sta in H. Si ha dunque:

Ei’:Eia, E§= 1{37 Eg:"’l) Ele (14)

Le formole (13) e (14) definiscono sempre un gruppo G,* tutte le volte che
e p>2.
Infatti, considero i simboli gia precedentemente definiti:

e,” e.¥ e, e,

e, come mi consigliano le (14), chiamo eguali due tali simboli quando si pos-
sono dedurre 'uno dall’altro facendo variare ordinatamente gli esponenti di
pkiy pks, pksy Iy, purche sia:

aki+Bki+ h,=0 (modp);

inoltre, per andare poi d’accordo con le (13), pongo per definizione:

1

! ’ ’ ’ 17 L L ’ rrf r S
(64'” 63-’/ egz et) (64‘” 637/ egz e‘t == 34'” ed-’/ 622 ' e,t )
essendo :
1" ’ 1t 27 : 17 17 ¢ i Y
2= at, =y by, 2 =d oy o

r

t”l =tr+t//+zr CC” +y, (32)

Poste queste definizioni e chiamando A4, B, C tre qualunque elementi come
e e e ¢t,, quando si vuole stabilire che tutte le voite che ¢ A= B ¢ an-
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che 4 C = B C, bisogna tenere conto della condizione p>>2; e supponen-

N

dola verificata, le dette definizioni danno origine ad un gruppo che & rap-
presentato in T" con un G,*, e facendo corrispondere ai simboli:

641 830 820 e’ﬁ, 640 esi 820 810, 3413 630 821 ei07 840 630 620 e’!’
ordinatamente gli elementi E,, E,;, F,, E,, questi elementi verificano le re-

lazioni (13) e (14).
14. Ponendo a fondamento le dette relazioni, la serie canonica:

G"Z,Z, G37 G? ] (;l ,

perfettamente determinata nel senso che, se:
¥, E, E, F,

I

) ?

ool

un’altra base canonica di (.**, tale che I'operazione:

Ey, Ei, L, Ex)

T=(m§ Fs, Fe, K

non alteri la forma delle (13) e (14), la detta base definisce la stessa serie
canonica.
Ponendo dunque, nella pit generale maniera:

E,=FEiE;, E,=FE; (modG), (15)

affinche si conservino le formole (13) si deve scegliere E,= E,* (mod G,)
ed E,= E»*; allora, per non contraddire alla definizione di E,, bisogna sup-
porre u ed s primi con p.

Se dopo avere definita in tal modo la nuova base K,, K, E,, E,, si fa
Poperazione che porta la detta base in K, E;, E,, E, e si chiamano «, e 3,
1 valori trasformati di « e f, si trova facilmente:

wso,=au-+fv, uB, =45 (modp),
purché si supponga p >3 e si osservi che, in virth delle (13), si ha:
&= s\ gl

Sia, in prima ipotesi, 8==0: allora, se non & a==0, scegliendo u=1,
s = a, ottengo a,=1 (mod p).

Sia, in seconda ipotesi, 8 primo con p: allora, posso scegliere » in modo
che sia «,=0 (mod p); inoltre, se 8 & un residuo quadratico di p, posso de-
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terminare % in modo che sia 8, =1 (mod p); e se 8 non & residuo quadra-
tico di p, essendo : una qualunque radice primitiva di p, posso determinare u
in modo che sia 8, =¢ (mod p).

Esistono dunque, se & p >3, quattro gruppi G,**, i quali sono definiti
dalle (13) e dalle seguenti modificazioni delle formule (14):

Er=1, HEy=1, E%=L‘m=1i

Ei=E, E}=1, Ef=1, E{=1
B R (16)
Ey=1, E}=FE, Kk=1, E=1

Bp=1, Ej=1

I

Il divisore Abeliano (7, dei primi due gruppi & un (,°* e quello degli
ultimi due & un G,*%.

15. Si supponga ora p==3.

Giacche due qualunque operazioni T' appartenenti alla classe definita
dalle congruenze (15) per dati valori di u, v, s, producono lo stesso effetto
sopra i numerl « e § che figurano nelle formule (14), io ritengo eguali tutte
le operazioni appartenenti alla detta classe e quest’unica operazione la rap-
presento col simbolo:

=
-
I
ok
)
we
l
5

L "ov
0 s
Tutte le possibili operazioni cosi definite costituiscono, nel presente caso,
un gruppo di grado 12; ma, giacch® 'operazione:
-1 0
A

non cambia « e (3, io la posso ritenere eguale all’elemento identico del detto
gruppo e quindi il grado di questo si riduce a 6. Il gruppo di grado 6, che
qui si presenta, & isomorfo a quello di cui ho discorso nel n.° 9 e si pud ge-
nerare mediante le due operazioni:

‘1 0]

1 1.
0 27 L0 1

s

che sono rispettivamente di secondo e terzo ordine.
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La prima di queste operazioni cambia « in 2a e la seconda cambia «
in o+ 5 -+1; ma, ne Puna ne altra alterano B. Dunque, se g & 0 od 1,
posso sempre supporre o =0, e se & ==2, posso ridurre il caso di 2 = 2 al
caso di o= 1.

Esistono quindi, anche quando & p = 3, quattro gruppi G,>* i quali cor-
rispondono alle seguenti modiiicazioni delle formole (14):

- o (17)

E2—=E., Ei==E:, Ei=1, Ei=1

Soltanto per il primo di questi gruppi il divisore Abeliano (7; & un (5,%%; per
oli altri tre gruppi il detto divisore & un (G,°*%
16. To considero finalmente il caso, finora escluso, di p = 2, per il
quale non sussistono le formole (14).
Le relazioni (13) danno:

Lyl =1L E,

¢ siccome /o2 sta in H, deve essere J:==J; allora, I'elemento [% che, a
causa della prima delle dette relazioni, non risulta permutabile con Fj, & una
potenza impari di /s,

Le (14) debbono dunque essere sostituite con le formole:

B I K= B Ei= [, Ki=1;

ed ¢ facile vedere che, tuttc le volte che & impari, queste formole e le (13)
definiscono un gruppo di grado 2¢=16 che & un (.
Cambiando ora la base canonica e ponendo, nella maniera pii generale,

E,= I K}, Fo=Ej,

la corrispondente operazione T' non altera 8 ma cambia « in un numero e,
tale che:

Annali di Matematica, tomo I 21



158 Bagnera: La composizione dei Gruppi finiti

Dunque, se & =1, si pud sempre ritenere « =0, ma, se & 8 =23, bisogna
distinguere il caso di «a=0 dal caso di a=1.

Esistono pereid tre gruppi di grado 16 che sono G*%, i quali sono de-
finiti dalle formole:

Ei=1, Ei=E, Ei=E, Ei-=1

|
|
,_ |
E:=1, Ei=EE, Ei=E, Ei=1

E:=FE, Ei=EE, Ei=FE, E'=1

!

insieme alle formole (13).

Per questi tre gruppi il divisore Abeliano G, & ciclico.

17 Io riepilogo brevemente 1 risultati ottenuti nel presente paragrafo.

Esistono soltanto cinque gruppi di grado p*, dei quali: tre sono gruppi
G e gli altri due sono gruppi G,

Esistono soltanto quattordici gruppi di grado 2¢= 16, dei quali: cinque
sono gruppi G, tre sono gruppi G % tre sono gruppi G,* ed i rimanenti
tre sono gruppt G

Per tutti i valori del numero primo p>>2 esistono soltanto quindici
gruppi di grado p*, dei quali: cinque sono gruppi (., tre sono gruppi G,*,
tre sono gruppi G, ed i rimanenti quattro sono gruppi (72

Le formole di composizione di tutti questi gruppi sono rappresentate nella
seguente tabella :

Gruppi di grado p.

L Gruppi G3 | [p*], (p] [p)s {p](p)(p]}
II. G‘I‘uppi 631,2 { Egmi Eg E3 == Ee E; 3 H(Eq) ;;

B i By By |
e o
1 1 1
|

1 | E 1 p>2

E | E 1 ;p=2;
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Grupps di grado p'.

L Gruppi G [ [pY], [p] [p], [p7] [#')s (w2 L) L)y D] DY D] DpD -
1. Gruppi G.' {E;*E.E,=E.E,, HE,, E)|

pz2 | p23 } p>2 { p22 | pz2 |p>2 | p—2
. : . _ — o
E”}ljlll:Ei 11 E,
B m BB U 1| B B
m om0 1m0
m o1 L0 {”Jw PR T
| Gruppi Gt i Gruppi G¢3 |
III. Gruppi G2 = Gg2% | H(E)!.
EEE—EFE, E-EE=EE, E-EFE=0F
‘E Pifim p>3 2@“73 ; éi?) p=3  p=2 : p=2 p=
o1 m 1 1 B |1 1 B
}5‘2—” 1 *i --"-1-,~ E WEf B W*_Ez [ E;! E;
E;}‘ Mi_i 1 1 --1 1 E | E;H B |
I IO R R P P ERER

§ III. I Grappi G5* e G

18. Esistono sette gruppi Abeliani di grado p®, i quali sono: un
gruppo G,*, due gruppi Gy*¢, due gruppi Gy*®, un gruppo G.** ed

un gruppo Gy,
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Mettendo in evidenza per ciascuno di questi sette gruppi gl invarianti
del sig. Fropexius, li rappresenterd nel seguente modo :

Gl Gl el [p) [plt, G i lp] (2] [p] [p] (214,
Gt [p][pl), G ilp] [p]), G2 i) [l [}y G2 i Dptd (el (]

Il gruppo Gy & il gruppo ciclico di grado p*; il gruppo (G* possiede
pt—1
p—1
dice p del gruppo G, sono gruppi G, Il primo dei due gruppi G,** ha
un solo divisore G, {[p®] [p]! e p divisori (#.!, mentre il secondo dei dett
due gruppi ha p divisori G,*¢ |[p?] [p]} ed un solo divisore G,»*|[p*] [p*]!).

Finalmente, il primo dei due gruppi (,'* ha un solo divisore (% e
p(p+ 1) divisori G,2*{[p*] [p]|, mentre tutti i diviseri d’indice p del secondo
dei detti due gruppi sono: p -1 gruppi 2% e p* gruppi G, |[p*] [p*]].

Io mi limito a dimostrare soltanto quello che ho asserito relativamente
al gruppo [p7] [p*] [p)-

Scegliendo in modo conveniente tre elementi E”, F/, [ dei gradi p,
p?, p rispettivamente, un arbitrario elemento di un tale gruppo si pud rap-
presentare con:

— 1 divisori G,** ed un solo divisore (,°4, mentre tutti i divisori d’in-

E' E? B,

dove «, f, y sono tre interi presi ordinatamente rispetto ai moduli p*, p3 p.
I tre gruppi di grado p*, costituiti rispettivamente dagli element: dei se-
guenti tre tipi:
E'v EEEr, PR e R,
sono indipendenti, perche s’intersecano secondo il gruppo K di grado p* co-
stituito dagli elementi del tipo:
107 JU'PE,

Inoltre, un elemento qualunque del detto gruppo di grado p® & la pme
potenza di un elemento del gruppo principale ¢ quindi questo non pud avere
pit di tre divisori indipendenti d’indice p: dunque i} gruppo principale
[pe][p%] [p] & un G5

Tutti gli elementi di grado p di questo gruppo formano il gruppo (/.
costituito dagli elementi del tipo:

E'r E'pE E7,
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Dei divisori d’'indice p del gruppo principale, quelli che contengono G,
sono necessariamente gruppi G,° e, pensando al gruppo complementare di
(7% nel detto gruppo principale, si vede subito che il loro numero & p 4 L.

Inoltre, ogni divisore (7,°* del gruppo principale contiene evidentemente
(7,2%: dunque il detto gruppo possiede p -~ I, e non pil, divisori G ,°%

Cid posto, 1 rimanenti p* divisori d'indice p sono necessariamente gruppi
Ge ) [,

19. T gruppi (+;' possono essere o gruppi (%% o gruppi G;"*, oppure
gruppl 544, ed io mostrerd che effettivamente esistono gruppi in ognuna di
queste classi.

Sia:

Gty Guy, Gsy Goy Gy

una serie canonica di un gruppo G scelta in modo tale che sia G; = H, ed:
EG 1] E4 3 ES ] b‘?) b’l )

una base canonica relativa alla detta scrie.

Giacche la potenza J<7 sta in H, I'elemento J',, che figura nella re-
lazione It J, I, = I, I¥',, & di grado p ed io lo posso assumere come ele-
mento F,; quindi si ha:

By By o= E Iy (1)

Se il gruppo H & ciclico, scegliendo opportunamente I’elemento [;, posso
serivere:

P e [
“d

o Bp—Ef, K= H,, =K, Ei=1; @)

e si pud facilmente dimostrare che, qualunque siano gl'interi « e 8, le for-
mole (1) e (2) definiscono un gruppo (rs'.
Cid posto, si osservi che J'operazione:

( Es, Ey, Es, I, E:)
Es EY, E.EY, FEs:, E., E ’

cambia « e (3 rispettivamente in «-+hp e f-|-kp; dunque, se a e 8 sono
multipli di p, si pud supporre o === ==0).

Se uno dei due numeri «, 8 & primo con p, io suppongo che sia 8 primo
con p giacchg, in caso contrario, scambio « in § mediante I’ operazione:

(1;‘5, Eiq, Bs, E., E )
N | —4 —1 11 IT—1 )
E% b EB H ES H bz b4 ]‘{Ii
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poi, eseguendo la trasformazione:

(Es, E., Es, BE, El)
Ef. E., E§, E&, E§)’

mi riduco al caso di f=1. Dopo cid, chiamando FE; I’elemento E; E,~*, si
vede facilmente che & sempre lecito ritenere & —0

Esistono quindi due soli gruppi G;', che hanno il divisore invertibile ci-
clico, i quali sono definiti dalla (1) e dalle formole:

El=1, E=1, Ei=1FE, E=E, E' =1

| Ri=1, Ei=Fh, Ei=FB, B=F, E=1

Il primo di questi gruppi & un G;** e fra tutti i suoi divisori d'indice p,
i quali s'intersecano in (r,, ve ne sono p* non Abeliani; il secondo gruppo
& un G'* e tutti i suoi p 41 divisori d’indice p sono Abeliani.

20. Si supponga ora che il gruppo H = G sia un G,%,

In questo caso, scegliendo come gruppo (r, Yunico divisore non ciclico di
grado p* che possiede H, due ipotesi sono possibili rispetto all’elemento E3, che
& necessariamente di grado p: o questo elemento sta in (7, oppure & fuori
di G,. Nella prima ipotesi posso supporre E%=E,, e nella seconda ipotesi
pongo K= E,: si hanno in corrispondenza ai due casi le due serie di for-
mole:

E:=~FE:Et, E3—FE;E}, E;=FE, E;=1 Ei=1 (3)
E§=}:’ng§i, Eﬂ’:E%’E?, EngM E;=1, Ep=1. 4)

Io dimostro ora che le (3) e la (1) definiscono sempre un gruppo G
qualunque siano gl'interi o, 5, 7, 4, e in un modo perfettamente analogo si
pud dimostrare che anche le (4) e la (1) definiscono, in ogni caso, un gruppo (5.

Si considerino i simboli che si ottengono da:

e ey e ele”,

attribuendo ad 2, y, 2, f, w arbitrari valori interi; e si chiamino eguali dne
tali simboli quando si ottengono 'uno dall’altro facendo variare i detti interi
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ordinatamente di p ks, pk,, hs, hy, h,, purchd sia:

ak5—+~/k4+h3—i—ph1§0, (mOdp‘z)
B+ 9k, + h.=0, (modp).

Dietro questa convenzione si ottengono soltanto p® simboli distinti.
Ora, ponendo per definizione:

. 7 ’ [ 1 ’ ’ . " " T ’ 7] N7 1" oty gt o
(6,7 e e,% et ") (e, €Y ‘et et e ) =g, e YY" @13 g WU g Y B

si pud subito verificare che, rispetto a questa legge di composizione, i simboli
considerati costituiscono un gruppo P;. Se si rappresenta questo gruppo in I’
facendo corrispondere ai cinque elementi di I’:

eleleletef elelelele’ ..., e'elefele)

ordinatamente, 1 cinque elementi K, FE,, F., E,, K, di I, questi elementi
costituiscono una bhase canonica di un (7' e verificano le relazioni (8) ed (1).

To non ripeterd in seguito un simile ragionamento, che deve essere oramai
familiare al lettore: mi limiterd solamente ad asserire, quando si presenta il
caso, che una data serie di relazioni definiscono un gruppo di una data
classe.

Riferendomi alle formole (8), se i numeri « e y sono multipli di p, sic-
come la trasformazione:

§ o Ei E: L. K
ExE* E.E: E: F. E)

cambia 1 detti numeri rispettivamente in a4 hp e y 4 kp, posso supporre
« =y = 0. Cid posto, se uno dei due numeri B8, ¢ & primo con p, ritengo,
senza nuocere alla generality, ¢ primo con p e pongo a definizione dell’ele-
mento F, la relazione F,” = F,; allora, cambiando &; E-# in E;, si vede fa-
cilmente che si pud assumere 8==0. Ottengo quindi due gruppi G.' definiti
dalla (1) e dalle relazioni:

EBt=1, B{=FE, Ej=FE, Ei=1, Ei=1

S

Eé):l, By =1, Ej=F, Ei=1, E} =
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Il primo di questi gruppi & un ;% ed il relativo gruppo K coincide
con (7,, mentre il secondo & un (7;'* ed il relativo gruppo K coincide con G,.

Se uno dei due numeri «, y & primo con p, posso supporre che sia y
primo con p: allora, facendo la- trasformazione:

Es, Ei, E., &, El)

ottengo I% = F,. Cid posto, chiamando % 1'elemento I E;“ si vede fa-
cilmente che si pud assumere o = 0; allora, se & 8 primo con p, pongo a de-
finizione dell’elemento F, la relazione E? = F,.

Ottengo quindi due nuovi gruppi ;' definiti dalle (1) e dalle formole:

Eg'ZZ:Ez» EQJ:‘:E%a EQ:EH Eg:lo E’;:

Et=1, Ei=FE, E;=ELE, Ei=1, Ej=1

11 primo di questi gruppi & un (" ed il relativo gruppo K ecoincide
con , mentre il secondo & un (,'* ed il relativo gruppo K coincide col
gruppo ciclico generato dall’clemento J7.

21. Riferendomi alle formole (4), siano, in prima ipotesi, « e y mul-
tipli di p: in tale caso posso supporre come prima « =y =10. Cid posto, se
uno dei due numeri 3, ¢ & primo con p, io suppongo 7 primo con p; poi,
facendo la trasformazione:

Es, Ei« B, L, Ei
. . . P 3
EY, Ev, Es, B, I

mi riduco al caso di ¢ = 1. Allora, supponendo p 2 e chiamando [ Iele-
mento [, E{#, posso supporre (= 0. '

Ottengo percid due gruppi 1 quali, nell’attuale ipotesi di p > 2, sono di-
stinti, e questi gruppi sono definiti dalla (1) e dalle scguenti modificazioni
delle formole (4):

] T

| Ei=1, E{y=E, Ej=E, E;=1, Ei=1

|
: - I
Ey=1, E{=1, Ej=E, E=1, E=1 i
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Entrambi questi gruppi appartengono alla classe dei gruppi G,'® ed i
relativi gruppi K coincidono con Gj.

Se invece & p =2, si vede subito, pensando alla (1), che il caso di Ey= 1],
E, = I, non & riducibile ad alcun altro caso, mentre poi tutti questi altri
casi sono riducibili al caso di fy=1, F,==1.

Dunque ottengo due gruppi (7;* di grado 2% =32, i quali sono definiti
dalle formole:

i J—

| Ei=FE, Ei=EL, Ei=F, E=1, E=1

i

E§=1, Ej=1, E§‘~==E2, E§=15 Ei=1

insieme alla formula (1).

Entrambi questi gruppi sono gruppi (' e, in ognuno di essi, il divi-
sore K coincide con (7,.

Sia, in seconda ipotesi, uno dei due numeri «, y primo con p e precisa-
mente si supponga y primo con p. Allora, facendo la trasformazione:

_E5 E4 Es E2 Ei)
Es E« E1E) E EJ’

ottengo M2 == F,. Cid posto, chiamando I 'elemento FEy E;®, posso ritenere
«==0; poi, se non ¢ £ multiplo di p, facendo la trasformazione:

E5 E4 ES E2 El)
B, Ef Et Ef Ef

mi riduco al caso di 8= 1.
Ottengo percid due gruppi (7', che sono definiti dalla (1) e dalle formole:

| |
 El=E, Et=1I5, E7=1F, Ej=1, Ej=1

Ey=1, Ej=EFE:, Ei=E, E{=1, Ei=1

Ognuno di questi due gruppi & un gruppo G¢** che ha il relativo divi-
sore K coincidente con H.
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22. Io abbandono ora lipotesi fatta al principio del n.° 20 e sup-
pongo invece che il gruppo H = (7; sia un G
In questo caso si pud porre nella pilt generale maniera:

Bi—ESE4 B, Ei—E3EYEY, Ei—1, Bj=1, Ei=1, (5)

e queste formole, insieme alla (1), definiscono sempre un gruppo G;' qualun-
que siano gl'interi «, B, 2, v, d, p.

Siano, in prima ipotesi, i quattro numeri «, 38, y, ¢ multipli di p. Allora,
se uno dei due numeri %, . & primo con p, io suppongo p primo con p; poi,
mediante la traformazione :

Es Eis E: E: Et\)
Ey Ei Es E» L} ’

mi riduce al caso di w==1. Cid posto, se & p >-2, chiamando E; l'elemento
Ty E,~%, si vede che & lecito ritenere J = 0.
Si hanno quindi due gruppi G.' in corrispondenza alle formole:

Et=1, E}=E, E{=1, Ej=1, E;=1 !

Er=1, B}=1, Ej;=1, Ej=1, E}=1 ‘

Questi due gruppi appartengono alla classe dei grappi (rs'* e, per ognuno
di essi, il gruppe K coincide con (,.

Se & p=2, si vede facilmente che il caso di Ki=F,, Fi= F, si tra-
sforma sempre in s® stesso mediante le operazioni 7', che lasciano inalterata
la (1) e la forma delle (5), mentre qualunque altro caso & riducibile a quello
incui & Ei=1, Ei=1.

Pereid si hanno due gruppi G;' di grado 32 in corrispondenza alle due
serie di formole:

- l
E:=FE, Ei=FE, E:=1, Ei=1, E=1 |

Et=1, Ei=1, E=1, Ei=1, E=1

e questi due gruppi appartengono alla classe dei gruppi G
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Sia, in seconda ipotesi, uno dei numeri «, 3, y, ¢ primo con p. In tal
caso, senza nuocere alla generalitd, si pud ritenere che uno dei due numeri
y, ¢ sia primo con p e quindi & lecito porre a definizione dell’ elemento E,
la relazione FE3j= FE,; allora chiamando F; l'elemento Fy F,~f, si vede che
si pud assumere B=0. Cid posto, se « & primo con p, pongo a definizione
dell’elemento E; la relazione E2= FE;; in caso contrario, bisogna distinguere
Pipotesi di A primo con pda quella in cui & 2 un multiplo di p; e, nella
prima ipotesi, facendo la trasformazione :

Es, Ei, Ei, E, E,)
B, E} E,, E, E}’

mi ridueo al caso di 1 =1.

Si hanno quindi tre gruppi G,' che sono definiti dalla (1) e dalle se-
guenti modificazioni delle formole (5):

Ef2=F3, BEi=F., E{=1, E{==1, Ef=1

- ~
| Ey=E, E}=F, Ei=1, E}=1, Ej=1
|
. E:=1, E;—=E, Ei=1, Et=1, Ei=1

Il primo di questi gruppi & un Gs'*, mentre gli ultimi due appartengono

alla classe dei gruppi G,'°.
23. Riepilogando: qualunque sia il numero primo p, io ho trovato nel

presente paragrafo ventidue gruppi di grado ps.

Di questi ventidue gruppi, setfe sono Abeliani e quindic sono gruppi G,'.

I quindici gruppi G,' trovati sono tutti i possibili gruppi Gs' e sono:
cinque gruppi Gs'?, sette gruppi G4'° e fre gruppi G+

I detti ventidue gruppi di grado p® sono brevemente rappresentati nella
seguente tabella:
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[#*],

L] [p),

L. Grupp: Gs.

(2] [p] [p] [P] [P],
[p*] [p] 2],

II. Gruppi G

(»*] [p] [P] [ 7],
[7°] (],

("] [#7] [p]:

E5M‘ E4E5=E4E" :H(E:;’ EZ, El) [o

| Bl E7 | E3 Ez Er
i 1 E; § o B 1 p=2
%, | B | E 1| g >
. ﬁ E; Es ¢ 1_-~ o p=2
é 3 E; Es E; 1 1 P2
By E 1 1 1 | px2
1 1 E, 1 p=2
. E, | I 1 | 1 | pz2
| |
L1 E E, 1 1 | p=2
& 1 Ky Iy 1 1| p>2
-a TP — el [P — B o IO ———
£ 1 1 B 1 1 pze
5 [ [DURS—— e S
U I Fs 1 : 1 p=2
g, FoA o _: 1 B }'LW_ l_ﬁ,_ pz2
L E | 1 11 p=2
. 1 E 1 1 | px2
e T N
S o1 E, 1 1 } 1 p>2
S T T
?j 1 1 1 1 1 | p2
@ .
I E, 1 1 1 1 E p==2
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PARTE SECONDA.

§ IV. I Gruppi G;*
che non posseggono alcun divisore Abeliano d’indice p.

24. I gruppi G,® possono essere o gruppi G;** o gruppi G;** giacche,

come ora dimostrerd, non esistono gruppi Gs**.

Infatti, supposta l'esistenza di un gruppo G.*, sia E un elemento di
grado p generatore del gruppo K di G.*.

Siccome E appartiene certamente ad H, il gruppo complementare Gy**| H,
di grado p®, & Abeliano ed ha tutti i suoi elementi di grado p. Kssendo
E'H, E'H, E" H tre elementi generatori del detto gruppo complemen-
tare, si ha:

El_i El! El J— EH Ea, E!_i El{f El —_ E!H Eﬁ’ EH..; E!l! El! — EIN E’y. (1)

Giacche i1 determinante :

0 « f
— 1] Y
| —B -1 0

& nullo identicamente, riesce possibile determinare tre numeri interi z, y, 2,
non tutti multipli di p, tali che sia:
ey+B2z=0, —ax-tyz=0, —Bz—yy=0, (modp)
Allora I elemento E'*E'* E"'?, che & fuori di H, risulta, in virth
delle (1), invertibile con ogni elemento di G:** e cid & assurdo.
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Stabilito cid, io passo ora a dimostrare che, se & p > 2, la potenza p™*
di un elemento qualunque di un gruppo G appartiene al divisore inver-
tibile H.

Sia, se & possibile, £ un elemento di G;* tale che E? non appartenga
ad H. Il gruppo di grado minimo, che contiene I'elemento £ ed il divisgre H,
& Abeliano; quindi, non potendo coincidere con G.?, detto gruppo & un di-
visore G, d'indice p, di Gg.

8i chiami E' un elemento di G fuori di G, e si ponga:

El_.; EE/ — EE'I’ E/_i E// EI/ - EI/ HW. (2)

L'elemento E™® appartiene certamente ad H; altrimenti il gruppo di
grado minimo che contiene E’ ed H sarebbe un secondo divisore Abeliano
di Gy2; allora, l'intersezione di questi due divisori, che & di grado p*, do-
vrebbe essere contenuta nel gruppo H che, in un gruppo G5, ¢ di grado po.
L’elemento K" appartiene al gruppo K intersezione di tutti i divisori d’in-
dice p di G e si pud, in prima ipotesi, ammettere che £ appartenga ad H.
Allora dalla prima delle (2) si ricava:

E?EE?=ERE"™, E-E'E =L E';

quindi, giacche E sta in H, risulta E'*=1. L’elemento E? & dunque in-
vertibile con E’ e percid con ogni elemento di G.*, il che contraddice alla
definizione di E. ’

Sia, in seconda ipotesi, E” fuori di H e si pensi alla intersezione dei
gruppi K ed H. Se K & di grado p?, il gruppo G:* & un G5** e quindi (n.” 4) H
& contenuto in K; se invece K & di grado p? il gruppo G;® & un Gy di
cui K & divisore normale, e siccome detto divisore non coincide con H, esso
contiene un sotto gruppo proprio di H. In ogni caso, si vede che la detta
intersezione & un divisore d’indice p di K; quindi £'7 ed ~’" sono elementi
di questa intersezione e percid di H.

Allora le formole (2) danno:

)

(p
El—p EE’p — EEII]) E//I 2 , E’_i E//p El — Ellp E”/p,

e quindi deve essere E'''? =1, K7 =1, purcheé si pensi che & p>2.

Dopo ¢id, tenendo presente la prima delle (2), si vede che EP risulta
invertibile con £’ e con ogni elemento di G.*: dunque ['elemento 7 ¢
assurdo.
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25. Un gruppo Gs® o contiene uno, ma soltanto uno, oppure nessuno
divisore Abeliano d'indice p, ed io voglio anzitutto mettermi in quest’ ultima
ipotesi.

Se:
GE’?? G: 1 G3 b G2 ? G‘ )

& una serie canonica di composizione di un tale gruppo scelta in modo che
sia G,=H, ed
ks, E, E,, E,, E,

& nna base relativa alla detta serie, si ha:
EFVE E;—EE, Ef\EE,=EE , EfEE=EE". (3

Giacche L2 sta in H, dalle (3) risulta E'?=1, E"? =1; inolire gli
elementi £, ed £, non possono appartenere ad uno stesso gruppo eiclico,
perche, se fosse ad es. 'y = E,”, I'elemento E,7 E,, che non sta in @;,
risulterebbe permutabile con E; e quindi, contrariamente all’attuale ipotesi, il
gruppo Gy ammetterebbe un divisore Abeliano d’indice p. Dunque E, ed E,”
sono due elementi di grado p capaci di generare il gruppo G,.

Riguardo all’elemento E’;, dico che esso & fuori di &,; glacche, se
fosse Ey = E'; E''f, i due elementi E; Ef, E,E;®, in virth delle (8), risul-
terebbero invertibili e quindi il gruppo G: ammetterebbe il divisore Abeliano
d’indice p generato dai detti due elementi e dagli elementi E,, E,”.

Il ragionamento precedente prova che, dati i due elementi E;, F,, si
possono definire E;, F,, E, mediante le formole:

Ef'E,E,=E,E,, Ef'E F=EE,, E-EE =EE,. (4)

Escludo subito il caso di p ==2, perch® mediante le (4) si pud dimo-
strare che ogni gruppo G¢ di grado 32 ha necessariamente un divisore Abe-
liano d'indice 2.

Infatti, se un tale gruppo Gf non ha un divisore Abeliano d’indice 2,
debbono essere verificate le (4) e quindi deve essere:

E;*E,Et=-F, E}E,;

allora, se L£! sta in H, risulta Ei=F,. In questo caso, siccome le (4) danno

anche :
E;lEiES:EEE§E5=E§E2 Ei,
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Pelemento E} non sta in H e quindi, contrariamente all’ipotesi, i} gruppo
Gt contiene il divisore Abeliano d’indice 2 generato dagli elementi E,, E,, E,,
Supponendo dunque p > 2, dalle (4) facilmente si ricava:

E;pE‘E§}=E4E§;
e siccome E? sta (n.° 24) in H, risulta E2=1. Posso dunque scrivere:
Ep=E¢Ef, Ep=E(E], Ep=1, Ep=1, E}=1; ()

e, tenendo presente che E;, E, appartengono al divisore invertibile H, si di-

mostra col solito procedimento che, nell’ipotesi di p>2, qualunque siano

gl'interi «, B, 7, 4, le formole (5) e (4) definiscono sempre un gruppo Gi. B

poi evidente che tutti i gruppi GZ cosi definiti sono gruppi della classe G;*2
26. Bisogna ora vedere come variano «, 3, 7, ¢ relativamente al gruppo

delle operazioni :

E5 E4 E3 E2 El

T =(E5 E. K E. E.J’

che lasciano inalterate le (4).
Ponendo:
E.=EyE;, E,=E{E], (moda@), (6)
affinche la prima delle (4) si conservi, bisogna prendere E;= Ei (mod 64);
quindi, per non contraddire alla definizione di Es, deve essere il determi-
nante A= us—vr primo con p; poi, affinché si conservine le ultime due
delle formole (4), deve essere:

E, — EduEdo E, — Edv Eds,

D’ altra parte, io osservo che le operazioni T appartenenti alla classe
definita dalle relazioni:

E.=E, E,=E, (mod&),

non alterano «, 8, y, ¢, perché allora, rammentando che & p > 2, le (4)
danno :
Er=E?

57

E?=FE? E,=E,, E,=E,.

Inoltre le dette operazioni costituiscono evidentemente un gruppo, che &
divisore normale del gruppo di tutte le operazioni T che conservano le (4);
dunque, giacché m’interessa studiare le variazioni di «, 8, y, J, posso rite-
nere eguale all’operazione identica ogni operazione di detta classe. In questa
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ipotesi le (6) definiscono un’unica operazione che io rappresenterd con la
notazione :

Luow }

s

Ora si osservi che le relazioni (4), dietro un facile calcolo, danno:

i

i
(El By — Eg E3* STy )

dove per brevith si & ritenuto :

= emafae( e ()

Dunque, supponendo p>>3, in virth delle (5) si ha:
(f Efpp — Eph By — Efeth B+,
Cid posto, chiamando a,, 8, 7, ¢, 1 valori che assumono rispettiva-
mente «, B, y, ¢ dopo avere eseguita la trasformazione:

w v |
b
r s |

in seguito ad un breve calcolo si ha:

Aoy =(ati-yv)s —(Bu-f2dv)r
ANl =But+dv)u—(au+yv)v
Ay, =(artys)s—(Br+ds)r
A8, =(Br +ds)u—(@r +ys)v.

Dalle formole (8) risulta:
Al +3d)=a-t+d, A(e,d,—Biyp)=ad—PFy (modp). )

To introduco il numero:
D=(a+d)f—4(ad—By),

e distinguo 1 tre casi possibili:

R

p-—1
dove, secondo LEeaexpze, il simbolo {%) denota il resto di D * | che & preso

(mod p) 8

I

rispetto al numero primo p ed ha il minimo valore assoluto.
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27. Caso (TZJ)) =+ 1.
Il minimo intero ¢, positivo o nullo, che verifica la congruenza:
Dg—(a+3y=0, (modp), (10)

in virth delle (9) resta inalterato per tutte le possibili operazioni:

T
b
rs‘

e quindi & un numero Invariantivo per il gruppo rappresentato dal G;** de-
finito dalle relazioni (4) e (b) del presente paragrafo.
Cid posto, il discriminante D della congruenza quadratica :

pim(a-}—é‘)p—{—(aé"-——ﬁy):‘%(), (mod p),

¢, nel caso attuale, un numero quadrato rispetto a mod p, e percid la detta
congruenza & soddisfatta da due interi p,, p,, che sono distinti rispetto a questo
modulo.

B possibile dunque determinare quattro numeri u, v, r, s che verifichino
le congruenze :

Il

p,uEau—{—yv) p2 7
pv=Fu+ov) ps

ar+ys

)
Br-ds)
e tali che risulii il determinante A == us—wvr primo con p; allora, facendo
la trasformazione :

(mod p),

I

f % v
o s |’

le (8) danno:
AaiEp,, Aé‘]EPQ’ BlE}’!EO) (modp)

In conclusione, per i gruppi considerati nel] presente caso, le relazioni (5)
possono essere sostituite dalle relazioni:

Ep=Ey, Ej=E}, E3=1, Ej=1, El=1, (11)

dove la differenza ¢ — « non & divisibile per p.
Prendendo come formole iniziali le (11), mediante le (8) si vede che,
eseguendo la trasformazione :
w0

?{)s}"
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non viene alterata la loro forma, ma i numeri « e ¢ acquistano uno stesso
fattore arbitrario primo con p: si pud dunque supporre:

d—a=2, (modp).

Cid poslo, se la somma « + ¢ non & divisibile per p, denotando cou ¢
una radice primitiva di p, si pud porre:

a=e—1, d=e+41, (modp);
allora, sostituendo questi valori di « e J nella (10), si ottiene:
g =¢", (mod p). (12)

. . . -—1 . .
Quando si cambia m in m + L 5 il numero ¢ resta inalterato, ma «

e ¢ si cambiano rispettivamente in —3J e —o.
Giacche la trasformazione :

10 1|
1 0|

produce lo stesso cambiamento, io debbo fare sul numero m solamente le
ipotesi :

H

—3
m=0,1,...,1?.-2_...

In corrispondenza a questi tali valori di m, si hanno Z ;1 gruppi G,>*

definiti dalle formole :

Er=FE, E?=E", Ef=1, Et=1, E? =1

e dalle formole (4).
Questi gruppi sono effettivamente distinti, perché in virth della (12) due
qualunque di essi hanno i numeri invariantivi ¢ diseguali.
Se la somma « 4- ¢ & divisibile per p, il che equivale a supporre ¢ =0,
si ha:
ea=-—1, d=1, (modyp),

e quindi si ottiene un nuovo gruppo Gs** corrispondente alle formole :

Er=E;t, Er=F,, Fz=1, Ez=1, Et=1
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98. Cuso (£)=- 1.
y 4

Il numero ¢ che soddisfa alla (10) &, anche in questo caso, invariantivo
per il gruppo rappresentato dal G,** definito dalle formole (4) e (5); perd, se
detto numero non & zero, esso & un non residuo quadratico di p.

Giacche nelle attuali ipotesi, nessuno dei numeri §, y pud essere multiplo

di p, ® possibile determinare un intero » in modo che sia:
2yv=0J—a, (modp);

allora, eseguendo la trasformazione :

l 1 v
0 1
le (8) danno «, =4, (mod p).
Io suppongo dunque che i valori iniziali di « e 9, presi rapporto a
mod p, abbiano uno stesso valore p e cerco tutte le trasformazioni:

H

u v
v 8

che lasciano sussistere questa ipotesi.
Ora, essendo « = d==p, affinché sia «,=J,=p,, & necessario e suffi-
ciente che u, v, », s verifichino la congruenza:

Buv—yvs=0, (modp); (13)

e cid risulta subito dalle formole (8).
Supponendo soddisfatta la (13), le (8) si possono sostituire con le formole:

Ap=p, NB=pw—yv,, Ay =ys—f1 (mod p), (14)
mediante le quali si verifica subito che &:
A By =Py, (modp)

Giacch? si ha ora D=4p8y, i due numeri § e y sono necessariamente
uno residuo e 1'altro non residuo quadratico rispetto a modp, ed & indiffe-
rente attribuire una di queste proprietd all’uno od all'altro numero, perché
si pud dimostrare che esiste una trasformazione la quale, senza alterare p,
scambia 8 con 7.

Infatti, s¢ — 1 & un numero quadrato modp, il che ha luogo soltanto
quando p — 1 & multiplo di 4, trovato un intero v tale che v*=—1 (mod p),
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ottengo l'intento mediante Ja trasformazione :

|

t

. W ety . T cop 41 .
Se invece p— 1 non & divisibile per 4, si considerino i 4 j: numeri

A

che si ottengono da 1 - ¢* attribuendo a v i valori:

0, 1,..., L2,

I detti numeri risultano distinti rispetto a mod p, e percid non possono
essere tutti vesidui quadratici di p. Dunque, giaccht per ipotesi non & mai
1 4+ v* un multiplo di p, nella serie dei valori attribuiti a » ne esiste almeno
uno per cui 1 4 ¢* & un non quadrato (mod p).

Allora, fissato per v un tale valore, scelgo, il che riesce possibile, per
ed s una soluzione del sistema:

Bu

us—1°

ys=0

| (mod p),

il

e considero poi la trasformazione :
® v j-
v s |
Questa trasformazione appartiene alla classe definita dalla formola (13)
ed ha il determinante eguale ad 1 (mod p); inolire, le (14) mostrano che essa
scambia semplicemente i numeri 8 e .
Sia dunque £ un residuo quadratico di p. Se si pone v =+ =0 (mod p),
la (13) & verificata e le (14) danno:

uspy=gp, $H=F, (modp);
percid, se non ¢ p multiplo di p, si possono determinare s ed u in modo
che sia:

p=1, g=1, (modp);
poi la (10) da:

7qg=1, (modp).

Annali di Malematica, tomo 1. 24
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Quindi, ponendo y,= ¢+ (mod p), si ha:

g=¢*"t, (mod p). (15)

L —2— ! gruppi (% che sono definiti dalle (4) e dalle

In conelusione, ottengo

formole che si ottengono da:

‘ 2141
i E;=FL, E,, EQ’ZEzE;' , Ef=1, E{=1, E{=1

facendo successivamente :
p —3

m=20,1,..., 5

Questi gruppi sono effettivamente distinti perche, in virtu della (15), due
qualunque di essi hanno i numeri invariantivi ¢ diseguali,

Se invece il numero ¢ & un multiplo di p, il che equivale a supporre
g =0, ponendo come prima v=1 =0 (mod p), le (14) danno:

sp=pg, wyp=y, (modp);
e percid si possono determinare s ed u in modo che sia:
=1, p=¢, (modp):

ottengo quindi un nuovo gruppo G;»* definito dalle formole :

Ere=5, Ej=E:, Et=1, El=1, E}=1 |

¢ dalle relazioni (4).
29. Caso (%})—)= 0.
Si ha allora D=0 (mod p) e quindi la congruenza:
(e )+ (a0—F7)=0 (modp)

¢ soddisfatta da un solo resto o di p.
Scegliendo come numeri « ¢ v una soluzione propria del sistema :
pu=cu-+yv

(mod
pt=Lu+dv mod p),
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la seconda delle (8) dd 8,=0 (mod p); quindi direttamente dalle (9) si ri-
cava Ae, =AJd,=p (mod p).
Assumendo dunque :

le (8) si scrivono:

Aoy =Apt+yvs, AB=—07y

. (mod p).
A, =Ap—yvs, Aty,= sty | (mod p)

‘

Cid posto, se 7 & primo con p, volendo conservare le condizioni iniziali,
bisogna supporre v nullo (mod p); indi si pud determinare # in modo che
sia y,=1 (mod p) ovvero y,=¢ (mod p). Allora, se p & un multiplo di p, si
ha 2,=4¢,=0 (mod p), in caso contrario si possono scegliere » ed s in modo
che sia «,=J,=1 (mod p).

Se poi & y un multiplo di p, si ha sempre f,=y,=0 (modp), ma &
2, =7, =0 (mod p), ovvero si pud supporre a, =d, =1 (mod p), secondo che
&, ovvero non & p un multiplo di p.

. . : . D .
In conclusione, in corrispondenza all’ 1pote81.(—p—):=0, si hanno soltanto

sei gruppi, i quali sono definiti dalle (4) e dalle seguenti modificazioni delle
formole (5):

Ei=1, Ej=F, Ei=1, E=1, E=1

=T, Ft=I0, E:=1, Et=1, Ei=1

By=1, Ej=FE;, Ej=1, Ei=1, Ij=1

]gl::E?y jgfxElz‘El, ]'7':;"——‘1, Iy = ]ﬂf;—‘l

4
Cdp=1, Ei=1,  Ej=1, Ej=1, E;=1

o= By, Ev=F,, Ei=1, Ei=1, Et=1

30. Finalmente io passo ad esaminare il caso di p = 3, che ho escluso

P

verso la fine del n.° 26. Quando & p=73 tutte le possibili operazioni:

w o
ts
8
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definite precedentemente costituiscono un gruppo di grado 48; perd, osser-
vando che l'operazione :

-1 o

‘ 0 —11|
lascia inalterati i quattro numeri o, 5, y, & che figurano nelle (5), io non
considero come distinte le due operazioni:

by oo b -
! i ! 1

br s e

ed allora il grado del detto gruppo si riauce di meta. Il gruppo di grado 24,
che cosl si ottiene, & isomorfo al gruppo dell’ottaedro (*): esso pud essere ge-
nerato mediante le tre operazioni:
=1 0 1o L ;
Ux’ 01" V = 01‘5 IV_}——ll"
che sono ordinatamente di secondo, terzo e quarto ordine e che soddisfano
alle relazioni :

VeW=W:V, WU=UW, UV:=VU.

Si vede subito, tenendo presenti le formole (4) e (5), che la U non al-
tera 5 e y, ma cambia soltanto di segno « e 2.

Facendo uso della (7), si verifica facilmente che I'operazione ¥ cambia
la somma « - d in « 4+ ¢4 1 e quindi Poperazione V* cambia la detta somma
in a4 J 4 2; percid non si lede la generalitd ponendo:

2+9=0, (mod3). (16)

Cid posto, servendosi della (7) e tenendo conto della congruenza (16), un
breve calcolo mostra che l'operazione W produce sopra i numeri o, 8, y, ¢
la sostituzione congrua:

=47, Bi=at+pL—y-+1, }

( d 3).
h=—b—y, p=—fty—i—1, ) Y

{¥) Per convincersene, hasta far corrispondere alle tre operazioni clie sono denotate
in seguito con U7, 77 TF, ordinatamente le tre sostituzioni: (02), (012), (0123).
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Dunque le operazioni W ed U lasciano inalterata la (16) e lo stesso fa
ogni operazione del gruppo di grado 3 da esse generato; mentre una qua-
lunque delle rimanenti 16 operazioni, potendosi ottenere come prodotto di
una operazione del detto gruppo di grado 8 per V, ovvero per ¥*, non lascia
sussistere la congruenza (16). In virtu di questa congruenza, relativamente ai
valori di « e 9, si possono fare le seguenti tre ipotesi:

1, (mod3);

poi a ciaseuna di queste tre coppie si pud associare una coppia qualunque
di valori di 8 e y: si ottengono cosi 27 quaterne di numeri (« B8y d) a cia-
scuna delle quali corrisponde un gruppo Gg** di grado 3° = 243,

Perd due quaterne, che si deducono ’una dall’ altra mediante una ope-
razione del precedente gruppo di grado 8, si debbono ritenere equivalenti in
quanto che esse definiscono due gruppi isomorfi di grado 243.

Nella tabella che segue io scrivo tutte le 27 quaterne, mettendo in una
stessa linea orizzontale le quaterne che sono equivalenti.

i

(2201)

(1012) (1112 | 2221) | (2011) }72111) 1 (1202)  (1222)
*(1022)— (20217)““ (2101) | (1102) T
(0110) | 2121) | (0220) | (1129)

(001 0) i (1002) | (0200) nrrkfévo;l)w

.(0020) ; (2211) WU;M)

0000 (© 120
| (0210) |

Si vede dunque che esistono soltanto seffe gruppi Gy>* di grado 243, che

non posseggono alcun divisore Abeliano d’indice 8 e questi gruppi si posson

fare corrispondere alle sette quaterne («f7d), che stanno nella prima linea
verticale della precedente tabella.
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To scrivo le formole che, insieme alle (4), servono a definire i detti gruppi.

Eé%yﬁ;”ii::EzEf, Ei=1, Ei=1, Ei=
Bi—F, EE—REE:, Ei—1, Ei—1, Eie1
Ei=F, Ei—F, Ei—=1, Ei—1, Ei—1
Bi—1, Ei=F, Ei—1, Ei—1, =1
. Bi—1, Bi—-E;, Bi=1, Ei=1, Ei=1
| B3—1, Ei=1, Ei=1, Ei=1, BEi=1
Ei—R:, Ei=FE, El=1, Ei=1, Ei=

|

31. Nel presente paragrafo io ho stabilito quanto segue.

Ogni gruppo G.**, che non possiede alcun divisore Abeliano d’indice p,
¢ perfettamente definito dalle formole (4) e (5), purché si tenga presente che
E, ed E, appartengono al divisore invertibile H.

Non esistono di tali gruppi di grado 2° = 32.

Isistono soltanto sette di tali gruppi di grado 3° == 243.

Finalmente, quando il numero primo p supera 3, esistono p -7, ¢ non
pi, di tali gruppi, i quali, rispetto alle formole (4) e (5), si classificano nella
seguente maniera.

Quando gl'interi «, 5, y, ¢ verificano la congruenza :

D=@+d—4(ed—5y)=0, (modp),

si ha uno dei sei gruppi trovati al n.° 29; in ogni altro caso, il minimo nu-
mero ¢ positivo o nullo, che verifica la congruenza :

Dg—(a+3d2=0, (modp),

& un numero invariantivo per il gruppo definito dalla guaterna (o 9).

In corrispondenza ad ogni numero ¢ >>0 si ha un solo gruppo; ma,
per ¢ =0, si hanno due gruppi secondo che D &, ovvero non &, un residuo
quadratico di p.

I diversi tipi di gruppi trovati nel presente paragrafo sono rappresentati
nella seguente tabella,
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1.
\H(E,, E)!, |K(E,, E., EJ.

E-'E E,=EE, E/EE —=EE, E7EE—EE,.

Ey | By By By o

Egm,_i l Efm'H . 1 | 1 1 N: ] b‘\
o - e B \i-r/
E;t 1 £ : 1 ’ 1 1 +
- w

BB EESTY 1 01 1 | %o
e e \”-—/
c E B 1 1l 1 '
© 1 I, 1 1 1
a e oo S ‘tu__- e
= I B, B, 1 i 1 1
© 1 B 1 1 1 1 NS
i e e e e mme——— . [ B PR ”
B | EjE ‘ 1 1 1 o
1 i 1 1 1 1
E } E. 1 1 1

ol o 1 E: E: E3
. | B | BE 1 1 1
3 ; S
- K. |EiE: 1 1 1
= I ! —
o]

& b Beoo1 1 1
= 1 L, 1 1 1
O | 1 1
y - T I R
= ' ! S N

I P 1 11
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§ V. 1 Gruppi G;* che posseggono un divisore Abeliano d’indice p.

32. Al principio del n.° 25 si ¢ osservato che un gruppo Gy° pud con-
tenere uno oppure nessuno divisore Abeliano d’indice p. Io ho svolto nel pa-
ragrafo precedente I'analisi relativa alla seconda ipotesi ed ora mi propongo
di svolgere in questo paragrafo I'analisi relativa alla prima.

Il divisore Abeliano G,° contenuto per ipotesi in G, contiene evidente-
mente il divisore invertibile H, e quindi & possibile costruire una serie cano-
nica di composizione :

G527 G4oa G37 GH GH
tale che sia G,= H.

Denotando con:

E57 Eu E37 E27 EH

una base relativa alla defta serie e scrivendo le formole :
EEE=LEFE, E'EE-=EE, E'EL-=LIL,

'elemento E’, pud essere contenuto o non essere contenuto in H. Questi due
casi si debbono distinguere accuratamente, perché, in corrispondenza, si hanno
due classi di gruppi G,® ben diverse.

Comincio ad occuparmi del primo caso, il quale & equivalente all’ipotesi
di ritenere il gruppo K coincidente col gruppo H, perche, in virth del ra-
gionamento fatto al n.° 24, in tal caso, anche quando & p =2, la potenza p"«
di un elemento qualunque di G,® sta in H.

Dunque deve essere E'2 =1, E'? = 1; e siccome gli elementi E',, E';
non possono appartenere ad uno stesso gruppo ciclico (n.” 24), i detti ele-
menti sono di grado p e possono generare il gruppo H.

Io posso dunque scrivere le formole :

E;'E,E;—E,E, B, E, E,—EE, Ef'EE,—F,

\ i - (1
By—EiE;, By=Ei B}, Bi=E(E), B =1, By=1. ) )

Queste formole definiscono, qualunque siano gl'interi i, u, «, B, 7, J,
un gruppo G2, e tutti i gruppi cosi definiti appartengono evidentemente alla
classe dei gruppi Gy**

S1 consideri una nuova base canonica :

Fs, F., Es, E:, Ei,
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tale che P'operazione T che porta questa nuova base nella primitiva non al-
teri le prime tre delle relazioni (1).
Ponendo :
E=F,, E=E'E;, FE,=EE;, (mod @), (2)
si trova:

.=FKkrE!, E,=E,Es,

e giacche E, ed E, sono due elementi generatori di H, deve supporsi il de-
terminante A = s — v# primo con p. Per la osservazione piu volte fatta,
considero come una sola operazione tutte le operazioni T' appartenenti alla
classe definita dalle (2), quando si attribuiscono ad u, v, r, s determinati resti
di p, e quest’unica operazione la rappresento col simbolo :

H v
7

Inoltre, se si cambia soltanto I'elemento E, ponendo, nella maniera pilt
generale,

Es=E;, (mod G,

essendo ¢ primo con p, risulta subito dalle (1) che i quattro numeri &, g, y, ¢
acquistano uno stesso fattore arbitrario primo con p: dunque le due quaterne
(2, B, y, ), (¢, a8, 7y, o) debbono ritenersi equivalenti.

Cid posto, eseguendo Poperazione :

si trovano facilmente le relazioni:

Aoy, =(eutyv)s —(Bu-t3Jov)r \
ABi=Bu-t+dv)u—(au+ yv)v /

d 3
Apy=(@r+ys)s—(Br+dsr (mod p), ®)
A, =(Br+Isju—(ar-+ys)v |
dalle quali risulta:
o+ d=e+d, ¢, —=Fiyp=ad—Fy, (modp). (4)

Allora, supponendo p =2, introduco il numero:

D=(ut3f —4(ad—B7),

Annali di Matematica, tomo |,
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e distinguo, come nel paragrafo precedente, i tre casi di:

B=s -t (2o

33. Nei primi due casi, il minimo numero intero ¢, positivo o nullo, che
verifica la congruenza :

Dg—(«+9)r=0, (modyp),

resta inalterato per tutte le possibili operazioni T, perché, quando si moltipli-
cano i quattro numeri «, 3, y, d per uno stesso fattore s primo con p, 1 nu-
meri D ed (« 4 ¢)* acquistano lo stesso fattore o*; quindi ¢ ha carattere in-
variantivo per il gruppo rappresentato dal G.** definito dalle relazioni (1) del
presente paragrafo.

Quando & (%): -+ 1, la congruenza:
p—e+dp+@d—B,)=0, (modp),

& soddisfatta da due distinti resti di p; mentre quando & (ip)—) = -—~1, non

esiste alcun numero intero che verifichi la detta congruenza; allora, relativa-
mente alla quaterna di numeri «, 8, y, ¢, 'analisi procede in modo perfet-
tamente analogo a quella dei n. 27 e 28 del § IV e non & necessario ripe-
terla qui.
In riguardo ai numeri 2 e p io faccio la seguente osservazione.
Cambiando solamente I'elemento E; che figura nelle (2), ponendo :

Es=E, E"E:, (modG,),

i numeri «, f8, v, 9 restano inalterati, ma 1 e p si cambiano rispettivamente
in due numeri 2, e g, tali che:

w=rbah vk
=t phgak ) P ®)
=
Infatti, dalle formule (1) si ricava :
(B, B Bty = B» Ev Epv B2 BXD, (6)
e quindi, avendo supposto p > 2, si ha:

Er =Lk EY Ey-.
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Cid posto, quando il determinante « 4 — 8y & primo con p, cioé quando
E7 ed E? sono due elementi generatori del gruppo H, si possono determi-
nare gl'interi & e % in modo che sia:

A=pm=0, (modp);
dunque, in tale ipotesi, & lecito supporre E?==1.
Fatte queste considerazioni, si vede che nel caso di (-g-) = -+ 1, si hanno

p—1
2 .
cinque formole (1):

gruppi G in corrispondenza alle seguenti modificazioni delle ultime

By=1, Bj=E", W =E{"™, Bi=1, Bl=1 (M

i
i

essendo m=0,..., P——;——-E

Oltre ai detti p—1 ruppi, esistono ancora altri due particolari gruppi:
B) gruppi, p grupg

il primo di questi si presenta quando il numero invariantivo ¢ & nullo. In tal
caso si ha un gruppo che corrisponde alle formole :

; Et=1, E,=E;*, E{=FE, Ei=1, E’=

Il secondo gruppo particolare si presenta qualora si osservi che, nell’ipo-
tesi di m =0, non & sempre lecito supporre nelle (7) E? =1, perche, nella
detta ipotesi, E? ed E2 non sono due elementi generatori di H. Ma essendo,
nel caso attuale, s =B=y=0 e ¢ =2, le (5) mostrano che si pud sempre
supporre u="0; poi, se non & A un multiplo di p, chiamando E, V'elemento E?,
dalle (1) risulta che si pud ritenere 1 =1. Ottengo cosi un nuovo gruppo G**
corrispondente alle formole :

m=m,m=1,m=m,m=1,m=1|

Nel caso di (1)-‘)=-..-1 si hanno 2=
b 2

[—

1

gruppi G;** sostituendo le ul-

time cinque delle relazioni (1) con:

204 4
 Er=1, Ei=FEE, Ej=EE{"", El=1, El=1
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e facendo poi successivamente :
p—3.
9 )

m=20,...,

inoltre, si ha un nuovo gruppo G,** nell'ipotesi di 4 =0 e questo gruppo
corrisponde alle formole :

|
l Et=1, Ej=FE, E}=E;, E=1, El=1

34. Cuso (2)——— .
. p )
Si ha allora D=0 (modp) e quindi la congruenza :
f—latd)p+(d—F)=0 (modp)

& soddisfatta da un solo resto p di p; poi, ragionando come nel n.° 29, si
vede che & lecito supporre:

=0, a=Jd=p (modp)
e quindi le formole (3) si serivono:

Aoy =Aptyvs, AB=—1y
N . (mod p).
Ay =Ap—yvs, Ap= 8y )

Cid posto, se y & primo con p, volendo conservare le condizioni iniziali,
bisogna supporre v =0 (mod p); indi, se p & primo con p, scelgo gl'interi «
ed s in modo che sia y,=p (mod p), e se x & un multiplo di p, scelgo i detti
interi in modo che sia y, =1 (mod p). Dunque, se & y primo con p, giaccht
«, B, y, ¢ si possono moltiplicare per un fattore arbitrario (n.° 32), & lecito

assumere :
s=d=y=1, =0,
ovvero :
B 8 == ‘6 E=S) O y '/‘ m 1,
Se invece y & un multiplo di p, si vede subito che si pud assumere:

a=d=1, f=y=0,
ovvero :
a=19=0, f=y=0.
Nel primo e nel terzo di questi quattro casi, per I'osservazione fatta nel
n.° precedente, suppongo A =0, u=0; ma il secondo e quarto caso si sein-
dono ognuno in due dietro le considerazioni che seguono.
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Quando ¢ a =Jd=8=0 e »=1, le (5) mostrano che si pud supporre
A=0: allora, se x & un multiplo di p, si ha E?=1; e se u & primo con p,
eseguendo l'operazione :

l n
0

R

@, B, y, ¢ non si alterano e p va nel resto 1 di p.
Quando & a=f =y =3 =0 ed uno dei due numeri i, x & primo con p,
una delle due operazioni:

<O
<
[y

1 ;
l)\ | ?

w

ha il determinante primo con p, e questa tale operazione da Ep = E,; se poi
i numeri A, p sono entrambi multipli di p, allora & E7 =1.

. D . , . . .
In conclusione, nel caso (—)zO, si_hanno sei gruppi G** i quali cor-
b

rispondono alle seguenti modificazioni delle ultime cinque formole (1):

El=1, Ei=EF, E:=LE, Eil=1, E'=1

' Et=1, E;=E., E{=E, Et=1, Ei=1
|

.Eg;:l, Ef—'_—“‘l, Eg—"—"-Ez’ E’;::l, E’;—:.l

? Bl =FE, E{=1, E}==E, Ey=1, E}=1

35. Io prendo ora in esame il caso di p==2 che fu escluso alla fine
del n.° 32.
In questo caso, tutte le operazioni:

vg’
s

l

costituiscono un gruppo di grado 6, che & isomorfo a quello che si & presen-
tato nel n.” 9 del § IL

»
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Le due operazioni:

11 _]o 1]

U= 10’ V__‘l 11’

generatrici del detto gruppo producono sopra i numeri «, 5, 7, ¢ le due so-
stituzioni congrue:

w=aty, b=at+f+y+7, n=y, LW=y+
aw=y+9d, b=y, n=at+B+y+d, d=aty;

rispettivamente; e cid si verifica subito mediante le (3).

Siccome ogpuno dei numeri «, 8, 7, ¢ pud ritenersi, indipendentemente,
eguale a 0 od eguale ad 1, si hanno 16 quaterne («fyd); perd io assumo
come equivalenti due tali quaterne che si deducono I’una dall’altra eseguendo
una operazione composta con U e V.

Nella tabella che segue sono scritte tutte le 16 quaterne in modo che
le quaterne equivalenti stanno in una stessa linea orizzontale.

| oon | (o1o) [ @100) | 0101) (0o11)  (1000) :

(0010) * (1111) | (0100)

(0110) (1101) | (1011)

(0111) (1110)

(1001)

(0000)

Allora io considero le sei quaterne che figurano nella prima verticale
del precedente quadro e, per ognuna di esse, mi formo il gruppo ‘aﬁyd"
costituito da tutte operazioni:

Es, Ei, B, I, E
Fs, E., F;, F., FJ’

che laseiano inalterata la quaterna (a7 d).
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Chiamando W una qualunque delle quattro operazioni definite dalle formole :
EE=EE'EY, E,=E, E=E,, (mod(,),

& evidente che il gruppo generato dalle operazioni W e dalle operazioni U, V
contiene tutte le possibili trasformazioni T
Il detto gruppo & isomorfo al gruppo dell' ottaedro: alle quattro opera-
zioni W corrispondono le quattro sostituzioni del gruppo quaternario normale.
Per rendere chiaro quel che segue, scrivo le relazioni:

(B.E) = EiEE,, (B.E)=E:EE,

che si possono, se pill piace, ricavare dalla (6).

Cid posto, 1l gruppo [00011 & costituito dalle operazioni W: una qua-
lunque di esse o lascia inalterati i numeri 2 e x oppure cambia soltanto i
in %+ 1; dunque, associando alla quaterna (000 1) una delle due coppie
(00), (01) come coppia (%), si ottengono in corrispondenza due grappi G;**
distinti di grado 32.

Il gruppo !0010{ ¢ generato dalle operazioni W e dall’operazione U V,
e mediante le W si pud portare la coppia (Ay) in (00).

11 gruppo }T)Tml ¢ generato dalle operazioni W e dalla operazione U V*:
una qualunque W o non altera i numeri % e u oppure aumenta i detti nu-
meri contemporaneamente di una unitd; e la U V* scambia semplicemente »
con p. Dunque, associando alla quaterna (0110) o la coppia (00) oppure
la coppia (0 1) si ottengono, in corrispondenza, due gruppi distinti Gy di
grado 32.

Il gruppo iOl 1 1' e generato dalla operazione V e dalle W e mediante
le W si pud portare la coppia (%) nella coppia (0 0).

11 gruppo ’ 1001 ] & il gruppo principale generato dalle W e dalle U, V:
una qualunque delle W non altera % e u; I'operazione U cambia soltanto u
in u--4 e operazione V' cambia soltanto A in A 4. Dunque, associando
alla quaterna (100 1) la coppia (0 0) oppure la coppia (0 1), si ottengono, in
corrispondenza, due gruppi distinti G,** di grado 32.

Finalmente, il gruppo {T)w(k)—()ﬂO* l coincide anche col detto gruppo princi-
pale e mediante le W si pud portare la coppia (i) nella coppia (0 0).

La conclusione della precedente analisi & che, nelle attuali ipotesi, esi-

stono nmove gruppi Gs** di grado 32, e questi gruppi corrispondono alle se-
guenti modificazioni delle ultime cinque delle formole (1)



B, -1, E—E, Bi—1, Bi-1 |

Ei=E, E=1, Ei=E, Ei=1, E=1

s=1, Ei=1, Ei;=E, Ei=1, Ei=1

Ei=1, E:=E, Ei=EFE, Ei=1, Eil==1

Ef = Eq, Eiin? L= E, E;=1, Ei=1 i

Eg::l, Ei:E:, E;——‘:EgE,’ E::]_’ Ef:]
|

Ei=1, Ej=5, Ei=E, FEi=1, Ej=1

{
|
1 E:=FE, E:=F, E:=§E, E;=1, Ei=1
i
|
s

Et=1, Ei=1, Ei=1, Ei=1, E:=1

36. Io ritorno all'ordine d’idee col quale ho incomineciato il presente
paragrafo e riserivo le formole:

E;1E4.E53E4 Erg, E;] E3E5:E3E’2, ETIE3E43.E3-

Ho gia studiato in modo completo il caso in cui 'elemento E'; appartiene
al gruppo H, ed ora voglio fare 'ipotesi che il detto elemento stia fuori di H.

La potenza E7 sta in H e quindi si ha E'?=1; inoltre, giacch® non
pud K’y coincidere con I elemento identico perché E, & fuori di H, posso
scrivere le relazioni :

E-'E E.,=EE,, EEE ~EE, E-ELE—E,. 8)

Si supponga p > 2: allora, siccome 1'elemento E? sta (n.° 24) in H,
deve essere Ef = 1.

Si ammetta, in prima ipotesi, il gruppo H eciclico: in tale caso, sce-
gliendo E, in modo che sia E7 =1, ho:

Er=FE;, E?»=F{, FKr=1, Er=E,, Er=1; 9)

e, purcht si rammenti che gli elementi [,, E, stanno in H, queste formole,
insieme alle (8), definiscono un gruppo G:* qualunque siano glinteri « e 4.
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Se chiamo E; ed E, gli elementi E; E? ed E, E¥ rispettivamente, i nu-
meri « ¢ 8 si cambiano in «a-+ph e S4-pk, e quindi i detti numeri si
debbono intendere determinati a meno di multipli di p.

Cid posto, avendosi una seconda base canonica:

Fs, Ei, Bs, Ko, E.,
definita nello stesso modo della prima, se, nella maniera pili generale, si ha:

E.=E; K}, E4EE§7 (mod Gs),
deve essere:
E,=LEv, E,=FE{, (mod@),

ed il prodotto u s deve necessariamente supporsi primo con p.
Intanto, dalle (8) si ricava:
() (3)

(E, Ey» = E» E¥ E, E£3 ,
e percid, se ¢ p>3, si ha:
(Es B\ = ER EY.
Allora, sia p maggiore od eguale a 3, eseguendo I’ operazione :
Es, E, s, E, E
(Es, Ei, Fs, K., 1«:,)’
si vede subito che « e f subiscono la sostituzione congrua:
wsa =ath-+ v ;
w =4 )

Dunque: se 8 & un multiplo di p, posso determinare » ed s in modo
che «, sia o il resto 0 o il resto 1 di p; se invece 8 & primo con p, posso
determinare # in modo che sia o 8,=1 (mod p) oppure 8, =¢ (mod p) ¢, in
entrambi i casi, dispongo di v in modo che «, sia il resto 0 di p.

In conclusione, quando H & ciclico ed & p > 2, si hanno quattro gruppi G

in corrispondenza alle seguenti quattro serie di formole che sono modificazioni
delle (9).

(mod p).

By=1, E;=1, BE;=1, Ei=1F5, E)=1
Ei=F, Ej}=1, Ei=1, E}=FE, E}=1
Et=1, E:=FE., E}=1, E{=E, E{=
Et=1, E!=2E;, Ei=1, E{=FE, El—=1
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I Gy® corrispondente alla prima serie di formole & un gruppo G.**, ed
il relativo gruppo K & generato dagli elementi F;, E,; invece i tre gruppi
corrispondenti alle ultime {re formole sono gruppi G,** e, per ciascuno di
essi, il gruppo K & generato dagli elementi F;, E,, k..
31. Bi ammetta, in seconda ipotesi, che il gruppo H abbia tutti i suoi
elementi di grado p.
In tale caso bisogna sostituire le (9) con le formole :

Er=FE;E}{, E}=E(E?, Er=1, Ey=1, Er=1, (10

le quali, insieme alle (8), definiscono un gruppo G,* qualunque siano gl'interi
ay By 7, 0.

Se il gruppo G,® cosl definito & un G.*?, uno almeno dei due numeri «, y
& primo con p.

Quando & y primo con p, io pongo a definizione dell’clemento F, la re-
lazione It? = I7,. Allora, se » ed s seno interi ed il secondo & primo con p,
eseguendo 'operazione :

Es, E, E, E, E

la quale non altera né la detta relazione né le formole (8), si vede subito che
i numeri «, 8 si portano in due numeri «,, £, tali che:

soy=a+v, sB,=8, (modp>3),
ovvero tali che:

Say=oa-+v, s=p£-+v, (modp==3)

Dunque, in entrambi i casi, disponendo opportunamente di » ed s si pud
portare la coppia («8) o in (0 1) ovvero in (00).

b

Quando & y un multiplo di p ma & « primo con p, io pongo a defini-

zione dell'elemento I, la relazione J52 = J%,. Allora, se # & un intero primo
con p, escguendo 'operazione:

Eﬁ, E4 3 E3, EE, El \
1 3 1 x(g‘) ]
EY, Ei«, EiEY, Er, EI
la quale non altera né la detta relazione nd le formole (8), si ha:
wd,=d, (modp).
Dunque, disponendo convenientemente del numero intero u, si pud por-
? ? p p
tare ¢ in uno dei tre resti ¢, 1, O relativi a » ed, evidentemente, uno qua-
H b ? 3 ? q
lunque di questi casi esclude gli altri due.
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In conclusione, continuando a supporre p > 2, i gruppi G5** definiti dalle
relazioni (8) e (10) sono cinque e corrispondono alle seguenti modificazioni
delle formole (10).

E’g:Eg, Ef::El, g:: , Eé’—-__—_-:]_, Ef:tcl

Ele=F., Ej=E, Et=1, Ei=1, E=1

Se il gruppo definito dalle relazioni (8) e (10) & un G¢** i due numeri
«, 7 sono multipli di p; allora le dette relazioni mostrano che il gruppo G.**,
cosi definito, si ottiene aggiungendo in modo ovvio P'elemento E; al gruppo
(»* generato dagli elementi F;, I, I, I,. Le formole di composizione
dei gruppi G,** sono le (16) del § II nel caso di p>>3 e le (17) dello stesso
paragrafo nel caso di p==3; quindi, riscrivendo le dette formole dopo avere
osservato che gli elementi che vi figurano F,, I, F, hanno ora, ordinata-
mente, i nomi [y, F,, F,, ed aggiungendo la relazione E? =1, si otten-
gono tutte le modificazioni delle (10) che corrispondono a gruppi G;*® distinti.

Dunque, nelle attuali ipotesi, se & p >3, si hanno quatiro gruppi G;**
corrispondenti alle formole :

=1, Ikt=1, k=1, E= Iy =1

B=E, E—1, E-=1, EB=1, k=1

Er—1, HEp—FE, Ei=1, B=1, E=1

Er=1, Ef;:E’;, Er=1, =1, Ej=1

e se & p=3, si hanno pure quattro gruppi G,** corrispondenti alle
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formole :

Eg:l’ E%:::ly Eg:l) /’;: s E?:

Ei=1, EBi=E, Ej=1, Li=1, Ei=1

«Eg:la E3 Eiy 2: 3 1"3: s «Ele

B=FE, Bi=E, Ei=1, Bi=1, Ei=

38. Mi rimane a considerare il caso di p=2 che ho escluso al prin-
cipio del n.° 36.

Giacche un gruppo G* non pud avere che un solo divisore Abeliano
d’indice p, risulta che, nella presente ipotesi di p =2, il quadrato dell’ele-
mento J9; che figura nelle relazioni (8) deve appartenere necessariamente al
gruppo H. Intanto le dette relazioni danno:

PE L= FE, E3FE,,

e percid deve essere Jo5==[/,. Allora la prima delle (8) mostra che la po-
tenza I; & fuori di H e quindi essa coincide con uno dei quattro elementi:
E, EE, ILE, ILE L.

Io suppongo che si avveri il primo od il secondo caso, perche, se fosse
altrimenti, assumerei come elemento E; I'elemento [, I, e quindi come ele-
mento J7, P'elemento I} I,

Cid posto, si dimostra col solito procedimento che, aggiungendo alle (8)
le relazioni :

Li=Ei L, Ei=L,, Ili=Lk, FKi=FE}, Ii=1, (11)
oppure le relazioni:

Li=Lyll, Ki=1, 1, Ki=1I, =LK' [Ii=1, (12)

si definisce in ogni caso un gruppo G;* di grado 32.
Essendo, in virth delle (8),

(E5E4)22E§ Ei Es,
si vede che, chiamando F; I'elemento E; I, se hanno luogo le (11), gl'in-

teri « e 8 si cambiano rispettivamente in « e £ -1, e, se hanno luogo le (12),
} detti interi si cambiano rispettivamente in o -+1 ¢ 54 1.
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Dunque, nelle (11) io posso supporre che sia Ef=1 ovvero Ei=FE,,
ed & poi facile convincersi che questi due casi non si possono ridurre I’uno
nell’altro qualunque sia h.

Nelle (12) posso supporre che sia E; =1 ovvero Ef = E,, e questi due
casi sono tra loro irreduttibili soltanto quando ¢ A=0; ma, se &¢ h=1, i
detti casi si possono ridurre I'uno nell’altro chiamando Ej I'elemento E; E,.

In conclusione, nell’attuale ipotesi, si hanno setfe gruppi G, di grado 32,
i quali sono definiti dalle (8) insieme alle seguenti relazioni:

Ei=1, E:=E;s, Ei=FE, Ej=1, Ei==1

E?,:l, Ez:Es, E§=E1, E%t‘:—"El, E‘le

E?’:Ez, E%:Eg, E‘ézEL, Eg':]., Ef:‘:].

EBi=E, E:=E:E, Ej=E, Ej=1

I due gruppi, che corrispondono alle prime due serie di formole, sono
gruppi G,»*; invece i cinque gruppi corrispondenti alle ultime cinque formole
sono gruppi G5

39. Io riepilogo brevemente i risultati ottenuti nel presente paragrafo.

I gruppi G.?, che posseggono un divisore Abeliano d’indice p, si dividono
in due categorie, secondo che il gruppo K coincide ovvero non coincide col
gruppo H.

Nella prima categoria esistono p -8, e non pill, gruppi G;* di grado p°
con p>>2, e soltanto nove gruppi G,® di grado 32.

Tutti 1 gruppi della prima categoria sono gruppi G,**.

Nella seconda categoria esistono soltanto fredici gruppi Gy di grado p®
con p>2: di questi tredici gruppi, cinque sono gruppi G,** ed i rimanenti
otto sono gruppi G;**.
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La detta seconda categoria contiene ancora setfe gruppi G,* di grado 32:
di questi gruppi, due sono gruppi G+** ed i rimanenti cinque sono gruppi Gy**.

Tutti i gruppi che sonp stati trovati in questo paragrafo sono rappre-
sentati nelle seguenti tabelle,

{H(E,, E)|; [ K=H]|
E5_1E4 J5=E4E-z, E’;IE;,\E(,ZEgEl, EIIE;;E‘:E;;.

EL E3 Er | E» Er
1 Egm_i Efm+’ 1 1 V
PO N /‘-‘\
| = |ty
1 E; E\ 1 1 e
E, 1 E, 1 1
' Hi V p————
1 E2 El 1,E"?lf;",i.2 i 1 1 o lb
< N
”' #
o 1 §oh E: 1 1 A
Q’;’ — I )
3 1 o0 yon 1 1
£
g - i e .- e n me—————— —— <
o] 1 E: E: B, | 1 1
1 1 E: 1 1 e
R - =l
i
oA 1 E: 1 1 o
E 1 1 1 1
1 1 1 1 1
m=0,..., 2= (p>2)
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IL
Gruppt G di grado 32.
|H®B,, B); |K—H)
E;'EEs=EE.,, E;'EE=EE, E'EE =1IL.

B | B | B | B | Ei
1 1 yof 1 1
E: 1 E 1 1 -
8 1 1 T 1|1
B 1 7, B 1 1
o B o Fe 1 1
6’0 RIS DU U DU DI e et e e
— 1 K Es By 1 1
g: —— _ e e | —
£ 1 Iie E, 1 1
CD - . [ER U IS P U
E I E 1 1
1 1 1 1 1

| H(Es, E){; |K==H|
E5_1E4E5=""E4E37 Es—lE:;ES:"EBE!) E71E3E4$E3-

E; | Ey | Er | my | E
. 1 B | B 1 1
Q} 1 Es E; El 1

o E; E, ’1 . —1”—_#
Bl B | B | BB 1
[ I W I IS
& 1| BB | B B | 1

B | BB | R L
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II1.

VH(E:, E)|; |[K==H|

E;'EEs=EF,, E'EE=101,E, E;'E,E =E,.

E E? E3 Ez E?
1 1 1 E, 1 p=3
E. 1 1 E 1 p=>3
1 E. 1 B 1 P _>~_ 3
~ ,
N 1 E: 1 E, 1 p=3
& _
s, E E; 1 1 1 p=3
S _
g 1 Ee 1 1 1 | p=3
&
E; 1 1 1 1 p=3
E. E, 1 1 1 p=3
E: ke 1 1 1 p>3
1 1 1 1 1 p>3
. E 1 1 1 1 p>3
& - SO S
= 1 E, 1 1 1 p=>3
=
= — —
S 1 ES 1 1 1 p>3
E\ E: | 1 1 1 p=3
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§ VL. I Gruppi G.**.

40. In un gruppo G;® il divisore invertibile 1 & di grado p ed & quindi
contenuto in ogni divisore normale di G:*. Nel presente paragrafo mi pro-
pongo di trovare tutti i gruppi G3* che hanno due soli divisori indipendenti
d’indice p: distinguerd questi gruppi in due categorie, ascrivendo alla prima
categoria ogni gruppo G.**, che ammette un divisore Abeliano d’indice p, ed
alla seconda categoria ogni gruppo G,** che non possiede un tale divisore.

Se:
G, Gy Gy, Goy G,

¢ una serie canonica di composizione di un gruppo della prima categoria ed:
-E5 3 -EA ’ E3 Y E2 Y Ei y
& una base relativa alla detta serie si ha:

1fmi}_'lz4145—-—‘F‘l.;lﬁ;’ B’;lb’31i15“]43 ,‘2, 3:] }’Ls’———l ;g,
*’ 11“’;3]4:14:3, .f-lEzE,;s:: ;’2, '—1] —~Eg.

A

Qualsiasi elemento di G,° che & invertibile con FE;, appartiene necessa-
riamente ad H: infatti, un tale elemento risulta invertibile con ogni altro
elemento di G

Cid posto, Velemento J7,' che figura nelle formole precedenti & un ele-
mento generatore E, del gruppo G, = H.

L’elemento K.’ & fuori di G,, perche, se fosse F,'= E¢, elemento F; E7%,
che & fuori di H, risulterebbe invertibile con Ji;. Suppongo dunque E, = I,.

L’elemento F' & fuori di G, perchg, se fosse K= Ey Ef, I'elemento
E, k7= E;", che & fuori di H, risulterebbe invertibile con E;. Suppongo
dunque 12 = E;.

To posso ora scrivere le formole definitive :

]g:r,—l]':s}gszﬁ';E.?) F E3E"““‘F?E27 E.‘lﬁJQE"——FeEiy )

: 1
ETIESEA‘—_———F]S) E41E2E4="‘E27 E31E2E3=]f12’ ) ()

le quali mostrano che 1l gruppo G, coincide necessariamente con K; inoltre,
il ragionamento che ho fatto per stabilire le (1) prova che ogni gruppo G,
che possiede un divisore Abeliano d’ mdme p, € certamente un gruppo Gy**.
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E importante osservare che la potenza E? appartiene al gruppo G, ed
& invertibile con Ej: dunque la detta potenza sta in H.
Dalle relazioni (1) si ricava :

(2) (2) (2)

2
E;"E.E}=EE}E, E , E;"EE=EE'E ;
quindi, supposto p >3, per 1 osservazione precedente deve essere :

Ef=1, E}==1.
Allora, siccome &:
ET'E] Es = E} EY,

I'elemento E? risulta invertibile con E; e percid sta in H.
Si banno dunque le formole :

E;=FE;, E}=FE;, Et=1, Ey=1, Er=1, ®

le quali, insieme alle (1) definiscono un gruppo Gy** qualunque siano gl in-
teri «, 8 purché si tenga presente che F, appartiene ad H e che & p>> 3.
Sia ora:
Es, Ea, Es, Eg, E{,
una seconda base canonica di G;** definita come la prima. Ponendo, nel
modo pil generale,

I's=E¢Ey, ¥,=E;, (modG),
si trova successivamente :
E;=E¥ (mod ), E.=E!* (mod G,), E,=E*,

e quindi il prodotto u s deve supporsi primo con p.
Dopo cid, pensando alle (1), dopo un breve calcolo si ha:

n)
2

NHND)

)

(Es E4)” = Elf Ej’ EE
dunque, avendo supposto p >3, risulta:
(Es E4)p =E5f’ E;’,
Eg} — Egn E{‘w —_ E’(;u.}/;‘v.

Si vede allora immediatamente che P'operazione :

(Es, E., E:, E., E
E:, Ei, E;, Es, EJ’

e quindi:
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porta i numeri « e 3 nei numeri «, e $3, tali che:
3 — \

wsa,=au-+-Bv, )

w B, = p. *

Qui bisogna distinguere il caso in cui p— 1 & primo con 3 dal caso in
cui p— 1 & un multiplo di 3. Nel primo caso, se non & 8 un muitiplo di p,
si pud scegliere » in modo che sia w3==8 (mod p): quindi S, si pud portare
o nel resto 1 oppure nel resto 0 di p; invece, nel secondo caso, il numero B,
si pud portare in uno dei quattro resti 0, 1, ¢, ¢ di p, ed una qualunque di
queste quattro ipotesi esclude le altre tre. Inoltre si osservi che tutte le volte
che ¢ 8 primo con p, disponendo convenientemente di v, posso portare a,
nel resto 0 di p; e se ¢ # un multiplo di p, disponendo convenientemente
di s posso portare «, in uno dei due resti 1, 0 di p.

In conclusione, se & p—1 primo con 3, esistono solamente tre gruppi G¢**
che hanno ciascuno un divisore Abeliano d’indice p, e questi tre gruppi cor-
rispondono alle seguenti modificazioni delle formole (2):

(mod p).

Ef=FE, Ej=1, Ej=1, El=1, Er=1

Et=1, E}=E, Ei=1, Ei=1, Er1=1

Se poi p—1 & un multiplo di 3, oltre ai precedenti tre gruppi, si hanno
ancora due nuovi gruppi (** che corrispondono alle seguenti modificazioni

delle. (2):

Ey=1, E/=EFE}, Ej=1, E}=1, E}=1

Et=1, Eg:Efza Ef=1, Et=1, E;=1

41. Supponendo ora p=3, le (1) danno:
E;3E4E§=E4E§E§E,, E;3E'3Eng3Eg;
juindi, giacche E} sta in H, si ha successivamente :

Fi=1, Ei—I:.
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Allora le formole (1) e la relazione:
EE{E, = K} Ey=FE EY,

mostrano che P'elemento E, deve coincidere con un elemento di G, del tipo
2 P
B EY.
81 hanno dunque le formole:

le quali, insieme alle (1), definiscono sempre un gruppo G,** di grado 243.
Si osservi che l'operazione :

(Es, E;, Es, E?, Ea)
E:, Ei. EE., E.E., E’

lascia inalterate le (1) e cambia « e (3 rispettivamente in o e 25+ 2: dun-
que si pud ritenere o B=0 oppure B=1. Se & =0, osservando che e:

(E, B,y = E2E; B3 B, = E+2,

si vede che, chiamando E; uno dei due elementi B E,, E, E:, si pud sup-
porre o =10. Ma, se & =1, & facile verificare che, cambiando comunque
la base canonica, in modo tale perd che le (1) si conservino, i numeri « e f3
restano inalterati: dunque, se ¢ B=1, le tre ipotesi & = 0, 1, 2 non si pos-
sono ridurre una in un’altra.

In conclusione, esistono soltanto quattro gruppi G.** di grado 243 che
posseggono ciascuno un divisore Abeliano di grado 81, e questi quattro gruppi
sono definiti dalle (1) e dalle seguenti modificazioni delle formole (8):

By=1, Bi-E

Ei=E:, Ej=1, El=1

mi=1, Ei=—EE, Ei=FE, Ei=1, Ei=1

Bi=FE, Ei=EE, El=E, Ei=1, I

l

Bi=FE:, Ei—=EE, Ei—=E:, Ei—1, Ki=1

42. To suppongo finalmente p =2,
Dalle (1) si ricava:

ER I Eiee L E3E,, EfE, Bi=E L,
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quindi, giacche F: sta in H, si ha successivamente :
Eg"”:Ei, E?;:E;—‘lo
Allora le formole (1) e la relazione:
L7V By = B By == E{ B

mostrano che I'elemento [J7 deve coinciderc con un elemento di G, del tipo
E7 E?.
Si hanno dunque le formole:

i

EP=FLy, E5=E7'E}, W=E7, Ei=E, Ei=1, (4

le quali, insieme alle (1) definiscono sempre un gruppo G.** di grado 32.

Cid posto, si verifica facilmente che, cambiando comunque la base ca-
nonica in modo tale perd che le (1) si conservino, il numero B resta sempre
mnalterato ed il numero « o resta inalterato oppure si cambia in o« -} 8.

Dunque, se & 8 ==0, le due ipotesi « =0, 1 non si possono ridurre 'una
nell’altra; ma, se & =1, si pud sempre supporre « = (.

In conclusione, esistono soltanto tre gruppi G,>* di grado 32 che pos-
seggono ciascuno un divisore Abeliano di grado 16, e questi tre gruppi sono
definiti dalle formole (1) e dalle seguent; m(}dlﬁca?;om delle (4):

k=1, Ef———-E;’, E;=E;', Ei=E, E}=1

E§=Eu L4 ’5‘, B = E;!

\ .
|
i

1’]::], 14~~F ]11, E%x ’;‘, u—v_EL, E;“)Z]

, FBi=E, E*=1

Ho giad osservato che i gruppi ., che posseggono un divisore Abeliano
d’indice p, sono necessariamente gruppi G;*2; ma & ancora notevole il fatto
che i rimanenti p divisori d'indice p sono gruppi G,**: cid risulta dalle for-
mole di composizione trovate nei tre ultimi numeri.

43. Si abbia ora un gruppo G*¢ tale che in esso non sia contenuto
aleuno divisore Abeliano d’indice p.

Sia G, un divisore normale di G,*® appartenente al gruppo X ed E, un
elemento di G, fuorl di H: ragionando come al n.° 13 del § II, si dimostra
che esiste un elemento I, fuori di G,, che & invertibile con E,; poi, con-
siderando il gruppo Abeliano &, generato dall’elemento K, e dagli elementi
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di G,, si dimostra ancora che esiste un elemento E, fuori di G, che & pure
invertibile con E,. Il gruppo G, generato dall’elemento E, e dagli elementi
di G, & un G,' che ha come divisore invertibile in gruppo G,. Questo
gruppo G deve contenere il gruppo K di G¢** ed io pongo K = G5} poi,
denotando con E, un elemento generatore del gruppo H= G,, considero la
serie di composizione :

G53,2 3 G4{ 3 G3 5 Gg 2 GQ .

Dopo cid, ponendo :
ETVE E,=EE,", EEE, =FE/,

Pelemento E,” non & I'elemento identico perché il gruppo G, non & Abe-
liano; inoltre, giacche E? sta in (r,, risulta E”7 = 1. Ora, il gruppo ciclico
generato dalle potenze di E,” & I'unico della sua specie contenuto in G, e
siccome (7' & divisore normale di G,*?, il defto gruppo & anche divisore
normale di G:** e coincide quindi con (7: si pud dunque ritenere E,” = E,.

Similmente, E, non & I'elemento identico altrimenti I’elemento E,, che
& fuori di H, risulterebbe permutabile anche con E, e quindi con ogni ele-
mento di G*°: dunque si ha E/ = E? essendo lintero A primo con p.

8i hanno percid le formole :

EE Es=FEE,/, EglEzE's':—'EaE?/; E;1E2E5=,E2Ef, )

. . 5
.E:l E5E4:E3.ﬁ111, E;:’E—qu:Eg, E;1E2E3=Eg7 ( )

Io comincio coll’osservare che il gruppo K non pud essere ciclico.

Infatti, giacche il gruppo Gs** non contiene per ipotesi alcun divisore
Abeliano d’indice p, la potenza £7 non & di grado superiore a p* e quindi
sta in G,. Allora I’elemento E, che figura nelle (5) non sta in &, perche,
in tale caso, i quattro elementi L, k,, E,, F, generano un gruppo di grado p*
e questo gruppo non conterrebbe K. Ponendo dunque:

1/ h] 1

.
23

gk I R )
Eslﬂi’lﬂs:::Ei)EgE‘ :EflﬂgE :

i

dalle (5) risulta :

cid & assurdo giacche, dovendo la potenza E7 appartenere a (4,, si ha:

LA Er E.=E?,  (mod G,).

4
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44. 8i ammetta, in prima ipotesi, che il gruppo Abeliano K abbia
tutti i suoi elementi di grado p; in altri termini, che sia G, un gruppo G:*°.

Supponendo allora p >3, dalle (5) risulta:

E;»E E!=E,, E:*?E,E’=E,, E*E Er—EFL,,
EEyE,=E;, E*E,E»=EFE,, E?E,L;=FE,;
quindi gli elementi 7, E7, i quali riescono invertibili con qualsiasi elemento
di Gy3*, appartengono ad H.

Cid posto, se E; potesse appartenere a G, i quattro elementi K, E,,
E,, E, genererebbero un gruppo di grado p* il quale non conterrebbe K:
dunque, si pud porre E;' = E;. Similmente, se E,” potesse appartenere a G,,
i quattro elementi I, E,, F,, E, genererebbero un gruppo di grado p* il
quale non conterrebbe K': dunque si pud porre B, = FE;.

Dopo quello che si & detto, si possono scrivere le formole:

EE,E,=E E,, E,"E,E,—E.E,, E-'E,E.—E,E}, j )
E7EE =EE, E'E, E,=E,, EJE, E,=E.. )
Ey = Ey, ‘;)=E'f) E{;:l) Eﬁjzly E}=1. (7)
Col solito ragionamento si prova che queste formole definiscono sempre
un gruppo G5*%, purché si pensi che F, appartiene ad H e che & p>3.

Inoltre si osservi che si pud ritenere %=1, perchs, se fosse altrimenti,
eseguendo la trasformazione :

Eﬁ, ]’14, Es, Jf}z, E
h
-
la quale non altera Ja forma delle (6) e (7), si porta subito il numere % nel
resto 1 di p.
Se:
E:, Ei, E:, E:, E,,
¢ una seconda base canonica definita come la prima, si vede immediatamente
sulle formole (6) e (7) che le trasformazioni definite dalle congruenze:
E; == ’]5 3 E4 = E4 ’ (mOd Gg) 3
non alterano gl’interi o, B8, &; dunque io posso considerare come un’unica
trasformazione tutte quelle definite da:
E=LE;, E.=E], (modG),
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per dati valori degli interi u, v, s, 1 quali d’altronde debbono essere tali
che il prodotto u s risulti primo con p.

Gli elementi E;, E., E,, che bisogna associare agli elementi E;, E, ul-
timamente definiti, sono tali che:

= E¢ (mod G), F=Fr* (mod G), E,=FEp,

quindi, dopo avere osservato che &:

7
2

. m— e my )0
e percid, avendo supposto p >3, che &:
(Es B)r = LY 1Y,

si vede facilmente che la detta trasformazione fa subire agliinteri «, 8, 2
la sostituzione congrua:

Suw=cu-£v, suff,=6, sh=uh, (modp).

Avendo supposto k=1, se si vuole che sia ancora h, =1, bisogna
prendere s—=wu® (mod p) e quindi si ha:

wWo,=ua-+vf, W=, (modyp).

Osservo anzitutto che ogni volta che non & £ un multiplo di p, si pud
determinare il numero v in modo che sia «, =0 (mod p).
Cid posto, io distinguo i seguenti quattro casi possibili:

p=—1, p=—5, p=H, p=1, (mod12).

Nel primo caso, il numero p — 1 non & divisibile né per 3 né per 4 e
quindi ogni numero & cubo (mod p) ed ogni numero quadrato (mod p; & un
biquadrate (mod p).

Dunque, se 5 non ¢ multiplo di p, si pud determinare u in modo che £,
sia il resto 1 di p: se invece & 5 un multiplo di p, tutte le volte che non
¢ o un multiplo di p, si pud determinare u in modo che sia 0 o, =1 (mod p)
ovvero a, = ¢ (mod p), secondo che « & della forma wu* ovvero della forma
¢ o' rispetto a mod p.

Ottengo quindi quattro gruppi G:**, che corrispondono alle seguenti mo-
dificazioni delle (7):
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p=1, Ej=E, I3=1, Ej=1, Ej=1

=1, E;=1, E;=1, E3=1, Er=1

Er=FE, Ei=1, Ei=1, Er=1, Ei=1

17
E'gz L‘;“, E}A):]‘) _l‘/lgxl’ E’;:l’ Lf:::l

Nel secondo caso, p — 1 & divisibile per 3 ma non per 4, quindi ogui
numero ha, rispetto a mod p, una delle forme:

3 3 2443 »
u, eut, &ud;
allora, se 8 & della prima forma, si hanno i quattro gruppi trovati preceden-

temente, ma se 3 & della seconda o della terza forma, si hanno due nuovi
gruppi G;*, i quali corrispondono alle seguenti modificazioni delle (7):

Et=1, Ei=E{, Ej=1, E}=1, Ej=1

Y \J 158 Al
ng'ly Efr-lf/f, Ef = ’ EQ:]‘, 0y =1

Nel terzo caso, p— 1 & divisibile per 4 ma non per 3, quindi ogni nu-
mero ha, rispetto a mod p, una delle forme:

uty, eut, Sut, Sull

I due ultimi gruppi trovati sono ora isomorfi al primo dei quattro gruppi
che si riferiscono al primo caso; ma, oltre a questi, si hanno ancora due
nuovi gruppi i quali si presentano quando & 8 un multiplo di p e che cor-
rispondono alle seguenti modificazioni delle formole (7):

1MzM,M=LE%d,M:LEth

| B=EY, Bi=1, By=1, kz=1, Bi=1 |

Se si fosse nel secondo caso, questi due gruppi sarebbero isomorfi rispet-
tivamente ai due ultimi gruppi che si riferiscono al primo caso.

Annali i Matematice, tomo L. 28
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Finalmente, nel quarto caso, p — 1 & divisibile per 3 e per 4 e quindi
gli otfo gruppi scritti nei tre casi precedenti sono effettivamente distinti e sono
tutti 1 possibili gruppi G.** che rientrano nell’attuale caso.

45. Nell'ultimo numero ho supposto che il gruppo G5** non abbia alcun
divisore Abeliano d’indice p e che il gruppo K, intersezione dei p -1 di-
visori d'indice p di G,** abbia tutti i suoi elementi di grado p.

In queste ipotesi, io posso dimostrare che non esistono gruppi Gg** di
grado 243. Infatti, se & p =3, riferendomi alle formole (5), concludo come
prima E, = F;, E,’ = F,, e quindi dovrebbero sussistere le formole (6). Al-
lora da queste si ricava:

EDS K Ei— E, B E El = E,Eb,

3

percid Velemento E? & un elemento di K del tipo IX;* ¢ I'f. Questo ele-
mento, essendo una potenza di /<5, dovrebbe essere invertibile con I7; e cid
contraddice alle stesse formole (6).

Invece, se & p =2, esiste un gruppo di grado 32 ed uno solo, che sod-
disfa a tutte le attuali ipotesi. Allora 1'elemento 7<)’ non pud appartenere
a G,, perche, se cosl fosse, il quadrato /7§, che appartiene a (5, risulte-
rebbe permutabile con /<, e quindi dovrebbe essere contenuto in (., anzi
in G, perche il detto quadrato ¢ invertibile con F5: ¢id non pud essere a
meno che non sia F," un elemento di (,; ma, in tale caso, il gruppo defi-
nito dalle (5) e (7) sarebbe evidentemente un gruppo G,**

Si ammetta dunque in primo luogo F, = I,. Allora I'elemento I£Z non
¢ invertibile con /7, e quindi il detto elemento appartiene a (7; ma non a
G,: dunque posso ritenere J5= I, e conseguentemente [<,'=1. Inoltre,
Pelemento [} risulta invertibile con /J; e percid sta in (,; anzi io ritengo
addivittura I3 == 1, perche, se fosse altrimenti, chiamerei E, 'elemento [, J7,.

Dopo cid posso scrivere le formole:

FOE FEs=FEL,, I E=1IFK, F31F FE=IFI1IL,
1‘::1 }3’3 154 B 153 }gg 3 ]31;1 1(;2 314 === ]:‘g 3 5_1 ]52 !:"'j == !4:2 3

=k, Ei=1, k=1, Ii=1, Ei=1,

5

le quali definiscono effettivamente un gruppo G** di grado 32.
Questo grappo ha tre divisori di grado 16, ciascuno dei quali & generato
da uno dei tre elementi:
E, I, EI,

e dagh elementi di G;= K.
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1

Mi resta ad esaminare il caso di [v)' = F,: anche a questo caso corri-
sponde un gruppo di grado 32, che soddisfa alle attuali ipotesi; ma questo
gruppo, & isomorfo al precedente e si ottiene scambiando nelle ultime for-
mole F; con FE, e, nello stesso tempo, /5 con [,

B bene osservare che gli otto gruppi trovati nel numero precedente
hanno un solo divisore G| e tutti gli altri p divisori d'indice p sono gruppi G;
mentre, per I'unico gruppo di grado 32 ora trovato, accade che tutti i suoi
divisori d’indice 2 sono gruppi Gj.

46. Si ammetta, in seconda ipotesi, che il gruppo K sia un G,

Allora il gruppo K possiede un solo divisore d’indice p tale che tutti i
suoi elementi sono di grado p. Questo divisore & dunque normale in G ¢
i pud assumere come gruppo G,.

Se I£, & un elemento di G, fuori di (7,, io mi costruisco come al n.° 43
il gruppo G} costituito da tutti gli elementi di (5,%* che sono permutabili con 7,
e poi considero la serie canonica:

G53.2 3 G; 3 Géo’z 3 Gg y Gg 3

ed una base:
Ly, L, L., I, K,

relativa alla detta serie.

Dopo ¢id, ragionando come nel n.° 44, concludo che, se ¢ p > 2, U'ele-
mento [f7," che figura nelle (5) non pud appartenere a (i, e quindi posso
porre [ == I,

[elemento I; & nelle presenti ipotesi di grado p* e pereid la relazione:

7__»1 T k3 hl h
DPal Or ) Ry DT IR

mostra che la potenza 57 non & invertibile con F;: dunque questa potenza
¢ un elemento di (, fuori di (7, e posso allora vitenere K? = F,. In tale
caso la detta relazione si scrive:

VB, By = I, 12,

e quindi deve necessariamente essere K} = I},

Supponendo ora p >3, le formole () mostrano che la potenza <P non
& invertibile con /v, e quindi la detta potenza sta in G, ma non in G,. Dun-
que il gruppo G contiene elementi fuori di (7, che sono invertibili econ I

e per questo & necessario che l'elemento I,' che figura nelle formole (5) ap-
partenga a (3.
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Le considerazioni precedenti portano alle formole:
E;'E\E;,=E,E,, EJ'E,E,=E,Ef, ES'E,E;=E,E?, )
EA BB —EE, EAEE—=F, EEE=E, ) O
Er=F:FE{E|, E?=FE,, E?=F! FEt=1, E?=1, (9)

le quali, come subito dimostrerd, non possono definire un gruppo G,** se non
quando &:

a4-h=0, =k, (modp). (10)
Infatti, trasformando la prima delle relazioni (9) mediante 'elemento E.,
si ha:
FlErEy=FE¢Ee - EfE|=FE? FE?,
donde si ricava:
E?E Er=FE, ET

‘1
Ma dalla prima delle (8) e dalle altre si ha:
E?E Ey=FE Er=FE L%,
dunque :
a-+h=0, (modp).
Inoltre, I'elemento 7 & invertibile con Fy e quindi:

Ep = E7 E¢ Ef E{ Ey— E? B Ef

sicche :
ak+ph=0, (modp);
poi, da questa congruenza e dalla precedente segue:
g—k=0, (modp).
Cid posto, eseguendo la trasformazione:

Es, Ly, Es, L, y E,

( ; @ pr e

L, E‘I;a E;inz y B, E,
Vintero % nel resto 1 di p; ed eseguendo la trasformazione :

ks, E., Es, I, Ea)
EsE., Ei, EE, E, L

i numeri % e 8 si cambiano in k 4+ 1 e 8+ 1. Finalmente, eseguendo la tras-
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formazione :
Es, E, E, F, E
(EsEa, E«, E:E7*, E:, EJ’
si cambia soltanto y in y-}-A.
Supponendo dunque 2=1, k=0, y=0 (mod p), le (10) danno a = —1,
B=0 (mod p), e quindi non pud, nella presente ipotesi, esistere che un solo
gruppo G,** corrispondente alle formole:

E;l _:'4 E5=E4 v3, I5;1153E5“——-‘E13, E;lEgEszbwglfl, )

E;lEsE.l::EgEg, J:l ]52]54: j2, ]f;llfglfszlgg, S(]..l.)
Er—FE;', Ey=E.,, Er=E, Ex—1, Er=1.

D’altra parte & facile verificare che queste formole, se & p> 3, defini-
scono effettivamente un gruppo G** tale che il relativo gruppo K & un G,*.
I p + 1 divisori d’indice p del gruppo ora trovato sono gruppi Gj: uno
solo di essi ha come divisore invertibile il gruppo G, e gli altri hanno il di-
visore invertibile ciclico.
41. Caso di p=3.

Riferendomi sempre alle formole (5) si conclude, come nel numero pre-
cedente, Ity = I, E} = I,; poi, ammettendo 'ipotesi che I,’ appartenga a
G, con un ragionamento identico a quello fatio nel detto numero, si trova
un gruppo G,** di grado 243, che & definito dalle formole (11) quando vi si
suppone p = 3.

Ma oltre a questo gruppo, ne esiste un altro di grado 243, che si pre-
senta quando si fa Dipotesi che 'elemento F," non appartenga a G,. In tale
ipotesi 10 definisco I'elemento J, mediante la relazione:

EAE, E=1I;FE,,

ed osservo che allora il gruppo G, non contiene alcun elemento permutabile
con I, fatta eccezione degli elementi di (r,: dunque la potenza E§ appar-
tiene a G,.

Cid posto, la relazione:

ERLE E;=EEE{E!

i
da F3== K% poi la relazione:

. “13 hl '!3 y 13 "3 Al
451]i4}35"'—"“ 4 $3: i41ﬂ?h7

.

mostra che la potenza K7 & un elemento di G, del tipo K% If.
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Dietro le considerazioni che precedono hanno luogo le formole:
EJE Es=FEFE,, E'E,E=EFE, EJ'E,Es=E,E",
Ef'E.E,=E,E,, Ef'E,E,=E,, E7E,E=E,,
Ei=FEy, Ei=FEiEf, Ei=FE", Ei=1, Ei=1.

Eseguendo la trasformazione:

Es, Ei, Es, E., E)\
Es, Ei, EIE., E, Li)

il numero % si cambia in 2/ e quindi posso ritenere che sia h = 1.

Allora, chiamando I, [, rispettivamente gli elementi Fj F,, E, I,
glinteri « e (3 si possono fare aumentare, ciascuno in modo indipendente, di
una unita.

Dunque, giaceh® si pud supporre «=pg=0 (mod 3), si ha soltanto un
nuovo grappo Gg** di grado 243, che si pud ritenere definito dalle ultime
formole quando ivi si fa h=1, a = =0.

43. Caso di p==2.

Ragionando come nel n.° 45, si conclude che l'elemento F, che figura
nelle formole (5) non pud appartenere a G,.

Se si ammette in primo luogo £ == E, il quadrato '3 non risulta in-
vertibile con FE, e quindi esso & un elemento di G, fuori di G,: posso per-
cid supporre I<2= I5; e conseguentemente I, = 1.

L’elemento K3 risulta invertibile con [ e percid sta in Hj inoltre I’ ele-
mento I3, che & pure invertibile con K, sta in H e, siccome [, & di grado
4 per ipotesi, risulta K= I,

Dunque, supponendo F,' = F,, si hanno soltanto due possibili gruppt ;*?
di grado 32 definiti dalle seguenti modificazioni delle (5):

E;I 11;4 E5=E4 Jg, 1?5—1 11;3 }315 == Eg? E;i l’:g 55: 53 11:1,
EfEE =EE, Ef'kEE—FE, E'EE—F,

e dalle formole:

| Bi=B, Bi=R, B=5, Bi=1, Fi=1 |
Rt

; E{=1FE;, Ej=1, Ej=Fk, Ei=1, Ei=1

¥
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Si pud subito verificare che questi due gruppi realmente esistono e non
sono isomorfi, perchd i corrispondenti gruppi Gi, i quali si sono presentati
nel n.® 12 del § II, son sono isomorfi.

Nelle attuali ipotesi, non accade il fatto notato al n.° 45 ciot, non esiste
un isomorfismo che porti I'elemento 1<, nell’ elemento I,,, qmndl io debbo
continuare la mia analisi supponendo in secondo luogo v, = Iy,

Si osservi che gli elementi di grado 4 contenuti in G, hanno tutti lo
stesso quadrato e quindi “[C2 & invertibile con Fy e con ogni elemento del
gruppo principale: dunque deve essere I, un elemento di H ed I = [I,.

Io posso ritenere E,' =1 giacche, se fosse altrimenti, chiamerei J5 I'ele-
mento iv, Iv,; allora le (5) forniscono le relazioni: '

EoE B =I2EE, EXEE=E L,
Y

le quali mostrano che I'elemento Jr; & invertibile con I e percid esso ap-
partiene ad H e che V'elemento I} non & invertibile con I, ¢ pereid esso &
un elemento di G, fuori di G,.
Ponendo quindi:
=1, K] I,

“2
giaceche /o7 ¢ permutabile con [, deve essere =0 (mod 2) e si pud rite-
nere anche y==0 (mod 2) perchg, in caso contrario, si chiamerebbe I, I'ele-
mento I Fs.
Dunque, quando & I5) = [F,, si hanno soltanto due possibili gruppi G**
di grado 32 definiti dalle seguenti modificazioni delle (5):

Ul O R U AR Ul E3 Iiy=1I,, KDL, I,=IF,

4-.1 h.;-*-—]q;hn 1—1 Le €4= 1:97 53‘1 ng:gzb’g’

e dalle formole (12).
In conclusione, esistono quattro, e non pil, gruppi G,** di grado 32 tali
che i corrispondenti gruppi K sono gruppi G,"*.
49. To riassumo brevemente 1 risultati ottenuti nel presente paragrafo.
Esistono soltanto otfo gruppi G5** di grado 32 ¢ soltanto sei gruppi G¢°*
di grado 243.
Se poi & p>3 bisogna distinguere i seguenti quattro casi:
p=—1, p=b, p=-—5, p=1, (modl2).

Quando il numero primo p soddisfa alla prima congruenza, esistono so -
lamente otfo gruppi G.*?, quando p soddisfa alla seconda congruenza esistono
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solamente dieci gruppi G**, quando p soddisfa alla térza congruenza esistono
solamente dodici gruppi G,**; finalmente, quando il numero primo p soddisfa
alla quarta congruenza esistono soltanto quatéordici grpppi G**.

Tutti i detti gruppi sono rappresentati nelle tre tabelle che seguono.

Gruppi G;** di grado 32.

Ef'EsEs=EEs, Ej*EEs=FELE, Ef'EE = EE,
E;’.EsE4=Ea, E:1E2E4 2E2, E;‘Ezﬁnge.

Ei=1, Li= E3*, Ei=E;', Ei=EFE, El=1

Eg:E,, Efzfs_{, E§=E;", E%«-"—TE!, E?‘:l

Et=1, Ei=E;'E, Ei=E;', Et=E, El=1.

Ef'EEs=FEFE, EfEE=FE, EfEE—EE,
E;lEsf‘g:EsEx, EZ1E2E4=E2, ES'EvEy = F,,

Ei—F, E=1, E=1, E=1, E=1

El=F,, Ei=FE, E=F, E=1, E=1.

Ei=—F, E=1, E=EFL, E=1, El=1.

Ef'EvEs = EqEs, E;'EskEs = FE;, Ej'EsEs = E2 Ly,
E;"IE:;Eg‘:—:EgEg, EI]EzE4xE2, EglEzEe:Ez.

Ei=F, Ei=FE, Ei=L, E=1, E—=1.

Ei=F, E}=1, E=EFL, E2=1, E=1.
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IL

Gruppi G:>* di grado 243.

E;1E4E5:E4E3, E;‘EsEs:EaEs, E;1E2E5 -‘-==-E2El,
EEEi= ks, EZIEzE«;:Ez, E'Es Es=Fs.

B=1, E=F, E=F, E=1, E=1

9 b

Ei=—1, E=FEE, B=EF, B=1, E=1.

B=FE, E=FE, EB=FE, E=1, E=1

FB=F, FB=EL, B=I, B=1, B=1

Ef'Lilis—LaEs, Ef'Esls—=15y, Ey'EFs=1IE,
Ll Ey=IE, Ej'EsEi=1:, Lij'E: =I%.

E3=E,Y, IB=1lp, Fl=FE, F=1, E=1.

% B

E7VE; Es““E.fE.?, E{’Esﬁ‘s == I I s EFSE LIy = I Ei,
Ef'lsEv=1I3I, E'I2 Ei == F. y E'EEs=FE;.

Eg ::»1’ :fz == E%, }33_—: -‘?’ Eg:l, Ij‘?::*l,

Annali &i Malematica, tomo 1. 20
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II1.

5515455:15‘453, E;lfaEszfsE‘z, EE_IEzEs:Ein,
E[1E3E4:Ea, EZIE2E4:E2, EfVE Es—=F,.

G53.2

Er=1, Ej=1, Ef=1, Et=1, Et=1.

Ep=FE, Ej=1, Ej=1, Ef=1, Er=1.

g d

=

Er=1, Ej=F;, Ey=1, Ej=1, Er—1 v
Er=1, F1=FE®, Ep=1, Et=1, Er =1 @
ESVEcEs =E By, Ej'EsEs=EE, Ej'FiEs = EE, (33
xg?*

E[1E3E4:EaE1, E[1E2E4:E2, E'E L3 = L.

Ep=1, Ej=-E, [Ly=1, Et=1, F?=1.

Ey=1, E=1, =1, B=1, E—1

g<d

' P =
Ey=E7, Ej=1, E=1, Ei=1, Ej=1 -
.

Ey=£7, Ei—=1, Ey=1, E}=1, L}=1 :
: ! : - T o
Ep=1, FEj=Ff, Fj=1, Eg=1, E1—1. )
}Sg:l’ E?:______E;:'-" E’g:”:‘}y E?:l, E]":.]‘ ;3
LB Es=E L, E'EsEs—=EFE, Ei'lE=LE, .
Jﬁ"

ETiEE=FEL 5 E;' L5 By = Ez, LT Es=E..

Eé):El_l, Ef:E-z, Eﬁ’:El, Ep— , E;’:],

=

v
& |
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§ VIL I Gruppi G** e G

50. Il gruppo K intersezione di tutti i divisori d’indice p di un gruppo

G** & di grado p* Sia I, un elemento generatore del divisore invertibile H
di G5 ed E, un elemento di K fuori di Hj indi si consideri il gruppo G}
costituito da tutti gli elementi di G che sono permutabili con [.

Denotando con I5 un elemento di G:** fuori di Gi, per definizione, non
¢ Iy permutabile con I, ; perd, io voglio dimostrare che esistono elementi di
G, fuori di K, che sono permutabili con F.

Siano I7, ed [; due elementi di (] tali che /7, non appartenga al gruppo
di grado p* generato dall’elemento I, e dagli elementi di K. Ponendo:

il By =K k2B, ETVE, Eo=F, EY E?,
uno almeno degli interi «, y deve essere primo con p. Infatti, se « e y sono
due multipli di p, i tre elementi [v7, I2, [:? risultano permutabili con ogni
clemento di G5** e quindi debbono appartenere ad H; inoltre, per la ragione
detta al n.° 43 si pud sempre ritenere:
Ul DA AR DA N

¥

essendo Z primo con p: quindi gli elementi [y, [, Fy, IY, generano un
gruppo di grado p* e questo gruppo, giacché non contiene l'elemento Iv,, non
contiene I
Cid posto, I'elemento 5% Iv5« & fuori di K e si ha:
S (I 7)) By = (Is77 B9 FEe-Fr,
Ora, giacch® [fv5 non & invertibile con /,, ponendo:

]f:s_l jfg ‘[("5 = 152 }f; 3

risulta subito che l'elemento:

Syt s Fr =

il quale non appartiene a K, & permutabile con It.

To assumo un tale eclemento come elemento [t e, scelto poi JI7; fuori del
gruppo (7, generato da Iy ¢ dagli elementi di K, definisco I'elemento I, me-
diante la relezione:

Dl DA A U U



220 Bagnera: La composizione dei Gruppi finili

inoltre, posso ritenere che sia:
EJ1EE, =EE,,
perche, in caso contrario, chiamerei [, una conveniente potenza di F,.
Cid posto, gli elementi:
Es, L, E,, E., FE,,

definiti nella detta maniera costituiscono una base canonica di un gruppo G/;**
e soddisfano alle relazioni:

EEs=FFE,, Ii'E; Ey= I, y Ei'Ly Ey=FE, I,

| , 1)
EAEE—=EE, EOELE—=FE, E'EE=L W

e —

51. L’elemento F? appartiene a K ed & permutabile con [, quindi
deve essere J£? un elemento di H. Intanto dalle (1) si ricava:
1),
Eqr 0, B =FE P B
dunque, supponendo p>>2, si ottiene [P = 1.
Allora, le formole :

A 1 5 Yoo 1 D
' ]1‘1)],4 = /4 Lé, 11411 '43 ))___ 1; 1'17

mostrano che la potenza % & invertibile con ogni elemento del gruppo prin-
cipale e percio la detta potenza sta in H. Similmente la potenza [P & in-
vertibile con ogni elemento del gruppo principale e percid sta in [: dunque
si hanno le relazioni:

P e, kp=T, kp=F7, k=1, Ep=1, (2)

“1
le quali, insieme alle (1), definiscono sempre un gruppo (7, purchd si tenga
presente che & p > 2.

Essendo s un intero primo con p, si vede subito che eseguendo la tra-
sformazione :

(Jz;,, Be, B, B, L) 3)

EsBi, E;Ef, B, EiE™, I

la quale non altera la forma delle (1) e (2), i numeri e, £, » subiscono la
sostituzione:

mw=Zary, SE=sBtpy, Spu=y (modp);

quindi, se y & primo con p, determinando convenientemente s, 2, p, si pud
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supporre:
ay =3, =0, "/1':1'

isiste allora un solo gruppo G, definito dalle relazioni (1) e dalle (2)
modificate come segue:

| El=1, Ft=1, El=E, E=1, E-=

Se il numero y & un multiplo di p, bisogna distinguere il caso in cui &
p >3 dal caso in cul & p=3.

Nel primo caso, se # & un intero primo con p, eseguendo la trasfor-
mazione:

Ls, Iy, s, O E

a 4

I,VN ],71» 24 ](V,,‘.’ E_.,,,,. E" j’,(‘z) ]’1"‘_, ? ( )
5 44y i, ‘3 2 g A1 1

la quale non altera la forma delle (1) e (2), si vede facilmente che « e f s
portano rispettivamente in due numeri «, e 3, tali che:

woz=uat+vp, wp=F (modp)

Dunque, tulte le volte che & B primo con p, si pud determinare u in
modo che sia B,=1 (mod p) oppure B, ==¢ (mod p); poi si determina v in
modo che sia o, =0 (mod p). Se invece & 8 un multiplo di p, si pud deter-
minare » in modo da portare o, nel resto 1 ovvero nel resto 0 di p.

In conclusione, quando & p >3, oltre all'ultimo gruppo trovato esistono
altrl quattro, e non pili, gruppi (+*° i quali sono definiti dalle (1) e dalle
seguenti modificazioni delle formole (2):

=1, E,=F, Ej=1, E{=1, =1

”5,’_:1: E'::Efa E{{zl, 1’7%’=1, Elf"*"'l

E’sl::]ﬂi? Ei’=17 Ef = ) Ezz,‘: ’ E} =1

=1, Ey—=1, Ej=1, El=1, El=1

I cinque gruppi (;** che ho trovato sono effettivamente distinti: infaiti,
assumendo come operazione identica ogni cambiamento della base canonica
che lasci inalterati i tre numeri «, 3, y, & evidente che qualunque cambia-
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mento della detta base, che conservi soltanto la forma delle (1) e (2), equi-
vale al prodotto di una operazione del tipo (3) per una operazione del tipo (4).
52. Caso di p=3.
Quando & p =3 le formole (1) e (2) danno:
(Eg Ez)s J— Egu Eiu E;ﬂu ,

e quindi, eseguendo la trasformazione (4) ed osservando che & u*==1 (mod 3),
si vede subito che i numeri « e B si portano rispettivamente in due numeri
o, e B, tali che:

e=ua+(B8+1)v, =8 (mod3).

Dunque, se 8 & 0 od 1, si pud determinare » in modo che sia «;=0 (mod 3);
ma se & B=2, disponendo di u si pud poriare «, nel resto 1 oppure nel
resto 0 di p.

Ottengo cosi quattro nuovi gruppi G,>* di grado 243, i quali sono defi-
niti dalle (1) e dalle formole (2) modificate come segue:

Ei=1, =1, ELi=1, E=1, Ei=1

By=1, E=F, =1, B=1, =1

Eg:E’) Ei=E;, Ei=1, Ki=1, Li=1

=y

{]g: 5 EY:IZE%, Eg:l) ]1;;:1; E::]

53. Caso di p=2.
Nel caso in cui & p=2 le relazioni (2) non si verificano.
Perd, siccome l'elemento [% sta in H, la relazione:

E2E I =FEFF,,
da Ii==[F,. Allora la formola:
EVE =10 K=K,

2

mostra che 'elemento 3 non & invertibile con /75 e quindi il detto elemento
appartiene a K ma non ad II. L’elemento 7 & invece permutabile con ogni
elemento del gruppo principale e quindi sta in H.

Le (2) debbono percid essere sostituite con le relazioni:

Pk, Ei=IEf, Ei=FE{ Ei=EF, =1, )
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le quali, insieme alle (1), definiscono effettivamente un gruppo G;** di grado 32
qualunque siano gl'interi «, 8, 7.
Cid posto, io posso sempre supporre y = 0, perche, in caso contrario, rag-
giungo lo scopo eseguendo la trasformazione:
B, Ei, F, E, K
~ b
Ex Ey Ea, E: B, E?, E,

la quale non altera le (1)..
Poi, eseguendo la trasformazione:
B, I, m,m,m)
Es, EiE, E, E, E)

si vede che il numero S si cambia in 4 1 e quindi posso supporre 8= 0.
Si pud d’altra parte verificare subito che tutti i cambiamenti della base
canonica che lasciano inalterate le (1) e che conservano le ipotesi =y =0,
non alterano a.
Dunque, si hanno due gruppi distinti G;*® di grado 32, i quali sono de-
finiti dalle (1) e dalle seguenti modificazioni delle formole (5):

Bi—1, Ei=f, Bi=1, Bi—R, E~1

Bl=E, Ei=1IF, Ei=1, Ei=DL, E!= 1

54. To debbo in ultimo luogo ricercare i gruppi G e, in questa vi-

cerca, mi fonderd sul fatto che, tutte le volte che & p>2, ogni gruppo G
contiene un divisore (i che ha tutti i suoi elementi di grado p.

Per stabilire cid, si osservi anzitutto che, se J¢, Ir' sono due arbitrai
clementi di G** ed I, & un elemento generatore del gruppo H= K, si ha:
It E=E'I7%,

donde si ricava:
(EE? = Lp I'» EHY)
quindi, avendo supposto p > 2, risulta:
(I = I'p P,
Sia ora I, un elemento di (7;** fuori del gruppo H ed I un elemento
fuori del gruppo generato dagli elementi F,, F,. Ponendo:

Y 3 AFTIRY YA
Ee =Ly, Lp=I"l
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se l'intero B & primo con p, l'elemento E{ E,“ che non-sta in H, & di
grado p ed io lo assumo come elemento F,.

Sia I, un elemento fuori del gruppo G, generato dagli élementi E,, E,
cosl definiti ed E, un elemento fuori del gruppo generato dagli elementi [,
L, I,. Ponendo:

E;=Ey, Ey=E],
se I'intero B & primo con p, I'elemento I} E'7#, che non sta in G,, & di
grado p ed io lo assumo come elemento I7,.

Sia F, un elemento fuori del gruppo G, generato dagli elementi Iy, I, It
cosi definiti, ed /5 un elemento fuori del gruppo generato dagli elementi I,
I, I, I,. Ponendo:

Ey=FEy, Ej=EY,
se & B primo con p, I'elemento E¥ E“, che non sta in G,, & di grado p ed
10 lo assumo come elemento [F/,.

Il gruppo G, generato dagli elementi F,, F,, [, F, cost definiti ha
tutti 1 suoi elementi di grado p e possiede evidentemente tre divisori indi-
pendenti d’indice p.

Il detto gruppo, per I'osservazione fatta al n. 40 non pud essere Abe-
liano; quindi, giacché non esistono (n.° 13) gruppi G,*°, il gruppo &, & un (],

Cid posto, se (5, & il divisore invertibile di (7! ed F5 & un elemento di
G fuori di Gi, si ha:

VK Is=F K, VR E=E R, R =R
EE =11, E7KE=I,, Fortddy By =1,

Ep=FEe, Er=1, Ep=1, Ip=1, E2—1.

dove 'intero k & necessariamente primo con p, altrimenti I'elemento /v, risul-
terebbe permutabile con ogni elemento del gruppo principale G4,
Chiamando F, una conveniente potenza di /<, io posso ritenere =1,
poi, chiamando F, /7, ordinatamente gli elementi /), F5%, K, 5, mi posso
ridurre al caso di A==p = 0.
Si hanno quindi le formole:
EE =1, FVEs =15, It lg=1010, )
: )
’4‘;1 E‘g ]1]4 = [i’s ]']g y 41-.1 ,]gg ]3‘4 = [l 3 ]‘43—1 ]44‘2 _li;; == 442 . >

Se I'intere « & un multiplo di p, il gruppo principale ha tutti 1 suol
elementi di grado p. Se invece « & primo con p, eseguendo la trasforma-
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zione:
(Ea, Ei, Es, I, E,)
Es, E., E*, Ef, Ef)’
porto « nel resto 1 di p.

Dunque, se & p>> 2, si hanno due soli gruppi G;*4, i quali sono definiti
dalle (6) e dalle formole:

Ez=1, E:=1, E}=1, E{=1, E?=1

Ef=E, =1, E4=1, Ej=1, E/=

56. Caso di p=2.

Quando & p =2, chiamo F, un elemento di G** fuori del gruppo H= K
e chiamo /¢, un elemento permutabile con E, fuori del gruppo generato dagli
elementi F,, I,. Se I, ed J’; sono entrambi di grado 4, I'elemento F, I, &
di grado 2 ed io lo assumo come elemento I,. Poi si consideri il gruppo
G! costituito da tutti quegli elementi del gruppo principale che sono inver-
tibili col detto elemento F..

Allora, se I, & un elemento di () fuori del gruppo generato da I, F,,
ed E, & un elemento di G} fuori del gruppo generato dagli clementi /<,
Its, Ify; finalmente, se E; & un elemento del gruppo principale fuori di G,
si hanno le formole:

’J;l 4]4 1’415 == '414 Ei' 3 31;1 ]4:3 ]’:5 == 153 lg‘f 3 E;l Eg E5 == ]f?g Ig; 3

g;—l ]gg ]§4 == 313 5( 3 ﬁj_l ]3'2 ]4;4 === ]52 ) 5;1 152 1{;3 = }gg y
B—Fe, I3—Ef, Ei—ky, Ki=1, E=1,

le quali definiscono sempre un gruppo G di grade 32.

To posso supporre % =0 altrimenti chiamo /7, Velemento I, I, ed ana-
Jogamente posso supporre g == 0; inoltre, se occorre, chiamando /2 I'elemento
Its Iy, posso ritenere o= 0.

Si ritrovano quindi le formole (6) e le formole:

Ei=1, Ii=Ef, I3=E] Ei=1, Ei=1. (0

Se uno dei due numeri 8, y che vi figurano & zero, si pud ritenere che
sia y=0, perchd, in caso contrario, si scambierebbe J<, con [,; il che non al-
tera le (6). Allora chiamando I4, Velemento J¢, I¢,, si pud ritenere anche g = 0.

Annali di Malemalica, tomo 1, 30
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Se invece B e y hanno entrambi il valore 1, & facile verificare che nes-
sun cambiamento della base canonica che conservi la forma delle (6) e (7)
altera 8 e .

Dunque, anche quando & p = 2, esistono due soli gruppi G.** di grado
32, i quali sono definiti dalle (6) e dalle seguenti modificazioni delle formole (7):

Ei=1, i=1, Ei=1, Ei=1, El=1

El=1, Ei=E, Ei=E, E=1, 1=1

56. Riepilogo brevemente i risultati ottenuti nel presente paragrafo.
Per tutti 1 valori del numero primo p > 2 esistono cinque, e non pi, gruppi
(%% invece, quando & p =2, esistono soltanto due gruppi G;** di grado 32.
Qualunque sia il numero primo p esistono soltanto due gruppi G.**.
Tutti i gruppi che si sono presentati in questo paragrafo sono rappre-
sentati nella seguente tabella:

L.
E;1E4E5:E4E2, E;1E3E5=E37 E;IE2E5ME2E|’
ET1E3E4':~"E3E’? EZ—IEQE,Q'——:-Ez, E;1E2E3= 1/2.
g | Er | B | ompo| m
1 1 E 1 1 p>3
1 L 1 1 1 | p>3
1 S 1 1 1 p=3
& E 1 1 1 1 | p>3
E
5 1 1 1 1 1 | p>3
&) S
E E: 1 1 1 p=3
1 E, 1 E, 1 p =2
E, E: 1 Iy 1 p=2
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II.

E!»:IE;-E5=E47 E’;IE3E5=E3, EZIEQE;“'-—:EQE;,
E B E—EFE, EEE—F, BE-EE—F.

Ey | Ey | Ey | Ey | E3

. 1 1 1 1 1 p=2
6‘“ I

= E 1 1 1 1 | p>2
= , .

£ :

o 1 I N 1 | 1 p=2

§ VIII. Conclusione.

57. Tutti 1 possibili gruppi di grado 25 = 32 sono cinquanta. Di questi
50 gruppi, 22 tipi figurano nei quadri I e II alla fine del § III, altri 16 tipi
nel quadro I alla fine del § V, altri 8 tipi nel quadro I alla fine del § VI e
finalmente altri 4 tipi figurano nei quadri I e I alla fine del precedente paragrafo.
Tutti i possibili gruppi di grado 3° = 243 sono sessantasei. Di questi 66
gruppi, 22 tipi figurano nei quadri I e II alla fine del § III, altri 7 tipi nel
quadro II alla fine del § IV, altri 24 tipi nei quadri I ¢ III alla fine del
§ V, altri 6 tipi nel quadro II alla fine del § VI e finalmente altri 7 tipi
figurano nei quadri I e II alla fine del § VIL
Tl numero di tutti i possibili gruppi di grado p®, essendo p >3, & uno
dei quattro numeri:

2p+65, 2p-+67, 2p+69, 2p4T1,

secondo che il numero primo p soddisfa, ordinatamente, ad una delle quattro
congruenze:
p=—1, p=5, p=—05, p=1 (mod12).

Nei quadri I e II alla fine del § III figurano 22 tipi di gruppi di grado
P, altri p + 7 tipi figurano nel quadro I alla fine del § IV, altri p - 21 tipi
nei quadri I e III alla fine del § V ed altri 7 tipi nei quadri I e II alla
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fine del § VII. Finalmente, nel quadro III alla fine del § VI figurano 8,
10, 12, 14 tipi di gruppi di grado p°, secondo che il numero primo p sod-
disfa, ordinatamente, alla 1%, 2% 3%, 4* delle precedenti congruenze.

Nella tabella che segue sono scritti i numeri dei diversi tipi di gruppi
di grado p° contenuti in ciascuna classe G:;** in corrispondenza alle varie
forme del numero primo p.

Palermo, Marzo 1898,

p=2 p=3 p=12m-1|p=12m+5 | p=18m~-5  p=12m+1
G 1 1 1 1 1 1
G 9 B 2 2 2 9 9
a8 2 2 2 2 - 2 2
G 1 1 1 1 1 1
G* 1 1 1 1 1 R ;“—
G2 B 5 _ 5 5 5 5 5
G'e 7 7 7 N ﬁ7 7 7
G 3 3 3 3 3 B 3
ﬁ G»? 5 16 p+16 p+16 p+16 p+16
G 11 ——"lﬁ’i #—p+ 12 p+12 p+12 p+12
G2* 8 6 8 10 12 14 o
G323 2 5 5 5 5 5
G 2 2 2 2 2 2 ‘






