
BeiLr~ge zur  Begr t lndung der ~ransfini~en Mengenlehre.  

Yon 

~EOar C~NTOR in l~alle a./S. 

(Erster Artikel.) 

~,Hy-potheles non fm~o. "~ 

~,Nequs erzim legs~ tn~ellectui au~ rebus damus 
ad arbitrium nostrum, sod tanquam sorlbae fideles 
ab ipsiue natura6 vote latas et prolataa excipimus 
et dsscribtmu~." 

,Vsnist  tempus, quo i s ~  quae nunc lateut~ in  
lucern dies extrz~hat et lon~ioris aevt diilgentia." 

w  

Der M~chtigkeitsbegr/ff odor die Oardinalzahl. 

Unter einer ,Menge' verstehen wir jede Zusammenfassung M yon 
bes~immten wohlunterschiedenen 0bjecten m unsrer Anschauung oder 
unseres Denkcns (welche die ,Elemente' yon M genannt werden) zu 
einem Ganzen. 

In Zeichen drticken wir dies so aus: 

O) {m}. 
Die Vereinigung mehrerer Mengen ~/,  _~r, p~ . . . ,  die keine gemein- 
samen Elements haben, zu einer einzigen bezeichnen wir mit 

P,...). 
Dis Etemen~ dieser Menge sind also die Elements yon J]/~ yon 2V, 
yon ~P e~e. zusammengenommen. 

,Theil' odor ,Theilmenge' einer Menge 1[/nennen wir jedo andre  
Menge ~l~j~ deren Elements zugleieh Elements yon M sind. 

Ist 2i~• sin Theil yon Jlfl, M 1 ein Theil yon M, so ist auch ~/2 
ein Theil yon ~ .  

Jeder Menge h/ kommt eine bestimmte ~M~chtigkeiff zu, welche 
wir such ihre ,Cardinalzahl ~ nennen. 

,Bltichtigkeit' oder ,C, ardina~zahl' yon BI nennen wit den Allgemein- 
begriff, weZeher mit Iti~lfe unseres activen Denkvermggens dadurch aus 
der Menge M hervorgeht, dass yon der Beschaffenheit ihrer verscMedenen 
~lemente m und yon der Ordnung ihres Gegebenseins abstrahirt wird. 

Mathem~ische .~nnalen. XL~'I .  ~1 
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Das Resultat dieses zweifachen Abstractionsacts, die Cardinalzahi 
oder M~ichtigkeit yon M,  bezeichnen wit mit 

(3) 
Da aus jedem einzelnen Elemente m, wenn man yon seiner Be- 

schaffenheit absieht, eine ,Eins' wird, so ist die Cardinalzahl _~r selbst 
eine bestimmte aus lauter Einsen zusammengesetzte Menge, die als 
intellectuelles Abbild oder Projection der gegebenen Menge M in unserm 
Geiste Existenz hat. 

Z w e i  Menge~ M und N nennen wit  ,tiquivalent' u•d bezeichnen 
dies m i t  
(4) M c,o N oder 2r ~ M,  

wenn es m6glich ist, dieselben gesetzm~so is  eine derartige Eeziehung 
zu ei~ander z~ set~en, dass jedem Element der einen yon ihnen ein und 
nu t  ein .Element der andern entslorieht. 

Jedem Theil M1 yon M entspricht alsdann ein bestimmter ~qui- 
valenter Theil ~ l  yon /V und umgekehrt. 

H a t  man ein solehes Zuordnungsgesetz zweier iiquivalenten Mengen, 
so l~sst sich dasselbe (abgesehen yon dem Falle, dass jede yon ihnen 
aus nur  einem Elemente besteht) mannigfaeh modificiren. Namentlieh 
kann stets die Vorsorge ge~roffen werden, dass einem besonderen Ele- 
mente m o yon M irgend ein besonderes Element n o yon N entspricht. 
Denn entspreehen bei dem anF~nglichen Gesetze die Elemente m 0 und 
% noch nieht einander, vielmehr dem Elemente m 0 yon M das Ele- 
ment nj yon Z r, dem Elemente s o yon N das Element m~ yon M, 
so nehme man das modificirte Gesetz, wonaeh mo und no und ebenso 
m I und nt entsprechende Elemente beider Mengen werden, an den 
iibrigen Elementen jedoch das erste Gesetz erhalten bleibt. Hierdureh 
ist jener Zweek erreieht. 

Jede .~lenge ist sich selbst iiquivalent: 

(5) 
~ind zwei  Mengen ether dr#ten iiquivalent, so sind sie auch unter 
einander diquivalent : 
(6) aus M c~ t ) und N c~ t ) folgt M r 

V o n  fundamentaler Bedeu~ung ist es, dass ~wei Mengen M und 
. ~ dann und nur dana dieselbe Cardinalzahl haben, wenn sie tiqui. 

valent s i~d : 
(7) aus M ~ N folgt M = ~ ,  

und 
(8) aus M = ~  fo@ M ~ N .  

.~ t)ie Aequivalenz yon Mengen bildet also das nothwendige und untriig- 
| ~iche Criteri~or~ fiir die Gleichheit ihrer Cardinalzahlen. 
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In der That bleibt nach der obigen Definition der Miichtigkeit 

die Cardinalzahl 2~ ungdindert, wenn an S~elle eines Elementes oder 
auch an Stelle mehrerer, selbst aller Elemente m yon M je ein anderes 
Ding substituir~ wird. 

Ist nun M ~ _N, so liegt ein Zuordnungsgesetz zu Grund% durch 
welches M und hr gegenseitig eindeutig auf einander bezogen sind; 
dabei entspreche dem Elemente m yon M das Element n yon h r. Wir 
kSnnen uns alsdann an Stelle jedes Elementes m yon 3 /  das ent- 
sprechende Element n yon _IX substituir~ denken, und es verwandelt 
sich dabei M in hr ohne Aenderung der Cardinalzahl; es ist folglich 

Die Umkehrung des Satzes ergiebt sich aus der Bemerkung, dass 
zwischen den Elementen yon M und den verschiedenen Einsen ihrer 

CardinalzahI 3 /  ein gegenseitig eindeutiges Zuordnungsverhitltniss 

besteht. Denn es wiichst gewissermassen, wie wir sahen, M so aus 
~[  heraus~ dass dabei aus jedem Elemente m yon 21/eine besondere 

Eins yon M wird. Wit kSnnen daher sagen~ dass 

(9) M c~ M.  

Ebenso ist hr c~ ~ .  Ist also ~ ~--- ~ ,  so folgt nach (6) M r _~r. 
Wir heben noch den aus dem Begriff der &equivalenz unmittelbar 

folgenden Satz hervor: 
~ind M ,  ~r, p , . . .  Mengen, die keine gemeinsamen ;Elemente 

haben, M' ,  1V', t )', . . . ebensolche jenen entsprechende Mengen~ und ist 
t t M c',) M ' ,  1V oo hr , P cx~ T , . . ., 

so ist aueh immer 

( M ,  ~ ,  ~ ' ,  . . .) ~ ( M ' ,  hr', r ' ,  . . . ) .  

w  

Das ,6r~sser' und ,Kleiner' bei ~cht igkei ten.  

Sind bei zwei Mengen M und ~r mi~ den Cardinalzahlen ~ ~ 

and ~ ~ ~ die ~we/ Bedingungen efffillt: 
1) es giebt ke~e~ Theil yon 31, der mit 1~ ~i~uivalent ist, 
2) es giebt einen Theil 2r t yon ~ ,  so dass 2~ 1 cx9 M ,  

so is~ zun~ichst erslehtlieh~ dass dieselben erfiillt bleiben, wenn in 
ihnen M und ~r dutch zwei denselben ~quivalente Mengen ~ '  und .h r' 
ersetzt werden; s/e driicIcen daher eine bestimmte Beziehung der Cardina~- 
~ahlen a und ~ ~u einander aus. 
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Ferner  ist die Aequivalenz yon M und N ,  also die Gleichheit yon 
a und ~ ausgeschlossen; denn wi~re M ~ . ) / V ,  so hiitte man,  weil 
.hri cx9 M ,  aueh ~V 1 c,,) N und es mfisste wegen M (,o N auch ein 
Theft Mt yon M existiren, so class M l ~ M,  also auch M t c,o iV 
w~re, was der Bedingung 1) widerspricht. 

Drittens ist die .Beziehung yon a zu ~ eine solche, dass sie dieseibe 
.Be~iehung yon ~ r a unm6glich macht; denn wenn in 1) und 2) die 
Rollen yon M und 2V veriausch~ werden, so entstehen daraus zwei 
Bedingungen,  die jenen contradictorisch entgegengesetzt sin& 

W i t  driicken die dutch 1) und 2) charakterisirte Beziehung yon 
a ~u $ so aus, dass w i t  sagen: a ist kleiner ats ~ oder auch ~ ist 
gr6sser ats % in Zeichen: 

(1) a < ~  oder 5 >  ~. 

Man beweist leicht,  dass 

(2) wenn a < li, ~ < c, dann immer a < c. 

Ebenso folg~ ohne Weiteres aus jener Definition, dass, wenn PI Theil 

einer Menge P ist, aus a < ~I  immer auch a < ~ und aus ~ < 

immer auch P~ < ~ sich ergiebt. 
Wi t  haben gesehen, dass yon den drei Beziehungen 

jede einzelne die beiden anderen ausschliesst. 
Dagegen versteht es sich keineswegs yon selbst und diirfte an dieser 

Stelle unseres Gedankenganges kaum zu beweisen sein, dass bei irgend 
zwei Cardinalzahlen a und ~ eine yon jene~ drei Beziehungen nothwendig 
rea~isirt sein miisse. 

Ersr sptiter, wean wit einen Ueberbliek fiber die aufsteigende Folge der 
transfiniten Cardinalzahlen und eine Einsieht ia ihren Zusammenhang gewonnen 
haben werden, wird sich die Wahrheit des Satzes ergeben: 

A. ,,Sind a und b zwei bdiebige Oardinalza~e~, so ist entweder a ~ b o~er 

AnUs Einfaehste lassen sieh aus diesem Sa~ze die folgenden ableiten, yon 
deneu wit abet vorlilutlg keineflei Gebrauch machen dfirfen: 

B. ,,Bint~ zwei M~9en ~1 unel N so besehaffe~, class M mit einem Theil N~ 
Von s und 2~ mit einem Thei~ Mi yon M ~glu, ivalent ist, so sind aueh 21 und 2? 
&l~ivalent." 

O. ,~Ist Ml ein Theil einer Me,age M, M~ ein Theit tier Menge Mt , und sind 
die Mengen M und M~ aquivalen~, so is~ au~h M~ den Mengen M ung M t 
gquivalent." 

D. ,,Ist bei ~wei 2~engen M und 2~ die Bec~ngung erft~lt, dass IV we&r 
raft M sdbst, ~och mit eenem Theile yon M gquivalent ist, so giebt es einen Theil 
.3F t yon ~ ,  tier mit 2~ di~uivale,at ist." 

g. ,,Sind zwei Mengen M und 1V nich$ diquivalent, und giebt es einen Theil 
27 i yon 2~, der rnit M diquivalent~ is$, so ist kein Theil yon M mit iV di~luivalent., 
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w  

Die Addition und Multil~lication yon Id~ohtigkoiten. 

Die Vereinigung zweier Mengen M und _N, die keine gemein- 
schaftlichen Elemen~e haben, wurde in w 1, (2) mi~ (~s N) bezeiehne~. 
Wir nennen sic die ,Vereinigungsmenge yon J1 und N' .  

Sind M', N '  zwei andere Mengen ohne gemeinschaftliche Elemente, 
r �9 und isl M c,o M ,  ~r oo IN, so sahen wir, dass auch 

(M, ~T) ~ (M,, N') .  

Daraus folgt, dass die Cardinalzahl yon (M, 2V) nut yon don Cardinal- 

zahlen 2~ ~--- a und ~ ~ b abhilngL 
Dies fiihrt zur Definition der Summe yon a und b, indem wir se~zen: 

(1) a + ~ = (M, 2V). 

Da im M~ch~igkeitsbegriff yon dot Ordnung tier Elemen~e abs~rahirt 
is~, so folgt ohne Weiteres 

(2) a + b = ~ + a 
und fitr je drei Cardinalzahlen a, ~, c 

(3) a + (~ + r ---- (a + ~) + c. 
Wir kommen zur Multiplication. 

Jedes ElemenL m einer Menge M liiss~ sich mit jedem Elemente 
n einer andern Menge _~r zu einem neuen Elemente (m~ n) verbinden; 
ffir die Menge aller dieser Verbindungen (m, n) setzen wit die Be- 
zeichnung (M.  27) fest. Wir hearten sic die ~Verbindungsmenge yon 
M und _N'. Es ist also 
(4) ( M .  17) = {(.,, .)}. 
Man iiberzeugf~ sich ~ dass auch die Milehtigkeit yon ( M .  17) nur yon 

den M~.chtigkeiten M ~ a, 2V ~ I~ abhiingt; denn ersetz~ man die 
Mengen M und _hr durch die ihnen ~iquivalenten Mengen 

und betracht, e~ man m, m' sowie n, n' als zugeordnete Elemente, so 
wird die Menge 

( M ' .  17') = {(m', ~')} 
dadurch in eila gegenseitig ~iudeutiges Zuordnungsverhiiltniss zu (M. 2V) 
gebraeht, dass man (m, n) und (m', n') als einander entspreehende 
Elemente ansieht; es is~ also 
(5) ( M ' .  17') oo (M.  17). 

Wir definiren nun das Product a .  ~ durch die Gleichung 

(6) a ~ ( M  i7) ~,~:" ":i~'A~': " 

�9 " ' I 
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Eine Menge mit der Cardinalzahl a .  li ls sich aus zwei Mengen 
M und ~N mit den Cardina]zahlen a und I) auch nach folgender Regel 
herstellen: man gehe yon der Menge ~ aus und ersetze in ihr jedes 
Element n durch eine Menge M~ c'~ M; fasst man die Elemente aller 

zu einem Ganzen S zusammen, so sieht man dieser Mengen M, 
leicht, dass 

(7) 
folglieh 

s ~ (M.  ~v), 

Denn wird bei irgend einem zu Grunde liegenden Zuordnungsgesetze 
der beiden i~quivalenten Mengen M und M~ das dem Elemente m yon 
M entsprechende Element yon M~ m i t m .  bezeichnet~ so hat man: 

(8) s = {~.  }, 

und es lassen sich daher die Mengen S und (M.  N) dadurch gegen- 
seitig eindeutig auf einander beziehen, dass m, und (m, n) ais ent- 
sprechende Elemente angesehen werden. 

Aus unseren Definitionen folgen leicht die Siitze: 

(9) a .  5 ----- b.  a, 

0 o )  ~. (~. c) = (~. ~). c, 
(11) a(li -{- r aS q- r162 

well 
(M. Zr ~ (N. aZ), 

(M. Pl) ((M. zr (M. P)) . 
Addition und Multiplication yon Miichtigkeiten unterZiegen also allgemein 

j dem commutativen, associativen und distributixen Gesetze. 

w 

Dia Potenzirung yon ~I~htigkeiten. 

Unter einer ,~elegung der Menge 17 mit Elementen der Menge M'  
oder einfacher ausgedriickt, unter einer ~Belegung yon N mit M '  ver- 
stehen -wit, ein Gesetz, dutch welches mit jedem Eleme~te n yon _N 
je einlbes~mmtes Element yon M verbtmden ist, wobei ein und 
dasselbe Element yon M wiederholt zur Anwendung kommen kann. 
Das mit n verbundene Element yon M i s t  gewissermassen eine ein- 
deutige Function yon n und kazan etwa mit f(n) bezeiehnet werden; sie 
heisse ,Bdegv/ngsfucx~ion yon n' i die entsprechende Belegung yon 

erde f(~) genaunt. 
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Zwei Belegungen f l ( ~ )  und f : ( 2 / )  heissen dann und nur dann 
gleieh, wenn fiir agle Elemente n yon N die Gleichung erffiill ist: 

(1) fi (n) = f2 (n), 

so dass, wenn auch nut fiir ein einziges besonderes Element~ n ~ n o 
diese Gleiehung nicht besteht, f l ( N ) u n d  f2(A r) als versehiedene Be- 
legungen yon Z r charakterisirt sind. 

Beispielsweise kann, wenn m 0 ein besonderes Element yon Mist. ,  
festgesetzt seth, dass fiir alle n 

f(n) = mo 
set; dieses Gesetz eonsfituirt eine besondere Belegung yon /F  mi tM.  

Eine andere Art yon Belegungen ergiebt sich, wenn m o und m 1 
zwei verschiedene besondere Elemente yon M sind, n 0 ein besonderes 
Element yon _IV ist~ durch die Festsetzung: 

f ( n o )  = too,  

f (n) = m, 

ffir alle n, die yon n o versehieden sind. 
Die Gesamm~heit aller versehiedenen Belegungen yon Z r rail 

M bilder eine bestimmte Menge mi~ den Elementen f ( N ) ;  wit nonnen 
sie die ,Belegungsmenge yon J~ mit M '  und bezeichnen sie dutch 
( N ! M ) .  Es ist also: 

(~) (-~ I Y / )  = { f ( N ) } .  

Is~ M ~ M' und N c~ N', so finde~ man leicht, dass aach 

(3) (lV t :~) " )  (iV' I M') .  

Die Cardinalzahl yon (N[ M) h~ing~ also nur yon den Cardinalzahlen 

_~- - -a  und ~--- -5  ab; sie dient uns zur Definition der Potenz ab: 

(a) ab = (~rl ~t ) .  ,~ 

drei beliebige Mengen M, ]h r u n d  P beweist man leich~die S~tze: 

(5') ( ( ~ 1 M ) . ( P I  M)) c~ ((IV, P)  I M ) ,  

(6) (M. 

aus denen, wenn P ~ c gesetzt~ wird, auf Grund yon (4) und im Hin- 
bliek auf w 3, die fiir drei beliebige Cardinalzahlen a, 5 und r giilligen 
8i~Ize sich ergeben : 

(8) a ~ �9 a ~ ----- a ~+~, 

(9) a, .  ~ = (a .  ~)r 

0 o )  (a~)~ = ~.~. 
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Wio inhal~reioh und weit~ragend diese einfa~hea auf die M~chtigkeiten aus- 
gedehnten Formeln sind, erkennt man an folgendem Beispieh 

Bezeichneu wit die Mt~chtigkeit des Linearcon~inuums X (d. h. des ]nbegriffs 
X sller reellen Zahlen ~, die ~ 0  und ~ 1 sind) mit ~, so iiberzeug~ man sich 
leioht, dass sic sioh unter anderm durch die ~'ormel 

(11) " e = ~v~ 

darstellen IRost, wo fiber clio Bedeu~ung yon t% der w 6 Aufschhss giebt, 

In tier That ist 2 t% nach (4) nichts snderes als die M~chtigkei~ aller Dar- 
stellungen 

(t~) x ~  f~__! + : (~)~+ . . . . .  q- f(~) + .  (wo f(~) - -  o ode~ 1) 

dor Zahlen mim Zweiersystem. Beachten wir hierbei, class jedo Zahl x nur 

einmal znr Darstell~ng kommt, mit Ausnahmo der Z.~hlen ~ = ? y - b l  ~ 1, die 
2~ 

zweimsl dargestellt werdenp so haben wir~ worm wir die ~bz~hlbare" Gesemmtheit 
der le~teren mit { s, } bezoichnen, zun~hs~ 

Hebt man aus X irgend eine ,,~bzl~hlbare" Menge { t~ } heraus und bezeichno~ 
den Rest mit Xj, so ist 

X - ~  ( { t, }, X,) = ({ t._, }, { ~. }, X,), 

({'4, x ) - - ( { , , } ,  {~,}, x , ) ,  

{~,-,} ~ {',I, {t,,} ~ {~,}, x,~x,, 
mithin 

x~({~,},x) ,  
~l~o (~ I) 

Aus (11) folg~ dutch Quadriren (hath w 6, (~)) 

nnd hierans dutch fortgesetzte Multiplication mit o 

(1~) o ~ ~--- �9 
wo ~: irgeud eine endliche Cardinalzahl ist. 

Erhebt ma~ beide Seiten yon (11) zur Potenz t%, so erht~lt man 

D~ ~ber nach ~ 6, (8) ~ .  t% = t%, so is~ 

Die Formeln (18) und (14) haben abet keine andere Bo~leutung ~ls diese: .Das 
#-dimensionale sowohl, wie das ~o-dimensionale Continuum hahen die M~oht~gkeit 
des ein~mon'sionalen Continuums." Es wird also dfe ga~e ~r~haI~ der Arbeit 
im 84 t~n Bsnde des Crelle'schen Journals. pag. 242 ~@ ~ s ~  wenlg~ ~txiahen aus 
den Grundforme~n des -Rechnens mit ~l~chtigkeit~ rein algebraisoh abgeleite& 
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w  

Die endliehen Cardinalzalflen. 

Es soU zun~chst gezeigt werden, wie die dargelegten Principien, 
auf welchen sparer die Lehre yon den actual unendlichen oder traus- 
finiten Cardinalzahlen aufgebaut werden sell, aueh die nattirlichste, 
ktirzeste und strengste Begrtindung der endlichen Zahlenlehre liefern. 

Einem einzelnen Ding co, wenn wit es unter den Begriff einer 
Menge E o ~ (e0) subsumiren, entspricht als Cardinalzahl das, was wit 
~Eins ~ nennen und mit 1 bezeiehnen; wir haben: 

(1) 1 = ~o.  
Man vereinige nun mi~/~o ein anderes Ding el, die Vereinigungsmenge 
heisse J~l, so dass 

(2) Zt  = (E o, e,) ~- (eo, et). 

Die Cardinalzahl yon ~1 heisst jZwei ~ and wird mit 2 bezeiohnet 

(3) 2 ~ ~ , .  
Dutch Ilinzufugung neuer Elemento erhalten wir die Reihe tier 

Mengen 
E2 = ( E , ,  e~), E~ = (E~,  ~:,), . . . .  

welche in unbegrenz~er Folge uns successive die ltbrlgen, mit 3, 4, 
5, . �9 . bezeichneten, sogenannten endlichen Cardinalzahlen liefern. Die 
hierbei vorkommende htflfsweise Verwendung derselben Zahlen als 
Indices rechlfertigt sieh daraus, dass eine Zahl erst dann in dieser 
Bedeur gebraueht wird, nachdem sic als Cardinatzahl definir~ 
worden isl. Wit haben, wenn under v - -  1 die der Zahl v in jener~ 
l~ihe niichs~vorangehende verstanden wird, 

(a) ~ = L - , ,  

(5)  ~E, = ( ~ E , _ ~ ,  e,.) ----- ( c o ,  e , ,  . . . e , ) .  

Aus der Summendefini~ion in w 3 folg~: 

d. h. jede endllche Cardina]zahl (ausser 1) is~ die Summe aus der n~chs$ 
vorhergehenden und 1. 

Bei unserm Gedankengange treten nun folgende drei Si~ze in den 
Vordergrund: 

A. ,, Die Glieder der unbegrenzten t~ihe endlicher Cardinalzahlen 

1~2~3~ . . . v  . . . .  

sind age unter einander verschieden (d. h. die in w 1 aufges~ell~e 
hequivalenzbedingung ist an den entspreehenden Mengen nich~ erfilllt)". 
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B. ,,Jede dieser Zahlen v ist gr6sser, aZs die ihr vorangehenden 
und kleiner, a~s die auf  sie fo~genden (w 2)." 

C. , ,Es giebt keine Cardinalzahlen, welche ihrer Grgsse naeh 
~wischen zwei benachbarten v und v -~- 1 l@en (w 2)." 

Die Beweise dieser Siitze sttitzen wir auf die zwei folgenden D 
und E,  welche daher zunlichst zu erh~irten sind. 

D. ,, Ist ]Jl eine Menge yon solcher Besehaffenheit, class sie mit 
keiner yon ihren Theilmengen gleiche M~chtigkeit hat, so hat auch die 
Menge (M,  e), wdche aus M dutch Hinzufi~gung eines einzigen neuen 
Elementes e hervorgeht, dieselbe Besehaffenheit, mit keiner xon ihren 
Theilmengen gleiehe Mgchtig~eit ~u haben." 

E. , ,Ist N eine Menge mit der endZichen Cardinalzaht v, s irgend 
eine Theilmenge yon N ,  so ist die Cardinal~ahl yon !V 1 gZeich einer der 
vorangehenden Zahlen 1 , 2 ,  3 , . . .  v -- 1." 

B e w e i s  yon  D. Nehmen wit an, es hiltte die Menge (M, e) 
mit einer ihrer Theilmengen, wir wollen sie h rnennen, gleiche Miichtig- 
kei~, so sind zwei F~lle zu unterscheiden~ die beide auf einen Wider- 
sprueh fiihren : 

1) Die Menge .ST enthiil~ e als Element; es sei N ~  (Ml, e); 
dana ist Mj ein Theil yon M~ well .h r e in  Theil yon (M, e) ist. Wie 
wir in w i sahen, l~sst sich das Zuordnungsgesetz der beiden ilqui- 
valenten Mengen (M, e) and (M 1 , e) so modifieiren, dass das Element e 
der einen demselben Element e der andern entsl~rieht; alsdann sind 
yon selbst auch . ~  and 2dl gegenseitig eindeutig auf einander bezogen. 
Dies streite~ aber gegen die u dass M mit seinem Theile 
M 1 nieht gleiehe Miich~igkei~ hat. 

2) Die Theilmenge ~r yon (M, e) en~hiflt e nich~ ale Element~ so 
ist h T entweder M oder ein Theft yon M. Bei dem zu Grunde liegen- 
den Zuord~aungsgesetze zwischen (M, e) und ~ mSge das Element e 
der ersteren dem Elemente f der le~z%ren entsprechen. Sei N==(M 1, f) ; 
dann wird gleiehzeitig die Menge ~4' in gegensei~ig eindeu~ige Be- 
ziehung zu _~r 1 gesetzt sein; M I ist aber als Theil yon N jedenfalls 
aueh ein Theft yon M. Es wiire auch bier M einem seiner Theile 
~iquivalent, gegen die Voraussetzung. 

B e w e i s  yon  E. Es werde die Riehtigkei~ des Satzes bis zu 
einem gewissen v vorausgesetz~ und dann auf die Gtll~igkeit fiir das 
niichsifelgende v -{- 1 wie folgt geschlossen. 

Als Menge mi~ der Cardinalzahl v -{- I werde E ,  ~- (e0, e~, . . ,  e,) 
zu Grunde geleg~ ist der Satz fiir diese richtig, so folgt ohne Weiteres 
(w 1) aueh seine Gtilfigkeit ftir jede andere Menge mit derselben 
Caxdinalzahl v + 1. Sei ~ '  irgend ein Theil yon E~; wit m~terscheiden 
folgende F~lle: 

1) ~ '  enthiil~ e~ nlcht ale Elemefit, dann ist ~ *entweder ~,_~ 
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oder ein Theil yon E,-1,  hat also zur Cardinalzahl entweder v oder 
eine der Zahlen 1, 2, 3 , . . .  v - -  1, weil wit ja unsern Satz als richfig 
fur die Menge E~-I mit der Cardinalzahl v voraussetzen. 

2) /i7' besteht aus dem einzigen Element e~, dann ist E '  ~ 1. 

3) 3 '  besteh~ aus e, and einer Menge ~"~ so dass ~'-----(E", e~) 
E"  ist ein Theil yon E,_I ,  hat also vorausgesetztermassen zur Cardinal- 
zahl eine der Zahlen 1, 2~ 3, . �9 . v - -  1. 

Nun ist aber ~-----~-~ + 1, daher hat g '  zur Cardinalzahl eine 
der Zahlen 2, 3, . . .  ~,. 

B e w e i s  yon  A. Jede der yon uns mit g~ bezeiehneten Mengen 
hat die Beschaffenheit, mit keiner ihrer Theilmengen iiquivalent zu 
sein. Denn nimmt man an, dass dies fiir ein gewisses ~ riehfig sei, 
so folgt aus dem Satze D dasselbe fiir das nllchsffolgende v -{- 1. 

Fflr v ~ 1 erkennt man aber unmittelbar, dass die Menge E t ~ (e0,et) 
keiner ihrer Thei]mengen, die hier (e0) und (el) sind, i~quivalent ist. 

Betracht~en wir nun irgend zwei Zahlen # und v der Reihe 
1, 2, 3 , . . .  und ist # die frtihere, v die sp~Cere, so ist E~_t eine 
Theilmenge yon E,~-.I; es sind daher J~u-1 und E,_t  nieht ~iquivalent; 

die zugehSrigen Cardinalzahlen g = - ~ g _ t  und 2, ~ - ~ - 1  sind somit 
nioht gleich. 

B e w e i s  yon  B. Is~ yon den beiden endlichen Cardinalzahlen 
und v die erste die frfiher% die zweite die splltere, so ist ~ < v. 

Denn betraebten wit die beiden Mengen M---~ E~_t und ~ ~ E~-t,  

so ist an ihnen jede der beiden Bedingungen in w 2 far ~ < 
erffillt. Die Bedingung 1) ist erfiillt, weil nach Satz E eine Theil- 
menge yon M -~- Et,_i nur eine yon den Cardinalzahlen 1, '2, 3 , . . .~  --  1 
haben~ also der Menge N ~ / i : ~ . t  nach Satz A nich~ iiquivalent sein 
kann. Die Bedingung 2) ist erfiillt, well bier M selbs~ ein Theil 
yon N ist. 

B e w e i s  yon  C. Sei r eine Cardinalzahl~ die kleiner ist a|s v +  1. 
Wegen der Bedingung 2) des w 2 giebt es eine Theilmenge yon ~ mit 
der Cardinalzahl a. Nach Satz E kommt einer Theilmenge yon ~ nur 
elne der Cardinalzahlen 1, 2, 3~ . . . v zu. 

Es ist also a gleieh einer yon den Zahlen 1, 2, 3 , . . .  v .  
Nach Satz B ist keine yon diesen gr'dsser als v. 
Folglich giebt es keine Cardinalzahl a~ die kleiner als v + 1 und 

gr5sser als v w~re. 
Von Bedeutung fiir alas Spiitere ist folgender Satz: 
F. ,~Is~ K irgend eine Menge yon verschiedenen endlichen Cardinal- 

~ahlen, so giebt es unter ihnen eine z~, die kleiner als die iibrige~, 
also die kleinste yon allen ist." 
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Beweis .  Die Menge K enth~lt entweder die Zahl 1, dann isi 
dlese die kleinste, u t ~ 1; oder nieht. Im letzteren Falle set J der 
Inbegriff aller derjenigen Cardinalzahlen unsrer Reihe 1, 2, 3 , . . . ,  
welche kleiner sind, als die in K vorkommenden. GehSrt eine Zahl v 
zu d r , go gehi~ren auth alle Zahlen ~ v zu dr. Es muss abet J e i n  
Element vl haben, so dass v I -{- 1 und folglich auch alle grSsseren 
Zahlen nich~ zu J geh5ren~ well sonst J die Gesammtheit aller end- 
lichen Zahlen umfassen wtirde, w~ihrend doeh die zu K gehSrigen 
Zahlen nicht in d r enthalten sind. J ist also nichts anderes als der 
Abschnitt (1, 2, 3 , . .  �9 vi). Die Zahl v I ~ 1 --~- u~ ist nothwendig ein 
Element yon K und kleiner als die fibrigen. 

Aus F schliesst man auf: 

G. ,,Scde Menge K ~ {~} yon versd~iedene~ endlichen Cardinal- 
zahlca l~'sst 8ich in die ~dhenform 

K ") 
bringen, so dass 

w  

Die kleinste transfinite Cardinalzahl Alef-null. 

Die Mengen mit endlicher Cardinalzahl heissen ,endliche .Mengen~ 
alle anderen wollen wir ,~ransfinite Mengen' und die ihnen zukommen- 
den Cardinalzahlen ,transfinite Cardina~zahlen' nennen. 

Die Gesammtheit aller endlichen Cardinalzahlen v bietet uns das 
niichstliegende Beispiel einer h'ansfiniten ~Ienge; wir nennen die ihr 
zukommende Cardinalzahl (w 1) ,A~ef-nuU', in Zeichen t%, definiren also 

(i) = 

])ass ~o eine tran~f~i(e Zahl, d. h, keiner endlichen Zahl y, gleich ist, 
folgt aus der einfachen Thatsache, dass, wenn zu der Menge {v} 

ein neues Element e o hinzugefiigt wird, die Vereinigungsmenge ({v}, eo) 

der urspriinglichen {v} iiquivalent ist. Denn es lgsst sich zwischen 

beiden die gegenseitig eindeutige Beziehung denken, wonach dem 
Elemente e o der ersten das Element 1 tier zweiten, dem Element v der 
ersten das Element v + 1 der andern entspricht. Nach w 3 haben 
wir daher: 

(2) ~o + 1 ~- ~0. 
In w 5 wurde aher gezeig~, dass ~ -{- 1 stets yon ~ versehieden ist, 
daher ist t% keine~ endlichen Zahl ~ gleich. 

l Die Zahl ao ist grSsser als jede end~iche Zahl ~: 
(3) > 
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Dies folgt im Hinblick auf w 3 daraus, dass ~ ~ (1, 2, 3 . . . .  ~), kein 
Theil der Menge (1, 2, 3 , . . .  6) ~iquivalent der Menge {v} und dass 
( 1 , 2 ,  3 , . . .  ,u) selbst ein Wheil yon {v} ist. 

Andrersei~s ist ~o die kleinste transfinite Cardinalzahl. 
Ist a irgend eine yon ~o verschiedene transfiuite 0ardinalzahl, so 

ist immer 

(4) ~o < ~- 

Dies beruht auf folgenden S|itzen: 
A. ,Jede transfinite Menge T hat Theilmengen mit der Cardinal- 

zaTd ~o " 
B e w e i s .  Hat man nach irgend einer Regel eine endliche Zahl 

yon Elementen tl, t2, . . .  t~_l aus T entfern~, so bleibt s~ets die 
M5glichkeit, ein ferneres Element t~ herauszunehmen. Die Menge 
{t,,}, worin v eine beliebige endliche Cardinalzahl bedeutet, ist eine 
Theilmenge yon T m i t  tier Cardinalzahl ~0, weil {t,} c-o {v} (w 1). 

B. ,, Ist S eine transfinite Menge mit der Cardinal~ahl ~o, $I irgend 

eine transfinite Theilmenge yon S, so ist auch ~1 ~ ~o ." 
Bewei s .  Vorausgesetzt ist, dass S cx9 {v};  bezeichnen wir~ unter 

Zugrundelegung eines Zuordnungsgesetzes zwischen diesen beidea 
Mengen, mit s, dasjenige Element yon ~, welches dem Elemente v yon 
{v} en~sprich~, so ist 

z =  

Die Theilmenge S 1 yon S besteht aus gewissen Elementen sx yon S 
und die Gesammtheit aller Zahlen z bi]det einen transfiniten Theil K 
der Menge {v~. Nach Satz G, w 5 liisst sieh die Menge K in die 
Reihenform bringen 

. K =  {m},  
wo 

folglich ist auch 

Daraus folgt, dass S~ cx~ Z, mifflin ~ ~ ~0. 
Aus A und B ergiebt sieh die Formel (4) ira Hinblick auf w 2. 
Aus (2) schliesst man dutch Hinzuffigung yon 1 auf beiden Seiten 

~o -J- 2 - -  ~o + 1 = ~o, 

und indem man diese Betrach~ung wiederholt~ 

(5) ~o + v = ~o. 
Wit haben abet auch 

(6) ~o + ~o - - -  ~o. 



494 G. CANTOS. 

Denn nach (I) w 3 ist ~o + ao die Cardinalzahl ({a,},  {b,}), weft 

l ad  =-{b4 = 
Nun hat man offenbar 

{2, ,})  ( { . J ,  
also 

{b.}) = { q  = 

Die Gleichung (6) kann auch so geschrieben werden: 

und~ indem man zu beiden Seiten wiederholt t% addirt, finder man~ class 

(7)  a o -  I, = ~ .  ao = ao.  
Wir haben aber auch 

(8) ~o " ~,, = ~,, '  
Beweis .  Nach (6) des w S ist t% �9 ~o die der Verbindungsmenge 

zukommende Cardinalzahl, wo ~ und ~, unabhiingig yon einander zwei 
beliebige endliche Cardinalzahlen sind. Ist aueh s Repriisentant einer 
beliebigen endlichen Cardinalzahl (so dass {~}, {~} und {~,} nur 
verschiedene Bezeichnungen ffir dieselbe Gesammtheit aller endlichen 
Cardinalzahlen sind), so baben wir zu zeigen, dass 

Bezeichnen wir ~ Jr-v mit Q, so nimmt p die siimmtliehen Zahlen- 
werthe 2, 3, 4 , . . .  an, und es gieb~ im Ganzen Q ~ 1 Elemente (~, ,J), 
f~ir welche /~ q-- v ~-- Q, niimlich diese: 

(1, e - -  1), (2, q-- 2 ) , . . .  (~ - -  1, I). 

In dieser Reihenfolge denke man sich zuerst das eine Element (1, 1) 
gesetzt, fiir welches 9 ~ 2, dann die beideu Elemente, flit welche 
@ ~ 3, dann die drei Element% f/Jr welche @ ~ 4 u. s. w., so erhiiR 
man sRmmtliche Elemente (6, ~) in einfaeher Relhenform: 

(1, 1); (1, 2), (2, 1); (1, 3), (2, 2), (3, 1); (1, 4), (2, 3 ) , . . . ,  

nnd zwar kommt bier, wie man leicht sieht, des Element (~, v) an 
die ~t ~ Stelle, wo 
(9) ~t = ~ + ( ~ + v - - 1 ) ( ~ + ~ - s ) .  

2 

it nimmt jeden Zahlwerth 1, 2, 3 , . . .  einmal an; es besteht also ver- 
mSge (9) eine gegenseitig eindeutige Beziehung zwisehen den beiden 
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Werden die beiden Seiten der Gleiehung (8) mit ~o mulgiplieirt, 
so erh~l~ mail ~o 3 ~ ~,2 ~ ~o und durch wiederholte Multiplication mit 
~o die fiir jede endliche Cardinalzahl v giiltige Gleichung: 

(10) ~o" ~ ~o" 
Die S~itze E und A des w 5 fiihren zu dem Satze fiber endliche 

Mengen : 

C. ,, Jede endliche Menge E ist so beschaffen, dass sie mit keiner ! 
yon ihren Theilmengen ~quivalent ist." 

Diesem Satz steht scharf der folgende fiir transfinite Mengen 
gegeniiber: 

D. ,,Jede transfinite Menge T ist so beschaffen, dass sie Theilmengen 
T l hat, die ihr 6quivaZent sind." 

Beweis .  Naeh Satz A dieses Paragraphen giebt es eine Theil- 
menge S ~  (t~} yon T m i t  der Cardinalzahl ~o. Sei T ~  (S, U), 

so dass U aus denjenigen Elementen yon T zusammengesetzt ist, welche 
yon den Elemen~en t~ verschieden sind. Seezen wir $1 ~ ~t~+l}, 

T, -----(Sj, U), so ist T l eine Theilmenge yon T und zwar die dutch 
Forflassung des einzigen Elementes t I aus :T hervorgehende. Da 
S c~ S l (Satz B dieses Paragraphen) and U c~ U, so is~ aueh (w 1) 

In diesen S~itzen C und D trit~ die wesentliche Verschiedenheit 
yon endlichen und transfiniten Mengen am Deutlichsten zu Tage, auf 
welche berei~s im Jahre 1877 im 84 sr Bande des Crelle'schen Journals 
pag. 242 hingewiesen wurde. 

Nachdem wit die kleinste transfinite Cardinalzahl ~o eingefiihrt 
und ihre niiehstliegenden Eigenschaften abgeleitet haben, entsteht die 
Frage naeh den hSheren Cardinalzahlen uud ihrem Hervorgang aus ~o. 

Es soll gezeig~ werden, dass die r Cardinalzahlen sieh~ 
na~h ihrer GrSsse ordnen lassen und in dieser Ordnung, wie die t endlichen, jedoch in einem erweiterten Sinne, eine ,woMgeordne~e 
M~ngv' bilden. 

hus ~0 geht nach einem bestimmten Gesetze die ~ichstgrgssere 
Cardinalzahl ~2, aus dieser nach demselben Gese~ze die n~ichstgrgssere 
~2 hervor und so geh~ es weiter. 

Aber auch die unbegrenzte Folge der Cardinalzahlen 

ersehSpft nieht den Begriff der transfiniten Cardinalzahl. Es wird 
die Existenz einer Cardinalzahl nachgewiesen werden, die wir mi~ ~,  
bezeiehnen und welehe sieh als die zu a~len ~ n~iehstgr6ssere ausweist; 
aus ihr geht in derselben Weise wie a~ aus ~o eine niichstgrSssere 
~+~  hervor und so geht es ohne Ende fort. 
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Zu jeder transfiniten Cardinal~ahl a giebt es eine naeh einheitliehem 
Gesetz aus ihr hervorgehende n~chstgr~ssere; abet aueh zu jeder un- 
begrenzt aufsteigenden wohlgeordne~en Menge {a} yon transfini~en 
Cardinalzahlen a giebt es eine n~chstgrSssere~ einheitlieh daraus 
hervorgehen<le. 

Zur strengen Begrfindung dieses im Jahre 1882 gefundenen und 
in dem Schrif~ehen ~,Grundlagen einer al]gemeinen Mannigfal~igkeits- 
lehre, Leipzig I883", sowie im XXI. Bande der Math. Annalen aus- 
gesprochenen Sachverhaltes bedienen wir uns tier sogenannten ,Ord- 
nungstyloen'~ deren Theorie wir zun~chs~ in den folgenden Paragraphen 
auseinander zu se~zen haben. - -  

w  

Die 0rdnungstypen einfach geordneter ~Iengen. 

Eine Menge M nennen wir , ~ e o r d _ n e t ' ~  wenn under ihren 
Elementen ~n eine bestimmte ,t~a~gord~ung' herrsch~ in welcher yon 
je zwei beliebigen Elementen m I und m s das eine den ,~iedrigeren'~ das 
andere den ,h6heren c Rang einnimmt und zwar so~ dass wenn yon 
drei Elementen mj, m s und m s e~wa m t dem Range nach niedriger 
ist als m2, dieses niedriger als ms, alsdann auch immer m I niedrigeren 
Rang hat als ms. 

Die Beziehung zweier Elemente m I und ms, bei welcher m 1 den 
niedrigeren, m 2 den hSheren Rang in der gegebenen Rangordnung hat, 
sell durch die Formeln ausgedrfickt werden 

(i) m~ -< ms, m2 >- ml. 
So ist beispielsweise jede in einer unend|ichen Geraden definirte Punkt- 
menge ~ eine einfach geordne~e Menge, wenn yon zwei zu ihr ge- 
hSrigen Punkten _~i und io2 demjenigen der niedrigere Rang zugewiesen 
wird, dessen Coordinate (unter Zugrundelegung eines l~ullpunktes und 
einer posit~ven Richtung) die kleinere ist. - -  

Es leuchte~ ein, dass eine und dieselbe Menge nach den ver- 
schiedensten Gese~zen ,einfach geordne~ ~ werden kann. Nehmen wir 
zum Beispiel die Menge t /  aller positiven ra~ionalen Zahlen ~- (we p q 
und q ~heilerfremd seien), die gr~sser als 0 und kleiner als 1 sind t so 
hat man einmal ihre ,nattirliche' Raagordnung der GrSsse naeh. Dann 
lassen sie sich aber auch etwa so ordnen (und in dieser Ordnung 
wollen wit die Menge mit ~0 bezeiebnen), dass yon zwei Zahlen 

und ~ ,  bei denen die Summen :Pt "~ ~1 und P2 ~ q~ versehiedene Wer~he qz 
haben, diejenlge Zahl den niedrigeren Rang erh~lt, flit welche die 
be~effende Summe die kleinere is~, und dass wenn lui -]- ~l ~ 2  -I- q~, 
atsdann die kleinere der ,beiden rationalen Zahlen die niedrigere sei, 
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In dieser Rangordnung hat unsere Menge~ da zu einem und dem- 
selben Werth yon p-j-q immer nur eine endliche Anzahl yon ver- 

schiedenen rationalen Zahlen P- geh5rt, oflenbar die Form 

( 1 1 1 2 1 1 2 3 '  ) 
R o - ~ ( r t , r . ~ , ' ' . , r , , . . ' ) ~  ~ , ~ , ~ , g , ~ , ~ , ~ , ! ' . .  

wo 
r, ~ r ~ - l .  - -  

Stets also, wenn wit yon einer einfach geordneten Menge ~1 
spreehen, denken wir uns eine bestimmte ttangordnung ihrer Elemente 
in dem erkl~irten Sinne zu Grunde gelegt. --  

Es giebt zweifach, dreifach, v-fach, ~-fach geordnete Mengen, yon 
diesen sehen wir aber vorl~iufig in unserer Untersuchung ab. Daher 
sei es uns auch erlaubt~ im Folgenden den kiirzerea Ausdruck ,geord- 
nete Menge' zu gebrauchen, w~ihrend wir die ,einfach geordnete 
.Menge' im Sinne haben. --  

Jeder geordneten Menge M kommt ein bestimmter ,Ordnungstypus' 
oder k~rzer ein bestimmter ,Typus' zu~ den wir mit 

bezeicbnen wollen; hiernnter verstehen wit den Allgeme/nbegr/ff, we/chef 
sich aus M ergiebt, wenn wi t  ~ur van der Beschaffenheit der E, lem.ente 
m abstrahiren, die t~angordnung unter ihnen abet beibehalten. 

Darnach ist der Ordnungstypus ~1I selbst eine geordnete Menge, 
deren Elemente lauter .Einsen sind, die dieselbe Rangordnung unter 
einander haben, wie die entsprechenden Elemente yon M,  aus denen 
sic durch Abstraction hervorgegangen sind. 
: :  Zwei geordnete Mengen M und 2V nennen wir ~ h ' ,  wenn sic 
sieh gegenseitig eindeutig einander so zuordnen lassen,-WT"ffass wenn m l 
~hd m2 irgend zwei Elemente yon M,  n 1 und n 2 die entsprechenden 
~dmente..~ yon N sind, alsdann immer die Rangbeziehung yon m I zu m, 
in~erhalb M dieselbe ist, wie die yon n I zu n 2 innerhalb N. Eine 
solche Zuordnung Rhnlicher Mengen nennen wir eine ~Abbildung c der- 
selben auf einander. Dabei entspricht jeder Theilmenge M i yon M 
(die offenbar aueh als geordnete Menge erscheint) eine ihr Rhnliche 
Theilm,enge N I yon N. 

Die Aehnlichkeit zweier geordneten Mengen M und ~V dr~cken 
wir dureh die Formel aus: 

(3) M ~ ~V. 

Jede geordnete Jlenge ist sich selbst ghnlich. [ 
Sind zwei geordnete Mengen einer dritten ~ihnlich t so sind sic auch 

einander 5hnlich. 
Mathem~ti~cho Amaalom XLVT. 32 
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]~ Eine einfache Ueberlegung zeigt, dass zwei geordnete Mengen dann 
und nut dann densetben Ordnungstypus haben, wenn sie ~hnlich sind, 
so dass yon den beiden Formdn 

(4) ~ ,  M ~ h r  

immer die eine eine Folge der andern ist. 
Abstrahirt man an einem Ordnungstypus ~ auch noch yon der 

Rangordnung der Elemente~. so erhiilt man (w ]) die Cardinalzahl 21/ 
der geordneten Menge M~ welche zugleich Cardinalzaht des Ordnungs- 
typus M i s t .  

Aus ~ ~ ~ folg~ immer )l~ ~ ~ ,  d. h. geordnete Mengen yon 
gleiehem Typus haben immer dieselbe M~ehtigkeit oder Cardinalzahl; 
die Aehnliehkeit geordneter Mengen begriindet stets ihre hequivalenz. 
Itingegen kSnnen zwei geordnete Mengen ~i~luivalent sein, ohne ~hnlich 
zu -sein. 

Wir werden zur Bezeichnung der Ordnungstypen die kleinen 
Buehstaben des griechischen A_lphabets gebrauchen. 

Ist a ein Ordnungstypus, so verstehen wir unter 
(5) 
die zugehSrige Cardinalzahl. 

Die Ordnungstypen endlieher einfach geordneter Mengen bieten 
kein besonderes Interesse. Denn man fiberzeugt sieh leicht, dass ffir 
eine und dieselbe endliche Cardinalzahl v alle einfach geordneten 
Mengen einander ~ihnlich sind, also einen und denselbea Typus haben. 
Die endlichen einfaehen Ordnungstypen sind daher denselben Gesetzen 
unterworfen wie die endliehen Cardinalzahlen, und es wird erlaubt 
seinp fiir sie dieselben Zeiehen 1, 2, 3, . . . ,  v , . . .  zu gebrauchen, wenn 
sie auch begrifflich yon den Cardinalzahlen versehieden sind. 

I Ganz anders verh~lt es sieh mit den tra,~s[~n#en Ordnungsty]pen; 
l denn zu einer und derselben transfiniten Cardinalzahl giebt es unz~hlig 
viele versehiedene Typen einfaeh geordneter Mengen, die in ihrer 
@esammtbei~ eine besondere ,Ty~enclasse ~ eonstituiren. 

Jede dieser Typenclassen ist also bestimmt dutch die transfinite 
Cardinalzahl a, welche allen einzelnen zur Classe gehSrigen Typen 
gemeinsam ist; wir nennen sie daher kurz Typenelasse [a]. 

Diejenige yon ihnen, welche sieh uns naturgem~ss zuerst darbietet, 
und deren vollst~ndige Erforschang daher auch das n~ichste besondere 
Ziel der ~ransfiniten Mengenlehre sein muss~ ist die Typenclasse [~0], 
welche alle Typen mit der-kleinsten transfiniten Cardinalzahl ~ 
umfasst. 

Wir haben zu unterscheiden yon der Cardinalzahl a~ welehe die 
~penelasse [a] bes~immt~ diejenige Cardinalzahl ~'~ welche ihrerse/ts 
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dutch die Ty~enclasse [a] bestimmt ist; es ist die Cardinalzahl, welehe 
(w 1) der Typenelasse [a] zukommr sofern sie eine wohtdefinirte Menge 
darstellt, deren .Elemente die s~immtlichen Typen ~ mit tier Cardinalzahl 
a sind. Wit werden sehen, dass d yon ~ versehieden and zwar immer 
grSsser als r ist. 

Werden in einer geordneten Menge _M alle Rangbeziehungen ihrer 
Elemente umgekehrt, so dass iiberall aus dem ~niedriger' ein ,hSher'  
und aus dem ,hSher' ein ,niedriger' wird, so erhKlt man wieder eine 
geordnete Menge, die wit mit 
(6) 
bezeiehnea und die ,inverse' yon M nennen wollen. 

Den Ordnungstypus yon *M bezeichnen wir, wena a ~ 2~ ist, mit 
(7) *~. 

Es kann vorkommen, dams *~-----a, wie z. B. bei den end]ichen 
Typen oder bei dem Typus der Menge /~ aller rationalen Zahlen, die 
gr5sser als 0 und kleiner als 1 sind~ in ihrer nat[irlichen Rangordnung, 
den wir unter der Bezeichnung ~/ untersuchen werden. 

Wir bemerken ferner, dass zwei ~hnliche geordnete Mengen en~- 
weder auf eine einzige Weise oder auf mehrere Weisen auf einander 
abgebildet werden k5nnen; im ersten FaUe ist der betreffende Typus 
sieh selbst nur auf eine Weise ~ihnlich, im andern auf mehrere Weisen. 

8o sind nicht nur atle endlichen Typen, sondern die T r a d e r  
transfiniten ,wghlgeordnete~u_~ealgen', wdehe uns sparer beschKftigen 
werden und die wir transfinite O r d n u ~ h l e n  nennen, yon der Art, 
nur eine einzi e ~ a f sich n. Dagegen ist 
jeaer Typus ~ sieh sdbst auf unz~hlig vide Weisen iihnlieh. 

Wir wollen diesen Unterschied an zwei einfaehen Beispielen ver- 
deu~liehen. 

Unter co verstehen wit den Typus einer wohlgeordneten Menge 

(e I , e., . . . .  , e~, . . .), 
in weleher 

e~ -,< e,.4_ ~ 
und wo v Reprilsentan~ aller endliehen Cardinalzahlen ist. 

Eine andere wohlgeordnete Menge 

(5 ,  f 2 , . . . ,  5 , . . . )  
mit der Bedingung 

G "< 

~om niimliehen Typus ~ kann offenbar auf jene nut so ,abgebildet' 
werden, dass e, und f~ entsprechende Elemente sin& Dean das dem 
Range nach niedrigs~e Element e jder  ersten muss bei der Abbildung 
dem niedrigsten Element fl der zweiten, das dem Range nach auf e t n~ehst- 
folgende e 2 dem auf ft n~chstfolgenden f2 u. s. w. zugeordnet werden, 
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Jede andere gegenseitig eindeutige Zuordnung der beiden iiqui- 
valenten Mengen {e,} und {f,} ist keine ,Abbildung' in dem Sinne, 
wie wit ihn oben ftir die Typentheorie fixirt haben. 

Nehmen wir dagegen eine geordnete Menge yon der Form 

{er 

wo v' Repr~sentant aller positiven und negativen endlichen ganzen 
Zahlen mit Einschluss de'r 0 ist und wo ebenfalls 

e,, -<: er 

Diese Menge hat kein dem Range naeh niedrigstes und kein 
hSchstes Element. Ihr Typus ist naeh der Summendefinition, die im 
w 8 gegeben werden wird, dieser: 

*fo --~- fo. 

Er ist sich selbst auf unziihlig viele Weisen iihnlieh. 
Denn betrachten wit eine Menge yon demselben Typus 

{re}, 
w o  

Pc <:  f.'+l, 
so kSnnen die beiden geordneten Mengen so aufeinander abgebildet 
werden, dass~ unter v o' eine bestimmte der Zahlen v' verstanden, dem 
Elemente er der ersten das Element f,  o,+v. der zweiten entsprieht. Bei 
der Willkfirlichkeit yon %" haben wir also bier unendlieh viele Ab- 
bildungen. 

Der hier entwiekelte Begriff des ,,Ordnungstypus" umfasst, wenn 
er in gleicher Weise auf ,mehrfaeh geordnete Mengen" iibertragen 
wird, neben dem in w 1 eingef~lhrten Begriff tier ,,Cardinalzahl oder 
M~ichtigkeit", alles ,,h.nzahlm~ssige", das tiberhaupt denkbar ist und 
liisst in diesem Sinne keine weitere Verallgemeinerung zu. Er enthKlt 
niehts Willkilrliehes, sondern ist die naturgemiisse Erweiterung des 
Anzahlbegriffs. Es verdient besonders betont zu werden, dass das 
Gleichheits~iterium (4) mit absoluter Nothwendigkeit aus dem Begriffe 
des Ordnungstypus fo~gt and daher keinerlei Abgnderung auMsst, ta- 
dora Verkennen dieses Saehverhaltes ist die Hauptursache der sehweren 
Irrthtimer zu erblieken, welehe sich in dem Wetke des Herrn 
G. Veronese ,Grundzilge der Geometrie" findea (Deutseh yon 
A. Schepp, Leipzig 1894). 

Auf pag. 30 wird dort die ,Anzahl oder Zah] einer geordneten 
Gruppe" ganz in Uebereinstimmung mit dem~ was wir ,,0rdnungs- 
typus e iner  einfaeh geordneten Menge" genannt haben~ erkliirt. (Zur 
Lehre yore Transfiniten, Halle 1890, pag. 6 8 - 7 5 ,  Abdruek aus tier 
Z~ehr. f. Philos. u. philos. Kritik, yore Jahre 1887). 
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Dem Kriterium der Gleichheit vermeint aber Herr u  einen Zusatz 
geben zu mfissen. Er sagt pag. 31: ,Zahlen, deren Einheiten sich ein- 
deutig und in derselben Ordnung entsprechen und yon denen die eine 
nicht ein Theil der andern oder einem Theil der andern gleich ist, sind 
gleieh." *) 

Diese Definition der Gleichbeit enthi~lt einen Cirkd and wird 
daher zu einem ~onsens. 

Was heisst denn in seinem Zusatz ,einem Theil der artdern nicht 
gleich " ? 

Um diese Frage zu beantworten, muss man vor allem wissen, 
wann zwei Zahlen gleich oder nicht gleich sind. Es setzt also seine 
Definition der Gleichheit (abgesehen yon ihrer Willkiirlichkeit) eine 
Definition der Gleichheit voraus, die wiederum eine Definition der Gleich- 
heir voraussetzt, bei welcher man yon neuem wissen muss, was glsich 
und ung~eich ist, u. s. w., u. s. w., in infinitum. 

Nachdem Herr V. auf solehe Weise das unentbehrliche Fundament 
ffir die Vergleichung yon Zahlen so zu sagen freiwillig gn'eisgegeben hat, 
daft man sich fiber die Regellosigkeit nicht wundern, in welcher er 
des Weiteren mit seinen pseudotransfiniten Zahlen operir~ und den 
letzteren Eigenschaften zuschreibt, die sie aus dem einfachen Grunde 
nicht besitzen kSnnen, weil sie, in der yon ihm fingirten Form, selbst 
keinerlei Existenz~ es sei denn auf dem Papiere, haben. Auch wird 
hiermit die auffallende Aehnlichkeit versti~ndlieb, welche seinen Zahl. 
bildungen mit den hSchst absurden ,,unendlichen Zahlen" F o n t e n e 11 e' s 
in dessert ,Gdometrie de L'Infini, Paris 1727" anhaftet. 

Ktirzlieh hat auch Herr W. K i l l i n g  in dem ,Index lectionum" 
der Akademie in Mfinster (ftlr 1895--96) seinen Bedenken gegen die 
(}rundlage des Yeronese'schen Buches dankenswerthen Ausdruck 
gegeben. 

w  

Addition und l~ultipli0ation yon 0rdnungstypen. 

Die Vereinigungsmenge (M, ~Y) zweier Mengen M und .N l~ss~ 
sich, wenn die letzteren geordnet sind, selbst als eine geordnete Menge 
auffassen, in welcher die Rangbeziehungen der Elemente yon ~/  unter 
einander, ebenso die Rangbeziehungen der Elemente yon N unter 
einander di~selben wie in ~ /  resp. 1V geblieben sind, dagegen alle 
Elemente yon M niedrigeren Rang als aUe Elemen~e yon _N haben. 
Sind ] / '  und _N' zwei andere geordnete N[engen, M ~ M', 1V ~___ ~ ' ,  

*) In der i~lienischen Originslausgabe (pag. 27) lautet diese Stelie wSrflich: 
,,Numeri le unit~ dei quali si corrispondono univocamen~e e nel medesimo ordine, 
e di cui l'uno non ~ parte o uguale ad uua parle delt'altro, sono uguali." 
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SO is~ aueh (M, N)  __~ (M', N')~ der 0rdnungstypus van (M, N) 
h~ingt also nur van den Ordnungstypen ~ ~ ~, i~ ~ fl ab; wir 
definiren also: 

(1) a d- 3 = (M,  N) .  

In der Summa a -~-/~ heisst a der ,Augendus', ~ der , Adden&r 
Ffir drei beliebige Typen beweist man leich~ des associative Gesetz 

(2) ~ + (3 + 7) ---- (-. + 3 )  + 7 .  
Dagegen ist des commutative Gesetz bei der Addition van Typen im 
hllgemeinen nicht giiltig. Wir sehon dies bereits am folgenden ein- 
fachea Beispiel. 

Ist co der imw 7 bereits erw~hnte Typus der wohlgeordneten Mange 

E ~ (at, e2, �9 � 9  e , , . . . ) ,  e, -.< e,+~ 
so ist 1 q- co nieht gleich co q- 1. 

Dean ist f ein neues Element, so hat man nach (1) 

1 + co---- ( f ,  E ) ,  

+ I === (E,/'). 
Die Mange 

( f ,  . E )  = ( f ,  e~ ,  e~ ,  . . . ,  e , ,  . . . )  

ist aber der Menge E iihnlieh, folglich 

l + c0 ~-  o .  

Dagegen sind die Mengen 2~ und (.E, f) nieht iihnlieh, well erstere 
kein dem Range naeh hSehs~es filled, letztere aber das hSehste filled 
f hat. o q- 1 ist also van eo ~ 1 "Jr ca vorsehieden. 

Aus zwoi geordneten Mengen M und N mit den Typen a und 
]~isst sieh eine geordnete Menge S dadureh herstellen, dass in N an Stelle 
jades Elementes n eine geordnete Mange 714~ substituir~ wird, welehe 
denselben Typus a wie M haL, also 

und dass fiber die Rangordnung in 

(4) s = { M , }  
folgende Bestimmungen getroffen warden: 

1) je zwei Elemeate van ~q, welehe einer und dorsolben Mange M~ 
angehSren~ behalten in S dieselbo Rangbeziehung wio in 21I~, 

2) je zwei Elemente van S, welehe zwei versehiedenen Mengen 
21~ and M~. angehSren, erhalten in S die Rangbeziehung, welehe 
n t und n 2 in ~r haben. 

Der Ordnungs~ypus van S h~ng~, wie leieht zu sohen, nur van 
den Typen a and ~ ab~ wit definiren: 

O) 
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In diesem Producte heisst a der ,Multiplicandus' und ~6 der ,Multi- 
plicator '. 

Unter Zugrundelegung irgend einer Abbildung yon M auf M~ sei 
mr das dem Elements m yon M entsprechende Element yon M~. 

Wir kSnnen dann auch schreiben 
(6) s - -  

Nehmen wir sine dritte geordnete Menge/~ = {p} mit dem Ord- 
nungstypus ~ ~ 7 binzu, so ist nach (5) 

- -  . r  = r = 

~ .  (8 .r )  =- {mop)}.  

Die beiden geordaeten Mengen {(m,,)p} und {m(np)} sind abet iihnlich 
und werden auf einander abgebildet, indem man ihre Elemente (mn)~ 
und m~p) als entsprechende ansieht. 

Es besteht folglich f~ir drei Typen a, /~ und 7 das associative 
Geset~ 
(7) ( a '  ~ ) ' 7  = ~ '  (~" r ) .  
Aus (1) und (5) folgt auch leicht das distributive Geset# 

(8) ~ .  ( ~ + r )  - =  - "  t~ + ~ "  r 

jedoch nur in diessr Form, wo der ~weigliedrige Factor die l~olle 
des Multiplicators hat. 

Dagegen hat bei Typen das commutative Geset~ ebensowenig bei 
der Multiplication wie bei tier Addition allgemeine Geltung. 

Beispielsweise sind 2 .  co uad co. 2 verschiedene Typen; denn 
nach (5) ist 

2 .co  = ( e j , f , ;  e ~ , f ~ ; . . . ;  e , , f , ; . . . ) = r  
dagegen ist 

~ .  2 = ( e ~ ,  e2, . . . ,  e , , . . . ~  f l , f2 , . . . , f , , . . . )  
offenbar yon e~ verschiedon. 

Vergleicht man die in w 3 gegebenen Definitionen der Elementar- 
operationen ftfr Cardinalzahlen mit den hier aufgestellten fiir Ordnungs- 
typen~ so erkennt man leicht, dass die Cardinalzahl der Summe zweier 
Typen gloich ist der Summe der Cardinalzshlen der einzelnen Typen 
und dass die Cardinaizahl des Products zweier Typen gleich ist dem 
Product der Cardinalzahlen der einzelnen Typen. 

Jede aus den beiden Elementaroperationen hervorgehende Glei- 
chung zwischen Ordnungstypen bleibt also such richtig, wenn man 
darin s~mmfllche Typen dutch ihre Cardinalzahlen ersetzt. 
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w 

Der 0rdmungstypus ~ der Menge Ral ler  rationalen Zahlen, die gr~sser 
als 0 und kleiner als I sind, in ihrer natiirlichen Rangordnung. 

Under ~ verstehen wir~ wie in w 7, das System aller rationalen 

Zahlen ~ (p und q als theilerfremd gedaeht) die > 0 und < 1, in q 
ihrer ~ati~rli~her~ Hangordnung~ we die Grbsse der Zahl ihren Rang 
bestimmt. Den Ordnungstypus yon /~ bezeichnen wit mit y: 

(1) ~ ---- ~ .  

Wir haben aber deft dieselbe Menge auch in eine andere Rangordnung 
gesetzt, in welcher wit sie H 0 nennen, wobei in erster Linie die GrS~se 
yon p + q, in zweiter Linie, n~mlich bei rationalen Zahlen, ftir welehe 

p + q denselben Werth hat, die GrSsse yon P- selbst den Rang be- q 
stimmt. H 0 hat die Form einer wohlgeordneten Menge veto Typus o; 

(2) ]~o---~(rl,r~,.. . ,r~ . . . .  ), we r~-~r~+l, 
(3) = 

z~ und 2~ 0 haben, weil sie sieh. nat in der Rangordnung der Elemente 

unterscheiden~ dieselbe Cardina]zahl, und da offenbar ~ o ~  ~0, so 
ist auch 

(4) ~ ~- ~ ~ ~o" 

Der Typus ~ gehSr~ also in die Typenclasse [n0]. 
Wir bemerken zweitens, dass in /~ weder ein dem Range naeh 

niedrigstes, noch ein dem Range nach hSchstes Element vorkommt. 
Drittens bat R die Eigenschaft, dass #wischer~ je zweien seiner 

Elemente dem Range nach andere liegen i diese Beschaffenheit drtlcken 
wit mit den Worten aus: _~ ist .iiberalldicht'. 

Es sell nun gezeigt werden, dass diese drei Merkmale den Typus 
yon R kennzeichnen, so dass folgender Satz besteht: 

,,Hat man eine einfach geordnete Menge M, welche die drei Be- 
dingungen erftlllt: 

"2) .~f hat kein dora Range naeh niedrigstes und kein hSchstes 
Element. 

3) M i s t  tiberalldicht, 
so ist der Ordnungstypus yon M gleieh ~]: 

M ~ q." 

Beweis. Wegen der Bedingung 1) l~isst sich M in die Form 
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einer woh]geordneten Menge yore Typus o bringen; in einer solchen 
Form zu Grunde gelegt, bezeiehnen ~vir ~ f  mit Mo und setzen 

(5) Mo ~ ( m , ,  m~, . . . ,  m . . . . ) .  

Wir haben nun zu zeigen, dass 

(6) M r R.  

D. h. es muss bewiesen werden, dass sieh 2 1 / a u f / /  abbilden l~isst, so 
dass das Rangverh~ltniss je zweier Elemente in dld dasselbe ist, wie 
das Rangverhliltniss der beiden entaprechenden Elemente in //.  

Das Element r t in R mSge dem Elemente m I in M zugeordnet 
werden. 

r 2 hat eine bestimmte Rangbeziehung zu r I in ~ ;  wegen der 
Bedingung 2) giebt es unz~hlig viele Elemente mr yon M, welche zu 
m~ dieselbe Rangbeziehung in M haben, wie r~ zu r I in /~; yon ihnen 

w~ihlen wir dasjenige, we]ches in M 0 den kleinsten Index hat, es sei 
m,, und ordnen es dem r~ zu. 

r 3 hat in ~ bestimmte Rangbeziehungen zu r 1 und r~; wegen 
der Bedingungen 2) und 3) giebt es unziihlig viele Elemente m, yon 
2f ,  welche in 21/zu m~ nnd m,, dieselben Rangbeziehungen haben, 
wie rs zu r I u n d  r 2 in R;  wir wiihlen dasjenige volJ ihnen~ es sei 
m,., welches in ~r 0 den kleinsten Index hat, dieses ordnen wir 
dora rs zu. 

Nach diesem Gesetze denken wit uns das Zuordnungsverfahren 
fortgesetzt~ sind den v Elementen 

r t ~ r 2 , r 3 ~ . .  . , r ,  

yon /~ bestimmte Elemente 

yon M als Bilder zugewiesen, welehe in M dieselben Rangbeziehungen 
unter einander haben wie die entsprechenden in 2~, so werde dora 
Elemente r,~t yon /~ das in Mo mit dem kleinsten Index versehene 
Element m,~+~ yon M als Bild zugewiesen, welches zu 

m i , m,,, m~.,. , ,, m,, 

dieselben Rangbeziehungen in M hat, wie r,+l zu r~, r 2 , . . . .  r ,  in 2L 
Wir haben auf diese Weise allen Elementen r, yon /~ bestimmte 

Elemente m,~ yon ~ als Bilder zugewiesen und die Elemente ~n,~ 

haben in M dieselbe Rangordnung wie die entsprechenden Elemente 
r ,  in /~. 

Es muss aber noch gezeig~ werden~ dass die Elemente m,,  alle 

l~leme~te m~ yon M umfassen MeG was dasselbe ist, class die Reihe 
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nut eine .Permutation der Reihe 

1, 2, 3, . . . , v  . . . .  
ist. 

Dies beweisen wir durch eine vo~lst~iudige Induction, indem wir 
zeigen, dass wean die Elemente mj, .m2, . . . ,  m, bei der Abbildung 
zur Oeltung kommen, dasselbe auch bei dem folgendea .Elemente m,+x 
der Fall ist. 

Sei ~t so gross~ dass unter den Elemeuten 

m I~ m ~  m ~ )  . . .~ mL~ 

die Elemente 

(welche vorausgesetztermassen zur Abbildung gelangen) vorkommen. 
Es kann sein~ dass sich auch m,§ darunter vorfind'et; dann kommt 
m,+~ bei der Abbildung zur Geltung. 

_~indet sich abet m,+~ nicht unter den ~leme~ten 

mj, m,,, m , , , . . . ,  m,a 

so hat m,+~ zu diesen Elementen innerhalb M eine bestimm~e Rang- 
stellung; dieselbe Rangstellung zu r l , r 2 , . . . , r a  in / /  haben unz~ihlig 
viele Elemente yon /~, unter ihnen sei das in ~o mit dem kleinsten 
Index versehene ra+~. 

Dann hat m,+~, wie man sich leicht fiberzeugt~ auch zu 

dieselbe Rangstellung in M, wie ra-~ zu 

r I~ r 2~ �9 �9 . ~  r2§  

in R. Da ml, m ~ , . . . ,  m, bereits zur Abbildung gelangt sind, so ist 
m,+~ das mi~ dem kleinsten Index in M 0 verSehene Element, welches 
diese Rangstellung zu 

m 1~ m ~  . . .~ m ~ t ~ a . _ l  

hat. Fo]glich ist nach unserm Zuordnungsgeset~ze 

m ~  a ~ m~-]-i �9 

Es kommt also auch in diesem Falle das Elemen~ m,+~ bei der 
Abbildung zur Gellung und zwar ist r~q_~ das ihm zugeordn~te Ele- 
ment yon /L 

So sehen wit, dass dureh unsern Zuordnungemodus ~ 1 gan~e 
Menge M auf die gan~e Menge t t  abgebilde~ wir.d; M und /~ sind 
iihnliehe Mengen, w. z. b. w. 

Aus dem soeben bewiesenen Satze ergeben sieh lJd~p:~e~swe|~ die 
folgenden: 
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,, ~ ist der Ordnungstypus der l~enge slier negativen und positiven 
rationalen Zahlen~ mit Einschluss der Null~ in ihrer natfirlichen 
Rangordnung." 

,~/ ist der 0rdnungstypus der Menge aller rationalen Zahlen, 
welche gr5sser als a und kleiner als b sind~ in ihrer nattlrliehen 
Rangordnung, wo a und b irgend zwei reelle Zahlen sind~ a ~ b." 

~,~ ist der Ordnungstypus der Menge aller reellen algebraischen 
Zahlen in ihrer nattlrliehen Rangordnung." 

,,~ ist der Ordnungstypus der Menge aller reellen algebraischen 
Zahlen~ welche grSsser als a und kleiner als /) sind~ in ihrer naRlr- 
lichen Rangordnung~ wo a und 5 irgend zwei reelle Zahlen sind, 
a ~ 5." 

Denn alle diese geordneten Mengen erfitllen die drei in unserm 
Satze f~ir M geforderten Bedingungen (M. v. Crelle's Journal Bd. 77, 
pag. ~58). 

Betrach~en wir ferner nach den in w 8 gegebenen Defini~ionen 
Mengen mit den Typen ~ - ~ - g  ~ ,  (1-{-~)~, ( ~ - 1 ) ~ ,  (1~?-{-1)~ 
so finden sich auch bei ihnen jene drei Bedingungen erftillt. Wir 
haben somit die 8~itze: 

(7) 
(8) 
(9) 
0 o )  
(11) ( 1 + ~ + 1 ) n  = n. 

Die wiederholte Anwendung yon (7) und (8) giebt fltr jede end- 
liche Zahl v: 

(13) ~, .= ~. 

Dagegen sind, wie m a n  leicht sieh~, flir ~ ~> 1~ die Typen l Jr -~ 
~}-{-1~ r . y ~  ~ - F - ~  sowohl unter sich~ wie auch yon ~ ver- 
schieden. Andrerselts ist 

0 4 )  ~ § 1 + ~ - .  ~ ,  
dagegen ~ -[- v -{- ~ flit v ~ 1 yon ~ verschieden. 

Endlieb verdient hervorgehoben zu werden, dass 

(15) *,~ - ~. 
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w 10. 

Die in einer transfiniten geordneten Mengo 6nthaltonon 
Fundamontalreihen. 

Legen wir irgend eine einfach geordnete transfinite Menge M 
zu Grunde. Jede Theilmenge yon M i s t  selbst eine geordnete Menge. 
Ffir das Studium des Typus M scheinen diejenigen Theilmengen yon 
M, denen die Typen ~ und *co zukommen, besonders werthvoll zu sein; 
wir nennen sie fin M enthaltene ~'undamentalreihen erster Ordnung' 
und zwar die erst;eren (yore Typus co) ,steigende ~, die anderen (yore 
Typus *o) ,fallende'. 

Da wit uns auf die Betrachtung yon Fundamentalreihen erster 
Ordnung beschr~nken (in sp~teren Un~ersuchungen werden auch solehe 
h~herer Ordnung zur Geltung kommen), so wollen wir sie bier einfach 
,Fundamen~alreihen c nennen. 

Eine ,steigende Fundamentalreihe' hat also die Form 

(,> . o  

eine ,fallende Fundamenialreihe ~ ist yon der Form 

we b; > b,+l. 
v hat flberall in unseren Betraehtungen (sowie auch u, ~, ~) die Be- 
deutung einer beliebigen endlichen Cardinalzahl oder auch eines end- 
lichen Typus resp. einer endlichen Ordnungszahl. 

Zwei in M enthaltene s~eigende rundamen~alreihen {a,} und { a;} 
nennen wir, zusamme~geh6rig', in Zeiehen 

wenn sowohl zu jedem Elemente a~ Elemente a~ existiren, so dass 
a. ~ a ~ ,  

wie auch zu jedem Elemente a~ Elemente a ,  vorhanden sind, so dass 
a" -< a~. 

Zwei in M enthaltene fallende Fundamentalreihen {b,} und {b:} 
heissen ,zusammengeh6rig c, in Zeichen 

(4) {b,} 1t {b;}, 
worm zu jedem Elemente b~ Elemente b~ vorhanden sind, so dass 

b,>- b~, 
und zu jedem Elemen~e b~ Elemente b, existiren, so dass 

b~ >- b~. 
Eine steigende Fundamentalreihe{ a~} und eine fallende {b,} nennen 

wit dann ~zvzammengeh6rig ~, in Zeichen 
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(5) {a,} II 
wenn 1) ffir nile ~, und 

av -~ b. 

und 2) in 21~ h6chste~s ein Element m o (also entweder nur eines oder 
gar kein solches) existirt, so dass ffir alle 

a~ -< m o -<: b,. 

Es bestehen dann die S~itze: 
A. ,,Sind ~wei Eundamentalreihen zusammengeh6rig mit eino. 

dritten, so sind sie auch unter einander zusammengehSrig." 
B. ,,Z.wei gleichgeriehtete _'Fundamentalreihen, yon denen die eine 

Theilmenge do" andern ist, sind stets zusammengehSrig." 
Existirt in M ein Element too, welches zu der steigenden Funda- 

men~alreihe {a~} eine solche Stellung hat, dass 

1) fiir jedes v 
al, - ~  ~n 0 

2) fiir jedes Element m yon M das -< too, eine gewisse Zahl v o 
existirt, so dass 

a . : ; ~ m ,  fiir v ~ v o ,  

so wollen wir m o ,GrenzeZement. yon {a~} in M '  und zugleich ein 
~gauptelement yon M ' nennen. 

�9 Ebenso nennen wir auch m o ein ,Hauptelement yon M '  und zugleich 
,Grenzelement yon {b.} in _M', wenn die Bedingungen erflillt sind: 

1) ftir jedes v 
b. :>- too, 

2) fttr jedes Element m yon M, das ~>- mo, existir~ eine gewisse 
Zahl '~o, so dass 

b~-~m,  flir v ~ v  o. 

Eine Fundamentalreihe kann nie mehr als em Grenzelement ia 
M haben; M aber hat im Allgemeinen vie[e Hauptelemente. 

Man itberzeugl sich yon der Wahrheit  folgender S~tze: 
C. ,Hat  eine 2'ux.damentalreihe ein Grenlelement in ill, so haben 

alle mit ihr zusammengeh6rigen _F~ndamenta~reihe~ dasselbe Grenz- 
dement in M." 

D. ,Haben zwei _~undamenta~reihen (gZeichgo.ichtete o~er vo.- 
schiedengo.ichtete) ein und dassdbe Gren~element i~ .M~ so sind sie au- 
sammengehSrig." 

Sind M und M '  zwel ~hnliche geordnete Mengen,  so dass 

(6) M = M', 
und legt man irgend eine Abbildung der beiden Mengen zu Grande, 
~o gelten,  ~ie  man leicht sieh~ t folgende Siitze: 
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E. ,,Jeder _Fundamentalreihe in M entspricht als Bild eine Eunda- 
mentalreihe in M" und umge~ehrt; jeder steigendeu eine steigende, rider 
fallenden eine fallende; zusammengehSrigen Fundamentalreihen in M 
entsFrechen als Bilder zusammengeh6rige Fundamenta~reihen in M' und 
umgekehrt." 

F. ,GehSrt zu einer _~undamentalreihe in M ein Grenzelement in 2I, 
so geh6rt auch zu der en~sprechenden _Fundamenta~reihe in M' ein 
Gren~dement in M' und umgekehrt ; und diese beiden Grenzelemente sind 
Bilder yon einander bei der Abbildung." 

G. ,Den ttauptelementen yon M ents2rechen aTs Bilder Haupt- 
demente yon M" wad umgebe~tY 

Besteht eine Menge M aus laubr Haupblementen, so dass jedes 
ihrer Elemente ein Haupblement ist, so nennen wir sie eine finsich- 
dich~e Menge." 

Giebt es zu jeder Fundamentalreihe in M ein Grenzelement in M, 
so nennen wir M eine ~abgeschbssene Menge'. 

Eine Menge, die sowohl finsichdicht% wie auch ,abgeschlossen ~ ist, 
heisse eine ~perfecte Menge'. 

Hat eine Menge eins yon diesen drei Prgdicaten~ so kommt das- 
selbe Prgdicat auch jeder iihnlichen Menge zu; es lassen sich dieselben 
Prgdieate daher auch den enbprechenden Ordnungstypen zuschreiben, 
u n d e s  giebt somit ,i~sichdichte Typen', ,abgeschlossene Type#, ,perfecte 
TypenC, desgleichen auch ,i~beraUdichte Typen' (w 9). 

So ist z. B. ~ ein ,insichdichter' Typus; wie in w 9 gezeigt, ist er 
auch ,tiberalldicht'~ abet nicht ,abgeschlossen'. 

co und *co haben keine Hauptelemenb (Haupteinsen); dagegen 
haben co + v und v + *co je ein Hauptelement und sind ,abgeschlossene c 
Typen. 

Der Typus co. 3 hat zwei Hauptelemente, ist aber nicht ,ab- 
geschlossen'; der Typus o .  3 + v hat drei Hauptelemente und ist 
,abgeschlossen'. 

w 11. 

Der Ordnungstypus 0 dos Linoaroontinuums X. 

Wir wenden uns zur Untersuchung des Ordnungstypus der Menge 
X ~  {x}  alter reellen Zahlen x,  die ~ 0  und ~ 1 sind, in ihrer 
natfirlichen Rangordnung, so dass bei zwei beliebigen Elementen x 
und x' derselben 
(1) x -.~ x', falls X < x'. 

Die Bezeichnung dieses Typus sei 

(1) 2---- 
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Aus den Elemen~en der rationalen und irrationalen Zahlenlehre 
weiss man, dass jede Fundamentalreihe {x~} in X ein Grenzelement 
xo in X bat~ und dass auch umgekehr~; jedes Element x yon X Grenz- 
element yon zusammengehSrigen Fundamentalreihen in X ist. Somit 
ist X eine ,~erfectc Menge', r ein ,~erfeeH Typus'. 

Damit ist 0 aber noch nicht ausreichend charakterisirt, wir haben 
vielmehr noch folgende Eigensehaft yon X ins Auge zu fassen: 

X enthglt die in w 9 untersuchte Menge R yore Ordnungstypus 
als Theilmenge und zwar im Besondern so, dass ~wischen je ~wei be- 
liebigen -~,lementen xo und x I yon X Elemente yon R dem Range 
naeh liegen. 

Es soll nun geze]gt werden, dass diese .~erkmale zusammengenom- 
men in erschSpfender Weise den Ordnungstypus 0 des Liaeareontinuums 
X kenazeiehnen, so dass der Satz gilt: 

, ,Hat dne geordnete Menge M ein solehes Ge2rgge , dass sie 
l) ,perfect' ist, 2) in ihr eine Menge S ~nit der Cardina~zahZ ~-~- ~% 
entha~ten ist, welehe $u M in der 2eziehung staht, class ~wischen je 
~wei beliebigen E l e ~ t e ~  m o ui~d m~ yon M .Elemente yon S dem 
Range nach liegen~ so ist M=~ e." 

B eweis .  Sollte S eia niedrigstes oder ein hSehstes Element haben, 
so wtirden sie wegen 2) auch denselben Charakter als Elemente yon M 
tragen; wir kSnn~n sie alsdann yon S entfernen, ohne dass diese 
Menge dadurch die in 2) ausgedrttckte Beziehung zu M verliert. 

Wir se~zen daher S yon vornherein ohne niedrigstes und hSehstes 
Element voraus; S ha~ alsdann n a c h w  9 den Ordnungstypus 7. 

Denn da S ein Theil yon M i s t ,  so mtissen naeh 2) zwischen je 
zwei beliebigen Elementen s o und s~ yon S dem Range nach andere 

~Elemente yon S liegen. Ausserdem habea wit nach 2) ~ == ~o. 
Die beiden Mengen S und R sind daher einander ,tihntieh'~ 

(2) ~ ~ R. 

Wit denken uns irgend eine ,Abbildung c yon R auf ~ zu Grunde 
gelegt und behaupten, dass dieselbe zugleich eine bestimmte ~Abbildung' 
yon X auf M ergiebt, und zwar in folgender Weise: 

Alle Elemente yon X,  die gleichzeitig der Menge R angehSren, 
m~gen als Bilder denjenigen Elementen yon M entsprechen, welche 
zugleich E[ement~ yon S sind and bei der vorausges~tzteD Abbildung 
yon / /  auf S jenen Elementen yon R en~sprechen. 

Ist aber x o ein nich~ zu R gehSriges Element yon X, so ]~ss~ 
sich dasselbe als Grenzelemen~ einer in X enthaltenen Fundamental- 
reihe {x~} ansehen, welche durch eine in R enthaltene mit ihr 
zusammengeh~rige Fundamentalreihe {r~,} ersetzt werden kann. Oer 
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letzteren en~sprieht als Bild eine Fundamentalreihe {sa~} in S u n d  M, 

welche wegen 1) yon einem Elemente 9n o in M begrenzt wird, das 
nieh~ zu S gehbr~. (F, w 10). Dieses Element r~ o in 3 /  (welches 

andere yon demselben Elemente x o in X begrenzte gedacht werden, 
[E ,  C, D, w 10]) gelte als Bild yon x o in X. Umgekehr~ gehSr~ zu 
jedem Elemente m o yon M ,  welches night in S vorkommt, ein ganz 
bestimmtes Element x o yon X ,  welches nicht zu /~ gehSr~ und yon 
welchem ~n o alas Bild ist. 

Auf diese Weise is~ zwisehea X und M eine gegenseitig ein- 
deutige Beziehung hergestellt, yon der zu zeigen i s~  dass sic eine 
,~kbbildung' dieser Mengen begr~ndet. 

Dies steht yon vornhereitt fiir diejenigen Elemente yon X and M 
lest, welehe gleichzeitig den Mengen ~ resp. S angehSren. 

Vergleichen wit  ein Element r yon /~ mi~ einem niehg zu ~q ge- 
hSrigen Elemen~e x o yon XI  die zugehSrigen Elemente yon M seien 
s and too. 

Is~ r < s o, so giebt es eine steigende Fundamentalreihe { r , ,  }, welche 
yon xo begrenz~ wird, u n d e s  ist yon einem gewissen ~'o an 

r < r~.~ ftir v ~ % .  

Das Bild yon {r~,} in M is~ eine s~eigende Fundamentatreihe {s~},  

welch ein M yon m o begrenz~ wird, und man hal (w I0) erstens s~ -<: ~u o 

fur jedes ~, und andrerseits s -<: s~ ,  f~ir v ~ Uo, daher (w 7) s -<( mo. 

]st r > xo, so sch]iess~ man iihnlieh, dass s ~ - m  o. 
Be~rachten wit endlich zwei nicht zu /~ gehSrige Elemente so 

und x~" und die ihnen in M en~sprechenden Elemente ~0 and too', so 
zeig~ man dutch eine analoge Betrachtung, class wenn x o < xo' , als- 
dann ~,o ~ n~o'. 

Damit w~re der Beweis der Aehnliehkeit yon X und M erbr~cht, 
u n d e s  is~ daher 

M ~ .  
H a l l e ,  M~rz 1895. 


