
Zur Theorie der Euler'schen Integrale. 

Von 

L. P o c m ~ R  in Kill. 

In dem Euler'sches In$e~-aie erster Art 

j~lu"-I ( l - -u)  ~-'~ du, 

welches hier durch E ( a ,  b) bezeichnet werdea soll~ mfissea~ damlt 
dasselbe einea bestimmten Sinn babe, die reellen Bestandtheile der 
GrSssen a und b positiv seim Zur .~usdehnung der Definition auf 
negative W e ~ e  von a uNd b kann zun~chst die Reductionsformcl 
dienen, welctle ~ ( a ,  b) mit .E(a.+m,~ b + n )  verbindet (m und n ganz- 
zahlig, a Jr- m ~ 0, ~ + n ~ 0) oder die Darstellung der GrSsse 
E ( a ,  b) durch ein unendliches Product. Fiir den Fall, dass nur eine 
der Constanten a,  b im reetlen Theile negat iv is t ,  hat H. Hankel ein 
Integral eingefiihrt, dessen Intet~rtationsweg eiue geschlossene, yon 0 
oder 1 ausgehende Curve ist*). Dieses Verfahren hat Herr Bigler 
wesentlich erweitert, indem er flit beliebige Werthe yon a und b das 
Euler'sche Integral E(a~ b) durch zwei Integmle, deren Iategrations- 
wege einfache geschlossene Curven sind, ausdriickt**). 

~) ,,Die Euler'~chen Inte~Tale bei unbeschr~nkter Vaxi~bilit~t deb Arga 
ments% SchlSmilch's Zeit~hr. f. Math. u. Phys., $ahrgazag 9, 1864 (pag. 12). 

/ '+1,  
Hanket behandelt da~ Integral ~ ~-y)P(1--yJ d,j, de~cn hLtegr~tion~curve 

J + l  
den Punkt 0 umschliesst. 

**) ,,Ueber Gammafuuctionen mit beliebigem Parameter", (',rello'~ Journal 
Bd. 102, 1887, w 2. Herr Bigle~ leitet ffir da~ Euler~sche Integra} L~(a, b) die 
Gleichung 

1 e - * c a  V ~  1 e - ~ b  W" 
E(a, b) ~-= 21~ln (~a) 2/bin (~b) 

ab, wo V und W zwei lategrale yon ua-'l (1-- u) ~-1 bedeutea, in denen die 
Integrationsvariable u (yon einem beliebigen Ptmkte ate) einen einfachen Umiauf 
am den Punkt O, resp. tun den punkt 1 au~ffihrt. 
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In den naehstehenden Betrachtungen, welche sich an die Abhand- 
lung des Verfassers ,,Ueber ein Integral mit doppeltem Umlauf"*) 
anschliessen, wird nicht eine neue Darstellung des Eulefschen Inte- 
grals ~E(a, b), sondern ein (auch f~r negative a, b brauchbarer) Ersatz 
desselben aufgesueht~ insbesondere hinsiehtlich der Anwendungen auf 
lineare Differentialg]eichaugen. Man bezeiehnet dureh ~(a, b) das 
Integral 

in welchem die Variable ~ einen Doppelumlauf yon der in jener Ab- 
handlung angegebenen Art um die Punkte 0 und 1 ausffihrt. Das 
Integral ~ (a ,  b) stellt, da es f~r alle endlichen Wer~e  yon a und b 
einen bestimmten Sinn beh.~lt, eine transcendente gauze Function der 
zwei Argumente a, b dar. Sind die reellen Theile yon a und b 
positiv~ so wird ~(a,  b) mit dem Ausdruck 

(e~'a--e -~i`)  (e ~ i~-  e - ' ' b )  E(a ,  b) = - -  4 sin (ga) sin (~b) ]~(a, b) 

identisch. Das Resultat, class das Product ans dem Euler'sehen Integrale 
.E(a, b) und der GrSsse - - 4  sin (~a) sin (~b)d'~('~ "~) fiir beliebige 
endliche Argumente a, b endlich bleibt, ist bereits in den Rechnungea 
des Herra Bigler enthalten, der indessen dieses Product selbst nicht 
zum Gegenstaad seiner Untersuchangen nimmt 

Die im Folgenden behandelte Gr5sse ~(a ,  b) ist fiir reelle Werthe 
yon a and b selbst reell; sie verschwindet, wenn a oder b gleich einer 
positiven ganzen Zahl, oder wenn a-{-b gleich einer negativen ganzen 
Zahl oder gleich Null wird. Wie das Euler'sehe Integral E (a ,  b) ist 
aueh ~(a~ b) symmetriseh in Bezug auf a and b. Ffir (~(a--~m~ b) 
hesteht, wean m eine positive ganze Zahl bedeutet, die Formel 

a(a-[-1)... (a-[-m ~ 1) 
~(a--~m, b) -~- (--1) ~ -~a+b) (a.-kb--kl)... (a--kb--km--1) (~(a, b). 

Das Integral (~(a, b) bleibt ansserdem uaver'~ndert, wenn eins der 
Argumente a,  b dutch 1 -  a -  b erse~t wird. 

Die Definition des Integrals ~(a, b) und die Ableitung tier soeben 
erwiihnten Eigenschaften desselben, sowie einlger anderer Formeln, 
bildet den Gegenstand des nachstehenden w 1. In w 2 wird voraus- 
gesetzt, class yon den Cons "tanten a und b die elne im reellen Theil 
positiv sei. Dana kommt (~(a, b) auf ein hier dutch ~ ( a ,  b) bezeich- 
netes Integral yon der yon Hankel betrachteten Art zurfiek, dessen 
IntegTationsweg aus einer eiafachen geschlossenen Curve besteht. 

Der w 3 kniipft an das Veffahren an, dutch welches H. l=lankel 
das Euler'sche Integral zweiter Art ['(a) ftir beliebige Werthe,von a 

*) I)ie~er Baud, pag. 470. 
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definirt*). Hankel leitet ftir den Quofieuten 1 T(a) '  der, wie Herr Weier- 

strass hervorgehoben hat**), f~r jedes eadliehe a endlieh bleibt, den 
allgemein giiltigen In~gralausdruck 

: I s = 
r(a) ~ "- ~:;2 e-~(--t)  -~d~ 

ab,  dessen lntegrationsweg im unendlich enffernten Punkte der posi- 
riven reellen Axe beginnt und endigt und den Punkt 0 umschliesst. 
Setzt man t ~ - -  u, so da~s die Variable u yore unendtich entfernten 
Punkt der negativen reellen Axe ausgeht, so entsteht die Gleiehang 

l j  o : ----~-{ e"u- du, f" (a) 
welehe yon Heine ~*) und yon Herrn Biglert) in ihren Unterauehungen 
angewendet worden istr Die Reehnungen des naehstehenden w 3 
beziehen sieh nun auf das Integral 

j;,,u,,-~ du, 

dessen Integrationsweg mit dem des letztgenannten Ausdrueks tiberein- 

stimmt. Dasselbe wird hier dutch Y(a) bezeichnet. Der Vergleieh 
mit der Hankel'sehen Formel zei~,  dass 

I'(: -- a) 

ist. Fiir ein positives a, wo d:rs Euler'sche Integral F(a) convergirt, 
ergiebt sieh anmittelbar die Gteichurtg 

[: (a) ~ (e ~ i ~ -  e -~;") I'(a) ~--- 2i  sin (~a) r (a ) ,  

welehe in die zuvor e,.w~hnte fibergeht, wenn die Relation 

r(a)  I-(1--a)  ~ sin (~a) 

benutzt wird. Start also den Quotienten 1 -ff~- zu behandeln, kann man, 

wie im Folgenden gesehieht, die Eigensehaft der Gammafunctien, dass 

*) w 2--3 der erw~mten Abh. hn 9 u~ Jahrgaag yon Schlilmflch'n Zeit~e.hrift. 
~*) ,,Ueber die Theorie der analyfiaeheIl FacultM~n", Crello~a Journal, 

Bd. 51, pag. 7 und 36, 1856. 
***) ~, Einige Anwendangen der Reaiduenrechnung yon Cauehy ", Abaelmitt I, 

in Crelle's Journal, Bd. 89, pag. 19~ ~880, 
"~) 1. c. w I. 

t']') Man vergleiche auch die Abhandlung des Herra J. Thomar ,,Beitrag 
" ~ ~)~' in 8chl6milch'~ Zeitachrift, Jahrgang zur Theorie der Function P (~'i ~', ~' 

14, 1869. 



498 L. P o c ~ R .  

ihre far endliche hrgumente efiatretenden Unstetigkeifen sich durch 
Multiplication mite  ' ~  - -  e-~i= oder mit sin (za) beseitigen ]assen, zum 
Ausgangspuakt der Betrachttmg nehmen. Das Integral I- (a), das eine 
transeendente gauze Function yon a ist, steht zu r(a)  in einer ~.hn- 
lichen Beziehung wie die in w 1 definirte GrSsse ~(a~ b) zu dem 
Euler'schea Integral ~(a ,  b). Aus den oben genannten Gleichungen 
folgt, dass 

F-(a+ 1) ~ - -  aft(a) 

ist, und dass F(a) far positive ganzzahlige Werthe yon a verschwindet. 
Die GrSssen ~(a, b), ~(a ,  b) und F(a) finden, ebenso wie ~(a,  b) 

und i'(a), bei der Integration gewisser linearer Differentialgleichungen 
Anwendung, indem sic den Zusammenhang zwisehen den LSsungen in 
I~eihenform trod den LSsungen durch bestimmte Integrale vermittelm 
Ats Beispie] hierffir werden in w 4 die bestimmten Integrale, welche 
die LSstmg der Differentialgteichung der Gauss'schen hypergeometrlschen 
Reihe im allgemeinen Falle darstellen, mit den zugehSrigen Potenz- 
reihen vergliehen. 

Die oben genannte (vorstehende) Abhandlung :~Ueber ein Integral mit 
doppeltem Umlauf" wird im Folgenden kurz durch Abh. bezeiehnet. 

w  

In der Ebene der Variable u ziehe man yon einem Punkte c ausj 
der auf der reellen Axe zwischen 0 und 1 Iiegt, zwei geschlossene, 
weder sich selbst noch einander schneidende Curven ~ und 2 ,  yon 
denen die erstere den Punkt u ~--- O, die letztere den Punkt u ~ 1 um- 
schhesst, und integrire die Function 
(1) f(u) ~- e-~'(=+b) uo-1(1 - -  u) b-' 
nach u in der Art, dass die GrSsse u zun~ichst l~ings ~ den Ptmkt 1, 
sodann l~ings f~ den Pu~kt 0 in positiver Drehungsrichtung umkreist 
and hierauf die Curven ~ und ~ anch im entgegengesetzten Sinne 
durchl~uft. In dem Anfangswerthe der Function f(u) an der unteren 
ILategralgrenze u = c, 

f(c) = e- '~(~ -~) c " - 1  (1 --c)b -~, 
ws man diejenigen Werthe der Potenzen c ~-1 und (1--c)  a-~, die 
dutch die Reihen 

( a - - l )  (a-- '2)  ( l _ c )  2 . . . .  , c~-a = [1-- (1--  c)]=-I = 1 -- ~--~ (1--  e)-{- z.2 

(2) (1--cy,-~ = 1 b-~ (b--t)(b_~)c~ . . . .  i c-t- - - -1 .~  
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d~rgesteLtt werden~ die also f-fir reelle a~ b redl uad positiv ~ind. 
Dieser speeielle Werfdl f(c) wird fo geaaanL, Briagt maa die Potenzea 
c "~-1 and ( 1 -  c) ~-1 auf die Form 

~,--1 ~___ r ( l ~ ( : ) b - - I  =::= 6~b.--l~l~l--�9 ;p 

so shad in fo fiir log c trod log (1--  c) die r~ellen Werthe ~u nehmen. 
Das so defipirte Integral der FuneLion f(u) soll ~(a,  b) genannt 

werden. Maa hat far dasselb% naeh w 1 der erw~hnlen Abhandlung 
,, Ueher ein In~grat mit doppeltem Umlauf" die abgekiirzte Bezeicl~- 
l l t l ng  

- T _  

(3)  z,) .--- 
j c  

Die ree, lle Axe der u-Ebene ireffe, abge~ehe~ vo~ c, die Curve ~3 i~p 
Ptmkte ~, die Curve ~ im Punkte ;L. Ladem maa ~usserdetu zwei 

~a s 

]Fig. h 

PtmkLe ~', u" auf ~ und zwei Punkte it', );" auf ~ fixirt~ kann ram, 
nach Fig. 1 die vier Theile des IntegraLionsweges yon (2(a~ b) dutch 

c~.']~]~"c, ~x'x's c~.",~.;t'c, c*:~'x~c 
bezelehnen. (~(a~ b) ist hier~aeh gleich der Summe der vier Iategmle 

(4) f~)i,'~)d~, ~'~ Jo f(~)~,  ff'i /'(,0~', 
deren Integrationswege nurje  eiaen der singa~l~en Puakte g ~ 0 umt 
u ~ 1 nmkreisen. 

Der Werth des Integrals (~(a, b) htin~ yon der unterea Integral- 
grenze c nieht ab (s. d. Abh.). Sind die reetlen Bestand~heile der 
Constanten a trod b positiv, so gilt ftir daz uuf der rechten Seite 
yon (3) stehende Iz~tegral (naeh Formel (9) der Abh.) die ~leiehung 

~f~("~176 --u)t'--xdu = (@""-- 1) (e ~ a ' a -  1)/g(a, b), 

in welcher J~(a, b) das Euler'sehe Integral erster Art 

(5) ~(a, ~) =-fo ~ ~'-~(~--u)~-' du 

bedeutet; denn (tie f2urven ~ trod ~ kSmaen al~dann auf je einen 
(doppelt durehl~ufene~) hbschniit der reellen Axe mad eiaen tmendlieh 
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kleinen Kreis um den Punkt O, resp. um den Punk~ 1 reducir~ werden. 
Aueh Far 2~(a, b) gilt die Bedingmag, dass die Potenzen u ~-'I mad 
(I ~ u )  u--1 im Punkte u ~ c die Werthe (2) annehmen. Die l_ntegrale 
~ ( a ,  b) und /~(a,  b) shad folglich im genmanten Falle (a ~ O, b :> 0) 
dutch die Relation 

(6) b )  = C e , , ~  - e - " " )  - e--,b) b) 
mit einander verbu.aden, welcher man auch die Form 

(6a) ~(a ,  b) ~ - -  4 sin (~a) sin (~;b) .E(a,  b) 

geben kann. 
Daz Integral E(a~ b) ha~ fiir alle endlichen Werthe yon a und b 

einen bestimmten endlichen Werth. Denn die zu integrirende Func- 
tion f(~) ist, da man einen bestimmten Anf~ugswerth derselben fixirt 
hat, und die Variable u nach der Voraussetzung dureh die Punkte 0 
and 1 nicht hindurchgeht, in alien Punkten des Integrationsweges 
eindeutig und stetig, und der Integrationsweg hat eine endliche L~nge. 
Mithin stellt ~(a ,  b) eine fa'anseendente gaoze Ftmction der zwei 
Argamente a und b dar. 

Setzt man~ was keine Beschriinkung ist, die Curven ~3 und 
als Kreise mit den Mittelpunkten ,6 ~ 0 und u ~ 1 voraus, so gilt 
ftir die Variable u auf ~ die Gleichung u ~ ce a~, auf ~ die Gleiehung 
u ~ 1 ~ (1--c)e~, i, wo # zwisehen 0 mid 2n ,  #1 zwischen ~ zc und 

variirt. Die Punkte x und 9; (Fig. 1) werden dann ~---~c~ 2 ~ - 2 - - c .  
Wenn u den Iqalbkreis c~t'~ durchl~uft, so nimmt die Potenz u ~-1 
den Factor ea~t'~"al auf; ebenso tritt zu (1 ~ u )  ~a der Factor eait ~ }  
hinzu, wema z~ in positiver Drehungsrichtung yon c zu g iibergeht. 
Betmchtet man also die Produete 

e --~i~-1) u a-j ,  e-~'~b-l~ ( l - - u )  ~--1 

und wiihlt fiir u --1 and ( l - - u )  ~ im Punkte u = c die in (2) be- 
zeichneten Werthe~ so ist, wens u den erwghnten Weg c~'~r bezw. 
c Z' Z zuriiekgelegt hat, der Ausdruck e -~a t,-~),~,-~ im Punkte ~r gleich dem 
in (2) angegebenen Werthe c a- i ,  bezw. der Ausdruek e-~/~ ~ x,~,l--u)~-t 
im Punkte Z gleich dem in (2) angegebenen Wexthe ( 1 ~  c) ~-x. Diese 
grw/~gtmgen fibertragen sieh auf den allgemeineren Fall,  wo die 
Gestalt der Curvea ~3 und ~ eine beliebige bleibt. Es seien A und 
die Constanten 

A ~ e-~,t~--~)~ a-~ -~- ( --~)a-x ~ d,,-~)~og(-~,}, 

(7) B = e-z/~"-l)(l __2)u--~ ~ (s 1)#-~ ~-. e{b-i}iog(;t--i}, 

in deaen der reelle l o g ( - - ~ ) ,  resp. der reelle log (~.--1) zar An- 
wendung kommt. Durehliiuft u den Bogen e~r resp. den Bogen 
vZ'Z (Fig. 1), und hat die Function f ( u ) ,  welehe man als das Product 

e - " ~ ' - ~ u  "--~ e - ~ ' ~ - ~  (1 - -  u)  ~-~ --~ (--  ~)r ( u - -  1) ~-~ 
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schreiben kann, im Punkt~ c den olmn bezeiehneten Werth ?~, sa wilt  
die Potenz ( - -u)  ~-x im Pimkte ~ gleich A und die Potenz ( u ~  1) ~ 
im Pank~te Z gleich :B. Hieraus folgt, dass man (~(a, b) auch als 
alas Iategral 

~ , o ,  ~-.,o-) 
(8) ~(a, b) = | (--u)"-' ( . - -  I)~-' du J r  

definiren und die Bestimmung treffen kann, dass bei den positiven 
Uml'~ufen l~ngs ~,  bezw. ~. der Factor ( - - u ~  -1 der zu integrireadea 
Function ffir u ~ ~ den Werth A, der Factor (u--  1) ~* f~r u ~ ~. den 
Werth B annehmen soll. Dean diese Angabe der Werthe der Potenzen 
( - -u )  ~-~, ( u ~ l )  ~-~ in den Puak~en ~, ~ (Fig. 1) ist gleichbedeutend 
mit der Bedingung, dass f(u) im Punkte c den Anfangswerth fo babe. 
F/it reelle a ,  b sind A,  ~ ree|l und positiv. Die hier angestellte Be- 
trachtung zeigt ferner, dass (~('a, b) auch als das Integral 

(Sa) ~(a ,  b) = e-n;i~-') f~l'~176 u'-- '(u-- 1p- '  ~ .  j c  

defin~rt werden kann, wena man festsetzt 4 dass die Potenz ( u - - I )  b-~ 
bei dem positiven Um]auf l~ngs ~c~ flit u ~-~ Z (Fig. 1) den obigen 
Werth ~ hat, w~ihread u~ ~-~ an der unteren Integralgrenze c gleich 
dem in (2) bezeichneten Werthe @-.I is t  

Setzt man in dem Integral (3) 

U - ~ - l - - u ' ,  u ' ~  l - - u ,  

8o entspricht dem positiven Umlauf der Variable u am u =-= O, resp. 
u -~- 1 ein positiver Umlauf der' Variable u' um u' ~-= 1, resp. u' = O. 
Wird also die Constante 1 - - c  dutch d bezeiehimt, ~o ergiebt sich 
fiir (~(a, b) der Ausdruck 

~ ( a ,  b) = - -  e-""+~) f(o,,,o-,,-~ u" ~"(1 -- ~')" ~-~ d~'. 
d~ 

In dem rechts stehenden Integral ta.itt, wenn die singal~ren Pankte 
0 und 1 in Bezug auf die Reihenfolge der Umkreisang mit einander 
vertauscht werden, nut der Factor - -  1 hinzu (Formel (8) der Abh.); 
denn die Umkehrtmg des lntegrat~onsweges hat jene Vertausehung zur 
Folge. Ausserdem kann man die untere Grenze c', da sie ohne Ein- 
films auf den Wel~h des Integrals ist, dutch c ersetzen; der Anfangs- 
werth yon f(u) wird dann wieder gteiah f0- Hierdurch entsteht die 
Gleichung 

~(a,  b) = e-n"~")f("~176 r  ~-' cZr 
r 
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w e l e h e  beweis t ,  dass 

(9) ~ ( a ,  b) = ~(b ,  a) 
ist. 

Die Anwendung der Formel der ~eilweisen Integration auf die 
Gr5sse 

7. 
(a + 1, b) ~--- - -  e -'~i~'+~ 1 (~o,~-,o-)u"(1 - -u )  ~'-: du 

" e . , /e  

ffihrt zu dem Ausdrueke 

( ~ ( a +  1, b) = 

a b ~ ~ l ' ~ (1 ,  O, l - - , O - - )  . u ( l - - u )  = ~-~' ,"~)f  . . . . . . . . .  ] - -~ e - " ~  u~ - -u) ' ,~ , , .  L b J,_~ o d * 

Auf tier reehLen Seite dieser Gleiehtmg heben sich die vom Integral- 
zeiehen freien Summanden gegenseitig auf; dean da die Variable u 
jeden der Punkte 0, I sowohl im posifiven als aueh im negativen 
Sinne umkreist, so nimmt das Product u~(1--u) b im Endpunkte des 
Integrationsw~es den anf'gngliehen Werth wieder an. indem man 
sodann 

( i - - @  = O - - u )  ' - 1 -  u 0 - - u ?  -1 

substituirt, findet man die Formel 
a 

(10) (~(a-{-1, b) = a + b  (~(a, b), 

aas der fiir ein beliebiges positives ganzzahliges m die Gleiehungen 

(11) (~(a+m, b ) = ( - -1 )  = a(a-i-1)...ta-4-ra-1) @(a, b) 
( a + b ) ( a + b +  l ) , . . ( a +b +r a - -  1)) 

(12) ~ ( a - -m ,  b) ~--(-- 1) = (a+b--1)(a+b--2)...(a+b--m) ~ ( a ,  b) 
(a--l)(a--~)...(a--m) 

erhalten werden. Die Gleichtmgen (11) und (12)unterscheiden sich 
nur dureh den Factor (--1) = yon den zwisehen den Euler'schen Inte- 
gralen E ( a + m ,  b) und s  b), r e sp . .E (a - -m,  b) uad .E(a, b) be- 
stehenden Relationen. 

Wird a gleieh einer positiven r negativen ganzen Zahl oder 
gleieh Null, so ist die Function f(u) in der Umgebung des Panktes u ~ 0  
eindeutig, hlsdann heben sieh in dem Integral ~(a ,  b) diejenigen 
Bestandtheile gegenseitig aaf, die sieh auf die zwei Umkreisungen des 
Punktes u ~ 1 beziehen. Der Endwerth der Funefion f(u) in dem 
ersten der Inte~ale (4), der gleich e~bf0  ist, stimmt im genannten 
Falle, wo f(u) sieh dutch den Umlauf der Variable u am den Punkt 
u ~  0 nieht ~ndert, mit dem Anfangs- and Endwerth yon f(u) 
im zweiten, also aueh mit dem Anfaagswerth yon f(u) im dritf~n 
tier Integrale (4) fiberein. Hieraus fo l~ ,  dass die Summe des ersten 
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uud des drittea In~g~l~ gleieh Null/st-, Nenut man ferner K ~lasjeaige 
(l'~ngs ~ genommene) Integral 

e'- '= ~,=-~)j~f~) -- u) b- ~ du ,  K = j ,  f(u) d~, := , u,-*(1 

an dessen unierer Grenze u ~ c die zu integrirende Function [(u) 
den Wert~l f~ hat~ so ist das zweite der Iategrale (4) gleieh e ~ b K  
und das vierte gleich - -  K. Im Falle eines ganzzahligea Argumeutes 
a besteht also far @(a, b) die Gleichung 

(~(a, b) --~ (e ~t~ -- 1) K ~ 2ie~'~dn (•5)K. 
Man hat nun zu unterseheiden, ob a positD oder negativ, bezw. 0 ist. 
Ftir positive ganzzahlige Werthe yon a verschwindet das IntegrJ  K, 
weft f(u) dana bei u ~ 0 eindeugg und stetig bleibt. B#zeichaet also 
m irgend eine positive ganze Zahl, so ist 

(13) e(,,~, b) =-  0 
fiir einen beliebigen Wer~h yon b, und daher auch (cfr. 9) 

(14) e ( a ,  m) = 0 
fiir einen beliebige~ Werth yon a. Ist dugegen a eiae negative ganze 
Zahl, die - - m  heissen m5ge, so entwickelt man, um/s  zu bestimmen, 
die Potenz ( l - - u )  ~-1 in die P~eihe 

(1--~)~, = 1 z , -  1 (b- ~L(b~ u~ I t~ -Jr- I . 2  . . . .  

was mit der Bedfi~,ung im Einklang steht, dass in fo der Factor 
( ! - - c )  ~ gleieh tier in (9) angegebenen Reihe sein soil. Hierdurch 
erh~ilt man ffir [(u),  da a ~ - - m ,  e --~ia ~ ( - - 1 )  ~ ist, die Entwickelung 

"I' 
die aueh im Falle ~ ~ 0 giil~ig bleibt. Die Integration der Function 
f(u) liings der gesehlossenea Curve ~ ffihrt nun, da der mi~ q~-~ 
multiplicirte Summandus allein ein you 1h~ull verschiedeaes ]~esultat 
liefert, zu der Gleie/hung 

K-~-- (b--l) ibm2) . . .  (b--,n) e_,,,,2z;i 
l . 2 . . . m  

und im Fall m ~ - 0  zu der Gleichung 
K ---~ e --' '* i~ ~i .  

Also ist 

t ~ ( 0 ,  b) ~-- - -  4~ sin (~b), 

(15) [(~(--m, b) == - -  4z~ (b--~)(b---~)~.z...r~... (b--ra) sin 0~b ) 

f'tir beliebige Werthe w)n b und fib. positive ganuzahtige Werthe 
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y o n  m .  I.)iesen Gleiahm~gen kann man wegen der Relation (9) auch 
die Form 

/ (~(a, 0) ~-- - -  4~  sin (~ra), 

(16) [~(a,  - m )  = -- 4~ (a-O(a-2)a.2...~... (a--m) sin (~ra) 

geben, wo dana a einen beliebigen Werth bedeutet. 
Das Integral (~(a, b) versehwindet, nach (13) und (14), f[ir ein 

positives ganzzahliges a oder b. Dasselbe wird ferner gleich Null, sobald 
die Summe a -~- b gleich eiaer negativen ganzen Zahl oder gleich Null 
ist. Man setze zun~chst voraus, dass weder a noch b ganzzahlig, 
aber a q- b gleich der negativen ganzen Zahl - -  n ,  resp. gleich 0 sei. 
Ds~n kann man in der Formel (11) 

~ ( a ,  b) ~ -  ( - -  t )  m (a-{-b) (a-{-b-{-1) . . .  (a2r b-~-m--1) ( ~ ( a - ~ m ,  b) 
a(a.+ l ) . . .  (aq- m- -  1) 

ffir m den Werth n - + - l ,  resp. den Werth 1 wiihlen, wodurch der 
Factor a q- b + m ~  1 und folglieh die ganze reehte Seite der letzteren 
Gleichtmg den Werth Null annimmt. Da.ss (~(a, b) auch in dem Fall 
versehwiudet, wo a und b ganzzahlig sind and a - ] - b  eine negative 
ganze Zahl oder Null ist, ergiebt sieh aus den Formeln (15) und (16), 
da dann sin (=b), bezw. sin (~a) gleieh Null wird. Also bestehen 
die Gleichungen 
(17) ~ ( a ,  - -  a )  = 0 ,  ~ ( a ,  - ~ - -  a )  = 0 

ffir jeden Werth yon a und fi]r jeden ganzzahligen Werth yon n. 
Man bemerke, dass die Gleichungen (15) sich aueh mittelst der 

Formeln (10)und (6a) ableiten lassen, wenn man berfieksichtigt, dass 
1 das Euler'sche Integral E (a ,  b) ffir a ~ 1 den Werth ~- hat. Nach 

(10) ist 
~ (a ,  b) = a + b  " ~ ( a + l ,  b), a 

und ffir (~ (a-4-1, b) er~ebt sieh aus (6 a), da 

sin [It(a-4-1]) ---- - -  sin (~ra) 
ist, der Ausdruek 

(~:(aq- 1, b) = 4 sin (~a) sin (~b) E(a-~- 1, b). 

Dureh Benutzung der Reihe 
[ (,a) '  (,~a)' ] 

sin (= a) =----- z a 1 1.2.3 2l- 1.2-:T..4.5 . . . .  

findet man daher ffir ~ ( a ,  b) die Gleiehtmg 

(.~(a, b) ~ - -  4=(a.-]-b) sin (~rh) [1 
(~a)-" ] 

1 .2 .s  "{- ' ' "  .E(a-{-1, b), 
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welche ffir a ~ 0 den im Vorhergehenden ermitteRen Werth 
@(0, b) == - -  4~ ~n (~b) 

liefert. [)a ferner ffir ein positives ganzzahliges m die Relation 

@(--m, b) ---- (b--t)(b--~.).~.(b--~) ~(0 ,  b) 
1 . 2 . o . m  

besteht, die aus (11) fiir a ~ - -  m erhalten wird, so ist aueh die 
zweite der Gleiehungen (15) dutch die obige Reehumag best~itigt~ 

Das Integral ~ (a ,  b) hat einea reellen Wert3a, sobald a und b 
reell sin& Dies fo l~ ,  wenn a and b zugleich positiv siad, uamittetbav 
aus der Gleichang (6a), da das Integral .E(a~ b) dann convergent und 
reell ist. Auf den eben genannten Fall l'~,ksst sich abet auch der Fall 
negativer reeller Ar~lmente a~ b reduciren~ da man mit Hfilfe der 
Formel (11) die GrSsse (~(a, b) dutch eine GrSsse ~8(a..~-rn, b-t-n), 
in der a + m, b -l- n positiv sind, ausdi~eken kaaan. 

In die Gleiehung (6 a) 
@(a~ b) = - -  4 sin (~a) sin Qtb) Jg(a, b) 

ffihre man start des Euler'schen Integrals E(a, b) das tmendliche Pro- 
duct ein, duvch welches dasselbe da~gestellt wird, 

~g ( a .,JF b .4- $ I ) 

(ct+~)(b+~,) ' 

and substitaire aueh ffir sin (za)  und sin Qtb) die unendliehen Producte 

sin (#a) ~- ~ a l l  
(~+a) 

Dann heben sich die in (1~8) vorkommenden Nemaer fort~ und man 
findet ~ (a ,  b) gleich dem tmendiichen Produeh~ 

Das Integral @.(a~b) bleibt, unyer~ndert, wean man eins der 
Argumente it, b dutch 1 - - - a - - b  ersetzt. &us der Fomel  (19) 
ergiebt sieh flit ~(1 ~ a - - b ,  b), falls die reehte Seite Ms der Grenzfall 
eines endlichen Productes geschrieben wird, der Ausdrack 

"=" a+b-~ X b X ~-a) H 0 +  . . . .  , - - -  1 - - - ;  ,:- �9 

b~athemati~ohe Annale~. XX~V, ~ 
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Abet da 
"=" ) (  ~--a) 

+ , 

~ (1  - -  a) (a+b)(a-+b+a}...(a+b+n-- l~ (~--a) (3-- a',... (n+l--a) 

(t--a)...(n--a) (a+b+i)...(a+b+~) n+ t - -a  
1 . 2 . . . n  (a-t-b) 1.-2...n- a.-~-b-.~-n 

ist, und der Quotient n - b l -  a sich mit wachsendem n dem Werthe a.-.~b-t-n 
Eins n~hert, so entsteht die Gle/chung 

a+b'~ 
~;(1--a--b,b) = -  4~(a..-~-b)H(1 - a )  ( 1 - - b ) ( 1 - ~ -  , 1, 

deren rechte Seite (hath (19)) gleich ~(a ,  b) ist. Wegen der Symmeh'ie 
der GrSsse (~(a, b) in Bezug auf ihre Argumente k5nnen auch in 
(~( l - -a--b ,  b) die Werthe a und b vertauscht werden. Es ist dem- 
nach 
(20) ( ~ ( a , b ) ~ f J ( 1 - - a - b , b ) ~ ( a ,  l - - a - - b ) .  

Bei diesem Beweise der Formel (20) wird die in (18) angegebene 
Entwickelung des Euler'schen Int%cq'als E(a ,  b) in ein unendliches 
Product als bekannt vorausgesetzt. Die genannte Formel soll nun 
noah auf eine zweite, directere Art hergeleitet werden, indem man 
(~:(a, b) darch eine lineare Substitution in ~(1 - -a - -b ,  b) fiberfiihrt. 
~Nach der am Eingang dieses Paragraphen gegebenen Definition hat 
man fdr (~ (1--  a - -  b, b) den Ausdruck 

(~'(1--a-- b, b) ~ e ~i(~-I) ~1 (1'~176 --u) b-1 du, 
r  

unter der Voraussetzung, dass an der unteren Integralgrenze der Werth 

[u -~'-b (1 --  u )b - I ]=  = e-t,+~)Logr e(a--~ilog~1-r 

in welchem log c und log (1--c) die reellen Logarithmen bedeuten, 
angewendet werde. Um (~(a, b) in das letztere Integral umzuformen~ 
modificirt man zun~chst die Fight 1, indem man specielle Annahmen 
fiber die Gestalt der Curven ~ and ~ macht. Mit einem Radius, der 
grSsser als 1 ist, werde am den Ptmkt u ~---0 Ms Mittelpunkt ein 
Kreis % gezogen, welcher die positive reelle Axe im Punkte u ~ it, 
die negative reelle Axe ira Punk~ u ~ x treffen m5ge. Der Werth 
it giebt die Llnge des Kreisradius an. Man construirt ferner im 
Puak~ c (der auf der reellen Axe zwischen 0 und 1 llegt, im Uebrigen 
abet beliebig ist) eine Senkrechte ~ und nennt ~ and d die Punkte, 
in denen die Gerade ~ die obere, resp. die untere H~lfte des Kreises 
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schneider (Fig. 2). Dann kann die Curve '~ (Fig. I) aus der gezadea 
Strec~e ~c# und dem Kreisbogen ti'~r die Curve ~ aus ~,c$ und dem 
Kreisbogen 51t7 gebildet werden. Der Inte~:atioasweg des Integrals 

~'(a, ~) ~ e-,"(~-bj] ~176176 u.-, (l - -u )~ ldu  

setzt sieh hiernach aus den Streeken 

c~Z~c,  cTx~'c , Cy]~6c, CSxyc  
oder, was dasselbe bedeutet, aus 

c~X, ,1.?~t~cTX, 2 6 ~ 7 c  
zusammen. Die zuerst genannte Strecke c6i. daft, da der Endwerth 
der zu integrirendea Fanction ~. 7 
gleich ihrem Anfangswerthe 
ist, zur letzten Strecke genom- 
men werden, wodurch der Weg 

erhalten wird. Um den Werth ...~ .s 
der Function f (u)  im Anfangs- 
punkte ~t dieses Integrations- 
weges zu bestin~nen, g/ebt 
man ihr die Form 

(21) f(u)-----e-"~-l)u'-~(w-1) b- 1. 

Der Anfangswerth der Potenz ~.ig. ~. 
(u -- 1) b-~ im Punkte Z ist gleich der in (7) angegebenen Constante 2/. 
Die Potenz u ~-~ hat an der bisherigen tu~teren Integralgrenze u ~ c 
den Werth d'~-m~ in welchem log c reell ist. Da aber log u reel] 
bleibt, wean die Variable U das Stfick der reellen Axe yon c bis 
durchlRuf~ so ist u s-x im Punkte Z gleich tier Constante 

in welcher log Z den reellen Logarithmus bedeutet. Der Anfangswerth 
der Function f(u) im Punkte u ~ ~ wird folglich dutch den Ausdruck 

dargestellt. Man ftihr~ nunmehr in das Integral (i:(a, b) eine neue 

t e i n .  Dana geht~ da Variable v durch die Gleiehung u ==:d 

ist, ~ (a ,  b) in alas Integral 

(;'(a, ~) ~- - -  e-"~"'-~' l tr"-~( 1 - ,~')o-I dv 
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fiber, in welehem v denjenigen Weg zu durehlaufen hat, der die 
Sireeken l~,xe?cz:., ~ 8 ~ / c ~  abbilde*. Um diesen Weg der Variable 
v festzustellen, bemerke man zun~chst, class der Kreis ~.. in der 

1 
v-Ebene einen Kreis ~ mit dem Radius T und dem M/ttelpunk~e 

v ~=, 0 liefert, und dass dem positiven Umlauf l~ings ~ der negative 
Umlauf l~ugs ~ entsprieht. Wird ferner u-~-~--~iu~,  v-.~v~-~-iv~ 

die Glei- ge~etzt~ wo ut~ u~ vz, v~ reell sind, so folgen aus u ==-~ 

chungen 
v~ v~ 

Zu der Oeraden ~ flit welche u s ---~ c ist~ gehSrt also in der v-Ebene 
der dutch den 1~ullpunkt gehende Kreis 

v~-t-v~ ~ 1 d . h .  [,,, ! ~  ( ~- 

Derselbe umsehlie~st den Pankt v ~ 1, da der Werf3a -~, weleher die 

L~nge des Kreisdurehmessers angieb~, gr~sser als 1 is~. Der Theil des 
Kreises, der die Sehne ~'c~ abbildet, lieg~ ausserh~lb des Kreises ~ ;  
denn die Fl'~che des Kreises ~ entspricht der Ergr~nzungsfl~iehe des 
Kreises ~ .  Die Punk~e 

~-~- C~ ~ ,  ~ ~ ,  ~ $ ~  

mSgen bezw. dutch die Punkte 

abgebildet werden. Der Punkt Zl liegt, da ~tl-~-~, und ~t reell und 
grSsser als 1 ist, auf der reellen Axe zwischen 0 und 1; ~ ist gleich 

~l ~/1 z1~1 ~1, ~1 ~ ci ~'1 ~ ,  

gleieh 1 Der Punkt z ' und c~ ~-. 

Yi befiadet sieh auf der unteren, c~ 1 
auf der oberen l=Ialbebene (Fig. 3). 
Die Variable v durehl~uf~ hiernach 
den aus K.reisbogen gebildeten Weg 

der durch die vier Strecken 

ersetzt werden kann. Also umkreist die GrSsse v zuerst im negativen 
Sinne den singul~ren Punk~ 0, dann den singul~ren Punl~ 1, woran 
sich ein positiver Umlauf um den Punkt 0 und ein positiver Umlauf 
tun den Punkt 1 anschliessen. Man finder auf diese Weise ffir ~ (a~ b) 
den Ausdruck 
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e ( a ,  b)  = - -  e -  ~ ' ( ' - ' )  ~ / ( ~  1 - ,o, ~) v - o ~  ( l  - -  v ) ' - ~  d v .  
,J z~ 

Der Werth der zu integrirenden b'hmetion v-~-b(l--v) b--1 azl dex 
1 ~teren Grenze v ~--~t I ~-'T wird mit Hfilfe der Gleichang (22) be. 

stimmt. Subst~ittlirt man in A" mad ~ die Werthe 
1 

log it ~-- log ~ . . . .  log it1 

und 
log (~.-- 1) -~ log l -- z, = log (1 --21) - log Z~, zi 

so wird das Product A ' B  gleieh dem Ausdruck (cfr. (7)) 
.A.' . ~  ~ 6 ~'~-a-#} lor176 

in welchem die reellen Werthe yon log itt und log (1--1it) zu nehmen 
sin& Da nun nach (21) 

f(z) = e-~ o-~) Zo-~ (~ - 1)~-' = e-~ "~-~) X/-'-~ (~ -- X~)~-~ 

isi, so nimmt die G]eichung (22), welch,) den specielle~a, zur unteren 
Integralgrenze geh5rigen Werth f(~) angiebt, nach Multiplication mit 
e~i~-~)A1 -~ die Gestalt 

Zi-"-b(1---it1) b-~ ~--- ~I-" A'~ ~ c -~+~)1~ ct~-1 log i--~,~ 

an. Folglich kommt an dot unteren Grenze des in Rede stehenden 
Integrals der Werth 

(23) [v--'-~(1--v)~-l]o~z, = c -'~+b~ ' ~ '  e (~-~)~~ 
in welchem log it, and log ( I ~ . ~ )  die reetteu Logarithmen bedeuten~ 
zur Anwendung. Die Variable v fRhrt die negativen Uml'~ufe um die 
Punkte 0 und 1 vor den posltiven aus. Indessen kann man nach 
Formel (13) der Abha~dlung ,Ueber  eh~ Integra~ mit doppeltem Um- 
lauf" (wo 6 ~- 1 - -  a - -  b~ v -= b zu setzen ist), unter Beibehaltung 

? - 
des n~mlichen Werthes der zu mtegrirenden I unctmn an der unteren 
Grenze,  die positiven Uml~ufe den aegativen vorangehen la~sen, wenn 
man gleiehzeitig das Iategral mit dem Factor 

g-.-2~i(1--a--b} ~..-2zib ~ ~ i a  

multiplicirt. Also ist 
�9 ~ ( 0 , 1 , 0 - , 1 - )  

( ~ ( a ,  b )  = - - -  e ~ ' ~ - ~ )  I .  V-~'(1 - -  V )  ~ - '  dr.  

Endlieh diirfen (nach Formel (8) der Abh.), wenn man rechts den 
Factor - -  1 hinzuffigt, die Pankbe 0 und 1 bei der auf den Integrations- 
weg beziigliehen Angabe rail einander vertauecht werden. Hierdarch 
entsteht die Gleiehung 

(~ (a, b) = e ~'(a-t) fi~,o, t- ,o-)v "-a-a( 1 - -  v) ~-~ d r ,  
Jz ,  
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deren rechte Seite mit dem oben erw~hnten Ausdruck ~(1--a--b, b) 
identisch wird, wean man die untere Integralgrenze c dutch 21 ersetzt. 
Da abet die Einfffl~xung des (ebenfalts zwischen 0 and 1 liegendea) 
Punkt~ ~t 1 an Stelle yon c den Werth des Integrals nicht rmdert, 
und da nach (23) der Anfangswerth der zu integrirenden Function aa 
tier uateren Grenze v ~-k ,  dem vorgeschriebenen Zweige derselben 
angehSrt (cfr. (2)), so ist hiermit die Formel (20) 

~(a ,  b) ~ {~(1--a - b ,  b) -~- (~(a, 1 - - a - - b )  
aui's Neue bewiesen. 

w  

Es werde nunmehr vorausgesetzt, dass der reelle Bestandtheil der 
Constante a positiv sei. Dana kann man den Punkt c dicht an den 
Punkt 0 heranracken lassen (Fig. 1) und die Dimensionen der Carve 

unendlich klein w~ihlen. In diesem Fall bezeichnet man dutch 
:E (a, b) das lnt%m-al 

e -~'b lira ~ '~)u"-1(1--u)  b-x du,  
c=O Jr 

dessen Integra~onseurve einen positiven Umlaut' um den Pankt u-~- I 
darstellt, and in welchem an der unteren Greaze u ~ - c  die in (2) 
angegebenen Werthe yon u ~-1 and ( l - - u )  b-1 zur Anwendung kommen 
sollen. Wird zur Fixirung des genannten Zweiges der zu integriren- 
den Function nicht die untere Grenze c, sondern der Punkt ~t benutzt 
(Fig. 1), so hat man, aachdem 

gesetzt ist~ ffir u ~-* and (u--1)  b-* fin Pankte k die Werthe ~-mos* 
and d~'l)l~ za nehmen, in denen log k trod log (/t -- 1) die reellen 
L%marithmen bedeuten (w 1). Das aaf diese Weise eindeutig bestimmte 
Integral 

(24) ~-(a, b ) - ~ - - e - ~  "m u .-1 (1-- u)~Idu-.~- i "-~(1) ~.~a--l(~__ 1)b-ldu 
../o 

steht~ wean ausser a aueh b i m  reellen Theil posi t ivist ,  zu dem 
Euler'schen Integral E ( a ,  b) in der Beziehung 

(25) .E(a, b) -~- (e~'~e-"'~ib).E(a, b) ~-. 2i  sin (~b)E(a,  b). 

Dean im Fall b > 0 kann der Integrationsweg yon ~-(a, b) auf einen 
doppelt durchlaufenen Abschnitt der reetlen Axe (der dieht vor dem 
Punlrte 1 endigt) und auf einen anendlieh kleinen Kreis um den Punkt 
1 redueirt werden, woraus die Formel (25) fbl~. 

F~r das in w 1 behandelte Integral ~(a,  b) ergiebt sich, wenn der 
reelle Theil yon a das positive Vorzeichen hat, die Gleichang 
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(26) ~ ( a ,  b) = ( r 1 7 6  ~ - ( . ,  b). 

Von den in (4) erw~mten vier ln~gTale=, deren Summe gleieh ~ (a, b) 
ist, fallen das z'~reibe und das viert~ for~,~ sobald (ira Fall a > 0) die 
Curve '~ unendlieh klein genommen wird. Das erste und das dritte 
dieser Integrale haben daun die Summe 

I . j  

[1 - -  ~ , ~ j : ~ l )  u a-1 (1 - - - u )  b -  1 du, 

di% well ffir ~'-~ und (1- -u)  ~-~ die n'~mliehen Bedingungen wie in 
(24) gelten, in die rechte Seite der Gleichung (26) iibergeht. Sind 
beide Argumente a~ b im reellen Theil positiv, so wird aus (26) trod 
(25) die Gleichung (6) erhalten. 

Die Fm~nel der t~eilweisen Integ'ration fiihrt zu den Gleiehuuge~ 

[ ~-(a--}-.L;, b) a - -  

[ ~-('a, b-+ 1) = b ~ ( a ,  b) �9 a - - ~ - b  " 

Bezeichnet ~lso m eine positive ~n~e Zahl, ao ist 
a ' a - ~  l} . . . ((4-{,-m.--1) *", 

(27) 
/E-(a, b + m )  = ( -  1)" , a"~-b)-(a~-b~Z1) : ~b+ l" " " " -. (a '~b-4"m--1)  - ~  fl~ ~a, b}, 

und 
- -  ( a - ~ - b ~  1) (a...~.b--21. . . (a-~-b- -m)  .E ( a , b ) .  

(27 a) 2~ Ca, b - -  m) = ( - - "  . . . . . . . . .  

Ffir ein positives ganzz~hliges b nimmt das Integral E(a~ b), da die 
zu integrirende Function dann in der Umgebung des ptmk~es u = 1 
stetig und eindeutig bleibt~ den Werfla Null an. Ausserdem ver- 
schwindet J~(a, b), sobald die Summe (~-}-b gleieh einer negativen 
ganzen Zahl oder gleieh Null wird~ wie aus (27) folgt. Man hat dem- 
naeh die Gleichungen 

(28)  ~ (~' ~) = o ,  
t~-(a ,  - -a )  ~- 0, ir - - m - -  a) -~ 0, 

in denen m irgend eine pasitive ganze Zahl, und a einen beliebigen 
Werth, dessen reeller Bes 'tandtheil positiv ist, bedeutet. 

Ist b gleich einer negativen ganzen Zahl - -  m oder gleich Null, 
so kommt, nachdem man in (24) die Reihe 

u~-~(~ - u ) ~ - '  = I~ - (~ - ~)1~-' (~ - u ) - " - '  

==:( l__~)_a ,_ l~ l .__a .  { 1  (1 ._ ~ ) 2 f - . . . - ~ -  ( - ,  1 ) "  (a--l)...'a--,'m)i,2.... ( 1 - - I t )  m . d r . . .  ,~ 
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substitui~ hat, ffir die Inbegration nach u nut  der mit (1 ~ u)-l  
multiplich~ Sammandus in Betracht. Man finder auf diese Weise, 
da e -~i~ gleiah ( - - 1 )  ~ wird, die Werthe 

t E' (a ,  O) ..~ 2 ~ i ,  

(~9) |~(a, - -~)  = 2=i W-~) ~"-~).-.~ .'-'...,~ ~ - ' ~ )  , 

die man auch aus (26) und (16) ableiten kann. 
In die Gleiehung (25) werde f'tir das Euler'sche Integral E (a ,  b) 

dab Product (18) und ffir sin (~b) das Product 

sin (~ b) ~-- ~b H (~b) (~  --b) 

eingesetzt. Dann er~ebt sieh ffir ~ ( a , b )  der Ausdruck 

" ] ~ I  

WY~hrend das Integral (24) nut unter der Vorausse~zung, dass tier 
reelle Bestandtheil yon a positiv ist, einen bestimmten Sinn hat, kann 
man die Gleichung (30) auch fiir negative Werthe yon a gelten lassen. 

Die GrSsse ~E-(a, b) bleibt unver~udet4, wenn man das zweite 
Argument b durch 1 - -  a - -  b ersetzt. Denn aus der Formel (20) 

(~(a, b) ~ (~(a, 1 - -  a - - b )  

folgt naeh Beriicksichtigu~g yon (26) 

(31) ~ ( a ,  b) ~--- ~ ( a ,  1 - - a - - b ) .  

Um diese Eigensch'Mt des Integrals .E(a, b) direct zu beweisen, wendet 
man auf den Ausdrack (24) 

E(a, b) --  --Jo $ u--~(u-- i)~-~ du 

die Substitution u -  I = v--~u an" Als Weg der Variable u mBge 

eln Kreis mit dem Radius 1 und dem Mittelpunkte u ~--I gew~hlt 
warden; dann erhralt man als Weg der Variable v ebenfalls einen 
Kreis mit dem Radius 1 trod dem Mittelpnnkte v---~ 1, da die Glei- 
ehung u - -  1 ~ e a~ in v - -  1 ---~ e - ~  iibergeht. Im Punkte u -~- it 
(Fig. I ) ,  der hiex u ~  2 ist, wird die Function u~-X(u--1) b-~ nach 
der Voraussetzung gIeich d~-~)log ~-, wo log 2 den reetlen Logarithmus 
bedeutet. Zu u ~ 2 geh5rt der Werth v ~ 2, zu u ~- 0 der Werth 
v m 0. Indem man bei dem Integral ~aach v, mater Multilalication 
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mit dem Factor - -  1, den Integrationsweg umkehrt und hiel~iurch die 
negative Drehung~chtnng in die positive verwandelt, finder raan 

_ _  _ f ( i )  .E(a,  b) =Jo V"~(V-- i)--'--baV" 

Dieses Integral ist aber nach (24) gleieh , E ( a : l - - a - - b ) ,  da die 
Function i,'a--1(?)--l) -~-b im Punkts v-.~-2 den Werth e (~-m~ in 
welchem log2 reell ist, annimmt- Mithin shld ~(a, b)und ~(a, 1--a-b) 
identische GrSssen. 

Tra~asformirt man das ]_nte~tal (24) dutch die Substitution u~,  1 --w, 
so ergiebt sich, da die Variable w yore Punkte 1 aus einen poaitiven 
Umlauf am den pnnkt 0 macht~ die Gleichtmg 

_ ~ ( o )  
(32) E(a,  b) = e -=;b ! w~-~(1--w)~-~ dw.  

Ftir Punkte W, we[che reell und der mlteren Integralgrenze 1 benachbart 
sind, haben die Potenzen w b--l, ( 1 -  w) ~-'~ in (32) die Werthe 
db-mog,~, e(. --~)~og(~-'~), in denen log w, log (1 - -  w) die reellen Loga- 
rithmen bedeutem 

1 
In (24) werde ferner eine Variable t durch die Gleichung u ~--t  

eingeffihrt. Dann ist 

Zieht man in der u~Ebene um den Punkt u ~- 1 als Mittelpunkt einen 
kleinen Kreis mit dem Radius 1, so kann man in (24) den Weg der 
Variable u aus der doppelt durehlaufenen Strecke yon u .= 0 bis 
u ~--1 ~ 1 und dem gena2mten Kreise zusammensetzen. Die Kreis- 
fiiiche urn u ~- 1 wird in der t-.Eben~ durch eine Kreisti'Xch% die den 
Pankt t ~ 1 enth~lt, abgebildet, und zwax entspricht dem positiven 
Umlauf um u ~ 1 ein positiver Umlauf um t ~-- 1. Auf dem eraten 
Theil der Bahn der Variable t, welcher dutch den Abschnitt der 

1 gebildet wird, hat positiven reellen Axe yon t ~ ~ bis t ~-i--~--i 

man, gem'~ss der Definition yon :E-(a, b), die Potenzen t "-~-*, (t-- 1) b-~ 
gleich e -(~t'b)l~ e (#-m~ , wo log t u n d  log ( t - - l )  reell sind, zu 

nehmen. Unter Beriicksichtigung dieser Bcdingung wird fax .E(a, b) 
der Ausdruck 

(32a) ~ ( a ,  b) ~- e - a * b / ' ( x ) ~ - - ~ ( t -  1) ~-1 dt  

erhalten. 



514 L. PCCa~MKZL 

w  

Man ziehe in der u~Ebene tun den Ptmkt u ~ - 0  als Mittelpunkt 
einen Kreis mit dem Radius k und betrachte ein Integral 

in welchem die Variable u zuerst den Abschni~ der negativen reellen 
Axe yon - - ~  b i s -  ~, dann den genannten Kreis (ira positiven 
Sinne) durchl~uft und yore Punks - - k  ]~ings der negativen reellen 
Axe zu - - c o  zuriickkehrt. In dem Sehnittpunkte u-----/~ des Kreises 
mit der positiven reellen Axe werde fiir die Potenz u ~--1 der Werth 
da-~)l~ k, in welahem log k den reellen Logarithmus bedeutet~ genom- 

men. Das hierdurch defiair~ Integral soll dutch F(a) bezeichnet 
werden. ),[an hat flit dasselbe ( n a c h w  1 der Abh.) den abgekiirzten 
AusOruek 

(33) F(a) = f(~ du. 

1)er horizontale Strich fiber dem Buchstaben F soll, wie der Strich 
fiber dem rechts stehenden Integratzeichen, auf die geschlossene Inte- 
grationscm've hindeuten. 

Die GrSsse des Kreisradius k hat auf den Werth des Integrals 
(33) keinen Einiluss. Denn wenn man den gew-~hltea Kreis dutch 
irgend einen concentrischen ersetzt, so l i e~  auf der yon den zwei 
Kreisen begre~zten ring~Srmigen Fl~che kein singul~irer Pank~ der 
zu integrirenden Function. Eben~o kann start des oben angeffihrten 
Weges jede beliebige, sich selbst nieht sehneidende Curve~ die in 
- - o o  be~nnt  mad endigr~ und den Punkt u = O umschliesst~ ats 

Integrationsweg yon F(a) genommen werden. 
Substituirt man in (33) u ~- --  v, so er~ebt sich, da die Variable 

v yon + ~ aus einen positiven Umlauf um den Punkt 0 ausffihr~ 
die Gleichung 

r ( a )  = - f ~  e - ' - ' ( - v ) ' < - '  d~. 
~ e r i n  ist 

mi setzen, wenn man bestimmt, dass fiir die Potenz v ~-~ ha Punkte 
v .~  k der Wer~  e(a-l~l~ ~, wo log k reell ist, zur Anwendung kommen 
sol]. Denn da zu v ~-~ der Factor e ~it~-~) hinzu~ritt, wenn v im 
positiven Sinne t~ugs des Halbkreises yore Punkte k zum Punkte - -  k 
~bergeht, so ist nach obiger Gleichung die Potenz ( - - v )  ~-1 im 
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Ptmkte v ~-- --  k gleich dem Produete aus e-Z~(~-~ld~-mo~ ~ und ~t~--~t 
d. h. gteich d~-~)zog ~ (wo log k reeL(), was der ffir u ~--' aufgestdltea 
Bedingung entspricht. Deamach ist F(a) ghich dem Ausdruck 

(34) f(a) = e-~'~ f~~ e-~ ~-~ a~, 
J-i-= 

in welchem ftir ein reelles a die l~it iven teellen Werthe yon v ~- ' 
auf der zuerst durehlaufenen Strecke der positivea reellen Axe zu 
nehmen sind. 

Ist der reelle Bestandtheit yon a positiv, so besteht zwischen 
P-(a) und dem Euler'schen Integrale zweiter Art 

r(a) % e-- uo-'du 
die Relation 

(35) i:(a) ~- ( e . ' o -  ~--'~) F(a) ~- 2i ~iu (~<~)r(a). 
Denn in diesem Falle da~f m~n den Kreisradius k unendiich klein 
wghlen, wodurch das Integral (34)sich in das Product ( ~ - - e - ~ l ~ ) i ' ( a )  
verwandelt, da das Kreisintegral zu ver,,achl~ssigen ist, und die 
Potenz v ~-1 dutch den Um]auf um v ~ 0 den Factor ~z~ia aufnimmt. 

Das Integral r(a) ste|lt eine transcendente ganze Function yon 
a dar. Der Beweis, dass die unendlich enffernten Strecken des Inte- 
grationsweges nut einen verschwindend kleinea Beitrag zum Werthe 
des Integrals liefern, wird fiir I~(a) in derselbea Art wie fiir das 
Euler'sche Inte~al g(a) geffihrt. Auf den im Endlichen liegendeti 
Theilen des Integrationsweges yon F(a) hat abet die zu integrirende 
Function e~U "--~, da ein hestimmter Zweig der Potenz u ~-~ gew~hlt 
worden ist, stets einen eiadeufigen endliche~ Werth. Also ist l" (a) 
in der That fiir jedes endliche a s~e~ig uud eindeutig. 

Durch theilweise I,~tegrat[on ergiebt sich ffir ~ (a  .~ 1) die 
Gleichung 

V ( a +  I )  ----j _ .  = -  ,.,_.. 

aus welcher~ dader vom Ini~gralzeichen freie Snmmandus ver~chwi~det, 
die Formel 
(36)  P ( a  + 1) ~ - -  a ? ( a )  

folgt. Durch wiederholte Bcnutztmg derselben erh'~lt man die weiteren 
Gleichungen 

(37) r (a  -t- m) ~ (--  l)'<' a ( a  -{- I) �9 �9 " (a  -~  m - -  1) F ( a ) ,  
f/a~ 

in d ~ e n  m (,,,i~e bdiet)ige l~ositive ganze Zahl bexleutet. 



Die Anwendungen, welche das Eules Integral V(a) bei den 
]inearen Differentialgleichungen finder, beruhen zum grossen Theile 
auf der zu (37) analogen Formel 

r(a + m) = a(a + 1 ) - .  �9 (a + m --  1) r(a). 
Bei gewissen Differentialgleichungen, die sigh durch bestimmte Integrale 
15sen lassen, wird n~alich, wenn man zu den Reihenentwickelungen 
iibergeht und m den SteUenzeiger nenn~, dutch die erw':~hnte Formel 
der Factor a(a --~ 1) - �9 �9 (a -{- m - -  1) in den Z~hler des allgemeinen 
Terms der Reihe eingefiihrt, w~ihrend I'(a) als Factor vor die gauze 
Reihe tritt. Diese Anwendungen effahren nun eine Ausdehnung, falls 

man (dureh Aenderang des Integrationsweges) das Integral r ( a )  an 
die Stelle des Euler'schen Integrals ['(a) treten l~sk  Denn bier- 
dutch wird es m5glich, mit Htilfe der Gleichung (38) Factoren yon 
der Form (a - -  1) (a - -  2) �9 �9 �9 (a - -  m) in den Nenner des allgemeinen 
Terms der Reihe zu bringen. Le~zteres ist bei dem Euler'schen Integral 
nicht ausf~rbar~ da mit wachsendem m die Differenz a - -  m negativ~ 
also das Integral I ' ( a -  m) divergent wird. 

Die zwei geradlinigen Integrale, die in r (a)  enthalten sind, heben 
sich gegenseitig auf, sobald a ganzzahlig, mithin e=u --~ in der ganzen 
u-Ebene eindeut~ig wird. Ist a zugleich positiv, so verschwindet aueh 
das fibrigbleibende Kreisintegral. Ist dagegen a gleich einer negativen 
ganzen Zahl - - m ,  bezw. gleich 0, so kommt, wenn e ~ gleich 

1 -{- 5- "~- " " " gesetzt wird, in der Entwickelung tier zu integrirenden 

Function die Potenz u - I  vor, und zwar mit dem Coefficienten 

1 bezw. 1. Demnach ergeben sich die Gleichuugeu 1 . 2 . . . m  ~ 
(39) F (m) ~--- 0, 

(40) ~(0) = ~ i ,  F ( - - m ) ~  ~.o...~,,, 

in denen m wiederum irgend eine positive gauze Zahl bezeichnet. 

Die GrSsse ~(a) wird unendli~h klein, wenn der reelle Theil yon a 
slch dem Werthe - - c ~  naher t :  I~i~s folgt flit ein ganzzahliges Argu- 
ment aus (40) and ffir eln nicMg~nzzahliges aus (38). 

Ffihrt man in (35) ffir das Euler'sche Integral I-(a) und ffir sin (~ a) 
die uneadlichen Producte 

1 . 2 . 3 . . . n  n~ t I-(a) -~- lira ra(a+~)~-~-~-)-Y.:(a+n) , 
(.~c.) L 

sinOta ) ~ ~ a  lira H (--~ + a)v~(~, - a) 

ein, so entsteht fox r (a )  die Gleiahung 

(.=~) L i :=5 T..~- n-3" 
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Aus (35) leit~t man renter die Formeln 

(42)  r ( a )  ~ I  - a) = - 4 :  sin ( = a ) ,  
2 : i  

(43)  t (a) = -  r o  - ~) 

ab, da sin (~ [1 - -  a]) - :  sia(~a),  uaa 

r ( a )  r o  - a) = sin(:U} 

ist. Endfich werde die Gleichtmg, welche die Euler'schen Intern-ale 
erster und zweiter Art mit einaader 

dutch (e ~'" - -  e -~ ' ' )  (r ._ e-,,~) 
nach Beriicksichtigung yon (6) uM 

(44) ~(a,  b) 

verbindet, 

r(a) r(b) 
r(aq-b) 
mulfiplicirt~ Dann erg~ebt sich, 
(35), die Formel 

r ( : )  r(b) 
r (a + b; 

w  

Die Differentialgleichung der Gauss'schen hypergeometrischen Reihe 

(45) x ( x  - -  1) ~'y au 

ist in w 3 tier vorstehenden Abhandluag ,Ueber ein Integral mi| 
doppett~m Umlauf" ira allgemeinen Falle durch bestimmte Integrale; 
deren Integrationswege aus Doppeluml'~ufen bestehen, gelSst worden. 
Es wurde da~elbst eine Linie 9.I vom Puakte 0 zum PLmkte x, eine 
Linie ~ yore Punkt~ 1 zum Punkte x, eine Linie ~ yore Punkte 0 
zum Punkte 1 gezogen~ und die Umkreisung dieser Linien dutch die 
Integrationsvariable u in rmaloger Weise wie die Umkreisung der 
einzelnen singm-lBren Punkte (w 1 der Abh,) bezeichnet. Als LSsungell 
der Differentialgleichung (45) er~ben sich (l. c. (53) und (54)) di,' 
bestimmten Integrale 

;(~'~' ~-- '~-~(u, x) d~, (4~)  J o 

~ ,  O, ~--, 0~) 
(47) J. r x) du, 

~( i ,  z, ~--,x--) 
(48) d o  r  ~) d~, 

in denen O(u, x) die Function 

if(z, O~ x~, 0-~} 

Jo r ~) g~. 
l~(x,l~z~,x --) 

d . ,  o, ,-, o--~ (~, ~) d~. 

(49) r  x) = (u - x)-~ ~ - r  - 1) r 
trod c eine beliebige~ yon 0 and 1 verschiedene Constante bedeu~et. 
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Die Integrale (46) sina die zwei Bauptintegrale tier Differential- 
gleichung f~r die Umgebung des Punktes x ~ O. Um dieselben nach 

..... " ~ ~ C '  

l~ig. 4.  

steigenden Potenzen yon x zu 
entwickeln, setzf man den 
&bstand der Punkte x und 0 
yon einander als klein voraus. 
Bei dem ersten Integral (46) 
mSge der Punk~ c auf der 
reellen Axe zwischen 0 aud 1 
angenommen werden. Zieht 

rosa darch e einerseits einen Kreis ~ ,  der den Punkt 0 zum 
Mittelpunkt hat und die Linie 9~ umschliesst, andererseits einen Kreis 

mit dem Mittelpunkte 1 (Fig. 4), so kann der Integrationsweg des 
ersten Integrals (46) karz durch 

~ + ,  ~ + ,  ~ ,  2 -  

bezeichnet werden (w 1 der Abh.). Jeder der Punkte dieses Integu'ations- 
weges hat yore Punkte 0 einen grSsseren Absi~nd als der Punk-~ x, 
d. h. es ist rood. ~ < 1. In Folge dessen besteht ffir den in (49) vor- 

kommenden Factor ( u -  x)-t~ die convergente Entwickelung 

= u - ,  1 + : d +  t .~  ~- + . . . .  

Substituirt man diesen Ausdruck in das betrachtete Integral, so treten in 
den einzelnen Summanden die Potenzen yon x vor die Integralzeichen, 
and die zu integrirenden Functionen werden yon x unabh~ingig. Als 
singul~re Punkte, die yon u umkreist werden, sind dann nut  noch die 
Punk~ 0 und 1 vorhanden. Man erh~lt daher ffir das erste Integral 
(46) die Reihe 

f<o,,,o-,,_> + T + ,.,., ,,, + - - - ]  <',, 
d e  

------- Go + ~ G~x + .  �9 �9 + r 1 6 2 1 6 2  - l) G m x ,  ~ + . .  ", 
1 . 2 . . .  ~"~. 

in der G .  das constance Integ~ml 

G,,,----- ~~176 - -  1)e-~-I du 
*9'r  

bedeuteL An der unteren Integralgrenze u ~ e mSge im ers~n Integral 
(46) die Potenz u~-e gleich e~-r , ,  ferner die in (50) vorkommende 
Potenz u-# gleich e--0~osr sein, wo unter log c der reelle Wer~h ver- 
standen wird; die Potenz ( ~ -  1)e~-I soll~ wenn ~ zum ersten Male 
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im Punk~e ~ eintri~ (Fig. 4), den Werth de-~-olo~a-1) in welchem 
log (~ --  1) reel! ist, annehmen. Diese Besthnmungen fibertragen sich 
auf das Integral (~ .  Werd~n in dem Integrationswege yon G~ (u~uter 
Beibehaltung des Anfangswel~hes der zu integrirenden Function) die 
Punk~ 0 und 1 hi~ichtlich der Reihenfolge der Umk~isungen mit 
einander vertausch% so trttt nur der Factor - - 1  z u  dem Integral 
hinzu (GI. (8) tier A.bh.). [ndem man ausserdem mit e~i~e ~-1~, 

( _  1),~ ~(e-2~ multtplicirt, hat man die Glelchung 

/~(I, 0, I - ,  0--i 

deren rechte Sei~e nachw 1, Formel (Sa), gleich (~(1--0--m,  .o--~) 
isL Somit ergiebt sich 

G~ ~-- (--  1)me~q(~-e ) 6(1 --  0 - -  m, 0 -- a). 

I~  0 gleich 0 oder gleieh einer negativen ganzen Zahl -- ~, so haben, 
nach (13), die Coeffieienten Go, G1, �9 ,. �9 G, den WerLh Null, wr~hrend 
die Coeffieienten G~+I eLe. dureh (tie Formeln (15) bestimmt werden. 
In diesem speeietlen F~lle heginnt die oben erhalLene l~eihe mit der 
Potenz ~+z,  d. h. xt-e, und wird (abgesehen yon einem eonstan~er 
Factor) mit der dutch das zwei~e Integral (46) ausgedrfickf~n parfieu- 
1Eren LSsung idenfAsch.] die Differen~ialgleichung (45) hal dann be. 
kanntlich in der Umgebung des Punkf~s x = 0 im Allgemeinen nocb 
ein logarithmi~ches InLegral, womuf indessen bier nicht eingegaagen 
werden solL In allen fibrigen [~llen kann man f ~  (~(1--@---m~ 0--.g) 
naeh (12) das Product 

~C~+ 1) ::. (~+m-- ~) 
~ ( l  - -  o - -  m ,  0 --  ~) --: ( - -  1) ~ ~(~-t-~) ( o + ~ - ~ )  ( ~ ( 1 - - o ,  0 - - ~  

setzen~ so dass 

G .  = e~'~'-~) (~(1  - -  r 0 - a ) ,  

G ~ e";~-e ) ~'(" + ~):::  (" + m  - ~) (~(1 -- O, @ -- ~) 

wird. huf  diese Weise finder man fiir das erSte Integral (46) den 
Ausdruek 

~ ,  1, ~J--, 1-- 
(51) ~ (u ,  x)  d u  --~ e a'a-r (~(1 -- O, 0 - -  a) _l,'(a, 3;  O; x), 

j r  

wo F ( a ,  fl; 0; x) die Gauss'sehe hypergeome~rische Reihe 

(52) . F ( a , # ; q ; x ) = l + u  ~,~.~(,,--r-~) z ~ + " "  

bedeutet. 
Abgesehen yon dem soeben erw~hnten Falle, dass 0 eiae neg~.tive 

ganze Zahl oder N~ll ist, nimmt die auf der rechten Seite yon (51) 
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stehende Constante ~ ( 1 -  Q, • -  ~), welche man nach (20) auch 
~(1 - -  (~, ~) oder ~(~,  @ - -  ~) schreiben kann, den Werth Null an, 
wean a oder ~ - -  ~ eine positive ganze Zahl ist. Das erste Integral 
(46) verschwindet dann identisch; es tritt aber ein Integral mit ein- 
facherer Lutegrafionscurve an seine Stelle. Man setze zun~chst voraus, 
dass Q - -  ~, aber nicht a,  eine positive ganze Zahl seL In diesem 
Falle wird statt des ersten Integrals (46) das IntegTal 

r x) du 

genommen, das der Gleichung (45) gentigt (s. d. Abh.), und alas con- 
vergirt, sobald der reelle Theil yon 9 -  ~ positiv ist. Der Inte- 
grationsweg desselben, der aus einem einmaligen Umlauf um die Linie 

besteht, kann als ein Kreis mit dem Mittelpunkte u ~ 0 und mit 
einem Radius, der den Werth 1 nicht vSllig erreicht, gedacht werden, 
so dass ftir den in O(u, x) enthaltenen Factor ( u -  x)-~ wiederum 
die Entwiekelung (50) gilt. Indem man G,~ als das Integral 

f'% ~ ~ J l  -- 

definirt, finder man 

G ( x  ~ � 9  �9 -{- ~(~ + 1 ) . . .  (~ § ~ - 1) , G o ' + 
1 .  ~ . . . m G , ~  x "  -4-- . . . .  

Die GrSsse G~ ist naeh (32), wenn man f'tir ( u -  1)e--a-1 das Product 
aus e~r ---1) und ( 1 -  u)e -~-1  setzt und die Anfangswerthe yon 
u - e  -'~ und ( 1 -  u ) e - , - 1  in der fiir (32) angegebenen Art bestimmt, 
gleich dem Ausdruck 

G;, = ( - -  1),, e - ~ , ~  - ~ ( e  - -  ,~, : - -  q - ~ )  

oder, wegen (27a), 

Man gelangt daher zu der Gleiahung 

(53) f v ( u ,  x) d~  = e - - , o  ~ (~ - -  ~ ,  : - -  Q) p ( ~ ,  p; ~; x), 

in welcher der reelle Bestandtheil yon ~ - -  a nach der Voraussetzung 

positiv seia soil. Die Constante E ( ~  - -  a, 1 ~ ~), die nach (31) 

mit E ( ~  -- a,  u) identisch ist, verschwindet nut ,  wean 1 - -  ~ oder 
wean a ei~e positive ganze Zahl wird. 
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Da die Function r  x) auf die Form 

gebraeht werden kann (eft, (49)), so n~ihert sieh das Product ur (u, x) 
mit u~begrenzt waehsendem u dem Werthe Null, wean der reelle Theil 
der Constant~ t~ positlv ist. In diesem Palle i~ daz Integral 

�9 (u, x) du 

convergent; dasselbe unterscheidet sieh nut dutch einen constanten 
Factor van dem erste, Integral (46) (cfr. G1. (;.~) der Abh.), an dessea 
Stelle es angewendet wird, wenu ~ ganzzahlig und positiv ist. Der 
Integrationsweg begiane und e~adige im uneadlich entferntea Pu~&te 
der posifiven reellen Axe, Man darf~ da X zur Umgebung des Punktes 
0 gehSren soll, m0d, x < rood. u annehmen, also f~r (u - -  x)"~ wieder 
die Reihe (50) substituiren. Hierdareh ergiebt sich 

~ ; ~ + l ) . . . ( t ~ + ~ -  l) G~'x',, + �9 . 
= Go" + -~- G(' :c  + . . . .  + . . . . . . . . .  -t:-:., : / _ , , i  . . . . . .  , 

wo 

G,~' f ~  . . . .  (U - -  l)e----~ d u  

gesetzt ist. Aber aus (32a) folgt 

)~-(a --~ m, 0 --  ,z) ~--- c~-~(e-'~J~, u-e-,,* (u--- 1)e . . . .  ldu.  

Daher erhKl~ man fiir G,~,', wenn der in (32a) aagewendete Zweig der 
zu integrireladen Function gew'2hlt wird, den Ausdruek 

G;/, = e~"~'-") E ( a  + m ,  o - -  . ) ,  

der dureh (27) in 

G '  =-~ c~'~e -"~ a(u  + 1) : =: (~ + m , -  1) d~ (a~ ~ - -  
'/' o{o + t) (~ + m -- :~ 

Libergeht. Aaf diese Weise er~tsteht ffir dos obige Integral die 
Gleiehaag 

(54) r  x) = q - -  , , )  - P ( . ,  e; x), 

in der a eJne im reellen Theile positive Constante bezeiehnet. 
Ist sowoht der reelle Theil yon a als anch der yon ~ -  a positiv, 

so eonvergirt bekannilieh das Integral 
2~themar Annateu. XXXV, 34 



(55) 

daa flit rood. x < 1 mit dem Producte 

identSsch wird. 
Bei dem zweiten Integral (46) 

s o, ~-.o-) 
.vo ~'~ ~-'~162 ~)du ~ J o  ( u -  z)-~ u~-e ( u -  IF -~-~ du 

mbge der Punkt c, welcher die untere Grenze bildet, auf der Ver- 
bindungslinie der Punkte 0 und x angenommen werden (Fig. 5). 
Man zieht dare.h c zwei geschlossene Cnrven ~ and ~. in der Art, 
da~s ~ den Punkt 0, ~ den Punkt x umschliesst, wghrend der Punkt 1 

]Pig, 5. 

ausserhalb beider Curven bleibt; dana kann der Weg tier Variable u 
kurz durch ~ + ,  9p'+, ~ - ,  ~ -  bezeichnet werden. Das Integral wird 
dutch die Substitution u ~ v x  umgeformt, aus tier 

r d u  ~ ( - -  1)0-~-~+1 zl-e v~-e (1 - -  v)-~(1 - -  vxJe  --~,-, dv  

folgt, und die Potenz (1 - -vx)e- , , -1  in die Re/he 

I Q--~a--I vx-}- (O--a--l.zl)(e--a--~) v o.x o. .... 

entwiekel~ Den Punkah  u ~ 0 und u---~ x entsprechen die Punk~ 
v =: 0 mad v ~ 1; die Fig. 5 liefert daher in der v-Ebene eine Figur 
yon der Art der Fig. 1. Der Ausgangspunkt der yon  v durchlaufenen 
Curve heisse c I ; derselbe liegt auf der reellen Axe zwischen 0 und 1. 
Man hat hiernaeh, wean ( - -  1)e-~-,~-1 dutch e~i(a-~-~ -1) ersetzt wird, 
die Gleichung 

/ " ( . ,  o, .z,-, o---) 
e'.~-,~-~-~) xe-~J~ r  x) du -= 

~'t1,'0,1--,0-'-) r "  A a . . _ O . . i _ I ? ) x ~ ( a _ ~ F I ) ( ~ _ ( ~ . ~ 2 ) ~ 3  2 . - -  ~ . ,  

= J , ,  r162 1--  - r - -  ,:.., ~--r-..j~,~. 
An der unteren Integralgrenze c 1 m6gen ffir z~-e, (1 ~ v)-# die 
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Werthe e~-~)l~,~ e-,~1~ in denen log s und tog O - - c z )  reell 
si~d~ genommen werden. Dann ist nach (3) 

(1~ O, 1- - ,  O -  ) 

wofiir man nach (11).~ unter der u dass 0 -  1 nicht 
eine positive ganze Zahl ist., dau PrQduct 

e_-t- 1} ,'~ - o + e ) . . .  (~ -- ~ + ,,) e - " e  (~ - - (~ - -~ ) :~ - -~ ) . . . ( , , ~+x-  ~) ~ ( ~ - -  O +  I, ~ - - ~ )  

schreiben k ~ u .  Die Reihenentwickelun~ f~r das zweite Integral (46) 
lautet also 

[-(~, r ~-.. o--j 

= e , , , , - , - ~ ,  ~ ( ~ -  ~+ 1, 1--~)x~-~ F ( ~ -  o +  l, ~ - - e +  1; -~--o; z), 
woselbst _~' das in (52,) angegebeae Funetionszeichen bedeutet. 

Die zwei Integrale (46) stellen eine und dieselbe partical:s LSsuag 
der Gleiehung (45) dar, sob~ld die Constaate p gauzzahlig ist, Dies 
~ I t  nicht alle~n in dem frfiher ~rw~hnten Fall, dass 0 eine negative 
ganze Zahl oder Null ist, sowie im Fall 9 ~ 1, sondern aueh, wean 

- -  1 gleich einer positlven ganzen Zahl wird. Van den so, ben ge- 
nannten Coefficienten ~(fl ~ p z 7 n, -~- 1, 1 - -  ~)~ die nach (20) 
gleieh (~(@ ~ m - -  1, ] - - /~)  sind, nehmen~ wenn @ ~ 1 gleieh der 
positiven ganzen Zahl n ist, d~e n ersten, welche ffir m ~ 0, 1, . . .  ,~ ~ ] 
erhalten werden, den Werth Null a~a. ]n Fotge dessen wird das 
Anfangsglied der Entwickel~ng des zweiten Integrals (46) nach 
steigenden Potenzen yon x gleich einer Const~nten, and eine einf~che 
Reehnung zeigt, dass, ~bgesehen yon einem eonst~aten Factor,  die 
zwei Integrale (46) dam~ identisch s~ad. Als Erg'~nzung derselben 
tritt  (speeielle F~lle ausgenommen) ein lo~,~rithmisches Integral hindu. 

Is~ fl ~ 0 - ~ - 1  oder 1 -  fl eine positive "ganze Zahl, so ver- 
sehwindet das zweite Integral (46) flit beliebige Werthe yon x. An 
Stelle desselben kana man jedoch, als particulate LSsung der Gleichung 
(45),  das Integral 

(57) f~)a, (~, x) du 
do  

anwenden, soba]d der reelle Theil yon ~ - -  0 ~ 1, m~d das Integral 

f'l o) 
(ss) J~ r ~) ~ ,  
sobMd der reeUe Theft yon 1 - -  fl positiv ist. Auch in (57) und (58) 
substitu~rt man u ~ ~x ~nd entwiekelt die Potenz (1 ~ vx)e . . . .  ~ na~;h 

3.t* 
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dem binomisehen Satze. Die Rechnung wird der zuvor angestellten 
vSllig analog. Man erh~lt die Gleichungen 

t p(x) e..-+,~-e-1) xe- J o  r  d u  = 

7",,, : + .] 

/..(-- O) 

und setzt in der ersten, gemRss (24)  und (27), 

jO 1) v f l - e + " ( 1  - -  v ) - ~  d v  ~ e - ' * ' ,  ~ E ( ~  - -  0 + m + 1 ,  1 - -  fl) = 

~ _ . e _ n l  fl ( / $ - - o + l ) ( ~ - - q + 2 ) . . . ( 6 - - O + m )  ~ _ _  02r - l ] fl), 

in der zweiten, gem.s  (32) und (27), f,0> 
(~-- o) ( a - -  o ) . - -  ( m +  1 - -  o) 

ttiemaeh ist das Integral (57) gleich dem Product 

e""e-.--'~+~) E(~ -- @+ 1, 1 -- ~) x'-e F ( ~ - -  0 +  1, ~ - -  0 +1  ; 2-- 0; x), 

and das Integral (58) gleich dem ProduCt 

e - * ' i " - ~ - - ( 1 - - f l ,  f l - - 0  , + l ) x : - e F ( a - - 0 + l ,  f l - - 0 q - l ;  2 - - 0 ;  x). 

Die Betrachtung der Integrale (47)und (48) soil auf den all- 
gemeinea Fall beschrankt werden. Die Iategrale (47) sind die Haupt- 
integrale der Gleich~ng (45) in der Umgebung des PunkCes x = I. 
Bei dem ersten derselben werde die untere Grenze c auf der reellen 
Axe zwischen 0 uad i (wie in Fig. 4), bei dem zweiten auf der Ver- 
bindungslinie der Punkte 1 und x angenommen. Man entwlckelt in 
dem erstgemannten Integ-rale die Potenz (u ~ x)-~ in die l~ihe 

(u -- x)-P = E u -- i -- (x -- 1)]-~" = (u -- l)-fl (1 x- i)-~ 

die convergent ist, da rood. (x -- 1) < rood. (u - -  1) vorausgesetzt 
werden daft, und gelangr hierdurch, nach Anwendung der Formeln 
(Sa) und (12), zu der Gleichung 
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e~,(,~-e) ~(fl- - q +  1, 0.-- a---18) F(a ,  fl; a -t-/~ -- Q + l;  1 --x).  

In das zweite Integral (47) ftthrt man eine neue Variable v dutch 
die Substitution u --  1 ~- v ( x  - -  1) ein~ worauf [1 -- v(1 - -  x)],~-e 
nach steigenden potenzen yon I -  x entwickelt wird. Dana ergiebt 
sich mit Hiilfe der Farmeln (3) und (11), bei passender Be~timmuag 
des Anfangswerthes der zu integrirendea Function, die Gleichung 

p ( z ,  I, z - - ,  t--) 

(60) J o  r  x) au  := 

c "~i(1-~) (~.(O--a, 1--f l )(1-  x) r F(O--a, O--]]; ~--a--~-~-l; l---X). 

Die zwei Ausdriieke (48) steUen die ttauptintegrale der Gleichung 
(45) fiir das Gebiet der grossen Werthe yon x dar. In dcm e~ten 
dieser Integrale~ 

j:( r x ,  (~-- ,  .v--) 

(b(u, x) du ,  

mSge als un~ere t~renze c ein Punk~c der Verbindungslinie der Punkte 
0 und x gewiihh, werden. M ~  ziehY~, wie in ~l~,ar 5, dutch den 
Punkt c einerseits einen Kreis ~r mit dem Mitt~lpunkte 0, andererseits 
einen Kreis ~ mit dem Mittelpunkt~ x ,  setz~ abet bier rood. c => 1 
voraus, so dass der Punkt I und die Linie 6. yore Kreise !p um- 
schtossen werden. Dann geben die IJmliiafe ~'+, E5 +, !~-, ~ -  den 
]ntegrationsweg des genannten Integrals an. Da fffr die Punkt~ u 
dieses Weges rood.-u stets gr5sser als 1 ist, so kann in dem Producte 

- t ) - " ( ' - -  

die Potenz (1 - -~ )~"~ - '  in die Reihe 

1 ~ - -, - -  I I  ul ..{_ (e - - - -  I)  (e - ,~ - ~ ) i .  ~ -u*1 . . . .  

entwickelt werden. Durch Anwendung der Substitutioo u ~ vx er- 
h'~lt man demnacb 

r z)  <z~ - -  ~ - o  r . . . .  ,,'~. - 1 ) - , , ( l  - ~=' . ) e -" - '  , l~ --- 

Wird der let;ztere Auadruck nach v mtegrirt, gemilss der obigen An- 
gabe, so s/rod in den einzelnen Summanden die Werthe 0 und 1 die 
singul~ren Pankte, w~lche yon der Variable v umkreist werden. Auf 
diese Weise finder man ffir da~ erste Iutegral (48) den Ausdruck 
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(~i) " ~-'~b(,~, = 

==e ' - - ' , (~r#}~(~--a ,  1--1~):z - a F ( ~ ,  ~ - -  Q-{- 1; ~ - - ~ + 1 ;  1) .  

F~r da.s zweite Integral (48), 

f 
:,. o , 1 - ,~ -~ , (~ ,  =) au, 

kann man die Figmr 4 zu Grunde legen und die untere Grenze c als 
Pankt der reellen Axe zwischen 0 und 1 w~hlen; nur muss x jetzt 
Ms ein ausserhalb der Curven ~ und ~ befindlicher Punkt voraus- 
gesetzt werden. Man nimmt rood. x als so gross an, dass fiir jeden 
Punkt u des Integrationsweges rood. u <: rood. ~ ist, und entwickelt 

die Po~nz (u --  x)-$, = (--  x)-~ (I  -- u -$ ~ )  , ,  in die l~eihe 

( -  1)-,~-,@+ -~+ T:~ ~ + ' " ) "  
Dann entsteht~ naeh Beriicksichtigang yon (8a) und (11)~ die Gleichung 

= e'-f'ie l#.([ 1 -  0"t-  1, ,o - -  a) x-f l  .F(~,  f l - -O-} - l ;  fl - -  a-+- l;  ~ ) .  

Verschwinden einzelne der Integrale (47) und (48) identisch, -- 
in welchen F~llen die auf den rechten Seiten yon (59) his (62) stehenden 
respectiven GrSssen (~ ein positives ganzzahliges Argument erhalten, - -  
so hat man an ihrer Stelle die zu (53), (54) etc. analogen Integrale 
als particul~re Lgsungen der Differentialgleiehung {45) anzuwenden. 


