Zur Theorie der Euler'schen Integrale.
Von

L. Pocrnamyer in Kiel

In dem Euler'schen Integrale erster Art

1
j w1 (1—u)p1du,

welches hier durch E(a, b) bezeichnet werden soll, miissen, damit
dasselbe einen bestimmten Sinn habe, die reellen Bestandtheile der
Grossen @ und b positiv sein. Zur Ausdehnung der Definition auf
negative Werthe von a und & kaon zundchst die Reductionsformel
dienen, welche E(a, b) mit E(a-+m, b+n) verbindet (m und n ganz-
zahlig, @ + m >0, b-+n>0) oder die Darstellang der Grosse
E(a,b) durch ein unendliches Product. Fir den Fall, dass nur eine
der Constanten g, b im reellen Theile negativ ist, hat H. Hankel ein
Integral eingefithrt, dessen Integrationsweg eine geschlossene, von 0
oder 1 ausgehende Curve ist*). Dieses Verfahren bat Herr Bigler
wesentlich erweitert, indem er fiir beliebige Werthe von g und & das
Euler'sche Integral E(a, b) durch zwei Integrale, deren Integrations-
wege einfache geschlossene Curven sind, ausdriickt**).

#) ,Die Buler'schen Integrale bei unbeschrinkfer Variabilitit des Argu
ments¥, Schlomileh’s Zeitschr, f Math. u. Phys., Jahrgang 9, 1864 (pag. 12).
41 ]
Hapkel behandelt das Integral j [~y (1—y,! dy, dessen Integrationscurve
+1
den Punkt 0 umschliesst.
*)  Ueber Gammafunctionen mit beliebigem Parameter‘, Crelle’s Journal
Bd. 102, 1887, § 2. Herr Bigler leitet fiir das Euler'sche Integral FEla, by die
Gleichung

e e e"‘”“ V—— ~—~"~1—"~'—- G——‘“b w
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E(a, by =

ab, wo V und W zwei Iytegrale von «®~!( 1—u)*"! bedeuten, in denen die
Integrationsvariable u (von einem beliebigen Punkte aus) einen einfachen Umlauf
um den Punkt 0, resp. um den Punkt 1 ausfihrt,
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In den nachstehenden Betrachtungen, welche sich an die Abhand.
long des Verfassers ,,Ueber ein Integral mit doppeltem Umlauf«*)
anschliessen, wird nicht eine neue Darstellung des Euler'schen Inte.
grals E(a, b), sondern ein (auch fiir negative @, b brauchbarer) Ersatz
desselben aufgesucht, insbesondere hinsichtlich der Anwendungen auf
lieare Differentialgleichungen. Man bezeichnet durch G(a, b) das

Integral
Gla, b)=e¢ zi(a-i-b)"/‘ua-—-l (1 — )t du ___.f(__ wyt (u— 11y,

in welchem die Variable  einen Doppelumlanf von der in jener Ab-
bandlung angegebenen Art wm die Punkte O und 1 awsfithrt. Das
Integral ((a, b) stellt, da es fiir alle endlichen Werthe von ¢ und »
einen bestimmten Sinn behdlt, eine transcendente ganze Function der
zwei Argumente a, b dar. Sind die reellen Theile von & und b
positiv, so wird G(a, b) mit dem Ausdruck

(e#is—g=7ia) (¢#it— ¢~ #1) E(a, b) = — 4 sin (za) sin (zb) E(a, b)

identisch. Das Resultat, dass das Product aus dem Euler’schen Integrale
E(a, b) und der Grisse — 4 sin (we) sin (wb)e#@+d) fiir beliebige
endliche Argumente «, b endlich bleibt, ist bereits in den Rechnungen
des Herrn Bigler enthalten, der indessen dieses Product selbst nichi
zum Gegenstand seiner Unfersuchungen nimmt.

Die im Folgenden behandelte Grosse G(a, b) ist fiir reelle Werthe
von g und b selbst reell; sie verschwindet, wenn @ oder b gleich einer
positiven ganzen Zahl, oder wenn a-b gleich einer negativen ganzen
Zahl oder gleich Null wird. Wie das Eulersche Integral E(a,b) ist
auch €(a,bd) symmetrisch in Bezug auf a und b. Fir G(a4-m, b)
besteht, wenn m eine positive ganze Zahl bedeutet, die Formel

- a(a--1)...(a4+m~—1 -

Clatm b) = (— 1 g T T G ).
Das Integral §(a, b) bleibt ausserdem unverindert, wenn eins der
Argumente @, b durch 1 — @ — b ersetzt wird.

Die Definition des Integrals €(a, b) und die Ableitung der soeben
erwdhnten Eigenschaften desselben, sowie einiger anderer Formeln,
bildet den Gegenstand des nachstehenden § 1. In § 2 wird voraus-
gesetzt, dass von den Constanten ¢ und » die eine im reellen Theil
positiv sei. Dann kommt G (a, b) anf ein hier durch E(a, b) bezeich-
netes Integral von der von Hankel betrachteten Art zurtick , dessen
Integrationsweg aus einer einfachen geschlossenen Curve besteht.

Der § 3 kniipft an das Verfahren an, durch welches H. Hankel
das Euler'sche Integral zweiter Art [(a) fiir beliebige Werthe.von g

*) Dieser Band, pag. 470.
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definirt®). Hanke] leitet fiir den Quotienten 'l'(xd)“’ der, wie Herr Weier-

strass hervorgehoben hat**), fiir jedes endliche a endlich bleibt, den
aligemein giiltigen Integralausdruck

1 1 © \
Ta = “;;:f e~ H(—tjmeat

*
ab, dessen Integrationsweg im unendlich entfernien Punkte der posi-
tiven reellen Axe beginnt und endigt und den Punkt O umschliesst.
Setzt man = — u, so dags die Variable ¥ vom unendlich entfernten
Punkt der negativen reellen Axe ausgeht, so entsteht die Gleichung

el
1 1 )
—-——r(a) == St je“u‘ adu’
welche von Heine ®*) und von Herrn Bigler$) in ihren Untersuchungen

angewendet worden isti}). Die Rechnungen des nachstehenden § 3
beziehen sich nun auf das Integral

(]
Je“u““du,

dessen Integrationsweg mit dem des letztgenannten Ausdrucks iiberein-

stimmt. Dasselbe wird hier durch T () bezeichnet. Der Vergleich
mit der Hankel'schen Formel zeigt, dass

ist. Fiir ein positives @, wo das Euler'sche Integral '(a) convergirt,
ergiebt sich pnmittelbar die Gleichung

[ (a) = (¢7* — e=7%) [ (@) == 2¢ sin (wu) [(a),

welche in die zuvor erwihnte iibergeht, wenn die Eelalion

[a)f(1—a)= ggr%;;_)"

benutzt wird. Statt also den Quotienten T%?)‘ zu behandeln, kann man,

wie im Folgenden geschieht, die Eigenschaft der Gammafunction, dass

*) § 238 der erwihnten Abh. im 9% Jahrgang von Schidmilch’s Zeitschrift.
#¥)  TUeber die Theorie der analytischen Facultiten, Crelle’s Journal,
Bd. 31, pag. 7 und 36, 1886.
#¥%) . Einige Anwendongen der Residyenrechnung von Canchy ¢, Abschnitt I,
in Crelle’s Journal, Bd. 9, pag. 19, 1880.
Pplegl
++) Man vergleiche auch die Abhandlung des Herrn J. Thomae » Beitrag

zur Theorie der Function P (Z.: g,’ : ac)v‘ in Schlomileh’s Zeitschrift, Jahrgang
»

14, 1869.
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ihre fir endliche Argumente eiutretenden Unstetigkeiten sich durch
Multiplication mit e7ie — ¢~ #i¢ oder mit sin (#a) beseitigen lassen, zum
Ausgangspunkt der Betrachtung nehmen. Das Integral I (a), das eine
transcendente ganze Function von g ist, steht zu () in einer dhn-
lichen Bezichung wie die in § 1 definirte Grisse G(a, b) zn dem
Euler'schen Integral E(a, b). Aus den oben genannten Gleichungen
folgt, dass _ _
Ma+1)=-—al (@)

ist, und dass [ (a) fiir positive ganzzahlige Werthe von a verschwindet.

Die Grossen G(a, b), E(a, b) und F(a) finden, ebenso wie E(a, b)
und f(a), bei der Integration gewisser linearer Differentialgleichungen
Anwendung, indem sie den Zusammenhang zwischen den Losungen in
Reihenform und den Losungen durch bestimmie Integrale vermitteln.
Als Beispiel hierfiir werden in § 4 die bestimmten Integrale, welche
die Losung der Differentialgleichung der Gauss'schen hypergeometrischen
Reihe im allgemeinen Falle darstellen, mit den zugehdrigen Potenz-
reihen verglichen.

Die oben genannte (vorstehende) Abhandlung ,,Ueber ein Integral mit
doppeltern Umlauf“ wird im Folgenden kurz durch Abh. bezeichnet.

§ 1.

In der Ebene der Variable # ziehe man von einem Punkte ¢ aus,
der auf der reellen Axe zwischen O und 1 legt, zwei geschlossene,
weder sich selbst noch einander schneidende Curven P und O, von
denen die erstere den Punkt u = 0, die letztere den Punkt % = 1 um-
schliesst, und integrire die Funetion
M fl) = e a1 (1 — ot
nach % in der Art, dass die Grosse « zuniichst lings ) den Punkt 1,
sodann lings P den Punkt O in positiver Drehungsrichtung umkreist
und hierauf die Curven ) und P auch im entgegengesetzten Sinne
durchlduft. In dem Anfangswerthe der Function f(4) an der unteren
Integralgrenze u = ¢,

fle) = e~=itath ga—1 (1 —gyp—t,
wihle man diejenigen Werthe der Potenzen ¢=—! und (1 —e)—t, die
durch die Reihen

" A R e R
(l—pt =1 — é—;—lc + (2:‘.}1)”(3:?) &
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da'rgesteﬂt werden, die also fiir reelle @, b reell und positiv sind.
Dieser specielle Werth f(c) wird f, genannt, Bringt man die Potenzen
-t und (1 —¢)-! auf die Form

1 = glomtoge | (1o o)t == pb—tilogit—c),

so sind in f, fiir log ¢ und log (1—¢) die recllen Werthe »u nehmen.

Das so defipirte Integral der Function f(u) soll §{e, b) genanni
werden. Man hat fir dasselbe, nach § 1 der erwibnien Abhandlung
,» Ueber ein Integral mit doppeltem Umlauf® die abgekiirzte Bezeich-
nung

(3) @(a, ) = emitatd) f B et (1 e

Die reelle Axe der u-Ebene treffe, abgesehen von ¢, die Curve 'R im
Punkte %, die Curve 3 im Punkte 4. Indem man ausserdem zwei

e

Punkte », ¥” ayf P und zwei Punkte 2, 2" auf T fixirt, kann wan
nach Fig 1 die vier Thejle des Integ rahonawege:: voy (z‘(a, ¥) durch

cHA e, exx¥’e, ch'Ale, ex'x¥c
bezeichnen. G(a, b) ist hiervach gleich der Summe der vier Iutegrale

€)) J:mf{u)du, J:(O)f(u)du, I“—}f(u) du, J;m-)f(’u)du,

deren Integrationswege nur je einen der singuliren Punkte % = 0 und
% == 1 umkreisen.

Der Werth des Integrals ((a, b) hiingt von der upteren Integral-
grenze ¢ nicht ab (s. d. Abh.). Bind die recllen Bestandtheile der
Constanten « und ¥ positiv, so gilt fir das auf der rechten Seite
von (3) stehende Integral (nach Formel (9) der Abh.) die Gleichung

£11,0,1-,0-) _
ST e wpmdu = @) =) Ela, ),
in welcher E(a, b) das Euler'sche Integral erster Art
1
6)} E(a, b) -—-—-f ut~t(1—u)—t dy

bedeutet; denn die Curven P und £ kOnnen alsdann auf je enen
(doppelt durehlaufenen) Abschnitt der reellen Axe und eimen unendlich
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kleinen Kreis um den Punkt (0, resp. nm den Punkt 1 reducirt werden.
Auch fir E(ge, b) gilt die Bedingung, dass die Potenzen ws* und
(1 —u)~' im Puukte u == ¢ die Werthe (2) annehmen. Die Integrale
E(a, b) uvnd E(a, d) sind folglich im genannten Falle (a >0, b > 0)
durch die Relation

6) G(a, b) = (¢#is — ¢~7i9) (er?* — ¢~ =) E(a, b)

mit einander verbunden, welcher man auch die Form

(6a) G{a, b) = — 4 sin (wa) siv (xb) E{a, b)

geben kann,

Das Integral E{(a, b) hat fiir alle endlichen Werthe von a und b
einen bestimmten endlichen Werth. Denn die zu integrirende Fune-
tion f(u) ist, da man einen bestimmten Anfangswerth derselben fixirt
hat, und die Variable # nach der Voraussetzung durch die Punkte 0
und 1 nicht hindurchgeht, in allen Punkten des Integrationsweges
eindentig und stetig, und der Integrationsweg hat eine endliche Linge.
Mithin stellt G(a, §) eine transcendente ganze Function der zwei
Argumente ¢ und b dar. ’

Setzt man, was keine Beschrinkung ist, die Curven P und O
als Kreise wit den Mittelpunkten % = 0 und w =1 voraus, so gilt
fir die Variable w anf P die Gleichung u = ce®¢, auf Q die Gleichung
#— 1==(1—c)e”i, wo & zwischen 0 und 2z, &, zwischen — =z und
=z variirt. Die Punkte » und 2 (Fig. 1) werden dann x==-—¢, 1==2—¢,
Wenn u den Halbkreis ¢« % durchlinft, so nimmt die Potenz we~!
den Factor e*i>=1 auf; ebenso tritt zu (1 —u)>—? der Factor emit—1)
hinzu, wenn u in positiver Drehungsrichtung von ¢ zu 4 iibergeht.
Betrachtet man also die Producte

e—mila~1) w1, e~ mild—1) (1 ~u)o—1

und wahlt fir 4! und (1 —u»)>? im Punkte « = ¢ die in (2) be-
zeichneten Werthe, so ist, wenn « den erwihnten Weg ¢x'x, bezw.
¢4’ uriickgelegt hat, der Ansdruck e~ (=D ys—1 im Punkte « gleich dem
in (2) angegebenen Werthe ¢*—!, bezw. der Ausdruck e=7¢® 11,1 — yjp—t
im Punkte 4 gleich dem in (2) angegebenen Werthe (1— c)*-%. Diese
Erwigungen ubertragen sich auf den allgemeineren Fall, wo die
Gestalt der Curven 5 und O eine beliebige bleibt. Es seien 4 und B
die Constanten

7 A = g~ ®ile—i)ya—! — ( _x)a—! . e{a—l)log (——x),

( ) B=c xi(&—x)(l_l}b—z = (l-—— 1)6-—1 = glb—1ilogd—1) |

in denen der reelle log (—x), resp. der reelle log (A—1) zur An-
wendung kowwt. Durchiiuft » den Bogen cx'%, resp. den Bogen

¢4’ (Fig. 1), und hat die Function f(x), welche man als das Product
e-xu(a-«l)“nr-l e—Fvis—-1) (] — u\)b-l . (.__u)a-—l (u__ 1)6-—-1
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schreiben kann, im Punkte ¢ den oben bezeichneten Werth f,, so wird
die Potenz (—wu)*~! im Punkte % gleich 4 und die Potenz (x-— 1)1
im Punkte 4 gleich B. Hieraus folgt, dass man G(a,?) auch als
das Integral

®) oo, = [ (—upms w1y a

definiren und die Bestimmung treffen kann, dass bei den positiven
Umliufen langs i, bezw, O der Factor (—u)—? der zu integrirendey
Function fiir u = x den Werth 4, der Factor (u— 1)*-* fiir 4 == 4 den
Werth B annehmen soll. Denn diese Angabe der Werthe der Potenzen
(—u)y*, (u—1)" in den Punkten x, 4 (Fig. 1) ist gleichbedeutend
mit der Bedingung, dass f(«) im Punkte ¢ den Anfangswerth f, habe.
Fiir reelle a, b sind 4, B reell nnd positiv. Die hier angestelite Be-
trachtung zeigt ferner, dass G(a, b) auch als das Integral

"_'(1.0, 1—,0—-}
(82) G(a,b) = e—un’w—njc w— (u— 1t du

definirt werden kann, wenn man festsetzt, dass die Potenz (u— 1)~}
bei dem positiven Umlanf lings £ fiir w==24 (Fig. 1) den obigen
Werth B hat, wihrend ##! an der unteren Integralgrenze ¢ gleich
dem in (2) bezeichneten Werthe ¢ ist.

Setzt man in dem Integral (3)

=1 —w, «=1—u,
so entspricht dem positiven Umlauf der Variable v um % == 0, resp.
=1 ein positiver Umlauf der Variable «’ um « == 1, resp. 4 = 0.

Wird also die Constante 1 — ¢ durch ¢ beseichnet, so ergiebt sich
fir G(a, b) der Ausdruck

4 FOL,0-1-) , )
Cla, by =— "'m(w’:ﬁ w1 (1 — oyt dud.

In dem rechts stehenden Integral tritt, wenn die singuliren Punkte
0 und 1 in Bezug auf die Reihenfolge der Umkreisung mit einander
vertauscht werden, nur der Factor — 1 hinzu (Formel (8) der Abh.);
denn die Umkehrung des Integrationsweges hat jene Vertauschung zur
Folge. Ausserdem kapn man die untere Grenze ¢, da sie chue Ein-
fluss auf den Werth des Integrals ist, durch ¢ ersetzen; der Anfangs-
werth von f(u) wird dann wieder gleich f,. Hierdurch entsteht die
Gleichung

(4,0, 1—,0—} P ’
6, 1) = o W (1= a,
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welehe beweist, dass
"t Cla,b) =€, a)
ist.
Die Anwendung der Formel der theilweisen Integration auf die
Grosse

*(1,0,1=,0~)
Cla+1,0) = — c"""‘“"’”:ﬁ ut(l—u) =t du
fithrt zu dem Ausdrucke
Glae+1,b) =

— [ﬁi(.l:’i)b_}u_ ° ~m'(a+b:j BoImo Wt (1 —u)bdu,
b ¢
Auf der vechten Seile dieser Gleichung heben sich die vom Integral-
-zeichen freien Summanden gegenseitiz auf; demn da die Variable u
jeder der Punkte 0, 1 sowohl im positiven als anch im negativen
Siuzne umkreist, so nimmt das Product #*(1—u)* im Endpunkte des
Integrationsweges den anfinglichen Werth wieder an. Indem man
sodann
(I —u) = (1 —up~! — u(l—up-?

substitoirt, findet man die Formel
(10) Gla+1,0b) =-QL+,)@(a, b,

aus der fiir ein beliebiges positives ganzzahliges m die Gleichungen

- . " a{a+1).. . (a+m—1) .,
(1) Clatm ) =(—U" Gogatst . sarorn=iy S 1)

N b—1) b—2)... b— -
(12) G(a—m, b)=(— 1)=&t = ) f?(f_m.,).(a(f% ™ & (a, b)

erhalten werden. Die Gleichungen (11) und (12) unterscheiden sich
nur durch den Factor (—1)* von den zwischen den Euler’schen Inte-
gralen E(a--m,b) und E(a, b), resp. E(a—m,b) und E(a, d) be-
stehenden Relationen.

Wird g gleich einer positiven oder negativen ganzen Zahl oder
gleich Null, so ist die Function f(u) in der Umgebung des Punktes 2—0
eindeutig. Alsdann heben sich in dem Integral G(a, ) diejenigen
Bestandtheile gegenseitig auf, die sich auf die zwei Umkreisungen des
Punktes u = 1 beziehen. Der Endwerth der Function f() in dem
ersten der Integrale (4), der gleich e7#f, ist, stimmt im genannten
Falle, wo f(u) sich durck den Umlauf der Variable # um den Punkt
% =0 nicht #ndert, mit dem Anfangs- und Endwerth von f(u)
im zweiten, also auch mit dem Anfangswerth von f(u) im dritten
der Integrale (4) Gberein. Hieraus folgt, dass die Summe des ersten
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und des dritten Integrals gleich Null ist. Nennt man ferner K dasjenige
(lings P genommene) Integral

[ , @
K ==YL fle)du = e“’"‘“’*“”ij_ w1 —u)r-idu,

an dessen unterer Grenze w = ¢ die zu integrirende Function f(x)
den Werth f; hat, so ist das zweite der Integrale (4) gleich ex*it K
und das vierte gleich — K. Im Falle eines ganzzahligen Argumentes
a besteht also fir E(a, d) die Gleichung
Gla, d) = (@7t — 1) K = 2{¢*tsin (a0} K.

Man hat nun zu unterscheiden, ob a positiv oder negativ, beew. 0 ist.
Fiir positive ganzzahlige Werthe von a verschwindet das lutegral K,
weil f(u) dann bei v = O eindeutig und stetig bleibt. Bezeichnet also
m irgend eine positive ganze Zahl, so ist

(13) Elm, 1) =10
fiir einen beliebigen Werth von b, und daher auch (cfr. 9)
(14) Cla, m) =0

fiir einen beliebigen Werth yon 4. Ist dagegen o eipe negative ganze
Zahl, die —m heissen mbge, so entwickelt man, um K zu bestimmen,
die Potenz (1-—u)*—t in die Reihe

R A

(—wp =1 -

was mit der Bedingung im Emklang st,eht, dass in f, der Factor
(1—c)* gleich der in (2) angegebenen Reihe sein soll. Hierdurch

erhilt man fir f(»), da a==—m, e~ =(—1) ist, die Entwickelung
- G=1)...(b—
fa)==(—1yme—7it [u-m-—l_f’__l__u-—m+ o (—1) (b= l) : (m m) ],

die auch im Falle m = O giiltig bleibt. Die Integration der Function
flu) Yangs der geschlossenep Curve %P fiéhrt nun, da der mit u~}
multiplicirte Summandus allein ein von Null verschiedepes Resultat
liefert, zu der Gleichung

— —2j ...
K= &—1) (i; 2) m(b m) "2

und im Fall m == 0 zu der Gleichung
K== e742me.
Also ist
G(0,b) = —4=sin(zb),

15 (B —) .
(15) G(—m, b) — — 4 (b 1)(1: f; L= G ()

fiir beliebige Werthe von b und fiir positive ganezahlige Werthe
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von m. Diesen Gleichungen kann man wegen der Relation (9) auch
die Form
Gla, V) == —4xsin(za),
(a—1){@—2),..(g—m
1.2

(16)

sin (wa)

Gla, —m)y= — 4=z

geben, wo dann a einen beliebigen Werth bedeutet.

Das Integral G(a, b) verschwindet, nach (13) und (14), fiir ein
positives ganzzahliges a oder b. Dasselbe wird ferner gleich Null, sobald
die Summe @ - b gleich einer negativen ganzen Zahl oder gleich Null
ist. Man setze zundchst voraus, dass weder @ noch b ganzzablig
aber a -+ b gleich der negativen ganzen Zahl — n, resp. gleick O sei.
Dann kann man in der Formel (11)

- b) (a-+b b —_ N
10 ) (e SR 0D o,

fir m den Werth n - 1, resp. den Werth 1 wihlen, wodurch der
Factor a+b-+m—1 und folglich die ganze rechte Seite der letzteren
Gleichung den Werth Null annimmt. Dass €(a, b) auch in dem Fall
verschwindet, wo @ und b ganzzablig sind und @ 4 b eine negative
ganze Zahl oder Null ist, ergiebt sich aus den Formeln (15) und (16),
da dann sin (zbd), bezw. sin (wa) gleich Null wird. Also bestehen
die Gleichungen
a7 G, —a)=0, G, —n—a)=20
fitr jeden Werth von a und fiir jeden ganzzahligen Werth von x.
Man bemerke, dass die Gleichungen (15) sich auch mittelst der
Formeln (10) und (6a) ableiten lassen, wenn man berlicksichtigt, dass

das Euler'sche Integral E(a, b) fir @ = 1 den Werth —é« hat. Nach

(10) ist
ab,
a

€a, ) = — €e+1,8),
und fir §(a-+1, d) ergiebt sich aus (6a), da
sin [z(a+41]) = — sin (za)
ist, der Ausdruck
Gla+1,b) = 4 sin (za) sin (zb) E(a+1, b).
Durch Benutzung der Reihe
sin (za) = :m[l - 1(?2;.); + 1.2(?‘:?‘4.5 - ]
findet man daher fiir €(a, b) die Gleichung

G(a, b) = — 4x(a+b) sin (xb) [1 — ] E(a+1,b),
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welche fir g = 0 den im Vorhergehenden ermittelten Werth
&(0,8) = — 4= sin (=d)
Liefert. Da ferner fiir ein positives ganzzahliges m die Relation
@(___‘m’ b) —_ G—=1(b~2) ., (b—-m) (2(0‘ b)

1.2,...m

besteht, die aus (11) fir @ = — m erhalten wird, so ist auch die
zweite der Gleichungen (15) durch die obige Rechnung bestitigt.

Das Integral G(a, b) hat einen reellen Werth, sobald a und b
reell sind. Dies folgt, wenn ¢ und b zugleich positiv sind, unmittelbar
aus der Gleichung (6a), da das Integral E(a, b) dann convergent und
reell ist. Auf den eben gepannten Fall lisst sich aber auch der FKall
negativer reeller Argumente @, b reduciren, da man mit Hilfe der
Formel (11) die Grosse G(a, b) durch eine Grosse G(a-+m, b-+n),
in der @ 4+ m, b <~ » positiv sind, ausdriicken kann.

In die Gleichung (6a)

&(a, b) = — 4 sin (=g) sin (zb) E(a, b)
fithre man statt des Euler'schen Integrals E(a, b) das unendliche Pro-
duct ein, durch welches dasselbe dargestellt wird,

atd TT vlatbd+»
(18) E(a,b) = —5 71:11 @F9io+» ’

und substituire auch fiir sin (wa) und sin (zd) die unendlichen Producte

Y=
3 {(w-+a) (v-—a)
sin (ma) = zxa SRR,

y=1

sin (wb) = :rtbn —-——(v+%§::b-)— .

7==1

Dann heben sich die in (18) vorkommenden Nenper fort, und man
findet G(a, b) gleich dem unendlichen Producte

(19) G(a, b) = —4a° (a+b)ﬂ(1~;‘—) A0+t

Das Integral &(a,b) bleibl unverindert, wepn man eins der
Argumente @, b durch 1 —a — b ersefzt. Aus der Formel (19)
ergiebt sich fiir (1 —4¢—0b, ), falls die rechte Seite als der Grenzfall
eines endlichen Productes geschrieben wird, der Ausdruck

Gl —a— b, =—4a*(1—a) lim T+ =21 4+'79).
N ]
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Aber da -

a—a] [+ +152)
—(—a) {a—i—b)(a—i—bt&iﬁﬂ.’(‘a—kb-}-n—n 2—a) (3—;?;....‘_’%@-;.1_@
= O Pt ey CFREOTER S

ist, und der Quotient %%—_T_—: sich mii wachsendem »n dem Werthe

Eins nihert, so entsteht die Gleichung

Y=

C(1—a—b,b) = — 4x2(@a+B) [ [(1—2) (1— L) (1+412),

y=1

deren rechte Seite (nach (19)) gleich G (a, b) ist. Wegen der Symmetrie
der Grosse G(a,b) in Bezug auf ihre Argumente konnen auch in
¢G(1—a—>b, b) die Werthe o und b vertauscht werden. KEs ist dem-
nach

(20) Gla, b)) =C{(1—a-—b,b)=C(a, 1 —a—Db).

Bei diesem Beweise der Formel (20) wird die in (18) angegebene
Entwickelung des Euler'schen Integrals E(a, ) in ein unendliches
Product als bekannt vorausgesetzt. Die genannte Formel soll nun
pnoch auf eine zweite, directere Art hergeleitet werden, indem man
G¢(a, by durch eine lineare Substitution in €(1—a—b, &) iiberfiihrt.
Nach der am Eingang dieses Paragraphen gegebenen Definition hat
man fir §(l—a—5&,8) den Ausdruck

—(1,0,1—-,0-)
G(l—a—b,b) = eﬂi(ﬂi[ w2 (1 —uy—1 du,

unter der Voraussetzung, dass an der unteren Integralgrenze der Werth
[u-a—b(l e u)b-—l}m == g la-tb)loge glo—1log{t—e) ,

in welchem log ¢ und log (1—¢) die reellen Logarithmen bedeuten,
angewendet werde. Um €(a, ) in das letstere Integral umzuformen,
modificirt man zundchst die Figur 1, indem man specielle Annahmen
tiber die Gestalt der Curven P und QO macht. Mit einem Radius, der
grosser als 1 ist, werde um den Punkt u = 0 als Mittelpunkt ein
Kreis ¢ gezogen, welcher die positive reelle Axe im Punkte u = 4,
die negative reelle Axe im Punkte # = x treffen mdge. Der Werth
i giebt die Linge des Kreisradius an. Man construirt ferner im
Punkte ¢ (der auf der reellen Axe zwischen O und 1 liegt, im Uebrigen
aber beliebig ist) eine Senkrechte © und nennt » und & die Punkte,
in denen die Gerade & die obere, resp. die untere Hilfte des Kreises §
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schneidet (Fig. 2). Dann kann die Curve P (Fig. 1) aus der geraden
Strecke y¢d und dem Kreisbogen dxy, die Curve £ aus y¢8 und dem
Kreisbogen g4y gebildet werden. Der Integrationsweg des Integrals

. :(1, 0,1, 0 —)
(o1 ot [ ey

setzt sich hiernach aus den Strecken
¢ddye, cynbe, cypdde, cdxpe
oder, was dasselbe bedeutet, aus
00k, Ayxdcyd, Adxypc

zusammen. Die zuerst genannte Strecke cd i darf, da der Endwerth
der zu integrirenden Function e
gleich ihrem Anfangswerthe Z
ist, zur letaten Strecke genom-
men werden, wodurch der Weg

Ayabcyd, Adxycdi

erhalten wird. Um den Werth .. %4.. ...
der Function f(u) im Anfangs-
punkte A dieses Integrations-
weges zu bestimmen, giebt
man ibr die Form

(21 ) ==emia—Dya—1{p1)p~1, D~ %

Der Anfangswerth der Potenz Fig. &
(u —1)*~1 im Puukte 4 ist gleich der in (7) angegebenen Constante B.
Die Potenz w~! hat an der bisherigen unteren Integralgrenye u = ¢
den Werth efe—bloge  in welchem log ¢ reell ist. Da aber log u reell
bleibt, wenn die Variable 4 das Stiick der reellen Axe von ¢ his 4
durchliuft, so ist #~! im Pupkte 4 gleich der Constante

A == em—-l)]ogl,

in welcher log 4 den reellen Logarithmus bedeutet. Der Anfangswerth
der Function f(u) im Punkte u = i wird folglich durch den Ausdruck

22) f(A) ="V 4"B
dargestellt. Man fibrt nunmehr in das Integral G(a, b) eine neue
Variable © durch die Gleichung w = -;- ein. Dann geht, da
w1 (g — 1P == gi—a—? (1—w)—?
ist, G(a, b) in das Integral
G (e, by = — =7 "fﬁ'“—b(l - gir-ldy

357
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#iber, in welchem v denjenigen Weg zu durchlaufen hat, der die
Strecken 1yxdcyd, Adxycdi abbildet. Um diesen Weg der Variable
v festzustellen, bemerke man zundchst, dass der Kreis T in der

v-Ebene einen Kreis €, mit dem Radius —1— und dem Mittelpunkte

v = O liefert, und dass dem positiven Umlauf lings £ der negative
Umlaof lings €, entspricht. Wird ferner w==u, | iu,, v=1; +iv,
gesetzt, wo u,, u,, v, v, reell sind, so folgen aus = —:; die Glei-
chungen
v.
=g BT T
Zu der Geraden &, fiir welche %, = ¢ ist, gehort also in der v-Ebene
der durch den Nullpunkt gehende Kreis
2 22 1
vitel L oah (n—g) +o2—(55)"

41

Derselbe umschliesst den Punkt v = 1, da der Werth ~c—, welcher die
Linge des Kreisdurchmessers angiebt, grosser als 1 ist. Der Theil des
Kreises, der die Sehne pc¢d abbildet, liegt ausserhalb des Kreises ,;
denn die Fliche des Kreises T entspricht der Erginzungsfliche des
Kreises §,. Die Punkte
U=C, b=, ==L, ==y, =0
mogen bezw. durch die Punkte
V=0, V=1, V=4, 0V=y, v =20,

abgebildet werden. Der Punkt 1, liegt, da }, = %, und 4 reell und
grosser als 1 ist, auf der reellen Axe zwischen O und 1; #, ist gleich
—~~;_«, und ¢, gleich % Der Punkt

y, befindet sich auf der unteren, 4,
auf der oberen Halbebene (Fig. 3).
Die Variable v durchlduft hiernach
den aus Kreisbogen gebildeten Weg

Ay Oieip dy, A0 %, p,000,4,,
Fig. & der durch die vier Strecken
Ay 04, A48, 4, A8y dy, Ap604

ersetzt werden kann. Also umkreist die Grosse v zuerst im negativen
Sinne den singuliren Punkt O, dann den singuliren Punkt 1, woran
sich ein positiver Umlauf um den Punkt O und ein positiver Umlauf
um den Punkt 1 anschliessen. Man findet auf diese Weise fiir €(a, b)
den Ausdruck
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‘, R 0-,1~.0,1}
&(a, b) = — 6“”"""’/; ' 2951 —pP-1dy,

Der Werth der zu integrivenden Function v (1-—9)>! an der

unteren Grenze o == 1, = -} wird mit Hilfe der Gleichung (22) be-

stimmt, Substituirt man in 4" und B die Werthe
log 4 = log —;—- = — log A,
¢
und

log (A—1) = log A
1

so wird das Produet A’ B gleich dem Ausdruck (efr. (7))
A’ B == g3—a—blogl glo~log (-4}

== log (1—24,) - log 4,,

in welchem die reellen Werthe von log 4, und log (1—2,) zu nehmen
sind. Da nun nach (21)

f(A) == g=mifa—D Ja~1(3 — 1Pt = gm7ila—l) ] 2—a—t (] _lx)b»—-l
ist, so nimmt die Gleichung (22), welche den spegiellen, zur unteren
Integralgrenze gehtrigen Werth f(4) angiebt, nach Multiplication mit
g*ile—133,—2 die Gestalt

li~a—b(1 — ,’ll)b R . '{l -2 4 _B == g {a-b)log i, e(b-lylog(l—»l,}

an. Folglich kommt an der unteren Grenze des in Rede stehenden
Integrals der Werth
(23) (U—a—?;(l —'v)b—ljn;ll = ¢ a8y lug &y e(b"l)lﬁg(lvl,))

in welchem log 4, und log {1—41,) die reellen Logarithmen bedeuten,
zur Anwendung. Die Variable v fiihrt die negativen Umliufe um die
Punkte 0 und 1 vor den positiven aus. Indessen kann man nach
Formel (13) der Abhandlung ,Ueber ein Integral mit doppeltem Um-
lauf“ (wo 6 =1 —a — b, 7 ==>0 zu setzen ist), unter Beibehaltung
des niamlichen Werthes der zu integrirenden Function an der unteren
Grenze, die positiven Umlaufe den negativen yorangehen lassen, wenn
man gleichzeitic das Integral mit dem Factor
g-2Ri(1-a—p) g—2Rib o imia

multiplicirt. Also ist

*(0,1,0—,1-)
Gla, b) = — e’”‘"’“jz vemt(1—vit do.

Endlich diirfen (nach Formel (8) der Abh.), wenn man rechts den
Factor — 1 hinzufiigt, die Punkte O und 1 bei der auf den Integrations-
weg beziiglichen Angabe mit einander vertauscht werden. Hierdurch

entsteht die Gleichung

(1,0, 1—,0—)

Gy b) = emien [T e (1 — o,
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deren rechte Seite mit dem oben erwihnten Ausdruck G(1—a—3¥, )
identisch wird, wenn man die untere Integralgrenze ¢ durch A, ersetzt.
Da aber die Einfthrung des (ebenfalls zwischen O und 1 liegenden)
Punktes 4, an Stelle von ¢ den Werth des Integrals nicht #ndert,
und da nach (23) der Anfangswerth der zn integrirenden Funetion an
der unteren Grenze » == 4, dem vorgeschriebenen Zweige derselben
angehort (efr. (2)), so ist hiermit die Formel (20)
Cla, ) = G(l—a —b,b) = E(g, 1 —a—1)
aufs Neue bewiesen.

§ 2.

Es werde nunmebr voransgesetzt, dass der reelle Bestandtheil der
Constante « positiv sei. Dann kann man den Punkt ¢ dicht an den
Punkt O heranriicken lassen (Fig. 1) und die Dimensionen der Curve
P unendlich klein wihlen. In diesem Fall bezeichuet man durch
E(a,d) das Integral

— gm0 lin; W et (1— w1 gy,
o= ¢
dessen Integrationscurve einen positiven Umlauf um den Punkt u =1
darstellt, und in welchem an der unteren Grenze u = ¢ die in (2)
angegebenen Werthe von %*—* und (1—u)>~! zur Anwendung kommen
sollen. Wird zur Fixirung des genannten Zweiges der zu integriren-
den Funetion nicht die untere Grenze ¢, sondern der Punkt i benutzt
(Fig. 1), so hat man, nachdem
— 8—ﬂibuu~1(1 — )t = et (g — 1)1,-1

gesetzt ist, flir u*~! und (w—1)*! im Punkte 4 die Werthe ele—1logd
und e-11e-1) zu nehmen, in denen log 4 und log (4 — 1) die reellen
Logarithmen bedeuten (§ 1). Das auf diese Weise eindeutig bestimmte
Integral

v _'( } 7 )
(24) E(e, b)=_e—m‘_£> ! w1 (1 u)b—ldu—__—_'j) ¢ w—ty— 1)1 dy

steht, wenn ausser @ auch b im reellen Theil positiv ist, zu dem
Evler'schen Integral E(a,b) in der Bezichung

(25)  E(a, b) = (¢"2—¢~#%) E(a, b) = 2i sin (xb) E(a, b).

Denn im Fall 5 > 0 kann der Integrationsweg von E(a, b) auf einen
doppelt durchlaufenen Abschnitt der reellen Axe (der dicht vor dem
Punkte 1 endigt) und auf einen unendlich kleinen Kreis um den Punkt
1 reducirt werden, woraus die Formel (25) folgt.

Far das in § 1 bebandelte Integral G(a, b) ergiebt sich, wenn der
reelle Theil von a das positive Vorzeichen hai, die Gleichung
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(26) (g, b) = (¢%¢ — e~ 2ia) E (q, b).

Von den in (4) erwihnten vier Integralen, deren Summe gleich G(a,b)
ist, fallen das zweite und das vierte fort, sobald (im Fall g > 0) die
Curve P unendlich klein genommen wird. Das erste und das dritte
dieser Integrale haben dann die Summe

£
e-ﬂi(a-{-b) {1 — ez#ia]'ﬁ w:-—-l (1 _,_,u)b-l du,

die, weil fiir %5~ und (1 —%)*? die nimlicken Bedingungen wie in
(24) gelten, in die rechte Seite der Gleichung (26) idbergeht. Sind
beide Argumente a, b im reellen Theil positiv, so wird aus (26) und
(25) die Gleichung (6) erhalten.

Die Formel der theilweisen Integration fithrt zu den Gleichuugen

Ea41,b) = e - E(a, b),

Bezeichnet also s eine positive gange Zghl, so ist

- ) a’ad-1)... (gH+m—1) -
IE(a,—i— m, b) = Ty b)(a-{-b-}—l) N L &b,

@
E 3 ™ bib+1 . (b-«}—m~1) .
1E<a1 b"{'ﬁl} =(—' :U —/a_*_b) (a+b+1} (a+b<} pregll bs‘{l, b
und
E (a,t - - b
(27a) E(a,b—m)=(—1)" (a+b(b21(?(~;: : 5. (am+) ™. E{a,b).

Fiir ein positives gangzahliges b nimmt das Integml E(a,b), da die
zu integrirende Function dann in der Umgebung des Punktes w =1
stetig und eindeutig bleibt, den Werth Null an. Ausserdem ver-
schwindet E(a, &), sobald die Summe g + 4 gleich einer negativen
ganzen Zahl oder gleich Null wird, wie aus (7) folgt. Man bat dem-

nach die Gleichungen
(28) { B, m)=0,
E(a: '—a)———O .E(a -—-mm.a)_:..__()

in demen m irgend eine positive ganze Zahl, und 4 einen beliebigen
Werth, dessen reeller Bestandtheil positiv ist, bedeutet.
Ist b gleich einer negatxven ganzen Zahl — m oder gleich Null,

50 kommt, nachdem man in (24) die Reihe
uet (1 —apt = [1 — (1 —w)e—t (L — )

- } \we
[ 2 e - OO e ]



512 L, PocumawMes.

substitairt hat, fiir die Integration nach v nur der mit (1 — u)—
multiplicirte Summandus in Betracht. Man findet auf diese Weise,
da e~ gleich (— 1)» wird, die Werthe

E(a, 0) =21,

29 ——
(29) E(a, —m) = 2 L6=1 (;z72),.. (a—m)

die man auch aus (26) und (16) ableiten kann.
In die Gleichung (25) werde fiir das Euler'sche Integral E(a, b)
das Product (18) und fiir sin (zb) das Product

sin (7 b) = szlﬁi@)—pﬁ"—_@—
yas1
eingesetzt. Dann ergiebt sich fiir % (g, b) der Ausdruck

(30) E(a,b) =2xi 212 ﬁ “j};j” (1-2).

vY=1

Wihrend das Integral (24) nur unter der Voraussetzung, dass der
reelle Bestandtheil von 4 positiv ist, einen bestimmten Sinn hat, kann
man die Gleichung (30) auch fiir negative Werthe von a gelten lassen.
Die Grosse E(a, b) bleibt unverfindert, wenn man das zweite
Argument b durch 1 — g — b erseizt. Denn aus der Formel (20)

Gla, b)) =C{a, 1 —a—1b)
folgt nach Beriicksichtigung von (26)
(31) E(a,b)=E(@a,1—~a—D).

Um diese Eigenschaft des Integrals E(a, ) direct zu beweisen, wendet
man auf den Ausdruck (24)

Ea, b) = _ﬁ ot g 1)1 e

die Bubstitution u — 1 = vi :

ein Kreis mit dem Radius 1 und dem Mittelpunkte « = 1 gewihlt
werden; dann erhdlt man als Weg der Variable v ebenfalls einen
Kreis mit dem Radius 1 und dem Mittelpunkte » = 1, da die Glei-
chung ¥ —1=¢% in » — 1 ==¢-% ibergeht. Im Punkte u ==14
(Fig. 1), der hier % =2 ist, wird die Function ws (u—1)*~* nach
der Voraussetzung gleich ele—1182, wo log 2 den reellen Logarithmus
bedeutet. Zu u = 2 gehdrt der Werth v = 2, zu % = 0 der Werth
ve==0. Indem man bei dem Integral nach v, unter Multiplication

an. Als Weg der Variable u moge
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mit dem Factor — 1, den Integrationsweg umkelrt und hierdurch die
negative Drebungsrichfung in die positive verwandelt, findet man

E(a, b) =J;u) v1(p— )=y,

Dieses Integral ist aber nach (24) gleich E(a, ! —¢ — 1), da die
Function #%-%(y—1)~%% im DPunkte v =2 den Werth o—Nles3 in
welchem log 2 reell ist, anniramt. Mithin sind E (a, b) und E(a, 1—a—b)
identische Grossen.

Transformirt man das Integral (24) durch die Substitution we=1—1w,
so ergiebt sich, da die Variable % vom Punkte 1 aus einen positiven
Umlauf um den Punkt O macht, die Gleichung

- o
(32) E(a, b} = e = [ w11 —w)*1 dw.

Fiir Punkte w, welche reell und der unteren Integralgrenze 1 benachbart
sind, haben die Potenzen w?-!, (1 — w)*~! in (32) die Werthe
¢o-Dloguo | gla-Dlog(i—0)  in denen log , log (1 — ) die reellen Loga-
rithmen bedeuten,

In (24) werde ferner eine Variable ¢ durch die Gleichung u = :
eingefithrt. Dann ist

wt(1—u)-tdu = — ot {t— 1)1 dt,

Zieht man in der w-Ebene um den Puukt « = 1 als Mittelpunkt einen
kleinen Kreis mit dem Radius {, so kanp man in (24) den Weg der
Variable % aus der doppelt durchlaufenen Strecke von % =0 bis
#=1—1 und dem genannten Kreise rusammensetzen. Die Kreis-
fiiche um o = 1 wird in der #-Ebene durch eine Kreisfliche, die den
Pankt £ == 1 enthilt, abgebildet, und zwar entspricht dem positiven
DUmlauf um w =1 ein positiver Umlauf um ¢ = 1. Auf dem ersten
Theil der Bahn der Variable #, welcher durch den Abschnitt der

positiven reellen Axe von ¢==oco bis t=7£7 gebildet wird, hat
man, gemiss der Definition von E(a,b), die Potenzen ¢=o-%, (£~ 1)*~!
gleich e—ietviose, o—11g6-1)  wo log ¢ und log ({—1) reell sind, zu
nehmen. Unter Beriicksichtigung dieser Bedingung wird fiir E(a, b)
der Ausdrock

— NE)
(32a) Ea,b)= e“""’/ oot — 101 dt

e/ =

erhalten.



514 L. Pocunauues.

§ 3.

Man ziehe in der w-Ebene um den Punkt % =0 als Mittelpunky
einen Kreis mit dem Radius & und betrachte ein Integral

f e ut~t du,

in welchem die Variable u zuerst den Abschnitt der negativen reellen
Axe von — co bis — E, dann den genannten Kreis (im positiven
Sinne) durchlioft und vom Punkte — % lings der negativen reellen
Axe zu — oo zuritckkehrt. In dem Schnittpunkte u = %k des Kreises
mit der positiven reellen Axe werde fiir die Potenz w** der Werth
gle-1legk  in welchem log % den reellen Logarithmus bedeutet, genom-

men. Das hierdurch definirte Integral soll durch T (&) bezeichnet
werden. Man hat fiir dasselbe (nach § 1 der Abh) den abgekiirzten
Ausdruek )

_ 0
(33) [ (@) ———f_we“u“"‘l dn.

Der horizontale Strich iéber dem Buchstaben I' soll, wie der Strich
tiber dem rechts stehenden Integralzeichen, auf die geschlossene Inte-
grationseurve hindeuten.

Die Grosse des Kreisradins % hat auf den Werth des Integrals
(33) keinen Einfluss. Denn wenn man den gewihlten Kreis durch
irgend einen concentrischen ersetzt, so liegt auf der von den zwei
Kreisen begrerzten ringférmigen Fliche kein singunlirer Punkt der
zu integrirenden Function. Ebeuso kann statt des oben angefiihrten
Weges jede beliebige, sich selbst nicht schneidende Curve, die in
— oo beginnt und endigt und den Punkt % = O umschliesst, als
Integrationsweg von T (4) genommen werden.

Substituirt man in (33) # = — v, so ergiebt sich, da die Variable
v von - oo aus einen positiven Umlanf um den Punkt O ausfilbrt,
c¢ie Gleichung

©)
MNa)= — j;_m eo(—v)tdy.
Bierin ist
(__ v)a—l =2 g Bila—1) pa—1 o e—Fia pa—1

zu setzen, wenn man bestimmt, dass fiir die Potenz v im Punkte
v.=k der Werth eo—11os% wo log & reell ist, zar Anwendung kommen
soll. Denn da zu v*! der Factor ¢#i¢~1 hinzutritt, wenn » im
positiven Sinne lings des Halbkreises vom Punkte % zum Punkte — %
ibergeht, so ist nach obiger Gleichung die Potenz (— o) im
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Punkte v = — & gleich dem Producte aus ¢~ ®ita~Tliga—Dbgk ppd enite—,
d. h. gleich gla—vloet (wo log & veell), was der fiir uo-? aufgestellten
Bedingung entspricht. Demnach ist [{(a) gleich dem Ausdruck

= )
(34) Fla)=e-sie | evom=tan,

in welchem fiir sin reelles @ die positiven reellen Werthe von v!
auf der zuerst durchlanfenen Strecke der positiven reellen Axe zu
nehmen sind.

o Ist der reelle Bestandtheil von a positiv, so besteht zwischen
(&) und dem Euler'schen Integrale zweiter Art

F{a) =[) ev utdy
die Relation ¥

(35) [ {a) = (et¢—¢~m4) [ (a) = 2¢ sin (wa) [ ().
Denn in diesem Falle darf man den Kreisradius % unendlich klein
withlen, wodyrch das Integral (34) sich in das Product (¢**a—¢e=*'4)[ (a)
verwandelt, da das Kreisintegral zu vernachlissigen ist, und die
Potenz »-! durch den Umlanf um 2 == O den Factor ¢7¢¢ aufnimmt.

Das Integral M{a) stejlt eine transcendente ganze Function von
a dar. Der Beweis, dass die unendlich entfernten Strecken des Inte-
grationsweges nur einen verschwindend kleinen Beitrag zum Werthe
des Integrals liefern, wird fir T(a) in derselben Art wie fiir das
Euler’sche Integral [(a) gefihrt. Auf den jm Endlichen liegenden
Theilen des Integrationsweges von T (a) hat aber die zu integrirende
Function ¢* %!, da ein bestimmter Zweig der Potenz w*~' gewihlt
worden ist, stets einen eipdeufigen endlichen Werth. Also ist [(a)
in der That fiir jedes endliche a stetig und eindeutig.

Durch theilweise Iutegration ergiebt sich fiir e+ 1) die
Gleichung

_ ) i e
MNe+1) =/:m eutdu = [eus] " " — aj_‘.w evut-tdu,
aus welcher, da der vom Integralzeichen freie Summandus verschwipdet,
die Formel
(36) a4 1) = —al (a)
folgt. Durch wiederholte Benutzung derselben erhilt man die weiteren
Gleichungen
87 Tt m=(-lra@+l). - (e+m—-1 r(a),
(38) Fla—m={(—1y- R

@ — 1) (@ — 2, &~ )’

in denen m eine beliebige positive ganze Zahl bedeutet.
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Die Anwendungen, welche das Ealer'sche Integral I'(a) bei den
linearen Differentialgleichungen findet, bernhen zum grossen Theile
auf der zu (37) analogen Formel

Met+m=a(@+1)---(a+m—1)T(a)
Bei gewissen Differentialgleichungen, die sich durch bestimmte Integrale
l6sen lassen, wird nimlich, wenn man ze den Reihenentwickelungen
itbergeht und m den Stellenzeiger nennt, durch die erwihnte Formel
der Factor a(a + 1) - .- (¢ + m — 1) in den Zihler des allgemeinen
Terms der Reihe eingefithrt, wihrend (a) als Factor vor die ganze
Reihe tritt. Diese Anwendungen erfahren nun eine Ausdehnung, falls

man (durck Aenderung des Integrationsweges) das Integral T (az) an
die Stelle des Euler'schen Integrals («) treten ldsst. Denn hier-
durch wird es mbglich, mit Hilfe der Gleichung (38) Factoren von
der Form (2 — 1) (& — 2) - - - {@¢ — m) in den Nenner des allgemeinen
Terms der Reihe 2u bringen. Letsteres ist bei dem Euler’schen Integral
nicht avsfithrbar, da mit wachsendem m die Differenz ¢ — m negativ,
also das Integral [(a — m) divergent wird.

Die zwei geradlinigen Integrale, die in [(a) enthalten sind, heben
sich gegenseitig auf, sobald ¢ ganzzahlig, mithin e%u! in der ganzen
u-Ebene eindeutig wird. Ist a zugleich positiv, so verschwindet auch
das tbrigbleibende Kreisintegral. Ist dagegen @ gleich einer negativen
ganzen Zahl — m, bezw. gleich 0, so kommt, wenn e gleich

14 1;— + - .- gesetzt wird, in der Entwickelung der zu integrirenden

Function die Potenz «~! vor, und zwar mit dem Coefficienten

» bezw. 1. Demnach ergeben sich die Gleichungen

L2Lum _
(39) T (m) =0,
(40) FO)=2mi, Fl—m)= 432,

in denen m wiederam irgend eine positive ganze Zahl bezeichnet.

Die Grésse T(a) wird unendlich kleig, wenn der reelle Theil von a
sich dem Werthe — oo nihert™ Dies folgt fiir ein ganzzahliges Argu-
ment aus (40) und fiir ein nichtgpnzzahliges aus (38).

Fiibrt man in (35) fiir das Euler’sche Integral (@) und fir sin(xa)
die unendlichen Producte

o 1.2.3...n 5
Fa) “&’i’i)[a(a+1><a+z)...(a+n> ”]
. T (w+a)(-y——a)
sin{®a) = wa lim 2

(ve) = alim JJ-

ein, so enisteht fiir T(a) die Glelchung
(41) .l;(a)%‘hm‘lim {(z»—a)(g-»a)...{n—a) n“]-

(n==cn} 1.2...»
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Aus (35) leitet man ferner die Formeln

(42) T@T( —a) =— 4z sin (za),
“3) @)=+

ab, da sin{x{l — a]) = sin(=za), und
Frayr{(l —a)=

ist. Enrdlich werde die Gleichung, welche die Euler'schen Integrale
erster und zweiter Art mit einander verbindet,

— x s
sin(zg)

__ Tre
Ee, b)) =Fazy

durch (e7i¢ —— g—m2) (evib — g—mit) multiplicirt. Dann erglebt sich,
nach Beriicksichtigung von (6) und (35), die Formel

(44) (4, ) = o

§ 4.

Die Differentialgleichung der Gauss'schen hypergeometrischen Heihe
- i a
@) 2z TEF«+p+Na—el3L +apy=0

ist in § 3 der vorstehenden Abhandlung ,Ueber ein Integral mif
doppeltem Umlauf* im allgemeinen Falle durch bestimmte Integrale,
deren Integrationswege aus Doppelumliufen bestehen, geldst worden.
Es wurde daselbst eine Linie % vom Punkte 0 zum Punkte z, eine
Linie 8 vom Punkte 1 zam Punkte z, eine Linie € vom Punkte 0
zum Punkte 1 gezogen, und die Umkreisung dieser Linien durch die
Integrationsvariable % in analoger Weise wie die Umkreisung der
einzelnen singuliren Punkte (§ 1 der Abh) bezeichnet. Als Losungen
der Differentialgleichung (45) ergaben sich (1. c. (53) und (54}) die
bestimmten Integrale

‘b1, Yy 1) z, 0, - 0~}
(46) j @ (u, x) du, ﬁ ' & (u, z) du,

<

B, 0y B, 0~) (x, 1, @, 1}
(47) f @ (u, ) du, j: @ (u, z) du,

(5, 2, S—, 2—) “(2,0,1=, 0-)
(48) I iy ©(u, ©) du, 'j: & (u, =) du,

in denen ®(u, z) die Function
49) O (u, 2) = (u — ) wie(u — )=,
und ¢ eine beliebige, von O und 1 verschiedene Constante bedeutet.
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Die Integrale (46) sind die zwei Hauptintegrale der Differential-
gleichung fir die Umgebung des Punktes # == 0. Um dieselben nach
steigenden Potenzen von z zu
entwickeln, setzt man den
Abstand der Punkte 2 und 0
.. von einander als klein voraus.
Bei dem ersten Integral (46)
mbge der Punkt ¢ auf der
reellen Axe zwischen O und 1
angenommen werden. Zieht
man durch ¢ einerseits einen Kreis 5, der den Punkt 0 zum
Mittelpunkt hat und die Linie % umschliesst, andererseits einen Kreis
2 mit dem Mittelpunkte 1 (Fig. 4), so kann der Integrationsweg des
ersten Integrals (46) kurz durch
P, oF, P, O
bezeichnet werden (§ 1 der Abh.). Jeder der Punkte dieses Integrations-
weges hat vom Punkte O einen grésseren Abstand als der Punkt z,

d. h. es ist mod. —:— < 1. In Folge dessen besteht fiir den in (49) vor-

kommenden Factor (v — z)~# die convergente Entwickelung

(50) ( — 2y# = u#(1 — Z)7F

— Ex , BB+
=14 £ 282D 2y ]

Sabstitoirt man diesen Ausdruck in das betrachtete Integral, so treten in
den einzelnen Summanden die Potenzen von x vor die Integralzeichen,
und die zu integrirenden Functionen werden von z unabhiingig. Als
singulire Punkte, die von w umkreist werden, sind dann nur noch die
Punkie O und 1 vorhanden. Man erhilt daher fiir das erste Integral
(46) die Reihe

(0,1, 0~-) 1) - 1) a2
ST e 14 £ 2 20 2 Ja
=G0+Tﬁ'Glx++ ﬁ(ﬁ'{'li'(ﬁ'*‘m”l) Gmxm__*_.,.’

2...m

in der G, das constante Integral

[0, 1, 06—, 1)
Gn =£ W (g — 1)e—e-1 gy

bedeutet. An der unteren Integralgrenze u = ¢ mége im ersten Integral
(46) die Potenz uf—¢ gleich elf~@)%e¢  ferner die in {50} vorkommende
Potenz 4~ gleich e—f18¢ gein, wo unter log ¢ der reelle Werth ver-
standen wird; die Potenz (& — 1)¢~*~ goll, wenn % zum ersten Male
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im Punkte 4 eintnifft (Fig. 4), den Werth efe—=—Ulsgd-1) in welchem
log (A — 1) reell ist, annebmen. Diese Bestimmungen #ibertragen sich
auf das Integral G, Werden in dem Integrationswege von G. (unter
Beibehaltung des Anfangswerthes der zu integrirenden Function) die
Ponkte O und 1 hinsichtlich der Reihenfolge der Umkreisungen mit
einander vertauscht, so tritt nur der Factor — 1 zu dem Integral
hinzu (Gl. (8) der Abk.). Indem man ausserdem mit eietw—l),
= (— 1) e#*e~¥, multiplicirt, hat man die Gleichung

1,0, 1—,0—)

(— 1)m emie=h) Gy == gmitetm j:( u=e ™ (4 — 1)e~e1 dy,

deren rechie Seite nach § 1, Formel (8a), gleick G(1—p —m, o—&)
ist. Somit ergiebt sich
G = (— 1e®it—0 §(1 — o — m, o — a).

Ist ¢ gleich O oder gleich einer negativen ganzen Zahl — m, so haben,
nach (13), die Coefficienten Gy, G, ., . G, den Werth Null, wihrend
die "Coefficienten G, ete. durch die Formeln (15) bestimmt werden.
In diesem speciellen Falle beginnt die oben erhaltene Reihe mit der
Potenz #*+1, d. b. 2*¢, und wird (abgesehen von einem copstanter
Factor) mit der durch das zweite Integral (46) ausgedriickten particu-
liren Losung identisch; die Difierentialgleichung (45) hat dann be.
kanntlich in der Umgebung des Punktes # = O im Allgemeinen noch
ein logarithmisches Integral, woranf indessen hier nichi eingegangen
werden soll. In allen tibrigen Fillen kann man fir G(1—g—m, e —«)
nach (12) das Product

wlet1). .. {ad-m—1
ele-H1) ... (o+m—1

€1 —o—m, 0 — @)= (1) LG(1—0 e~a

setzen, so dass
Gy=e""0GE(1 ¢, 0— @),

SR TIP 3 (e oY RS C o it it R 10 R —
= O e D) e m ) Cl—e e~

wird. Auf diese Weise findet man fiir das erste Integral (46) den

Ausdruck

(1, %, 1 ,
(61) “[(% ' )CD (u, x) du = *0—0 §(1—p, e —«) F(4, §; 0; ),
wo F(«, B; ;=) die Gauss'sche hypergeometrische Reihe
52) Fla, f; 03 =1+ —1‘3% z 4 E‘i‘i:*‘i)ﬁiﬁ_t‘t)ﬂ 22 e e e

1.2.0(¢11
bedeutet. _ _
Abgesehen von dem soeben erwihnten Falle, dass ¢ eine negative
ganze Zahl oder Null ist, nimmt die auf der rechten Seite von (51}
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stehende Constante G(1 — ¢, ¢ — @), welche man nach (20) auch
G(1 — ¢, @) oder E(wx, ¢ — «) schreiben kann, den Werth Null an,
wenn « oder ¢ — « eine positive ganze Zahl ist. Das erste Integral
(46) verschwindet dann identisch; es tritt aber ein Integral mit ein-
facherer Integrationscurve an seine Stelle. Man setze zunichst voraus,
dass ¢ — «, aber nicht «, eine positive ganze Zahl sei. In diesem
Falle wird statt des ersten Integrals (46) das Integral

Es
I & (u, 2) du

genommen, das der Gleichung (45) geniigt (s. d. Abh.), und das con-
vergirt, sobald der reelle Theil von ¢ — a positiv ist. Der Inte-
grationsweg desselben, der aus einem einmaligen Umlauf um die Linie
U besteht, kann als ein Kreis mit dem Mittelpunkte % = 0 und mit
einem Radius, der den Werth 1 nicht vbllig erreicht, gedacht werden,
so dass fiir den in ®(u,x) enthaltenen Factor (v — z)~# wiederum
die Entwickelung (50) gilt. Indem man G, als das Integral

)
G, = .ﬁ‘ we (g — 1)~ du
definirt, findet man

e
j S, z) du==
=Go’+'§“G;x+“‘+ BE+1 .. . (B+m—1) Goham 4+ - - -

1.2...m

Die Grosse G, ist nach (32), wenn man fiir (w — 1)¢-%~1 das Product
aus e™'@e—1) und (1 — ¢)e—=! setzt und die Anfangswerthe von
¢~ und (1 — u)e—%~1 in der fiir (32) angegebenen Art bestimmt,
gleich dem Ausdruck
Gon=(—1lme"eFEg—ea, | —g — m)
oder, wegen (27a),
i 2tV (et m—1) 5 _ _
Gn =" et n. . etfm=1 L@—& 1—g
Man gelangt daher zu der Gleichung

e —_
63 [ 0w, 0 du=erEo—u, 1—¢) Fle, §; o5 2)
in welcher der reelle Bestandtheil von ¢ — « nach der Voraussetzung
positiv sein soll. Die Constante E (¢ — @, 1 — 9), die nach (31)

mit E (¢ — «, «) identisch ist, verschwindet nur, wenn 1 — o oder
wenn « eine positive ganze Zahl wird.
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Da die Function @(u, ) auf die Form
gt 3 1\g¢~o—i
O(u, z) =u 1(1 — —'E) (1~—-;)

gebracht werden kann (efr, (49)), so nihert sich das Product u®(#, z)
mit unbegrenzt wachsendem « dem Werthe Null, wenn der reelle Theil
der Constante « positiv ist. In diesem Falle ist das Integral

7
Jm Dlu, z) du

convergent; dasselbe unterscheidet sich nur durch einen constanten
Factor von dem ersten Integral (46) (cfr. Gl (34) der Abb.), an dessen
Stelle es angewendet wird, wenn « ganzzablig und positiv ist. Der
Integrationsweg beginne und epdige im unendlich entfernten Puukte
der positiven reellen Axe, Man darf, da z zur Umgebung des Punktes
0 gehdren soll, mod. z < mod. u annehmen, also far {u -~ x)~# wieder
die Reibe (50) substituiren. Hierdurch ergiebt sich

oy
/; Sy, x) du ==
=G, + ,f_ Gzt _5_'>L3:*T}L.:;-_<§:g?&:‘il G o+ -

1.2... o
wo

rr -Tl'l)
Ga ==Ja U gy — 1)e—at gy
gesetzt ist. Aber aus (32a) folgt

. Nl
Ele-+m, ¢~ «) = g-7ile—al J W (g - 1YeEm Ly,
x

Daher erhilt man fiir G/, wenn der in (32a) angewendete Zweig der
zu integrirenden Function gewizhlt wird, den Ausdruck
G’Z == ¢rilee) E(a + wy & a))
der durch (87) in
G = pmrlg—a) alatY .. (et m—1

" el LD .o +m=1,
iibergeht. Auf diese Weise entsteht fiir das obige Integral die
Gleichung

E(“p @ a)

) —
(34) | 0w, ) du= et £e, o — «) Flu, §; ¢; 2),

in der o eine im reellen Theile positive Constante bezeichnet.
Ist sowohl der reelle Theil vor « als anch der von ¢ — « positiv,
so convergirt bekanntlich dag Integral
Mathematische Annalen, XXXV, a4
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(55) f‘b(u, zydu ==J: (— 2y wi—e(u — 1)e-el gy,

das fiir mod. z < 1 mit dem Producte
E(x, 0 — «) Fa, 8; 0; )
identisch wird,
Bei dem zweiten Integral (46)

(x,0, 2~ ,0—) '-i_." 9, 2—,0~)
ﬁ O(u, xydu = A (4 — 2y F b8 (u — 1)e—e~1 gy

mdge der Punkt ¢, welcher die untere Grenze bildet, auf der Ver-
bindungslinie der Punkte O und z angenommen werden (Fig. 5).
Man zieht durch ¢ zwei geschlossene Curven P und O in der Art,
dass 5 den Punkt 0, 0 den Punkt 2 umschliesst, wibrend der Punkt 1

3

Fig. 5.

ausserhalb beider Curven bleibt; dann kann der Weg der Variable u
kurz durch QF, P+, Q—, P~ bezeichnet werden. Das Integral wird
durch die Substitution % = vz umgeformt, aus der

O(u,2) du = (— 1)+ gi~e gi~e(1 — p)~¢(1 — pz)e—+1 do
folgt, und die Potenz (1 — vx)¢~*~1 in die Reihe

1-—-9-'——;317):1:—}— (9““*;)_(3-“*2) a2 — ...
entwickelt. Den Punkten # =0 und u = z entsprechen die Punkte
v =0 und v = 1; die Fig. 5 liefert daher in der v-Ebene eine Figur
von der Art der Fig. 1. Der Ausgangspunkt der.von v durchlaufenen
Curve heisse ¢;; derselbe liegt auf der reellen Axe zwischen O und 1.
Man hat hiernach, wenn (— 1)¢-e—#+! durch eé¢—=—£31) ersetzt wird,
die Gleichung

%, 0, 2—) O~}

eFietp—e—1) g1 ‘/: Ou,z) du =

“l,ﬂ,l—,i)-‘) — —
- f ool o) 145 g et o0y g,

1.2

An der unteren Integralgrenze ¢, mogen fir o8-, (1 — 0)~8 die
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Werthe ¢—¢loes g—flogll—a), in denen log ¢, und log(l — ¢,) reell
sind, genommen werden, Dann ist nach (3)

(1,0,1—, 0~}
ST e — gy = 0 68— 0 m 41, 1)

wofiir man nach (11), unter der Voraussetzung, dass ¢ — 1 nicht
eine positive ganze Zapl isl, das Product

—mip B—et+DB—e+2)... B—etm o0 -
T T gt nmti—g  CFTet L 1-f
schreiben kann, Die Reihenentwickelung fiir das 2weite Integral (46)
lautet also

s 2 Uy Ty O}
{56) ‘]c O, 2) du =

— It G(B— ot 1, 1—B)z~¢ Flu— 41, B— 0+ 1; 2—0; 2),
woselbst F' das in (52) angegebene Functionszeichen bedeutet.

Die zwei fntegrale (46) stellen eine vnd dieselbe particulire Losung
der Gleichung (43) dar, sobald die Constante o ganzzahlig ist. Dies
gilt nicht allein in dem frither erwihnten Fall, dass ¢ eine megative
ganze Zahl oder Null ist, sowie im Fall ¢ = 1, sondern auch, weun
o — 1 gleich einer positiven ganzen Xahl wird. Von den soebeu ge-
nannten Coefficienten G — e+ m+ 1, 1 — ), die pach (20)
gleich €(¢ — m — 1, 1 — f) sind, nehmen, wenn g — 1 gleich der
positiven ganzen Zahl # ist, die » ersten, welche fir m = 0,1, ... 1
erhalten werden, den Werth Null an. In Folge dessen wird das
Anfangsglied der Entwickelgng des zweiten Integrals (46) mnach
steigenden Potenzen von z gleich einer Constanten, und eine einfache
Rechnung zeigt, dass, abgesehen von einem constanten Factor, die
zwei Integrale (46) dann identisch sind. Als Erginzung derselben
tritt (specielle Fille ausgenommen) ein logarithmisches Integral hiuzu.

Ist f— o1 oder 1 — B eine positive ‘ganze Zahl, so ver-
schwindet das zweite Integral (46) fiir beliebige Werthe von «. An
Stelle desselben kann man jedoch, als particuldre Losung der Gleichung
(45), das Integral

1) j} 0w, z) du

anwenden, sobald der reelle Theil von § — ¢ + 1, und das Integral

38) S 0w, 2 an,

sobald der reelle Theil von 1 — 8 positiv ist. Auch in (57) und (58)
substituirt man o = vz uynd entwickelt die Potenz (1 — »z)¢—<1 nach
34%¥
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dem bipomischen Satze, Die Rechnung wird der zuvor angestellten
vollig analog. Man erhilt die Gleichungen

()
grilatp—e—1) go—t ﬁ & (u, ) du =
(10 — - —od?) o .
=‘j0 q;#"(’{L—v)“l"[l-f—i—;&—lvx+w—mﬁg¥9ﬁv*x'+---]du,

p— 0) ‘
grilatfi—e—1) po—t f O(u,x) du =
x

[°©) — — a—
_—_.j; e e =Hoatp ] av

und setzt in der ersten, gemiss (24) und (27),

i —
,jo 1)1219—9'*""(1 — )y Fdo=e"3EB—o+m-4+1, 1 —f)=

e pmip B—e+DB—e+2.. B—otm o
=t Z—eB—e...(m+1—0 Efg—eo+ 1,1 p,

in der zweiten, gemiss (32) und (27),

(o) -
S uetn (1 — o)t do = emstermin B — b, f— o+ m 4 1) =
; B—et+1)B—e+2)...B—ct+m 7 :
= gt (p—o+1) —_ — |
eriiemer Z—e0B—e...(m+1—0) Bl—p p—o+1.
Hiernach ist das Integral (57) gleich dem Product
erie-e—2t) E(B—o+1,1—g)a¢ Fla—o+1, B—o+1; 2-0; 2),
und das Integral (58) gleich dem Produet
e E(l—f —e+Na¢Fla—e+1,8—0+1;2—¢;2)
Die Betrachtung der Integrale (47) und (48) soll auf den all-
gemeinen Fall beschrinkt werden. Die Integrale (47) sind die Haupt-
integrale der Gleichung (45) in der Umgebung des Punktes z = 1.
Bei dem ersten derselben werde die untere Grenze ¢ auf der reellen
Axe zwischen O und 1 (wie in Fig. 4), bei dem zweiten auf der Ver-
bindungslinie der Punkte 1 und z angenommen. Man entwickelt in
dem erstgenannten Integrale die Potenz (u — z)—* in die Reihe
(u—2yb=[u—1— (& — 1)]F=(u— 1)«{2(1 N At A

w—1
- B z—1 , BE+D sz—1y2
=w=r [+ E i+ A G )

die convergent ist, da mod.(z — 1) < mod. (¥« — 1) vorausgesetzt
werden darf, und gelangt hierdurch, nach Anwendung der Formeln
(8a) und (12), zu der Gleichung
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B,0,B—,0—)
(59) J:( ®(u, z) du =
=GB -et+Le—a—p) Fle,fi e+ f—e+1; 12

In das zweite Integral (47) fiibrt man eine nene Variable ¢ durch
die Substitution u —1=v(z-—1) ein, worauf [1 — »(1 — z)}*—2
nach steigenden Potenzen von 1 — z entwickelt wird. Dann ergiebt
sich mit Hiilfe der Formeln (3) und (11), bei passender Bestimmung
des Anfangswerthes der zu integrirenden Function, die Gleichung

"z, §, 7=, {~)
(60) J: Qlu, z) du =
= 0P §(o—a 1—B)(1 - 2)¢ ™ Flo—e, ¢—F; ¢—a—f+1; 1—2).

Die zwei Augdriicke (48) stellen die Hauptintegrale der Gleichung
(45) fiir das Gebiet der grossen Werthe von z dar. In dem ersten
dieser Integrale,

‘6. 2, §—, )
J @lu, x) du,

4
moge als ungere Grengze ¢ ein Punkt der Verbindungslinie der Punkte
0 und z gewahlt werden. Man zieht, wie in Figur 5, durch den
Punkt ¢ einerseits einen Kreis 8 mit dem Mittelpunkte 0, andererseits
einen Kreis O mit dem Mittelpunkte z, setzt aber hier mod. ¢ > 1
voraus, so dass der Punkt 1 und die Linie € vom Kreise P um-
schlossen werden. Dann geben die Umliufe P+, OF, -, Q- den
Integrationsweg des genannten Integrals an. Da fiir die Punkte u
dieses Weges mod. » stets grosser als 1 ist, so kann in dem Producte

&, 2) = u-—-a~1(l _ %)—-;x (1 _ ;)e»—a-x
die Potenz (1 — )" in die Reihe

__e—a—1 1t , (e—e—1)le—e—2 1

1 1 u + 1.2 ut

entwickelt werden. Durch Anwendung der Substitution u =vx er-
hilt man demnach

(u, z) du =z~ vF~o"1{v — 1)—."(1 - -5} 7 dy =
= (— 1) z~o vF~«~1(1 — v)°F [1 _ e—a—1 1 + - ] dv.

1 vx

Wird der letztere Ausdruck nach v integrirt, gemiss der obigen An-
gabe, so sind in den einzelnen Summanden die Werthe O und 1 die
singuliren Punkte, welche von der Variable v umkreist werden. Auf
diese Weise findet man fir das erste Integral (48) den Ausdruck
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e, z, §—, )
(61) ﬁ S{u,z) du =
== g7 eth) G(ﬁ —a, 1 -—ﬁ):t““F(“, o — 9+ 1; a-——-ﬁ-{'—l, 51:-)'
Fiir das zweite Integral (48),

{1, 0,1—, 0—)
O u, z) du,
4

kann man die Figur 4 zu Grunde legen und die untere Grenze ¢ als
Punkt der reellen Axe zwischen O und 1 whhlen; nur muss z jetst
als ein ausserhalb der Curven P und £ befindlicher Punkt voraus-
gesetzt werden. Man nimmt mod. z als so gross an, dass fiir jeden
Punkt » des Integrationsweges mod. % < mod. z ist, und entwickelt
die Potenz (4 — 2)—F, = (— )8 (1 — %)™

=) ».in die Reibe

1)

(——l)"ﬁx’i’(l-l—if-%-]—vﬂff_}; _52_+/
Dann entsteht, nach Beriicksichtigung von (8a) und (11), die Gleichung

(62) L o, 2) du =
=GB —o+1, 0P F(B f—o+1;—at+1; )

Verschwinden einzelne der Integrale (47) und (48) identisch, —
in welchen Fillen die auf den rechten Seiten von (59) bis {(62) stehenden
respectiven Grossen ¢ ein positives ganzzahliges Argument erhalten, —
so hat man an ibrer Stelle die zu (53), (54) etc. analogen Integrale
als particulire Losungen der Differentialgleichung (45) anzuwenden.



