
U e b e r  d i e  G r c n z w e r t h e  d e r  Quot~ien ten .  

Yon 

0. STOLZ in Innsbruck. 

(Nachtrag zum hufsatze im XIV. Bande dieser Ann~len S. 231.) 

Bei Ver fas suag  des genann ten  Arflikels is t  mir  eine Note  des 
Hrn .  V. R o u q u e t  (N. Annal .  de Mathgm. 2. S6r. T. XVI,  p. 113) 
fiber den in Rede s tehenden Gegens tand  en tgangen .  Hr .  R o u q u e t  
geh t  yon einem Lemma uus, welches ich fo lgendermassen  wiede rgebe :  

L e m m a .  Is t  die eindeutige _Function _F(x) yon einem bestimmten 
Werthe x ~ x I an fiir alle endliclten Werthe volt x ~ x I stetig und 
mit  einem Differentialquotienten F" (x) begabt*), der fiir lira x ~-  -~ cc 
einen Grenzwerth besitzt, so existirt bei dem niimZichen Grenziibergange 
auch ein Grenzwerth fiir den Bruch  _F(x) : x und es ist 

lira F(x) l i ra F '  (x) *~). 

Dabei  is t  es n icht  e inmal  no thwend lg ,  dass F ( x )  selbs~ fiir 
lira x -~- -~- ~z einen Grenzwer th  haben  muss. Es  is t  z. B. ftir 

*) Vergl. die Anmerkung zu Ann. XIV, S. 236. 
**) Der yon Hrn. R o u q u e t  gegebene Beweis setzt voraus, dass lira _~'(x) 

endlich sei. Er passt jedoch auch iiir den Fall ,  class dieser Grenzwerth als be- 
stim~t unendlich angenommen wird. In der That ist z. B. lim F ' ( x ) ~ - ] - ~ ,  so 
sei G eine vorgegebene positive Zahl und G ' ~  G gew~hlt. Zufolge Voraus- 
setzung hat man fiir alle x ~  x" F'(x)  ~ G'. Demnach nimmt die Function 
iF(x) ~ G'x ~- k, wo tz eine positive Constante bezeicbnet, mit wachsendem x be- 
st~ndig zu. Nimmt man k so gross an, dass F ( x ' ) -  G'x'--~ k ~ 0, so folgt fiir 
x ~ x "  

F(x)  ~ 6" k 
X X 

und somit fiir alle x, die ausserdem noch tier Bedingung 
k 
- - ~ G ' - - G  
2r 

genfigen, :F(x) ~ G d. h. es ist 
X 

lira iF(x) _ ~_ ~ .  
x~---{-r x 
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(b) 
so f01gt fiir 

F ( x )  ~ sin ~/x lim F(x) ~ lira F '  (x) ~ 0 .  

Hr. R o u q u e t  schliesst wetter so. Sind 

y = f ( x ) ,  z -~  ~p(x) 

zwei ste~ige Functionen yon x ,  die beide ins Unendliche wachsen, 
wi~hrend x einem endlichen Wer the  a sieh niihert oder selbst ins 
Unendliche w~iehst, so kann man y als Function yon z betrachten. 
Da nun 

dy f'(x) 
( a )  ~ = ~ , ( ~ ,  

so folg~ der Satz : , ,Wenn in dem angegebenen Falle lim {f '  (x)'. T ' (x)}  
existirt ,  so aueh lira { f (x ) :  ~ (x)}  und beide Grenzwerthe sind einan- 
der gleich." 

Es trifft jedoch dieser Satz nicht  immer zu. Z. B. setzt man 

f ( x )  = x + sin x cos x q~(x) = e~i, , ~, 
f(x) 

ferner aus 

wiihrend 

ffir 

lira x ~ ~- cx), lim f ~  lira (p ~ -~ c~,  

f '  (x) e -  ~in z .  2 cos x 
r (x) x H- sin x cos x + ~ cos x - 

lira { f ' (x )  : ~ ' (x)}  = O, 

f ( x ) :  cp (x) = e -~~ 

lira x ~ -{- oo 

I u . d  e besi.tzt, so dass kein Grenzwerth die Unbest immthel tsgrenzen e 

dieser ,Function vorhanden ist. 

Man wird demnach die Formel  (a) nich~ unbedingt  gebrauchen 
diirfen. Eine selbstversti~ndliche Voraussetzung derselben bildet die 
h n n a h m e ,  dass man y als eindeutoe und stetige Funct ion yon z 
(flit alle endlichen Wer the  yon z, yon einem bestimm~en z = z I an 
gegen Jr -c~ oder - -  cx)) erkl~ren kSnne. Dies ist, soviel his je tz t  
bekannt  ist ,  nur  dann  m5glich,  wenn man fiir dieselben Werthe  z x 
als eindeutige und stetige Function yon z erkl~ren kann. Die Gleichung 
z ~ cp (x) liefert abet  eine eindeutige und stetige Umkehrung  (x ~ ~p (z)) 
nur  in einem solchen Intervalle x ---- a Q- d(d  > 0) �9 �9 �9 a (bez. x I �9 . �9 
-Jr-o~), in welchem r Sinn seiner Aenderung  nicht  wechselt, 
d. h. entweder niemals abnimmt oder niemals zunimmt. - -  Ferner  hat  
die Formel  (a) nur  dann einen Sinn,  wenn f ' ( x )  und cp'(x) nicht  zu- 
gleich Null oder Unendlich sin& (Auch dies finder in obigem Bei- 
spiele (b) statt.) 
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Aus dem Lemma des Hrn.  R o u q u e t  kann demnach mit Hiilfe 
der Formel (a) geschlossen werden:  

S a t z .  , ,Wenn  yon den eindeutigen Funct ionen f ( x ) ,  r welche 
in dem Intervalle a --[- ~(~ > 0) �9 �9 . a (bez. x 1 �9 �9 �9 ~___ ~ )  - -  mit  Aus- 
schluss des letzteren Endwerthes  - -  endlich,  stetig und mit Differen- 
tialquotlenten begabt  stud,  die weder zugleich Null ,  noch zugleich 
Unendlich sind,  - -  wenigstens eine sich in dem genannten Intervalle 
nicht in verschiedenen Si~nen iindert und  dabei fiir lira x~-a--~-O (~ (x ) )  
den Grenzwerth -~- ~ oder - -  ~ besitzt: so folgt aus der Existenz des 
Grenzwerthes lim { f '  (x) : (p" (x) } auch die .Existenz des Grenzwerthes 
~ir  den .Bruch f ( x )  : q~(x) bel dem in R e &  stehenden Grenziibergange 
u n d e s  sind beide Grenzwerthe einander glelch:  

lira f(x) lira f ' ( x ) . , ,  
�9 ~ (x--; = - s  

Dabei kann jedoch,  falls f ( x )  allein der eben erw~ihnten Bedingung 
gentigt ,  also z. B. lira q0(x) endlich ist,  das Zeichen tier unendlichen 
Grcnzwerthe lira f f " ( x ) :  (p'(x)} und lira { f ( x ) :  r verschieden sein 
(vgl. Ann.  XIV,  S .  238). 

Es ist iibrigens nich~ erforderlich, dass beide Functionen f ( x ) ,  q~ (x) 
einen Grenzwerth besitzen mfissen. Man hat  z. B. ftir 

lim f(x) ~ lim # (x~ f ( x )  - ~  sin x ,  ~ (x) - ~  x'-, ~ (x) ~ K ; - ~  O, ( l i ra  x ~ -  - t -  ~) .  

Der eben abgeleitete Satz st immt fiberein mit dem yon Herrn  
du B o i s - R e y m o n d  im XIV.  Bde. dieser Annalen (S. 502) aufge- 
stellten Satze. Es ist such nicht  schwierig,  denselben auf dem yon 
mir eingeschlagenen W e g e  zu erhal ten,  so dass er an Stelle des 
4. Satzes (a. a. O. p. 238) treten kann.  Es gilt  n~imlich der 2. Satz 
(a. a. O. p. 234) such dann,  wenn yon den stetigen Functionen f (x ) ,  
r (x) ~nw die letztere sich fiir alle endlichen Werthe yon x yon einem 
bestimmten x ~ - x  1 an in demselben Sinne ~indert und dabei fiir 
lira x ~ -~- ~ einen unendtichen Grenzwerth be~tzt*). 

�9 ) Man setze in dem Beweise start der Stelle: ,,D.~ gem'iiss deu Voraus- 
setzungen u. s. w." (a a. O. p. 235 Z. 6 v. o.) d~s Folgende. ,Es set, w'~hrend 
x das Intervall _ph bis ph -{- h (mit Einschluss dieser Grenzen) durehl~uf~, g d a  
Maximum, k das Minimum yon f(x), so class 

k g f(xo + p h )  g g. 

Dann ergiebt sich wegen 

k --  lr~ (~ h+  h) ~ f(xo +P h) - -  K~  (xo-t-~ h) ~ g --  K~  (p h). 
Bezeichnet man mit/~ den grSsseren u. s. w." 

Bet dieser Gelegenheit mClgen folgende u auf p. 234 angebraeht 
werdem Z. 11 v. o. muss es heissen: ,,in demselben Sinne zu iindvrn" and in 
Formel (4) start lira x ~ -]- r162 ,,lira r ~ -]- r % 
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Vermi t t e l s t  des L e m m a  des H r n .  R o u q u e t  k a n n  der  vors tehende  
S~atz der  D i f f e r e n t i a l r e c h n u n g ,  wie m a n  s i eh t ,  sehr  e in fach  abge le i t e t  
werden.  N a m e n t l i c h  beda r f  es h ierzu  n i ch t  der  yon  m i r  i n  w 1. me ines  
Aufsa tzes  bewiesenen  H~ilfss~tze. Diese lben  s ind  j edoch  such  abge-  
sehen  yon dem G e b r a u c h e ,  den ich dor t  yon  i h n e n  g e m a c h t  habe ,  yon  
W i c h t i g k e i t  u n d  lassen  sich n i c h t  u m g e k e h r t  aus dem g e n a n n t e n  Satze  
g e w i n n e n ,  w e n n  m a n  n i c h t  die V o r a u s s e t z u n g  a u f n e h m e n  wi l l ,  dass 

l i ra  { f ' ( x )  : q0'(x)} ftir lira x ~ -f- oo exis t i re .*)  

*) Mit Rficksicht auf eine Bemerkung des Hrn. du B o i s - R e y m o n d  (Ann. 
XIV, p. 506) habe ich noch racine Aeusserung (a. a. O. p. "232) zu begrfinden, 
dass eine stetige Function f(x),  welche bei einem bcliebigen Grenzfibergange des 
x einen unendlichen Grenzwerth besitzt, bestimmt unendlich werden mfisse. Auf 
diesen Saiz ffihren die yon Hrn. W e i e r s t r a s s  in seinen Vorlesungen angewen- 
deten Definitionen. Hiernach sagt man z. B., die abh~ingige Ver~nderliche f(x) 
wird beim Grenzfibergange lira x ~ -q- ~ positiv unendlich, wenn sie die folgende 
Eigenschaft hat. Ist He i n e  gegebene beliebige positive Zahl, so muss eine positive 
Zahl G existiren, so dass ffir alle der Ver~nderlichen x vermSge ihrer Definition 
zukommenden Werthe. welche ~ 6~ sind, f ( x ) ~  H i s t .  Gilt dieses abet nur 
bez~glich des absoluten Betrages yon f(a~), so wird f(x) unbestimmt unendlich. 
Daher kann eine stetige Function ffir lira x ~ q-oo nicht unbestimmt unendlich 
werden; denn sie mfisste ffir Werthe yon x,  grSsser als jede behebige Zahl, ent- 
gegengesetzt bezeichnete Werthe annehmen, somit mfisste es auch Werthe yon x, 
grOsser als jede beliebige Zahl, geben, xcoffir sie versehwindet. - -  Zu derselben 
Ansicht f~ihrt die Theorie der yon Hrn. du B o i s - R e y m o n d  erfundenen Unbe- 
sti~nmtheitsg~enzen. Die nothwendige und hinreiehende Bedingung daffir, dazs 
[(x) z. B. ffir lira x ~ q- ~ einen Grenzwerth besitze, ist rite Gleichheit der Un- 
bestimmtheitsgrenzen ffir lim x ~ -l- ~ ; d.h.  falls sie nicht endlich sind, mfissen 
beide q- ~ oder beide --  ~ sein. Im Falle des ,,Unbestimmt-'Unendlich Werdens" 
gilt dieses zwar nicht mehr yon f(x) selbst, wohl aber yore absoluten Betrage 
yon f(a:). Die Unbestimmtheitsgrenzen des absoluten Betrages einer solchen 
stetigen Function wie x sin x ffir hm ~ ~ -4- ~ sind abet 0 und q:. ~ .  

I n n s b r u c k ,  im A u g u s t  1879. 


