
Uber Folgen linearer Operationen. 

Von Hans Hahn in Wien. 

Anl~tl]lich eines Referats tiber die Darstellung willktirlicher 
Funktionen durch Grenzwerte bestimmter Integrale (sog. s i n g u 1 a r e 
I n t e g r a 1 e)~ das mh auf der Versammlung der Deatschen Mathe- 
matikervereinigung in Jena hielt, machte reich Herr  J. S c h u r  
aufmerksam, dag die Theorie der  singularen Integrale' offenbar in 
eng'er Beziehung stehe zu seinen Untersuchungen fiber lineare Trans- 
formationen in der Theorie der unendlichen Reihenl). Ich habe 
nun versucht, eine allgemeine Theorie aufzustellen, in der sowohl 
die Theorie der singularen Integral% a]s auch die Untersuchung'en 
yon J. S c h u r als Spezialf~tlle enthalten sind. Diese Theorie mtichte 
ich im folgenden knrz darstellen. 

w 1. Die fundamentale Ungleichung. 

Unter einem 1 i n e a r e n R a u m e verstehen wir eine Menge 
yon Elementen a (den Punkten des Raumes) mit folgenden Eigen- 
schaften : 

1. Ist 1, eine reelle Zahl and a ein Punkt  yon 9d; so gibt es 
in 9.I auch einen Punkt k a. Diese Multiplikation mit e~ner reellen 
Zahl gentigt dem assoziativen Gesetz: 

(~a)  = (~ ~) ~. 

Ftir k = 0 sind alle Punkte 0 a identiseh. Dieser Punkt  heil~t der 
N u 11 p u n k t des Raumes und wird bezeichnet mit 0. Es ist 1 a ~-  ct, 
und ( - - 1 ) a  setzen wir -~ - - a .  

2. Sind a und a' Punkte yon ~, so gibt es in ~f aueh einen 
Punkt a -~- a'. Diese Addition der Punkte ist assoziativ, kommutativ 
und zur Multiplikation mit reellen Zahlen  distributiv: 

Jedem Punkte 0 yon ?/ sei eine Zahl D (a) zugeordnet mit 
folgenden Eigensehaften : 

1. Es ist D (0) ~ 0, und zwar D (a) ~--- 0 dann und nur dann: 
w e D n  ~ = 0 .  

2. 2) (x o) = I ~iD (~). 
~. 2) (a § a') < 1) (a) + D (a') 
a) j .  S c h u r ,  Journ. f. Math. 151 (199~0), 79. 
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Mit Hilfe dieser Funkt ion  D (a) kSnnen wir den Raum 9.1 zu einem 
m e t r i s e h e n Raume ~) machen dutch  die Abstandsdefinition : 

r (a, a') = D (a - -  a'). 

Damit  ist im Raame 9~ ~ e h  der Grenzbegriff  festgelegt verm(ige 
der Definition~) : 

L a ~ = a ,  wenn lira D ( a ,  - -  a) : 0. 

Da D (a) ~ r (a, 0) ist und r (a, b) stetiff yon a abh~ngt~), ist D (ct) 
eine in ~ stetige Flmkt ion  yon a. Aus L a , , - - a  ~und L a'~ = a'  

fo~gt L ( ~  § ~ )  = ~ § ~', ~eil ja: 

O (a -t- a' a ~ , -  a~) = D (a at) + D ( a ' '  a~). 

Eine Punktfolge  {a,} aus ~ heist  eine C a u c h y s c h e  Folge, 
wenn es zu jedem e > 0 ein ~o gibt, so da{~: 

D ( a ~ - - a ' ~ ) < s  far  v ~ v 0 ,  v ' ~ v  0. 

Gibt es  in ~{ zu 3"eder Cauchyschen Folge {a~} einen Grenzpunkt ,  
c. h. einen Punk t  a, fiir den:  

so heil~t~ der Raum ?I v o 11 s t a n d i g. Wir  nehmen im folgenden 
den Raum 9~ als vollstandiff an. 

Sei nun ein zweiter Raum ~ gegeben~ dessen Punk te  wir mit 
c bezeiehnen. Jedem Paare a, c, we a zu 9J and c zu ~ ffehtirt~ 
sei eine reelle Zahl U(a~ c) zugeordnet~ und zwar sei die Operation 
U linear in ct~ d. h. es sei: 

U(xa,  c ) = ~  U(a ,c ) ;  U ( ~ - a ' , c )  = ~ ( ~ , c ) - / -  u(a',c); 
wir bezeiehnen sie im folgenden als die F u n d a m e n t a ] 0 P e r a t i o n. 

Nun f0hren wir im Raume ~ eine Maf~funktion h (c) ein 
duroh die Definition 5) : bei gegebenem c sei A (c) die obere Sehrank~ 
yon ] U (a, c) I far  alle der Bedingung D (a) ~--- 1 gent igenden a yon i~I 
Da U (--a~ c) ~- - -  U (a, c) und D ( - - a ) ~ D ( a ) ~  Sieht man 
dal~ in dieser Definition aueh I U (a, c) l du tch  U(a, c) ersetzt wet  
den kann. Wir  nennen A (c) die (beziiglich der Fundamentaloperat ion U 
zu D (a) p o l a r e  M a J ~ f u n k t i o n .  

~) u  H. H a h n ,  Theorie der reellen Funktionen I, S. 52. 
a) F i i r  den Gren~begriff in ~ Verwenden wlr das Zelchen L , fiir Greta 

werto reeller Zahlenfolgen das Zeichen lira . - ~,~co 

~1. Vgl. 1. ~. % s. lo,7 Satz I. ~=~  
5) l)ie folgenden Uberlegungen stammen im wesentlichon yon E. H e l l  2 

Monatsh. f. Math. 11. Phys. 31 (1921), 61 ft. 
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1 
K~ ~ ~ - -  

b (a) 
ist also : 

Es kann aueh • @ <x~ ausfallen. Wir wollen annehmen, 
dies sei nieht far alle c yon ~ dBr Fall nnd lassen sodann arts 
alle Punkte mit unendliehem h (c) weg. Die ttbrigbleibenden Punkte 
yon ~ bezeiehnen wit mit b, die Menge aller dieser Punkte mit 
und hearten sie dnen (bezttglieh der Fundamental0peration U) zu 
9X p o l a r e n  R a u m .  

Sei ~(4:0) Bin Punkt  yon ~i, Dann geniigt der Punkt 

a der Bedingung D ( a ' ) =  1. Naeh, Definition yon h (b) 

D a  abet: 

I u(~' ,  b) ] ~ ~ (b). 

1 
U (a', b) - -  D ( a )  U(a, b), 

so ist : . . . .  
I U(a, b) 1< D (a). A(b). (J) 

Da diese Ungleiehnng offenbar atmh far a = 0 gilt, so gilt 
sie fitr alle a v0n 91 und alle b yon ~. Wi t  nennen sic die f u n d a -  
m e n t a l e  U n g l e i c h u n g .  

Sei A(b) eine in einem Raume ~3 definierte und endliehe 
Fnnktion; far alle a yon g[ and aUe b yon ~ gelte Ungleichung (1); 
zu jedem b yon ~3 und jedem s ~  0 gebe BS ein a yon ~, so dag: 

D ( a ) = l ;  1U(a,b)[~h(b)- -e;  

d a n n  is t ~ Bin Zu ~ p o l a r e r R a u m ,  u n d  A(b) d i e z u D ( a )  
p o l a r e  M a g f u n k t i o n .  

Far  jedes b yon ~ ist U(a~ b) eine in ~ s t e t i g e Operation~ 
d. h. arts L a~ = a fBlgt ~,' 

lira U(% b) =- U(a, b). 

In der Tat~ naeh (1) ist: 

I ~;(~, ~) - u (~, b) I = [ u ( ~  - a, b) I =< 2) ( a ~ -  a). ~ (b). 

Wegen L a, : a aber ist lim D (a~ - -  a) : O. 

w 2. Beschr~nkte Operationsfolgen. 

Sei U(a,, b) die Fundamentaloperation und {b~} eine Punkt- 
folge des polaren Raumes ~3. Wir nennen die Operationsfolge 
U(a,b~) (n=- 1~2,...) eine in 92[ b e s c h r a n k t e  O p e r a t i o n s -  
f o l g %  wenn fnr jedes einze!ne a aus-~I die Folge der Zahlen 
U(a, b,,) (n-~-1, 2 , . . . )  besehrankt ist. Es gilt der Satz: 
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I. D a m i t  d i s  O p e r a t i o n s f o l g s  U(a,b+J ( n = 1 , 2 , . . . )  
b s s c h r a n k t  s s i  in  91, i s t  n o t w s n d i g  u n d  h i n r s i s h e n d ,  
d a $  d i e  F o l g e  h(b,,) 0 + ~ - - - 1 , 2 , . . . ) b s s e h r ~ n k t  sei. 

Die Bsdingung ist h i n r s i e h e n d ; in der Tat, ist: 

A (b~) ~ M fUr alls n, 
so folgt aus (1): 

Die Bsdinffung ist n o t w s n d i g ~  wit haben zu zsigen: ist 
sie nisht erf'allt, so gibt ss in 91 eln a, far das die Folge U(a, b~) 
(n ~--- 1, 2, . . . )  nieht besshrankt ist.+) ' 

Sei also die Folge der A(by)(v = 1 , 2 , . . . )  nisht bssshr~nkt, 
d. h. ss ssi: 

iim A (by) = + ~ .  
Y~(X) 

Indsm wir ntit-igenfalls Yon {by} zu siner Teilfolgs tibergehen, k(innsn 
wit  ohne weiterss annshmen, ss ssi geradszu: 

lira A (b y ) =  @ o,D. (2) 

Infolgs der Definition von A(b) gibt es dann in 9I eins Punktfolge 
{a,},  so dat : 

lim g (ay, b y) ~--- -J- oo ; D (a y) ---~ 1. (3) 
~OO 

Dabei k0nnen wir annehmen, far jedes einzelns ay ssi die Folge 
U(ay, b,) (+~ ~--- 1, 2 , . . . )  besshrankt: 

O U(a~, b?~)] < My far alls n, (4) 

da andsrnfalls dis Behauptung sehon bewiesen wars. Wir sstzen 
zur Abktirzung 

A (b.) ---~ A .. 

Dann gibt es immsr eine mit einem lielisbigen Index v I begin- 
nsnde, 7) washsends Indizesfslgs {v~.}, dis den beidsn Forderuigsn 
gsntigt : 

1. A~i+: ~ Ay i . 

2. Ist Ar~ so gswahlt, dag: 

1 b,) [ < N,. far alle n, (5) I U (~'/21 + ~Y2+""  ~ 2~-- 1AYi __1 (~Y~ ' ' 

s) Dor Grundg'edanke des folffenden Beweises stammt von H, L e b e s g u e ~  
Ann. ToM. (3)1 (1909), 61. 

7) Dieser Index vl werde so gew~hlt~ daI3 A~ =t= 0~ was wegen (2) sicher 
mSg]ich ist. 
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so ist: 
U(a~i_t_l, b~,i_l_l)>(-N'i@-i @- 1)2ih~.  (6) 

In der Tat, wegen (2) ist Forderung 1 bes sobald nur v~.+~ 
( ~  v~)hinlanglich grol~ gew~hlt wird; aus (4) folgt~ dal~ 2r so 
gewiihlt werden kann, da~ (5) grit; aus (3) folgt, dal~ dann~ wenn 
v i+1 hinlanglieh grofi gewahlt wird, auch (6) gilt. 

Wir setzen nun: 

und behaupten: {he} is t  e'ine C a u c h y s e h e  P u n k t f o l g e .  In 
der Tat, bei Beriieksichtigung der zweiten Gleichung (3) und yon 
Forderung 1 findet man : 

~ 1 

V i + k _  1 

1 (7) 1 
<_1 + . .  "2 ~+k-~ < 2i_lh~i = 1A~ ~ = AVi 

also ist {hi} eine Cauchysche Punktfolge. 
D a n u n  der Raum ~/vollst~ndig~ gibt es in ifim einen Punkt h, 

so dal~ : 
L h~=h. 

i ~  CO 

Wit setzon: 

Dann ist: 

U (h, b,,) > 2~_1 ~ 
vi--1 

1 
h = h r  -~ 2i_ 1A~,i_l-a~.--~. 

1 

Hierin ist wegen (6):  

1 

und wegen (5): 

endlieh wegon (1): 

AllS : 

[ U (r~, b,r IX D (r~.) A,.. 

r i  = h - -  h~ -- -  L ( h i + k  - -  h~) 

(9) 

(10) 

(11) 
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~nd der Stetigkeit yon D folgt: 

D (rd = l i r a  D (hi+k - -  hd, 
k ~  r 

und somit wegen (7) 
1 

Zufolg'~ (11) ist also: 

I r J ( % b , ) ~ <  -Z-~ < I. (12) 

~u~, e~goben (S), (9), (lO), (1~): 

U (I~, b, ) > i - -  1, 

also ist die Folge U(h, b~) (n ~---1, 2 , . . . )  nieht besehrankt, und 
die Behatlptung ist, bewiesen. 

w 3. Konvergente Operationsfolgen. 

Sei wieder U(a,  b) die Fundamentaloperatibn und lb,~l 
eine Punkffolge des polaren Raames. Wir ~ennen die Operations- 

f o lge  U(a; b~) eine in 9A k o n v e r g e n t e  O p e r a t i o n s f o l g e ,  
wenn ftir jedes a yon 9/ ein sndlicher Grenzwert lim U(a, b,~) 
existiert. Es grit der Sa~z: ~=c~ 

II. Is~ U(a,br (n-~-l, 2, . . .)  e i n e  in  9A k o n v e r g e n t e  
O p s r a t i o n s f o l g %  so i s t  / 

V (a) = lira U (a, b ~) 
7 ~ O O  

e i n e  in  9A g l e i s h m i ~ g i g  s t e t i g e  l i n s a r e  Opera t i~ )n .  

In der Tat, dag V(a) linear ist, liegt auf der Hand. 
Als konvergente Operationsfolge ist C(a ,  b,~) gewig aueh be: 

schrankt, nach Satz I gibt es also sin .3//, so dag 

h (b,,,) < M far nile n. (13) 

Sei sodann a > 0 beliebig gegeben, und seien a' und a" zwei 
Punkte yon 2, ftir dis: 

D (a' - -  c~") < -~ .  ( i t )  

Es ist : 

- b . ) -  rzi ", b,,)) = V ( d - -  

Zufolge der fundamentalen Ungleishung (1) aber ist hierin 
wegen (13) und (14): ~: 

I U @' - -  ~", b ~) / < / )  (c~' - -  ~"). A (b~) < ~. 
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Also ist aueh: 

womit Satz II  bewiesen ist. 
Wi t  nennen einen Tell (~ yon ~ eine G r u n d m e n g e aus % 

wenn die Menge (~' aller Punkte Yon % die Linearkombinationen 
endlieh vieler Punkte yon (~ sind ,(d. h, die Gestalt haben: 

a = Xl gl -[- ~2 g~ + .  �9 �9 + ~i gi, 

wo gl~ g ~ , . - . , g i  zu (~ gehtiren), in ~ d i e h t  is t .  s) Dann gilt der 
Satz : 

III. D a m i t  d i e  in ~ b e s e h r a n k t e  O p e r a t i o n s f o l g e  
U(a,b~)(n-~l~2v . . . )  a u e h  k o n v e r g e n t  se i  in  % i s t  no t -  
w e n d i g  u n d  h i n r e i c h e n d ~  dal~ s i e  in  a l l e n  P u n k t e n  g 
e i n e r  G r u n d m e n g e  (~ au s  ~ k o n v e r g e n t  sei.  

Die Bedingung ist n o t w e n d i g : dies ist trivial. Die Bedin- 
gung ist h i n r e i c h e n d. In der Tat, ist die Operationsfolge U,(a, b~) 
konvergent in (~i so aueh in der vorhin mit | bezeiehneten Menge. 
In allen Punkten yon (~' existiert also: 

V(a) --~ lim U(a, b~) (15) 

und ist naeh Satz II  eine auf (~' gleichmi~Ng stetige Funktion. 
Da | dicht in 9~, kann sie in e~ndeutiger Weise zu einer auf 
ganz ~ endliehen un4 stetigen Funktion V(a)erweitert werden. 9) 

Wir  beweisen, dal~ dann (15) auf ganz 9~ gilt. 
Sei in der Tat e ~  0 beliebig gegeben. Es ist, wenn a' ein 

beliebiger Punkt yon 9I: 

I U(a,  b ~ ) - -  V(a ) [__<I~(a ,  b ~ ) - -  U(a' ,  b,) l + 
(1~) 

+ i ~  ~ (~,, b,) - -  v ( , ' )  I + I v (~') - v (a) I. 

Da | dicht in ~ und da V stetig auf % kann ~ir a' ein Punkt 
yon (~' gewiihlt werden, flit den: 

D ( a ' - - a ) ~ ;  ] V ( a ' ) - - V ( a ) ] ~ e .  (17) 

Well auf (~' die Beziehung (15) gilt, ist: 

I U(a', b~) --  V(a') [ <  ~ ftir fast alle ~. (18) 

Weil U (a, b,,) naeh Voraussetzung besehrankt ist, gibt es ein M~ 
so dal~ (13) gilt. Wegen der fundamentalen Ungleiehung ( l ) i s t  
sodann : 

] ~;(d, b,,) - - U  (a', b,,) l=< D (a - -  ~'). ~ (b~) < ~. ~ ~,r ane ~. (19) 

s) Vgl. 1. c. ~), S. 77. 
9) 1. e .  ~)~ S. 133 .  
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Wegen (17), (18), (19) ergibt (16): 

] U (a, b~) - -  V (a) I < s (M -~- 2) far fast a l len .  

Also gilt (15) auf ganz 9X~ and Satz I I I  ist bewiesen. 

IV. Se i  U(a~ b,~) e i n e  a u f  9.I k o n v e r g e n t e  O p e r a t i o n s -  
f o l g e  u n d F ~ a )  e i n e  a u f g X l i n e a r e u n d s t e t i g e F u n k t i o n .  
D a m i t  a u f  g a n z  ~ d i e  B e z i e h u n g  g e l t e :  

lira U (a, b.) - -  y (a), 
n ~ C : O  

i s t  n o t w e n d i g  a n d  h i n r e i e h e n d ,  d a g  s i e  in  a l l e n  P u n k -  
t e n  e i n e r  G r u n d m e n g e  | y o n  ~ g e l t e .  

Die Bedingung ist n o t w e n d i g; dies ist trivial. 
Die Bedingung ist h i n r e i c h e n d ; in der Tat~ nach Satz I I  

ist V(a) = lim U (a~ b~) linear und stetig auf 9.I. Wegen der Linearitat 

folgt aus der Ubereinstimmung yon F u n d  F auf q~ i h r e U b e r  - 
einstimmung auf der oben mit I~' bezeichneten Meng% und weil 

dicht in 9.I~ folgt aus der Stetigkeit  welter die Uberelnstimmung 
yon 2'  and V auf ganz 9~. 

w 4. Lineare Transformationen beschriinkter Zahlenfolgen. 

In den w167 4- -7  bedeuten sowohl die Punkte des  Raumes 9.I~ 
als auch die Punkte des Raumes ~ Folgen reeller Zahlen: 

u n d e s  ist: 

d ie  Fundamentaloperation ist : 

1. D e r R au ra  9~ 1. Zun~chst bestehe der Raum 9X aus allen 
b e s e h r ~ n k t e n  F o l g e n  r e e l l e r  Z a h l e n ~  und die Mal~thnktion 
sei gegeben dureh: 

) 

D (a) : obere Schranke yon] uk[ (k = 1, 2 , . . . ) ;  

den so entstehenden metrisehen Raum nennen wir 9~ 1. Ist a .  ~ {u,,k } 
eine' Punktfolge aus ~1, so bedeutet: 

L a . : a  

soviel wit :  zu jedem ~ > 0  gibt es ein Vo, so.dag: 

I ~ , k - - U k l < ~  far v > v  o and alle k; 
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d.h. es gelten die Beziehungen: 

lira u ~, k ~--- u k 

g l e i c h m a l ~ i g  ftir alle k. Offenbar ist dieser Raum v o l l s t a n d i g .  
Als p o 1 a r e n R a u m ~1 nehmen wir die ]~Ienge aller Folgen 

{vk } ~ r  die ~ Irk ] endlich ist. Ftir jedes a aus 9.I~ und jedes bans 
k ~ l  

i~ hat dann die Fundamentaloperation (20) einen Sinn~ und es ist: 

k ~ - ~ l  

Wir ftihren nun~ wenn z irgend eine reelle Zahl bedeutet, in tiblicher 
Weise die Bezeiehnung ein: 

sgn z ~ 1~ wenn z ~ 0~ sgn z ~ - - -  1~ wenn z ~ 0. 

Setzen wir: 
Uk ~---- sgn Yk 

so geh~irt { u k ' } = a  zu 21~ undes  wird: 
�9 " 0 0  

Zus der Schlu~bemerkung yon w 1 haben wir daher mr 
die p o l a r e  M a ~ i b e s r  

=:2 
k = ' t  

Aus Satz I entnehmen wir daher: 
Va.  S e i  b ~ { % , ~  } e i n e  P u n k t f o l g e  aus  !~. D a m i t  

d ie  O p e r a t i o n s f o l g e  
c o  

(n = 1 , 2 , . . . )  

b e s c h r i ~ n k t  se i  in 9/1~ i s t  n o t w e n d i g  und  h i n r e i c h e n d ~  
dag  es e i n e  Z a h l  M geb% so dal~: 

o o  

k ~ l  

Eine G r u n d m e n g e  (~ aus ~1 wird gebildet durch die Menge 
aller Folgen {uk/~ die nur die Zahlen 0 und I enthalten. In der 
Tat~ die Menge (~' aller Linearkombinationen 
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/ 

der Punkte yon | ist nichts anderes, als die Menge aller Folgen 
{u~}, in denen nut endlich vide verschiedene Zahlen vorkommen; 
ist sodann a ~ {uk/ ein beliebiger Punkt yon ~1 und ~ > 0 beliebig 
vorgegeben~ so schalte man z w i s c h e n - - D  ( a )und  D ( a ) e n d l i c h  
vide Zahlen. 

- -  D (a) = r0 < ~'~ < - . .  < rs-~ < rj. - -  D (a )  

ein, so da[~ 
rl , - -r i~-l  < ~ ( h =  l ,2 ,  . . . , j )  

und verstehe unter u~ die dem u1~ unmittdbar vorangehende Zahl rh. 
Ftir a'~---{u'~} ist dann: 

D (a a') < ~,  

also ist ~ '  dicht in 9.I,. 
Wit ft~hren noeh folgende Bezeiehnung ein : ist ~1~ irgend eine 

Menge natUrlicher Zahlen~ bestehend aus den Zahlen/q, k~,...~/%...~ 
so setzen wir : 

2 

Aus Satz I I I  erhalten wit nun unmittdbar: 
Vb. Se i  b,,--~Iv~,~ } e i n e  P u n k t f o l g e  aus  ~ .  D a m i t  

d ie  in  ~ b e s e h r a n k t e  O p e r a t i o n s f o l g e  
o o  

k = l  

a u c h  k o n v e r g e n t  se i  in 9.I,, i s t  n o t w e n d i g  u n d  hin-  
r e i e h e n d ~  dal~ f t i ~ . j e d e  M e n g e  ~ n a t t i r t i e h e r  Z a h l e n  
Bin e n d l i e h e r  G r e n z w e r t  e x i s t i e r e :  

lira ~ v~k. 1 (22) 

Wie wir schon in w 1 sahen, ist far jedes b aus ~1 : 
r  

U (a, b) = ~  v~ uk (23~ 

stetig in 9X 1. Also ergibt Satz IV: 

D a m i t  f a r  d ie  in  9~, k o n v e r g e n t e  O p e r a t i o n s f o l g e  (21 
in  g a n z  9.i~ g e l t e :  

(:X3 OO 

(24 
n ~ ( : x ) k ~ l  k ~ l  
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i s t  n o t w e n d i g  und  h i n r e i e h e n d ~  dal~ f a r  j e d e M e n g e  
n a t t i r l i e h e r  Z a h l e n :  

Satz V b und V c kSnnen umgeformt werden vermSge des 
Satzes : 

VI. Se i  b,~={v,,~,~} e i n e  P u n k t f o l g e  a a s  ~1" D a m i t  
f t i r j e d e  ~ [ e n g e  ~ n a t t t r l i e h e r  Z a h l e n  e in  e n d l i e h e r  
G r e n z w e r t  (22) e x i s t i e r e ,  i s t  n o t w e n d i g  u n d  hin-  
r e i ehend~  dais d ie  b e i d e n  B e d i n g u n g e n  e r f i i l l t  s e i e n :  

f. f t i r  j e d e s  /~ e x i s t i e r t  e in  e n 4 1 i e h e r  G r e n z w e r t  

2. z u j e d e m  s ~ 0  g i b t  es e in  k0~ so dal~: 
c o  

~ l v ~ , ~ l ~ a  ftir, alle n. (26) 
k=ko 

Die Bedingungen sind h i n r e i c h e n d :  sei in der Tat ~j~ eine 
Menge nattirlieher Zahlen und sei ~ '  die Menge derjenigen Zahlen 
aus 93~ die %/c o sind~ ~ff~" die Menge der tibrigen Zahlen yon ~;Jt. 

Wegen 1. existiert dann ein endlieher Grenzwert l i m ~  v ~  und 
es gibt somit ein %~ so dal~: ~=~  ~ 

Wegen 3. ist 
I~ ,v ,~ ,~[<~ fttr a l l en .  

Also ist : 

y.vo,. l<3  
das heigt: es existiert ein endlicher Grenzwert lim~==~w v~,k. 

Die Bedingungen sind n o t w e n d i g .  Ft~r 1. ersieht man es~ 
indem man unter ~1~ die Menge nattirlicher Zahlen versteht~ d i e  
nur aus der Zahl k besteht. Den Beweis~ dab auch 2. notwendig 
ist~ ftihren wir inclirekt~ indem wir annehmen~ es sei 1. erfiillt, 
2. aber nieht~ und zeigen~ dal3 es d~nn eine Menge ~ nattirlicher 
Zahlen gibt~ ftir die kein endlicher Grenzwert (22) existiert.' 

Ist 2. nieht erftillt~ so gibt es ein e ~ 0 yon folgender Eigen- 
sc~,aft : wie grol~ N und K auch gewahlt seien~ es gibg ein n o ~ _h r 
und c_in l~ so dal~: 

K-t-~ 
I V o, k t > (37) 

k = K  
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In der Tat, andernfalls g~tbe es zu jedem ~ ein N und ein K~ so dab : 

K q - ~  

I v,,~: [ ~ +  ft~r a l len  :> N und alle 1. 
k = K  

Durch den Grenzttbergang 1-~-oo folgt daraus: 
oo 

I ~+,~ l ~ ~ f ~  ~It+ ~+ > N. (28) 
k = K  

o 3  

Da jede Folge {v~+,+} zu ~ ,  gehSrt, sind alto Summen ~ I v~,+ ] 
k = l  

endlich; es gibt also ein :K'~ so dal~: 
oo 

Iv . ,+ l<~  fur , + = 1 , 2 , . . . ,  N. (29) 
k = K  ~ 

Bezdchnet k 0 die grSi3ere der beiden Zahlen K und K'+ so 
ware als% wegen (28) un'd (29) auch (26) erftillg d. h. es wtirde 
Bedingung 2. gelten~ + gegen die Annahme. 

Daraus schliel~en ,Mr welter: wie grol~ N und K auch gewghlt 
seien~ es gibt ein n 0 > N und eine endliche Menge ~ yon Zahlen~ 
>=K~ so dal~: , 

• �9 (30) ~ V,,o,k l > 2" 

In der Tat~ wegen (27) mul~ sei es ftir die Menge jener k~ 
die in (27) positive Summanden V,+ol~ liefern, sei es ft ir  di% welehe 
negative vao, k liefern, aueh (30) erftillt sein. 

Wir gehen aus yon einem beliebigen Index n 1 und einer 
beliebigen Menge ~071 nattirlieher Zahlen~ ftir die wir - -  wegen 
der GleiehfSrmigkeit mit dem Folgenden aueh die Bezeichnung ~1 

12(:1 

einftihren. Weft ~ / v , ~ ,  ~1 endlieh, gibt es ein k~ grSt~er als ulle 

Zahlen yon | and "SO grofi( dal~ 

g 

k ~ / g t  

Ferner gibt es wegen Bedingung i. ein N 1 ~ nl, so dal~: 

2g vo,+ < i?  

Und wieder gibt es ein K 1 ~ kl~ so dal~: 
120 

k = X t  
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Wie wit gesehen haben, $ibt es ein n.~ > N 1 und eine end- 
liehe Nenge ~ natttrlieher Zahlen~ die samtlich > K l sind (mithin 
aueh grtiger als alle Zahlen vor~ ~1) ,  so dal3: -- 

~-. 

Wir setzen : 

S2~ - 4 - ~  = ~ .  

Zu diesem n~ gibt es wieder ein k~ > K 2 und gr~ger als alle 
] 

Zahlen yon ~ so dag 

Ferner ein N~ > n~, so daft 

und sodann ein K~ > k2, so daft ~ 
c o  $ 

k~K~ 

Indem w i r s o  weiter schliegen~ sehen wir:  es gibt zwei Folgen yon 
Indizes : 

und eine Folge yon endliehen Mengen nattirlicher Zahlon { ~ } ,  von 
folgenden Eigenschaften : Setzt man : 

so ist ~ +~ fremd zu | F t i r l j  > i enthalt ~)~j nur Zahlen > Ki. 
Es 'ist : 

1 v~,~ I < ~ "  (31) 
k ~ k ~  k ~ Kr 

"~v.,k "~v..,k]<]~ fUrn>Ni, n'>Ni. (32) 
| ~," 

N v"i,k l > 2-" (33) 
g}I i 



16 Hans H~thn. 

Nun bilden wit die Menge: 

~ = ~  + ~ + . . .  + ~ +  .... 
~md setzen : 

Dana ist : 

(34) 

-- ~ VNi_l,~ --  ~ fZni~kl-- ~ ~)Ni~l,k I I ~ Vni~k[ ~ 

Hierin ist nach (32): 

und da ~ i -1  nur Zahlen > Ki-l~ und ~ .  nut  Zahlen > = K ~ k ~  
enth~lt~ ist ~acla (31): 

~ i - - i  -~ ~ i  

Zusammen mit (33) also ergibt (34): 

: 2  
Also kann kein endlicher Grenzwert lira ~ v,~,k vorhanden sein. 

Damit ist der Beweis yon Satz VI beendet. 
Bemerken wir noeh~ dal~ wean die v,~ ~ den beiden Bedin- 

gungen yon Satz VI gentigen ~ die Folge der Zahlen 

besehr~nkt ist, und somit naeh Satz Va die Operationsfolge U(a~ b~) 
in 92[ beschrankt ist. In der Tat~ wegen der Existenz endlieher 
Grenzwerte lira v,, k ftir /~ = 1~ 2~...~ k o - -  1 gibt es ein A~ so dal~ : 

�9 l ,v, , ,kl<A rtir k ~ - - - 1 , 2 , . . . , k o - - 1  nnd alle n. 

We~en Bedingung 2. yon Satz VI ist also: 

•  far alle n. 
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Wir ksnnen nun start Satz Vb den Satz aussprechen: 10) 

VIZb. Se i  bn-~{v~,k} e i n e P u n k t f o l g e a u s ! ~  1 . D a m i t  
d i e  F o l g e  de r  O p e r a t i o n e n  (21) k o n v e r g e n t  se i  in  0/l~ 
is t  n o t w e n d i f f  u n d  h i n r e i c h e n d ~  dab  d ie  v~,k den  Be- 
d i n g u n g e n  y o n  S a t z  9 I  g e n t i g e n .  

bTun kSnnen wir Satz V cnoch  ersetzen durch: 

VIIc. S e i e n  b~--~{v~,k} a n d  b------{vk} P u , n k t e  aus  !~ 1. 
D a m i t  f i l r  d i e  in ~1 K o n v e r g e n t e  O p e r a t i o n s f o l g e  (21) 
in g a n z  ~i g e l t e :  

lira v~, k uk ~--- ~ vk uk, 

i s t  n o t w e n d i g  u n d  h i n r e i c h e n d ~  da~:  

lim V~,k--~--Vk ft ir  a l lo  k. (35) 
~ C O  

Die Bedingung ist n o t w e n d i g ; dies ist trivial. 
Die Bedingung ist h i n r e i e h e n d ; es geniigt nachzuweisen~ 

daft Bedingung (25) yon Satz V c erfifllt ist. Sei zu dem Zwecke 
~ '  die Menge aller Zahlen yon ~ die < k 0 sind~ ~rj~,, die aller 
tibrigen Zahlen yon ~ .  Wegen Bedingung 2. yon Satz VI und 

co 

wegen der Konvergenz yon ~ ] v~ I kann k o so gew~hlt werden: daft: 
k ~ l  

Ferner ist wegen (35): 

s ftii alle n. v~,~ <--g 

I~V~,k--'~Vk < ~ -  fur fast alle n.~ 

Wegen : 

ist also-~ 

] E v n ,  k - - ~ v k  < s  ftir fast a]l e n, 

womit (25) bewiesen ist. 

lo) j .  S c h u r  1. c. 1), S. 82~ Satz  I I I .  

Mona~sh. fiir Mafhematik u. Physik. XXXII. Band. 
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w 5. Lineare Transformationen konvergenter Zahlenfolgen. 

2. D e r  R a u m  ~[2. Es bestehe nunmehr der Raum ~ aus 
allen Folge n reeller Zahlen {uk}, die einen enc~iehen Grenzwert 
besitzen : 

lim uk ~ u. 
k~cx3 

Wie in w 4 sei die Magftmktion gegeben dutch:  

D (a) ---~ obere Schranke yon l uk[ (k = 1, 2 , . .  ,), 

Den so entstehenden metrischen Raum nennen  wit ~2. 
Sei a~={u~ ,k}  eine Punktfolge aus 9/2, und sei: 

lim u~, ~ = u(~). 

Ist {a~ } eine Cauehysehe Punktfolge~ so existieren~ wie wir in w 4 
sahen~ endliehe Grenzwer~e: 

lira ~t~, k ~ Uk~ 

und hiebei ist die Konvergenz g 1 e i e h m a i3 i g i n 1~. Darans folgt 
bekanntlich die Existenz eines endliehen Grenzwertes: 

lira u( o = u 
v~(X3 

und das Bestehen yon: 
lim uk ~--- u. 

k ~ o o  

Setzen wir also {~u~} = a, so ist aueh a Punkt  yon 9/~ und es ist 
L a~--~-a. Also ist 9I~ v o l l s t ~ ' n d i g .  

Als p o 1 a r e n R a u m '  !~  nehmon wir auch bier die l~enge 
co 

 iler ro lge ,  fur ale endlich ist. 

Setzen wir : 

u ~ = s g n v k  ftir k < k o ;  uk 0 ftir k > / % ,  

so gehSrt { u k } = a  zu g2, und es wird:  
ko 

V ( a ) = l ;  U(a ,b )= '~ l vk  I. 

Ist ~ > 0 beliebig gegeben und k o hinl~nglich gro~, so ist also: ' 

k = l  
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Also ist auch bier die p o 1 a r e ?~I a ~ b e s t i m m u n g gegeben dureh : 
(3O 

k = l  

Aus Satz I entnehmen wir daher: 

VIIIa .  Se i  b~={v~,k} e ine  P u n k t f o l g e  aus  ~ .  D a m i t  
d i e  O p e r a t i o n s f o l g e :  

o o  

(~, b~) = ~ ~ , ~  ~ (n = ~, 2 , . .  ) (36) 

b e s e h r ~ t n k t  sei  in N2~ is t  n o t w e n d i g  und  h i n r e i e h e n d ~  
dag  es e i n e  Z a h l  M g e b %  so dal~: 

~lvs ,  ki<=M f t t r  a l l e n .  

Eine G r u n d m e n g e  | arts 9Xs wird gebildet dureh die Menge 
aller Folgen {uk}, in denen far irgend ein k o ( =  1, 2 , . . . ) :  

u ~ = 0  ftir k <.k o 
u ~ = l  ftir k>ko. 

In der Tat~ die Menge q~' aller Linearkombinationen der Punkte 
yon q~ ist nichts anderes~ als die Menge aller Folgen {uk }~ in denen 
fast alle u k gMch sind; ist sodann a = { u k }  ein beliebiger Punk~ 
yon g[~ und ist lim uk = % so sehalte man zwischen - -  D (a)~- z 

k = O O  

und D (a)-~-e endlich viele Zahlen 

- -  D (a) - ~ = Zo < zl  < - - .  < z ~_~ < zj  = D (a) + ~; 

~h--Zh--~<z (h=l,  2,... ,j); zh#u (h=O,l ,2, . . . , j )  

ein und verstehe unter u~. die dem u~ unmittelbar vorangehende 
emander gleieh und far a ' = /  ' Zahl zh. Dann sind fast alle u'k " " ~uk} 

wird D ( a - - a ' ) < s .  Aus Satz III  entnehmen wir daher11): 

VIIIb. Se i  b , , = { v . , k }  e ine  P u n k t f o l g e  aus  ~3~. Da- 
m i t  d ie  in  g[~ b e s c h r a n l ~ t e  O p e r a t i o n s f o l g e  (36) a u c h  
k o n v e r g e n t  soi  in g[~, i s t  n o t w e n d i g  a n d  h i n r e i c h e n d ~  
dag f a r  je ;des  k 0 ( = 1 , 2 , . . . )  e in  e n d l i e h e r  G r e n z w e r t  
e x i s t i e r e :  

OO 

lim ~ v~, ~. 
~ C O  k ~ , ~  ~ . , 

11) j .  S e h u r  1. c.X), S. 82, Satz I ;  T. K o j i m a ,  Tohaku Journ. 12 (1917)~ 
S. 29% Theorom I. 
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Bedeutet b = {v~} einen Punkt aus ~ ,  so ist, wie wir wissen, 
der Ausdruek U(a,b)stetig in 9X2; sind a~--{uk} und a '={u 'k}  
zwei Pcmkte yon ~/2, fur die D ( a -  a ' ) < s ,  so ist auch 

[ lim uk --- lim u'~ 1<8 ,  
k ~ o O  k ~r 

d.h. es ist aach lira u se ine  in ~ stetige Funktion yon a. Wit 
S~---OO 

entnehmen daher aus Satz IV: 

VIIIc. S e i e n  b~- -  {v~,,s} u n d  b =  {vs} P u n k t e  aus  ~2, 
a n d  se i  v e i n e  b e l i e b i g e  Zah l .  D a m i t  f t l r  d i e  in ~2 
k o n v e r g e n t e  O p e r a t i o n s f o l g e  (36) in g , ~ z  ~ gelt~e: 

c o  r 

lira ~v,~ ,sus=~vsu~@v. l imus~ 
n = e o  S ~ l  S ~ I  k ~ o o  

i s t  n o t w e n d i g  u n d  h i n r e i c h e n d ,  d a g  f i l r  j e d e s  
k 0 (~--- 1, 2, . . . ) :  

(3O (X) 

elm 2 
n~t:x3 S~So S~ko 

In diesem Sa, tze sind eine Reihe bekannter Resultate als Spezial- 
falle enthalten12). 

3. D e r  R a u m  9~3. Es bestehe nunmehr der Raum ~ aus allen 
Folgen reeller Zahlen {uk} mit lira us = 0. Die Definition yon 

k ~ o o  

D (a) bleibe dieselbe, wie in ~2. Dann ist aueh ~a v o l l s t a n d i g :  
Als p o 1 a r e n R a u m nehmen wir wieder die Menge aller Folgen 

O(3 

{v~}, far die ~ Issl endlieh ist. Die p o l a r e  M a g b e s t i m m u n g  

ist 4ann auch hier gegeben dureh: 
CxD 

k ~ l  

Aus Satz I entnehmen wir daher: 

IXa.  S'ei b~.----{v~,k} e i n e F u n k t f o l g e  aus !~  8. D a m i t  
d ie  O p e r a f i o n s f o l g e  

U (a, b~)='~  v~, ~ us (n-~-! ,2 , . . . )  (37) 
k ~ l  

1~) j .  S e h u r  1. c. a), 8 .82 ,  Satz I, Gleichung (5); sind alle v k ~ 0  , so 
erh~lt man Theorem IV Yon T. K o j i m a  1. c. 11), S. 299; ist aullerdem v ~ l ,  
so erhalt man den Satz yon O. T o e p l i t z ~  Prace mat.-fiz. 22 (1911), S. 113. 
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b e s c h r a n k t  sei  in ~8, is t  n o t w e n d i g  u n d  h i n r e i e h e n d ,  
dal~ es e i n e  Z a h l  M gebe~ so dal~: 

~[v,~,k]~M f u r  a l l e  n. 

Eine G r u n d m e n g e  ~ aus ~.~ wird gebildet durch die 
Menge aller Folgen {uk}, in denen ein Glied -~- 1~ alle tibrigen = 0 
sind. In der Tat, die Menge (~' aller Linearkombinationen der 
Punkte yon (~ besteht dann ans allen Folgen {uk}, in denen 
fast alle uT~ = 0 sind. Sei a = {uk} eia beliebiger Pankt aus 9.i 3. 
Ist e ~ 0  beliebig gegeben~ so gibt es ein ko~ so dai~ I u k ] ~  
ftir k ~ k  0. Ist u ~ u k  ftir k ~ k  0 und u~---~0 i~tir k ~ k o ~  so 
gehSrt a' u' ~ '  ~---{ k} zu und es ist D ( a -  a ' ) ~  e. Also ist ~ '  dicht 
in ~ .  AusSatz III entnehmen wir daherl:): 

IXb. Se i  b~--{v~,~} e i n e  P u n k t f o l g e a u s ~ 3 .  D a m i t  
d i e  in 9.13 b e s c h r i ~ n k t e  0 p e r a t i o n s f o l g e  (37) k o n v e r -  
g e n t  sei  in 23, is t  n o t w e n d i g u n d h i n r e i c h e n d ~ d a l ~ f i i r  
j e d e s  k e in  e n d l i c h e r  G r e n z w e r t  lira v~,k e x i s t i e r e .  

Und aus Satz IV ergibt sich: 

IXc. S e i e n  b~---~{v~,kl u n d  b-~{v~.} P u n k t e  aus  ~3. 
D a m i t  f t i r  d ie  in*9~ k o n v e r g e n t e  O p e r a t i o n s f o l g e  (37) 
in g a n z  2 3 g e l t e :  

OO (:X3 

lira "~ vn,~ Uk----- ~ Vk Uk~ 

i s t  n o t w e n d i g  a n d  h i n r e i e h e n d ~  dai]: 

lim v,~, k-~- vk (k = 1, 2~...). 

w 6. Lineare Transformat ionen yon Zahlenfolgen endl icher 
Variation. 

Wir  bezeiehnen als V a r i a t i o n  einer Zahlenfolge a-~-{uk} 
den Ausdruck: 

\ (3s) 

und sagen, die Folge istvou e n d l i c h e r  V a r i a t i o n ,  wenn V(a) 
endlich ist. Offenbar gilt: 

V(~ a)-----I~[. V(a); V(a § a') < V(a) § V (a'). 

Ist also a yon eadlicher Variation, so auch )~ a, sind a und a' yon 
endlieher Variation, so aueh a--~ a'. 

is) T. K o j i m a  1. c. 11), Theorem II, S. 298. 
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Jede Folge {uk/ endlieher Variation hat einen endliehen 
Grenzwert. Denn aus der Konvergenz der nnendlichen Reihe in 

c o  

(38) folgt die Konvergenz v o n ~  (uk ~uk+~)~ d. h. die Existenz 
k = l  

eines endlichen Grenzwertes lira (u 1 - -  uk) mithin auch die Existenz 

eines endliehen Grenzwertes lim u k. 
k ~ C O  

4. D e r  R a u m  ~t .  Es bestehe der Raum ~ aus allen Folgen  
{uk} endlicher Variation~ und d ie  Mai~bestimmung ~ sei~ wenn 
lira uk = u  gesetzt wird~ gegeben durch: 
k ~ cx:) . . .  

D (~) - v(~) + I~ i. 

Den so ontstehenden metrischen Raum nennen wir ~ .  

Sei a ,  = {u,,k} eine Punktfolge aus 9I~ mit 

L a ,  - =  a - =  {uk} .  (39.) 
~ o o  

Setzen wir noeh: 

lira u,,k ~ u('), lira uk = u ~  

so besagt (39) so vi@ wie die folgenden Relationen: 

lira F ( a , - - a ) ~ - 0 ~  lira no ' )=  u; (40) 
�9 v ~ o o  y ~ c o  

und da : 

lU~,k--g~[~](U~,k--Uk) (U(~)--U)I--~-!U (~) U (41) 

und: 
t oo 

V ( a ~  - -  a), 

folgt aus (40) und (41): 

lira u~, k = uk. 
~ c o  

Sei sodann {a~} eine C a u c h y s c h o  P u n k t f o l g e  aus ~ .  
Zu jedem ~ ~ 0 gibt es somit ein v0, so dai~ 

Daraus fo!gt: 

V ( a ~ - - a , , ) ~ ;  [u (~ ) . - -u (V) l~  fi~r v~v0,  v ' ~ v  0. (42) 
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Und da : 

l~v,~ - ~ ' , ~  I < I ( ~ , ~  2- ~',~) - (~(~) - -  ~ ' ) ) I §  ~(v) - ~(~') I 

und wie vorhin: 

I(u~,~- u~,,~)-- (uC~) u(~'))l< V(a~--a,,,), 

folgt sofort: 

[ U , , k - - U ~ , , k ] < 2 s  ftir v >~o,  ~ '>Vo.  

Also existiert ftir jedes k ein endlicher Grenzwert 

lim u , .  k -~- u s .  (43) 

Wi t  setzen { u k } ~  a. Aus der ers ten Ungleichung (42) folgt: 

�9 K 

1 - -  __ v ' >  ~o; "~ I(~ , ,~  - u ~ ,  ~) - -  (~v,~+ ~ ' , ~ + , )  I < ~ f~* ~ _> ~0, = 
k = l  

daraus dureh den Grenztibergang ~ ' - ~  00:  

K 

daraus dureh den Grenztlbergang K - ~ - c o :  

V (a ,  - -  a) < s ftir ~ > Vo, (44) 

und. da: 
v ( a )  < v (a~) - ~  V ( a - -  a~) ,  

gehfrt  a zu 2~. Sei 

Aus (44) folgt: 

u - -  lira uk. 
k~Oo 

! ~__~i (u~, ~ -  ~ ) - - ( u ~ ,  k + 1 -  u ~ + l )  

Da hierin wegen (43): 

[ u ~ , l - - u l  l < ~  

so ist auch: 

= [ (~v,1 - -  u l )  - -  (u  (v) - u) [  < ~. 

fiir fast alle v, 

ftir fast  a l l ev .  (45) 
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Arts (44) und (45) aber folgt: 

D (a , ' - -  a) ~ 3 ~ far fast alle v ; 

d. h. es ist L a,=a, and der Raum 934 ist somit v o l l s t a n d i g .  
v = o o  

Als polar en Raum ~4 kSnnen wir nehmen die Menge aller 
o o  

Folgen b l :  {vk }, f'~ die die unendliche Reihe ~ v k  konvergent ist. 
k = l  

In der Tat ist bekanntlich, wenn a =  {uk} zu 934 und b ~--{'v'k.} z u  
~ geh(ir% die Reihe 

o o  

U(~, b) - - ~  v~u~ 

konvergent. Setzen wir : 

s~= ~ § ~ + . . .  + v~, 

so ist die Folge {sk} beschr~tnkt. Aus der bekannten Umformung: 
K K--I 

k = l  k = l  

folgern wit durch den Grenztibergang K - ~  ~ wenn mit S die 
obero Schranke der [ski b~zeichnet und lira u k = u  gesetzt wird, 

F k ~ c x 3  

die Ungleichung 
CO 

Setzen wir: 

uk-----1 ftir k ~ K ~  u~-~-0 ftir k ~ K ,  

so ist : 
1) (a) : 1 ; U ( a ,  b) : s~:. 

Zufolge der Schlul~bemorkung yon w 1 ist also die p o I a r e M a fi- 
b e s t i m m u n g gegeben durch : 

A (b) ------ obere Schranke der Iv1 --~v~ -~-..--~-vk ]. 

Aus Satz I entnehmen wir daher: 
Xa. Se i  b~{v,~, k} e i n e  P u n k t f o l g e  aus  !~ 4. D a m i t  

d ie  O p e r a t i o n s f o l g e :  
o o  \ . 

U(a, b,) = ~ v.. ~u~ (n : -  1, 2 , . . . )  (~6~ 
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b e s c h r ~ n k t  sol in ~ ,  i s t  n o t w e n d i g  a n d  h i n r e i c h e n d ~  
daf~ es e i n e  Z a h l  M g e b %  so daft :  

] v , , , ~ - d - - v ~ , ~ - ~ . . . - - ~ v ~ , ~ l < M  f t i r  a l l e n u n d  a l l e  k. (47) 

Eine Gr  un d m e n g e q6 aus 9X~ wird gebildet dureh ~ die 
Menge aller Folgen {uk}: in denen ftir irgend ein lco ( =  1, 2: : . .  ): 

u k = O  ftir k</Co;  u k = l  far k > k  o. 

Denn die Menge | aller Linearkombinationen der Punkte 
yon q~ ist dann die Menge aller Polgen {u~}, in denen fast alle uk 
gleich sind; ist sodann a-----{uk} ein be!iebiger Punkt yon 9.I~: so 
wahle man zunaehst k s so grog: dag (wenn lim ~ = u): 

c o  

sodann u' k ftir k=~k o s% da~: 

ko m 1 

k ~ l  

U t Setzt man dann u~--=u'ko ftir k > k o ,  so gehSrt a '~---{ k} zu 
q~': und es ist 

k o - - 1  t:x3 

D (~ "') = ~ I(+~-- ~;) u' 
k ~ l  k ~ k  o 

Also ist q6' dieht in 9.I v Aus Satz III entnehmen wir daher: 

Xb. Se i  b~-----~ {v~,7~.} e i n e  P u n k t f o l g e  aus  ~D~. D a m i t  
d ie  in 9X~ b e s c h r ~ n k t e  O p e r a t i o n s f o l g e  (46) a u c h  kon-  
v e r g e n t  se i  in 9X~ i s t  n o t w e n d i g  u n d  h i n r e i e h e n d ,  
dag f a r  j e d e s  k 0 ( = l ~ 2  : . . . )  e in  e n d l i c h e r  Gren~zwer t  
e x i s t i e r e :  

{X3 

lira ~ v,,k. 
~ C O  k ~ k o  

Sei b ={vkt ein Punkt aus ~ und v eine beliebige ZahL 
Danh ist 

c o  

v(a: b) = ~ v~ u~ + v .  lira u~ 
k = O O  
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eine in g[~ stetige Funktion yon a. Also entnehmen wir ans Satz IV 
den Satz 1~) : 

Xc. S e i e n  b~ ={v~,k} u n d  b={vl~} P u n k t e  aus  ~ ,  u n d  
sei  v e i n e  b e l i e b i g e  Z a h l .  D a m i t  f a r  d ie  in g~ k o n v e r -  
g e n r e  O p e r a t i o n s f o l g e  (46) in g a n z  g~ g e l t e :  

(3O CO 

n ~ C x 2  k.~__i k ~ l  k ~ C : ~  

i s t  n o t w e n d i g  und  h i n r e i c h e n d ,  dal~ fu r  j e d e s  
k 0 ( =  1, 2, . . . ) :  

c o  (N~ 

lira "~, V~,k=V--~-'~Vk. 
r~=r k~___.k ~ k = k o  

5. D e r R a u m  9X 5. Es bestehe nunmehr der Raum 9.I aus 
allen Folgen {uk} endlicher Variation mit lira u~ ~ 0 .  Die Mal~- 

k ~ c o  

bestimmung sei gegeben dutch: 

D (a) : V(a).  

Den so entstehenden metrisehen Rsum nennen wit ~5. Die beim 
Raume ~I~ angestellten Betrachtungen zeigen~ dal~ auch 9/~ v o 11- 
s t a n d i g  ist. 

Als p o l a r e n R a u m ~5 ktinnen wir hier nehmen die Menge 
aller Folgen {v~}, far die die Folge der Teilsummen: 

sk~v~ d-v~ -d-"" d-v~ 

beschrankt ist. In der Tat ist dann bekanntlieh ftir jedes {u~} aus 
(ND 

g[5 und jedes {vk} aus ~5 die Reihe "~ukv~ konvergent. Wie in 
k ~ l  

!~a erhalten wir als p o l a r e  M a g b e s t i m m u n g  
/ 

h (b) = obere Schranke der ]s~ I . 

Aus Satz I entnehmen wir daher: 

XIa.  Se i  b~--{v,~, k} e i n e  P u n k t f o l g e  a'us ~5. D a m i t  
d ie  O p e r a t i o n s f o l g e  (46) b e s e h r g n k t  s e i i n  g[5, i s t  no t -  
w e n d i g  a n d  h i n r e i c h e n d  d ie  E x i s t e n z  e i n e r  Z a h l  M~ 
f a r  d ie  (47) g i l t .  

Eine G r u n d m e n g e ffr aus Jgx s wird gebildet dureh die Menge 
aller Folge n {uk}~ in denen ein Glied~---1, alle tibrigen = 0  shad. 

14) Fi i r  V~ = 0 (k  = 1, 2, . . . )  u n d  v = 1 is t  er da s  Sei tons t i ick  z u m  Satze 
yon  T o e p l i t z  (I. ei *:) bei B e s c h r a n k u n g  a u f  F o lgen  end l i cher  Var i a t ion .  
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Die l~enge (~' aller Linearkombinationen der Punkte yon ~ besteht 
dann aus allen Folgen {uk}, in denen fast alle uk = 0 sind, und 
wie bei 92~ erkennt man~ dal] | dicht in 925 ist. Aus Satz III ent- 
nehmen wir daher: 

XIb. Se i  b ~ =  {v~,k} e i n e  P u n k t f o l g e  aus ~5. D a m i t  
d ie  in 925 b e s e h r ~ i n k t e  O p e r a t i o n s f o l g e  (46) a u c h  kon-  
v e r g e n t  se i  in 925~ i st n o t w e n d i g  , r i d  h i n r e i e h e n d ~  dag  
f a r  j e d e s  k e in  e n d l i e h e r  G r e n z w e r t  lim v~,k e x i s t i e r e .  

CO 

Sei b :-- {vk} ein Punkt a,s ~s~ dana ist ~ VkUk stetig in 925, 
also folgt aus Satz IV : k=~ 

D a m i t  f ~ r  d ie  in 925 b e s c h r a n k t e  O p e r a t i o n s f o l g e  (46) 
in ganz 925 gelte: 

CO 00" 

n ~ r 1 7 6  k ~ l  k ~ l  

i s t  n o t w e n d i g  a n d  h i n r e i c h e n d ,  dag  f a r j e d e s  k: 

lira v~, ~=vk .  
n ~ c o  

w 7. L i n e a r e  Transformationen unendl icher  Reihen.  

6, D e r R a u m 926. Nuilmehr b0stehe der Raum 92 aus allen 
Folgen reeller Zahlen a ~  {uk}~ fiir die: 

co 

D (~) = ' ~  [.~ ] (4s) 

endlich ist~ d. h. aus allen absolut-konvergenten nnendlichen Reihen. 
Die Ma~bestimmung sei gegeben durch (48). Den so entstehenden 
metrischen Raum nennen wit 92 6. 

Ist ~ = { ~ , , }  eine hnktrolge a.s  920, so beae.tet 

L 6~v ----- a 

soviel wie : 
co 

. lira ~lu,,k--u, l = 0 .  (49) 
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Sei nun {a ,}  eine Cauchysehe Punktfolge alas gs" Zu jedem s > 0  
gibt es d ann ~ ein v0~ so dag: 

0 o  

"~1~,~--~,,~1<~ fur ~>vo, r (~o) 
k ~ l  

mithin orst reeht: 

f ~ ,k - -U~ ' ,k l<  s fur v > % ,  r  

Also existieren endliche Grenzwerte: 

lim u~, k ~--- Uk. 
~ o o  

Aus (50)folgt zunaehst far jedes K :  
K 

~lu~,k--<~ls  fur ~>~0,r 
k ~ l  

Daraus dutch den Grenztibergang v ' - - ~ - o 0 :  
K 

~,]U~,,k--Ukl<$ far Y>Y0, 

daraus dct~rch den Grenztibergang K - - ~ :  oo die Gleichung (49). 
Aus dieser folgt nun wegen: 

c o  oo oO 

, k = l  k ~ l  k ~ l  

zunachst~ daft {uk} zu 9~ 6 gehSrt~ sodann daI3 L a~ = a.' Also  ist 
016 v o l l s t a n d i g .  ~ = ~  

Als p o i a r e n  R a u m  ~6 kSnnen wit  die Menge aller be- 
schri~nkten Folgen b ~--{vk} nehmen. Far  jedes a aus ~6 und 
jedes b aus !~ 6 hat dann die Fundamentaloperation U(arb ) einen 
Sinn~ und es ist: 

(:X3 

u(~, b)< v. ~ I~1, 
k ~ l  

wenn V die obere Schranke der I vkl bedeatet. Zu jedem s > 0 
gibt es ein Vko~ so daiS: 

Iv,~ol> r--~. 
Setzen wir nun: 

U k o ~ l ,  uk~---0 far k~ko~  

so ist fiir diese Folge a = {uk}: 

. D ( a ) = l ;  IU(a,b)l> v - ~  
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also ist durch V die p o 1 a r e M a 1~ b e s t i m m u n g gegeben, d. h. : 

h (b) = obere Schranke der [ vk I. 

Aus Satz I entnehmen wir daher: 

X I I a .  S e i b , ~ - { v ~ , k }  e i n e  P u n k t f o l g e a u s ~ }  s. D a m i t  
d i e  O p e r a t i o n s f o l g e :  

CXD 

U(a, b~) -= "~ v~, k uk (51) 

b e s e h r ~ n k t  s e i  in  9.1s~ i s t  n o t w e n d i g  u n d  h i n r e i c h e n d ~  
dal~ as e i n e  Z a h l  M gibt~ so dal~: 

]v~,kI<~M f t t r  a l l e  n u n d  /s. 
', / 

Eine G r u n d m e n g e IN aus 9/s wird gebildet durch die- 
jenigen Folgen {uk}~ in denen nur ein Glied =-- 1, alle anderen = 0 
sind. Das zugehbrige (~ ist die Menge aller Folgen~ in denen fast 
alle Glieder = 0 sind. Bezeiehnen wir mit a~ diejenige Folg e {u;}~ 
in der 

u ~ = u k  f a r  k < v ;  u' 

so ist : 

als0 ist lim D ( a -  a~)~---0, d. h. if6' ist dicht in ~s. Aus Satz I I I  

entnehmen wir daher : 

Sol  ei e P  ktrolge Da- 
mit  d i e  in  9.Is b e s e h r ~ t n k t e  O p e r a f ' i o n s f o l g e  (51) a u c h  
k o n v e r g e n t  se i  in  9.t6~ i s t  n o t w e n d i g  a n d  h i n r e i c h e n d ~  
daft  f t i r  j e d e s  k e i n  e n d l i e h e r  G r e n z w e r t  lira v~,k v o r -  
h a n d e n  sei .  ~=-~ 

Da endlich ftir jedes b aus !~ s die Operation U (a~ b) stetig" 
in 9/s ist~ folgt aus Satz IV:  

XIIc .  S e i e n  b~ ~--~-{v~,k} u n d  b = ' { v k }  P u n k t e  a u s  ff~6" 
D a m i t  f t i r  d i e  in  92 s k o n v e r g e n t e  O p e r a t i o n s f o l g e  (51) 
in  g a n z  9I s g e l t e :  

Cx3 o o  

lira 

i s t  n o t w e n d i g  u n d  h i n r e i c h e n d ~  dal~: 

lim v;~, k---~Vk f i i r  a l l e  L 
n ~ C ~ 5  
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7. D e r  R a u m  9/7. Nunmehr bestehe der Raum 9/ aus allen 
Folgen reeller Zahlen a =  {u~}, ftir die: 

1 

= (p  > 1) (52) 
= 

endlieh ist. Die Ma[~bestimmung sei gegeben dureh (52). Den so 
entstehenden metrisehen Raum nennen wir 9/7- Ist a~ ~ {u , ,~}l  ' so 
bedeutet L a .  = a soviel wie : 

v ~ o o  
o o  

lim ~ l u~,,~-- uk I' = 0. 
~ ' ~  k ~ l  

Analog wit  bei 9/a wird naehgewiesen, dag 9/7 v o l l s t g n d i g  ist. 
A l s  p o 1 a re  n R a u m ~37 ksnnen wir die ~Ienge aller Folgen 

b =  {vk} wahlen, ftir die: 
/ ) - - 1  

(b) = I v~ (53) 

endlieh ausfallt. Wogen der bekannten Ungleiehung: 

, ~ 1  

hat dann ftir jedes a aus ~7 und jedes b aus !~ 7 die Fundamental. 
operation U(a, b) einen Sinn. Setzen ;wir: 

1 

I ~ I ~ -~  u k = s g n v ~  c~ ~ 1 ( k = 1 1 2 , . . . ) 1  

so wird : 
D (a) 1; 

also ist dureh (53) die p o l a r  
Satz I entnehmen wir daher: 

.~ (~ ,  b) = a (b); 

e M a g b e s t i m m u n g  gegeben. Aus 

XI I Ia .  S e i  b , = { v ~ , k }  e i n e P u n k t f o l g e  aus~37. Da-  
m i t  d i e  O p e r a t i o n s f d l ' g e ( 5 1 )  b e s c h r ~ n k t  s e i  in  9/71 i s t  
n o t w e n d i g  u n d  h i n r e i c h e n d ,  dat~ es e i n e  Z a h l  M g i b t ,  
so dal~ : 

o 3  Io 

k = l  

Eine G r u n d m e n g e  • aus ~7 wird auch hier gebildet 
dureh die { } . . __ g Folgen u~ ~ in denen ein Gl ied- -11  alle tibri e n -  0 
sind,; man erkennt das analog Wle be1 91 6. Also: 
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xIIIb, se i  b~= {v,~,~} eine Punk t fo lge  aus  ~7. Da- 
m i t  d ie  i'n N7 b e s e h ) a n k t e  O p e r a t i o n s f o l g e  (51) a u e h  
k o n v e r g e n t  sei  in ~7.~ is t  n o t w e n d i g  u n d  h i n r e i e h e n d ~  
dal~ ftir j e d e s  k e ln  e n d l i e h e r  G r e n z w e r t  lira v.,~ 
e x i s t i e r t .  +~=c~ 

Wie wir wissen~ ist far jedes baus  ~7 die Operation U(a, b) 
stetig in g[7. Also: 

u n d  b =  vk P u n k t e  v o n ~ 7  xm . S e i e n  { } . 
D a m i t  f t i r  d i e  in 9~ 7 k o n ' v e r g e n t e  O p e r a t i o n s f o l g e  (51) 
in g a n z  N7 g e l t e :  

GO 

' lim ~V,~,kUk= ~ v k u l , ,  
n ~ C o  k~---1 k ~ 1  

i s t  n o t w e n d i g  u n d  h i n r e i c h e n d ~  dag :  

lira V~,k--~Vk f t i r  a l l e n .  

8. D e r  R a u m  ~s. Nunmehr bestehe der Raum 9.I aus allen 
Folgen reeller Zahlen u ~---{u~}, far die die Reihe 

c o  

~u~ 

konvergent ist. Die Teilsammen dieser unendliehen Reihe bezeichnen 
wir mit: 

k 

und fahren .die Magbestimmung ein: 

D(a)  = obere Sehranke der Isk f. (54) 

Den so entstehenden metrischen Raum nennen wir 9,1 s. 

Ist a,  - -  { u, ,k  }., so bedeutet L a~ = a soviel wie: zu jedem 
s > 0 gibt es ein ~0, so dal~ "=~  

k 

1 2 ( u ~ , 2 - - u a )  l < s  ftir v:>Vo und alle]c. 
2 = 1  

Sei {u,} eine Caueh.ysehe ISunktfolge aus 2s.  Wir setzen: 

k c o  

gv, k = ~ q~,, 2 ; S(r) = ~ q~v, k. 
2 ~ I  k ~ l  

Zu jedem a > 0  gibt es ein %, so daft: 

f S,, k sr ~ ] < ~ far v >= %, v' > '% und alle k. (55) 
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Far  jedos k oxistiert ~taher eifi eMlicher Grenzwert: 

Wir  setzen : 

sk = lira s~, k. 

Aas (55) foigt durch den Grenztibergang ~' ~ e,~: 

I s ~ , ~ - - s k t  < ~  ftir V>~o und alle k~ (56) 

d. h. die Konvergenz der s~, k gegen die s~ ist gleiehm~l~ig ~n k. 
Es folgt daher die Existenz eines endliehen Grenzwertes: 

s : lira s(~) 

und das Bestehen yon: 

(N) 

~ u ~ = l i m s k = s .  
k ~ l  Ir ~ r 

Die Folge a =  {uk} gehSrt daher zu 9gs, und (56) besagt das 
Bestehen yon La~-=a .  Also ist g[8 v o l l s t a n d i g .  

~ ~ t:x3 

Als p o 1 a r e n R a u m !3 s wi~hlen wir die Menge aller Folgen 
b ~--- { vk} endlicher Variation (w 6). Fur  jedes a aus 9~ s und jedes 
b aus ~ s  hat dann U(% b)einen Sin% und es ist~ wenn v = - l i r a  vk 
und k = ~  

a (b) = . ~  I v ~ -  ,~+,  J-t-Iv I = r(b) § I ~ I 
C 2 ( 3  

k ~ l  

gesetzt wird : 
l u (~, b) [ =< D (a). ~ (b). (57) 

Wir wi~hlen ferner~ wenn ~ > 0 beliebig gegeben ist~ 1% so 
grog, dal3 :, 

k o - - 1  

und setzen : 

sgn ( v ~ - - v k + l ) = ~ k ;  sgn Vk~----~kl 

Ul"--'~l; U k - - - ~ $ ~ - - ~ k - - l ( k ~ 2 ~ 3 ~ . . . ~  k o ~ l ) ;  

U~o-----~ko- ako-~; u ~ O ( k > k o ) .  
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Dann ist ftir a =  {uk} offenbar D (a)~- 1 und 

V (r b) = ~1 qdl + ~ (~k - -  ~k--1) Vk + (~k o - -  ~ko--1 ) Vk o = 
k ~ l  

= 

Also ist dureh A (b) die p o 1 a r e ~r a B b e s t i m m u n g gegeben~ 
und wit haben: 

, X I V a .  Se i  b~{v~,k} e i n e  P u n k t f o l g e  aus  ~s. 
D a m i t  d i e  O p e r a t i o n s f o l g e  (51) b e s c h r a n k t  se i  in  ~I8~ 
i s t  n o t w e n d i g  u n d  h i n r e i e h e n d ~  dab es e ine  Z a h l  M 
ffibt~ so d a g :  

cO 

Iv,,~--v,,~+~l+llimv~,~l~M f a r  a t le  n. 
k = l  k.= r 

E i n e  G r u n d m e n g e  i S a u s  ~i s wird gebildet durch die 
~Ienge aller Folgen {uk}~ in denen nur ein u~:---1r alle tibrigen 
= 0 sind. In der Tat~ die zugeMrige Menge $ '  besteht dann aus 
denjenigen Folgen {u[.}, in denen fast alle Glieder --=0 sind; in 
der Folge der Teilsummen {s;~} abet haben dann fast alle Glieder 
denselben Wert; sei nun a =  {ui:} ein Punkt aus gs  und {Sk} 
die Folge der  Teilsummen der u~; wie  wir bei Betraehtung des 
Raumes 9.Is gesehen haben,=gibt es dann eine Folge {s;}, in der 
fast alle Glieder gleich sind~ und far die: 

]sk--s~l<a far alle k. 

Ist a' = { u ~ }  die Folg% deren Teilsummen die s'k sind~ so 
gehSrt-{u~} zu | u n d e s  ist D ( a -  a ' ) <  s, also ist |  dicht in 
~s. Wit haben daher den Satz~5): 

XIVb. Se i  b,~={v,,~} e ine  P u n k t f o l g e  aus  ~s. D a m i t  
d i e  in  9.I s b e s c h r a n k t e  O p e r a t i o n s f o l g e  (51) a u c h  k o n :  
v e r g e n t  se i  in  9.Is~ i s t  n o t w e n d i g  u n d  h i n r e i c h e n d ~  dat3 
f a r  j e d e s  k e in  e n d l i c h e r  G r e n z w e r t  lira v~,,k e x i s t i e r t .  

15) E r  enthalt als Spezialfall einen yon J.  H a d a m a r  d bewiesenen S a t z :  
ActaMath .  27 (1913), S. 177. Vgl. hiezu J. S c h u r  1. e. ~)~ S. 104. Man hat zu 
setzen : 

v n ,  k ~ T k  fiir k<=n 

v n, k ~ O fiir ] c > n .  

~Iona~sh. fiir Ma~hematik u. Physik. XXXII. Band. 3 
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GeMrt b--~ {vk} zu 93s, so ist U(a, b) stetig in 9Xs, also gilt! 

XIVc. S e i e n  b,~={v~,,~}und b = { v ~ }  P u n k t e  aus  ~s. 
D a m i t  f t t r  d ie  in  ~s k o n v e r g e n t e O p e r a t i o n s f o l g e  (51) 
in  g a n z  ~I s g e l t e :  

O(3 

lira ~ Vn, k~k-..~---'~Vk~ltk, 

i s t  n o t w e n d i g  u n d  h i n r e i c h e n d ~  dag :  

lim V~,k=Vk f t t r  a l l e  k. 

9. D e r R au m 92 9. ~unmehr bestehe tier Raum 92 aus allen 
Folffen reeller Zahlen a----~-{uk}~ far die die Folge der Teilsummen 
{ sk } besehr~nkt ist. DieMaftbestimmung sei wieder gegeben dureh (54): 
Den so entstehenden metrischen Raum nennen wir ~I 9. Die fur ~l s 
durehgeftihrte Argumentation~ die zLt (56)fiihrt~ zeigt~ daft aueh 
9X 9 v o l l s t ~ n d i g  ist. 
~ Als p o l a r e n  R a u m  ~9 wahlen wir die Menge b~{vt:} 

aller Folgen endlieher Variation mit 

lira vT~ = 0. 
k~oo 

Ftir jedes a aus 929 und jedes b aus ~ hat dann U(a(b)'einen 
Sinn~ und es gilt: wenn 

,a Ivan- I= V(b) (58) 
k ~ l  

gesetzt wird~ wieder (57). Setzen wir: 

sgn (v~-- vk+~) -~- ~1:; 

so ist 

D (~)~- -  1 ;  U((~, b) = ol q) 1 ~F'~(~k--~k--1)Vk---'~ I Vk--Vk.~l I = A  (b);  
k~2 k ~ l  

also ist dureh (58)die p o l a r e  M a f t b e s t i m m u n g  gegeben. Wir 
haben daher den Satz: 

XVa. S e i  b~,.-.~.{vn, k} e i n e  P u n k t f o l g e  aus  ~9. D a m i t  
d i e  O p e r a t i o n s f o l g e  (51) b e s e h r ~ n k t  s e i i n  929~ist not-  
w e n d i g  u n d  h i n r e i c h e n d ,  daft es e i n e  Z a h l  M gibt~ 
so daft:  

co 
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Eine G r u n d m e n g e  |  ~9 wird gebildet durch die Menge 
aller Folgen {uk}, in denen die Glieder, die 4= 0 sind~ abweehselnd 
die Werte 1 u n d -  1 haben. In der Tat~ bildet man zu jeder 
solchen Folge {uk} die Folgo der T eilsummen {sk}: so erhalt man 
die samtlichen Folgen~ in denen nur die Zahlen 0 and 1 vor- 
kommen. Die Menge aller Linearkombinationen endlich vMer {sk} 
ist also die Menge aller jener Folgen {si}, in denen nur endlieh 
viele verschiedene Zahlen vorkommen; die zu | gehtirige Menge 
| ist also die Menge aller jener Folgen {u~}, deren Teilsnmmen 
s~. nur endlich viele versehiedene Werte annehmen. Sei nun 
a ~--{uk} ein Punkt aas 9I 9 und {sk} die F olge der Teilsummen 
der uir wie wir bei Betrachtung des Raumes 9/1 gesehen haben: 
gibt es dann eino Folge {s;}~ in der es nur endlich vMe ver- 
schiedene Zahlen gibt, and ftir die 

I sk --  s~ I < ~ fttr alle k. 

Far  die zugehSrige Folge a' ----- {us aus | ist daher D (a - -  a') < s, 
also ist (~' dicht in 9.I9, and wir haben: = 

O,o  die  in  ~9 a t i o n s f o l g e  (51) a u c h  k o n -  
v e r g e n t  se i  in  9.19, i s t  n o t w e n d i g  u n d  h i n r e i e h e n d ,  da$  
f a r  j e d e  ( e n d l i c h e  o d e r  u n e n d l i c h e )  F o t g e  w a c h s e n -  
d e r  I n d i z e s  k~. e i n  e n d l i c h e r  G r e n z w e r t  

i - - 1  

lira ~ (--  1) v,,~, k i (59) 

v o r h a n d e n  sei. ', 

GehSrt b .= {vk} zu ~9, so is~ U(a, b) stetig in 9X 9 ; also gilt: 

XVc. S e i e n  b,~= {v~,k} a n d  b =  {vl,} P u n k t e  aus!D9. 
D a m i t  f t i r  d i e  in  g9 l ~ o n ~ ; e r g e n t e O p e i : a t i o n s f o l g e  (5i) 
in  g a n z  ~I~ g e l t e :  

1X3 CO 

lim "~ v.~,k uk = ~ v~ uk, - (60) 
k = l  k = l  

i s t  n o t w e n d i g a n d  h i n r e i c h e n d  ~ d a l ~ f t i r j e d e ( e n d l i e h e  
o d e r  u n e n d l i e h e )  F o l g e  w a e h s e n d e r  I n d i z e s  n~: 

�9 I 

v~, k,. = "~ ( - -  vk,,. (61) 
i i 

Sei sJ~ die ~enge aller Indizes~ die einer der Ungleichungen 
geniigen : 

3 e 
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zu denenr wenn die Folge der k~ endlich ist und mit einem k; yon 
u n g e r a d e m  Index~ etwa k2j-: endet: noch hinzukommt: 

Dann kann in (59) auch gesehrieben werden: 

:~ (-- 1)'-' k v~,k~. = ~ ,  (v,,, - -  v,,, k+:). (62) 
i g)2 

C O  

Da {v,,~} zu ~9 geh~rt, ist ~ ] v,~, 7,-- v~,k+t I enalieh, d. h. 
k ~ l  

{v,~,~--v~,k+:} gehSrt zu ~1- Aus Satz V I  kSnnen wir nun 
folgern : 

XVI. D a m i t d i e B e d i n g u n g v o n S a t z X V b  e r f a l l t s e i ~  
i s t  n o t w e n d i g  u n d  h i n r e i e h e n d ~  d a g  d i e , b e i d e n  Be- 

e r f i i l l t  s e i e n :  
- 7 -  

j e d e s  k e x i s t i e r t  e i n  e n d l i c h e r  G r e n z w e r t  
d i n g u n g o n  

1. F t i r  
lira v~, k: 

2. Z u j  e d e m  ~ > 0  g i b t  es e i n  ko, so dal3: 
(DO " 

~ ] v , , , k - - v ~ , k + ~ l = < s  f a r  a l l e n .  
k=ko 

Bedingung 2. ergibt sieh unmittelbar aus Satz VI. An Stelle 
yon 1. ergibt sieh aus Satz VI zunaehst die Existenz eines end- 
lichen Grenzwertes : lira (v~, k - -  %,, k+:)~ und somit aueh : 

lira (v,~, ~ - -  v~, k,) fiir jedes k' > /~ .  Nun folgt aber aus 2. far jedes 
n ~ l T ~  

k' > k 0 und jedes K > k':  
K 

fur n; 
n ~ k  r 

hioraus dureh den Grenzaborgang K - ~  cx>~ wenn man beaehtet~ da.g 
{vn,~} zu ~9 geh~rt, also lira v,,, k- - -0  ist: 

k ~ o o  

Iv,~, krl ~ s far k' ~ k o und aile n .  (63) 

Existiert nun ein endi'ieher Grenzwert lira (v~, k, - v~, e), so gibt 
es ein no, so dag: ~=r 

I (V,~,k--Vn, k,)--(V,~,;~--V~,,k,)[<s far n :>no ,  n '>=n o. 

Wegen (63) folgt daraus: 

[V,~,k--V~,,kl<ga far n>no ,  n '>no,  
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d. h. die Existenz eines endlichen Grenzwertes lim v~, ~. Damit ist 
Satz XVI bewiesen. ,=cr 

Wie beim Beweise yon Satz VII  b sehen wir~ dab wenn die 
vn, k den beiden Satz XVI gentigen, Bedingungen yon die Folge 

~er Zahlen : 
c o  

~(bn)= ~_j [Vn, k--V,~,k.-~-I I 
k = l  

beschrankt ist, und somit naqh Satz X V a  die Operationsfolge (51) 
beschrankt ist in 929. 

An Stelle yon XVb erhalten wir daher den Satz: 16) 

XVIIb. Se i  bn---~{v,,,~} e i n e  P u n k t f o l g e  aus  !3 9. Da- 
m i t  d i e  O p e r a t i o n s f o l g e  (51) k o n v e r g e n t  se i  in 2~, i s t  
n o t w e n d i g  u n d h i n r e i c h e n d ,  dag  d i e B e d i n g u n g e n  y o n  
S a t z  XVI e r f t i l l t  s e i en .  

An Stelle yon XVc erhalten wir: 

X~(IIc. S e i e n  b . =  {v., ~} u n d  b~-  {v.} P u n k t e  au s  ~9" 
D a m i t  f t i r  d i e  in  929 k o n v e r g e n t e  O p e r a t i o n s f o l g e  (51) 
in  g a n z  92b (60) g o l t e ,  i s t  n o t w e n d i g  u n d h i n r e i c h e n d ,  
dag  

lira V,,k'~Vk f u r  a l l e  k. "(64) 

In der Tat, es ist nur zu z~igen, dag (61) aus (64) gefolgert 
werden kann. Sei zu dem Zwecke ~3~ die ~enge aus (62): ~ '  die 
Menge allot Zahlen aus ~ ,  die < k 0 sind, Y]t" die Menge der tibrigen 
Zahlen yon ~)~. Wegen 2. yon Satz XVI kann 1% so grog gew~thlt 
werden, dag : 

<-3-' 
,5 

~t t  

Wegen (64) ist 

ftir fast a l len.  

Daraus folgern wir sofort: 

"~(V,, ,k--V~,k+l)  "~(V~--V~+I) < 5  fiir fast a l len.  

16) Vffl. Ful~noto is). 
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Also ist: 

lira ~ ( - - - 1 )  ~'-~ v,~,ki= lim "~(v,~,k--v,~,~+~)--~ 

!lR i 

w0mit (61) bewiesen ist. 

w 8. Folgen iinearer Integraloperationen. 

In diesem Paragraphen bedeuten sowohl die Punkte yon 92 als 
aueh die Punkte yon ~ Funkti0nen einer reellen Ver~nderliehen x~ 
die in einem gegebenen Intervalle [% ~] definiert sind abgesehen 
yon Rullmengen, wobei zwei Funktionen, die sieh nut  in einer ~qull- 
mange unterseheiden, als identiseh betraehtet, d. h. dureh denselben 
Punkt yon 92 (bzw. yon ~) repr~sentiert werden. 

Ist a = f ( x ) ,  a 1 = f l ( x ) ,  so ist zu verstehen: 

) , a=) , f ( x ) ,  a -  l- a 1 = f ( x ) - l ,  f l  (x ) . 

Ist a = f ( x ) ,  b = ~ (x), so sell die Fundamentaloperation sein': 

U (a, b) = ( f (x)  r dx .  
a 

10. D e r  R a u m  921o. Es bestehe 92 aus allan Funktionen~ 
die in [% ~] integrierbar sind (d. h. ein e n d l i c h e s  Lebesguesches 
Integral besitzen). Die Ma[~funktion sei ftir a :=  f (x)  gegeben d u t c h :  

fi 

9 =f!/(x)i dx; 
a 

den so entstehenden metrisehen Raum nennen wir 921o- 

Sei a~ = f ~  (x) eine Punktfolge aus 921o ; dann heilat L a+ = a 
soviel wie i ~ = + 

fi 
lim f Ifi - - f [  dx  = O. 

$ ' ~ 0 0  
a 

Sei nun a , = f ~ ( x )  eine Cauehysehe Punktfolge aus 9Xlo; es gibt 
dann zu jedem ~ > 0 ein re, so dag: 

fi 

f = Vo ~ (65) I f i - - f i ,  l d x < ~  ftir v > % ,  v'>= 
a 
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ftir jedes k ~ 0 ist dann der Inhalt der Menge aller Punkte von 
�9 S 

[% ~], in denen !fi--fi,] ~ k xst, ~ - .  Also konvergiert {fi} in [a, ~1 

asymptotiseh ~7) gegen eine mel~bare Fnnktion f. Es gibt ferner in 
{ f i }  eine Teilfolge {f,/} die in [% ~] wosendieh-gleiehm~tNg gegen/  
konvergiert ,s); dann konvergiert I.D --fi<l wesentlieh gleiehmal]ig 
gegen 1)%-f/- Es gibt daher eine monoton-wachsende Mongenfolge 
{ g)2j }, deren Vereinigung [a, ~] ist (abgesehen yon einer Nullmenge), 
und atff deren jeder If , - /~,1 gleichmiNg gegen If, fi  konver- 
giert; dann aber ist, bei Bertieksiehtigung von (65): 

lim ftlr v>_v o.__ 

Daraus abor folgt: 
fi 

f!f -ft 
a 

Wegen : 

ftir v:>v o . (66) 

a iz  a 

folgt daraus weiter, dal~ f l f i d  x endlieh ist, d. h. f(x) gehSrt Zl] 

t a 
9~1o. Ist a=f(x ) ,  so besagt (66): 

L a ~ - a ;  
,iJ ~ o o  

damit ist gezeigt, dal] 9Xlo vo l l s t~ tnd ig  ist. 
Als p o l a r e n  R a u m  !Dlo nehmen wir die Nenge aller in 

[a, ~l mel]baren Funktionen q~ (x), die in [u, ~] bei Vernachlissigung 
yon Nullmengen 19) besehr~tnkt sinE. Ftir jedes a--~f(x) aus 9~1o 
und jedes b-=:c~(x) aus !~lo hat dann die Fundamentaloperation 
U(a, b) einen Sinn, und setzt man: 

h (b) = obere Sehranke yon [ ~] in [% ~] (67) 
bei Vernaehlissigung yon Nullmengen, 

so ist: 
U (a, b) ~ D (a). ~ (b). 

17) H. H a h n ,  Theorle tier reellen Funkt ionen I, S. 570 ft., insbesondere 
S, 573, Satz VI. 

as) 1. e. i~), S. 572, Satz V. 
i9) Vgl. I. e. 17), S. 173. 



40 Hans Hahn. 

Ist s > 0 beliebig gegeben, und ~ die Menge aller Punkte 
yon [% ~], in denen [ ~ I ~ h (b) - -  s, so ist der Inhalt } ( ~ )  > 0. 
Setzen wir : 

sgn ~ auf ~ ; f(x) : 0 aulterhalb ~ ,  f (x) - -  ~ ( ~ )  

so wird ftir a ~---f(x): 

..... D (a) == 1; U (a, b) > h (b) --  ~. 

Damit ist gezeigt, dag durch (67) die p o l a r e ~ [ a g b e s t i m m u n g  
gegeben ist. 

Aus Satz I folgern wir daher: 

XVIIIa .  Sol  b,~=%~(x) e i n e  F u n k t i o n e n f o l g e  a u s  
~1o.  D a m i t  d ie  O p e r a t i o n s f o l g e :  

fl 

g (a, b.,~) = i f ( x )  ~,~ ( z )dx  ~ ( 6 S )  
a 

b e s c h r ~ n k t  se i  i n ~ l o ,  i s t  n o t w e n d i g  u n d  h i n r e i c h e n d  I 
dal~ es e i n e  Z a h l  M g e b e ,  so dal~ t i b e r a l l  i n  [%~], ab- 
g e s e , h e n  y o n  N u l l m e n g e n :  

[r f u r  a l l e n .  

Eino G r u n d m e n g e @ aus 21 o wird gebildet durch die Menge 
aller Funktionen f(x),  die = 1 sind in einem Teilintervall [~, ~] 
yon [a, ~], s0nst = 0. In der Tat,. die die zugehiirige Menge (~' 
bildendon Funktionen f* ( x ) h a b e n  dann folgende Gestalt: es 
gibt eine Zerlegung a ~-- x o < x 1 < .  �9 �9 < xk_ 1 < xk ~ ~ so da~ 
i f (x)  konstant ist in [Xo, xl)  , [xl, x~),. . .[xk_ ~, x1~-1), [xt~-l, xi]. 
Sei nun f (x)  eine beliebige Funktion aus 21o. Wahlen wir n hin- 
langlich grog und bezeichnen mit f~ die Funktion, d i e = f  ist, 
wo If[  < n ,  und = 0 ,  wo If[ ~ n ,  so ist: 

f t f--J-'1 ] d x < e .  (691) 
c~ 

Sodann kSnnen wir zwischen - - n  und n endlich vide Zahlen 
- -  n ~-- z o ~ za < �9 . �9 < zz_ 1 < zz ----- n einschalten~ so dal~, wenn 
~)?i die hIenge a l l e r  Punkte yon [% ~] bedeutet, in denen 
z~._ x < fl  ~ & und fe dieFunkti0n~ die ~ z i is t  auf ~ . ( i  = l i 2~ ...~ l): 

-]']A - - A  l d x ~ e .  (69~) 
a 
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Sodann gibt es in jeder der Mengen ~ ,  einen abgesehlossenen 
Tell, so dal~, wenn f~ -~- z~ auf 9Xi (i ~ 1, 2, . . . ,  l) und ~- 0 aul~er- 
halb allot 9Xi: 

j IZ--kldx~.  (69a) 
a 

Da die abgeschlossenen ]V[engen 9/~ zu je zweien fremd sind 
und daher za je zweien positiven Abstand haben, gibt es endliche 
Intervallsysteme | ~,- 9/i, so dab je zwei ~ i  fremd~ und so dal3 
wenn f~ ~ zi auf ~ ( i  ~ 1, 2, . . . ,  l) und ~ 0 aul~erhalb aller ~ :  

f Ifa--f~l dx<a. (694 ) 
J 
a 

Aus.,don Ungleichungon (69) abet folgt: 

p 

�9 flf.Ala.<4 . 

Diese" Funktion f~ aber ist (abgesehen yon der endlichen Menge 
ihrer Unstetigkeitspunkte) eine Funktion f* aus ~'.  Ft~r a: f (x ) ,  
a ' ~  f* (x) ist also : 

b (a - -  a') =< 4 ~, 

somit ist ~J' dicht in 9~1o. 

Dies ergibt: 

XVIII  b. Se i  b,,~--- qo,, (x) e i n e  P u n k t f o l g e  aus  ~Jlo. D a m i t  
d ie  in 921o b e s e h r t t n k t e  O p e r a t i o n s f o l g e  (68) a u e h  kon -  
v e r g e n t  se i  in  9/t0 , i s t  n o t w e n d i g u n d h i n r e i c h e n d ,  dal] 

p 
f t t r  j odes  ~ a u s  [% ~) e in  e n d l i e h e r  G r e n z w e r t  lira dx 
v o r h a n d e n  Sei. ~=co$ 

Und da ftir jedes baus  ~1o die Operation U(a, b)stetig ist 
in ~1o; ~o hab~n wir den Satz"~ 

XVIIIc.  S e i e n  b,~= %,(x) und b : ~ (x) P u n k t e  aus  ~1o. 
D a m i t  f t i r  d i e  in  ~ o  k o n v e r g e n t e  O p e r a t i o n s f o ! g e  
(68) in g a n z  9/lo g e l t e :  

p p 

vg  a " 

=o) H. L e b 6 s g u e ,  Ann. Toni. (8), 1 (1"909), S. 5"2. 
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i s t  n o t w e n d i g  u n d  h i n r e i c h e n d ~  dal~: 

fl fl 
lira f  dx=f ax ftir a l l e  ~ a u s  [a, ~). (71) 

l l .  D e r  R a u m  9211. Es sei p eine Zahl > 1, und es bestehe 91 
aus den in [% ~1 mel~baren Funktionen a ~ f  (x), ftir die das integral 

f l f [  ~' dx endlich ist. Wir  setzen : 
a 1 

/9 (a) = ~ I/1 p dx 

und nennen den so entstehenden metrischen Raum 9.I~. Hier be- 
deutet L a~ = a soviel wie : 

7 2 ~ O O  

fl 

) i = m f  I f i -- f]~ dx = 0 .  
. a 

Ganz analog wie bei 921o weist man nach~ dal~ auch 9.111 vo l l -  
s t ~ n d i g  ist. 

Als p o l a r e n  R a a m  ~ 1  w~hlen wir die Menge aller in 

[% ~] megbaren Funktionen b = ~ (x), for die f lr ]p---~P) dx endlieh 
ct 

ist. Bekanntlieh hat dann ftir jedes a aus ~/11 und jedes b aus ~ l t  
die Fundamentaloperation U (a~ b) einen Sinn~ und zwar ist, wenn 
man setzt 

/~t (b) : I'~ I p 1 d X  (7~)  

nach der  Ces~ro-Hslclerschen UngIeichung: 

z 
I U(a,  b)l----- . f f ~  dx < D i ~ ) . a  (b). 

a 

Setzt man noch : 
1 
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so wird: 
fl 

D(a)=-- 1; A(b)=ff~dx, 
a 

womit gezeigt ist~ dal~ dureh (72) die p o 1 a r e 3I a 13 b e s t i m m u n g 
gegeben ist. Damit haben wir: 

XIXa.  S e i  b,,=~,(x) e i n e  P u n k t f o l g e  aus  ~11. Da- 
m i t  d ie  O p e r a t i o n s f o l g e  (68) b e s e h r a n k t  sei  in~311 , i s t  
n o t w e n d i g  n n d h i n r e i e h e n d ~ d a f ~  e s e i n M g i b t ~  so dal~: 

fl [ , ]r  f t t r  a l l e n .  
a 

Analog wie bei 9.Ilo weist man naeh~ dal3 aueh in Nll die 
Menge aller Fnnktionen die = - 1  sind in [~ ~], sonst = 0 ,  eine 
G r u n d m e n g e bilden. Damit haben wir : 

XIXb. Se i  b,~=-%,(x) e i n e  P u n k t f o l g e  arts ~31~. Da- 
m i t  d i e  in ~lt b e s e h r ~ t n k t e  O p e r a t i o n s f o l g e  (68) a u e h  
k o n v e r g e n t  sei in ~[11~ is~ n o t w e n d i g  u n d  h i n r e i e h e n d ~  
dag  f t i r  j e d e s  ~ aus  [%~] e in  e n d l i e h e r  G r e n z w e r t  

lira [ ~ d x  v o r h a n d e n  sei. 
/ 

Und da aueh bier U(a, b) fur jede~s b aus ~ 1  stetig ist in 
g[11, haben wir den Satz ~1): 

XIXc. S e i e n  b ~ = ~ , , ( x )  u n d  b~r P u n k t e  aus  ~11. 
D a m i t  ft~r d ie  in 9Xll k o n v e r g e n t e  O p e r a t i o n s f o l g e  (68) 
in g a n z  9X~ (70) ge l t e ,  i s t  n o t w e n d i g  u n d  h i n r e i e h e n d  
das B e s t e h e n  y o n  (71). 

12. D e r  R a u m  ~1~. Es bestehe der Raum 9X aus allen in 
[~, ~] mel~baren Funktionen a = f(x),  die bei Vernaehl~tssigung yon 
Nullmengen besehrankt sind in [% ~]. Die Mal3funktion sei gegeben 
dureh: 

D ( a ) =  obere Sehranke yon I / l  in [% ~] 

bei Vernaehlassigung yon :Nullmengen. 

Den so entstehenden metrisehen Raum nennen wir 9212. Es ist in 
ihm~ wenn a~--fi(x) und a=f(x) ist~ L a ~ =  a gleichbedeutend 

mit: Die Funktionenfolge {fi(X)} konvergiert, abgesehen yon 
einer l%llmeng% gleiehmagig in [% ~] gegen f(x). 

21) If. L e b e s g u e  1. c. ~o)~ S. 55 (fiir p ~ 2 ) .  
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Ist {a~} eine Cauchysehe Folge aus ~I1~ , so gibt es zujedem 
z > 0 ein v0~-so dal~ abgesehen yon Nullmengen~ in  ganz [% ~]: 

= 

Also gibt es eine in [% ~] besehrankte Funktion a = f ( x ) ,  so dag, 
abgesehen yon Nullmengen: 

Ifi--fl<  fur  >Vo. 

Dann aber gehSrt f zu gx~ and es ist L a ~ = a .  Also ist 9.I1~ 
v o l l s t a n d i g .  ~=~o 

Als p o l a r e n  R a u m  ~12 nehmen wir die Menge aller in 
[% ~] mel3baren Funktionen b-~--S0 (x)~ die daselbst ein endliehes 
(Lebesguesehes) Integral besitzen. Far jedes a aus 9/1~ und jedes b 
aus ~ls  hat dann die Fundamentaloperation U(a, b) einen Sinn. 
Die p o 1 a r e M a 13 b e s t i m m u n g i s t  hier gegeben durch : 

Z 

 (b)=fl ldz; 
t~ 

denn einerseits ist dann: 

I b) I < 1) a @, 
anderseits wird ftir f = sgn q~ : 

D (a) = 1; ,ff~_ dx = A (b). 

Wit haben nun den Satz: 
XXa.  Se i  b~-~cb~(x ) e i n e  P u n k t f o l g e  aus  !~12. Da- 

m i t  d ie  O p e r a t i o n s f o l g e  (68) b e s c h r a n k t  sei  in �9 ~[12~ i s t  
n o t w e n d i g  u n d  h i n r e i e h e n d ~  dag  es e i n e Z a h l M g e b %  
so dal3: 

B 

f l % ~ l d x < M  f t i r  a l l e  
6t 

Eine G r u n d m e n g e  | wird hier gebildet dureh die Menge 
aller in [~ ~] me13baren Funktionen~ die nut die Werte 0 and 1 
annehmen. In der Tat besteht die zugehSrige Menge q6' aus allen 
jenen in [% ~] megbaren Funktionen~ die nnr endlieh vide ver- 
sehiedene Werte annehmen. Sei nun a = f (x)  eine beliebige Funk- 
tion aus ~1~, Es gibt ein A~ so dal~ abgesehen yon Nullmengen: 

- - A < f ( x ) < A  in [ ~ ] .  

Wir sehalten zwisehen - - A  und A Zahlen z~. ein: 

- - A = z o < Z ~  < - - / < z ~ _ ~  < z z = A ,  
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so dal~ z ~ - - z i _ ~ < s  (i ----17 27 . . . 71). Wir bezeichnen mit f*  
eine Funktiou~ die -----z~ ist 7 wo zi-~ <f<z~.  Dann ist~ abgesohen �9 
yon Nullmengen : 

d.h.  es ist ftir a = f (x), a' =-- f~ (x) : 

D (a - -  a') < 

und somit ist 63' dieht in gl~. Also haben wir: 
XXb. Se i  b~=q0n(x) e i n e  P u n k t f o l g e  aus  !~1~. Da- 

m i t  d i e - i n  gl~ b e s e h r ~ i n k t e  O p e r a t i o n s f o l g e  (68) a u e h  
k 0 n v e r g e n t  sc i in9112,  i s t n o t w e n d i g  u n d h i n r e i e h e n d ~  
d~g f t i r  j e d e  r ee l ]ba r e  M e n g e  ~)~ aus  [% ~] e in  e n d l i e h e r  

G r e n z w . e r t  l i m  j ~ d x  v o r h a n d e n  s e i .  

Da wieder U(a~ b) ftir-jedes b aus !~1~ stetig ist in i~I~, 
h~aben wir den Satz ~) : 

XXc. S e i e n  b,,----- %, (x) a n d  b-~(x)  P u n k t e  aus  ~1~. 
D a m i t  ftir  d ie  in 9~,2 k o n v e r g e n t e O p e r a t i o n s f o ! g e  (68) 
in  g a n z  ~1~ (70) ge l  t% i s t  n o t w e n d i g  u n d  h i n r e i c h e n d ~  
d a g  fLir j e d e  m e ~ b a r e  M e n g e  ~J~ aus  [%~]: 

9)~ g)2 

Diese Satze k~nnen noeh umgeformt werden auf Grund des Satzes: 

XXI. Se i  b, ,~-%, (.z) e i n e  P u n k t f o l g e  aus  ~312. D a m i t  
f i i r  j o d e  m e l ~ b a r e  N e n g e  ~J~ aus  [% ~1 e in  e n d l i e h e r  

G r e n z w e r t  lira j %,dx e x i s t i e r t ;  i s t  n o t w e n d i g  u n d  hin-  

r e i c h e n d ~  d a g  d ie  b e i d e n  B e d i n g u n g e n  e r f t i l l t  s e i e n :  

1. F t i r  j e d e s  ~ aus  [%~) e x i s t i e r t  e in  e n d l i c h e r  

G r e n z w e r t  !ira ['%,dx. 

2. Z u  j e d e m s > 0 g i b t  es e in  p > 0 ,  so dag  ft ir  j e d e  
m e l ]ba r e  M e n g e  ~0~ aus  [%~]~ d e r e n  I n h a l t  ~ ( ~ ) < p  ist~ 
d i e  U n g l e i c h u n g  g i l t :  

[ l~ ldx<~  f a r  a l l e n .  

~) B. H. Camp~ Am. Trans. 14 (1913)~ S. 44. 
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Die Bedingungen sind h iil r e i c h e n d. In der Tat folgt aus 1. 
dag auch ~ fiir jedes endfiche Intervallsystem ~ aus [% ~] ein end- 

licher Grenzwert ~!imco ] ~ d x  existiert. Sei nun 9)~ eine beliebige 
, ]  

megbare Menge aus [a, ~]. Es gibt einen abgesehlossenen Teil 9X 
yon ~ ,  so dal3 : 

/ / ~ ( ~  - -  9.1) < p, mithin ~,~ dx- -  ~,~ dx <= ~ f~r alle n. (73) 

Es gibt sodann ein endliehes Intervallsystem ~ ~ g, so da~: 

~ ( ~ - - g ) < p ,  mithin f , dx-f .cZxt   fOral le  

r 

Weil ein endlicher Grenzwert lira ] ' ~  dx existiert, gibt es ein no, 
so dag : '~= ~ "~ 

f ~ d . x . - - f ~ , , d x ] < a  ftir n > n o ,  n ' > n 0 .  (75) 

Aus (73), (74), (75) folgt: 

I/ / ~ d x - -  ~ ,dx  < 5 a  ftir n > n o ,  n ' > n  . ~ 0~  

9X 

d. h. es existiert ein endlieher Grenzwert lira f~,~dx. 

Die  Bedingungen sind n o t w e n d i g .  Ftir 1. ersieht man es,. 
indem man far ~ das Intervall [~, ~] wahlt. Den Beweis, dag 
aueh 2. notwendig ist, ftihren wir indirekt, indem wir annehmen, 
es sei 2. nieht erftillt, und zeigen, dag es dann in [~, ~] eine meg- 

bare Menge ~ gibt, far die kein endlieher Grenzwert lira f ~ ,  d x 
vorhanden ist. ~ = ~  

Ist 2. nicht erftillt, so gibt as ein ~ > 0 yon folgender Eigen- 
sehaft:  Zu jedem Index /Y und zu jedem z > 0 gibt es in [e, ~] 
eine megbare Mange ~,  deren Inhalt : 

< 

ist, und einen Index n o > N, so dag: 

f l ~,,ol d x > ~ .  (76) 

In der Tat, andernfalls g~tbe es zu jedem ~ ein N und r 
z > 0, so dag far jedes megbare ~ aus [% ~]: 
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Nach einer bekannten Eigenschaft der Lebesguesehen Integrale gibt 
es aber zu jedem n ein z,~, so dal~ 

Bezeiehnet ,o die kteinste der Zahlen ~, z~, z~ , . . . ,  ~N, so w~tre 
also Bedingung 2. erfUllt, entgegen der Annahme. 

Daraus sehliel~en wir welter: Zu jedem Index 2V und jedem 
z > 0 gibt es in [~, [3] ein ~o > N und eine mel~bare Menge g7/~ 
so dag : 

~(~)<~; .(~,~odX >-g. 
In der Tat~ ist g~' die Menge aller Punkte der 1VIenge ~ in (76)~ 
in denen ~,,o > 0 ~ und 9l" = 9~ - -  9l'~ so ist 

gt' ~J~" 

Aus (76) folgt als% dal~ mindestens einer, der beiden Summanden 

auf tier reehten Seite der letzten Ungleiehung > ~ .  sein mufi~ 

womit die Behauptung bewiesen ist. 

Wir zeigen nun: es gibt in [a~ ~] eine Folge zu je zweien 
fremder~ megbarer Mengen ~ ,~  und dazu eine Folge waehsender 
Indizes ~ ~ so dal3: 

f  ,dxi>- ftir aIle v, (77) 

Zum Beweise gehen wir aus yon einer meltbaren Menge 9~ 1 aus 
[% $] und einem Index nl, so dal~: 

gt~ 

Wahlen wir z > 0  hinl~nglieh klein~ so ist aueti noeh ftir jeden 
Teil 9l' yon 9~1~ Nr  den ~ ( ~ - - . ~ ' ) < o  ist: 

Wie bewiesen~ gibt es aber einen Index ~ze > ~h und eine Menge 
9~: so dag: 
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Es ist also: 

Ebenso gibt es ein n~ ~ n~ und eine Menge ~ so dag: 

Wir erhalten so eine wachsende Indizesfolge n~, und eine Mengen- 
folge ~,~ so dag: 

�9 ~ 8 x  > ~ - ;  ~ d x  > ~  !.... 
~, - u~ ( ~  + . . .  j-  u~) u~ - u~ (~, + . . .  ~- ~ ) 

Setzen wit : 

so sind die Mengen ~ ,  zu je zweien fremd und (77) ist erftillt. 
Damit ist die Behauptung bewiesen, 

Wir kSnnen nun annehmen~ ftir jede dieser Mengen 9~, 

existiere ein endlieher Grenzwert lira denn wtirde for 
d 

eine yon ihnen ein solcher Grenzwert nicht existieren~ so ware 
sehon hiedurch Bedingung 2. yon Satz XXI als notwendig erwiesen. 

Wit gehen aus v on der Menge ~ ,  (die wir wegen der Gleich- 
fSrmigkeit mit dem Folgenden auch ~ nennen) und vom Index n~ 
(den wir wegen der GleichfSrmigk-eit mit dem Folgenden anch 
n,, nennen). 

Es gibt ein PI~ so daI~: 

F 

Ferner gibt es~ da nach Annahme ein endlicher Grenzwert 

lim �9 ~dx existiert~ ein N i ~ n~ ~ so daB: 
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Nun gibt es wieder ein ~ ~ p~ so da@: 

Da die Mengen ~7] zu je zweien fremd und in [% ~] enthalten 
co 

sind~ ist die Summe ~ F (gJ?7]) endlich; wir k~nnen daher den In- 

dex v so grol~ etwa = v~ wahlen, dal3 
oo 

Wit setzen : 

Es gibt nun wieder ein p~ ~ ol, so dal]: 

und ein N~ ~ nT], so daft: 

f " f �9 ~ , , d x - - .  ~'~,dx ~ ,  wennn>N~,_ n ' > N 2 ,  

und sodann ein % ~ P2, so dal]: 

["%v~dX ~ ,  wenn ~ t ( ~ ) < o  2 . 

Indem wir so weiter sehliel3en, erhalten wir eine Folge yon 
Indizes : 

und eino Folge yon positiven Zahlen 

yon folgenden Eigenschaften: Es ist 
c~ 

~'=7]i+i 

f~.,,dx < ~ ,  wenn Ft(9~)<p(; 

(79) 

d/v ~ ~ ,  wenn ~ (9~) .< z i ; I d  

Mon~Bh. fiir M~them~tik u. ~hysik.  XXXZI.  Band.  4 
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Setzt man : 

so is~ : 

f / '9~'  d x ' < e 

Ferner  waren zufolge (77) die l~[ongen ~J~ so gewahlt~ da~: 

If  > ~  1 ~,~%, d x  -ft. ] 

Nun bilden wir die Mengot 

~ = ~ , ,  § 2 4 7  § 2 4 7  
und sotzen : 

- -  |  ~ ' .  
Dann ist: 

Hierin ist naeh (80):, 

~i--i | 

Ferner  ist wegen (78): 

,~ (!}t;_1) < z~_~ ; 

also naeh (79): 

i f  < ~  

Aus (81),<(82), (83), (84) aber folgt: 

(so) 

(81) 

(82) 

P 

<i-~" (83) 

Also kann kein endlicher 

sein, und tier Beweis yon Satz 

dz J >-4-. 

Grenzwert lira f~on d x vorhanden 
2 

X X I  ist beendet. 
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Bemerken wir noch, dal~, wenn die Funktionenfolge ~,~ (x) der 
Bedinguag 2. yon Satz XXI gentigt~ die Folge der Zahlen: 

fi 

o.  

beschr~tnkt ist, und somit nach Satz X X a  die Operationsfolge 
U (a, b~) in ~ boschr~nkt ist. In der Tat, es gibt dann ein p > O, 
so da~ aus ~ ( ~ ) <  ~ folgt: 

fl , ldx<=l f== alle n. (85) 

1 
Wi~hlen wir k so gro$~ dag - k - ( ~ -  ~ ) <  p, and teilen [% ~] in k 

gleiche Teilintervalle, so hat jedes einen Inhalt < p~ und daher ist 
nach (85) : 

f]~,ldx<k fiir aile n .  

Wir k(innen daher start XX b den Satz aussprechen; 
XXIIb.  Se i  b~=~,(x) e i n e  P u n k t f o l g e  aus  ~1~. Da-  

m i t  d i e  O p e r a t i o n s f o l g e  (68) k o n v e r g e n t  se i  in  ~ l~ , i s t  
n o t w e n d i g  u n d  h i n r e i c h e n d ~ d a l 3  d i e  %~(x)den  B e d i n -  
g u n g e n  y o n  S a t z  XXI g e n t i g e n .  

Nun k(innen wir noeh XXc ersetzen dureh den Satz 28): 
XXIIc. S e i e n  b~,=%,(x) u n d  b =  7(x) P u n k t e  aus  !~1,~. 

D a m i t  f t i r  d i e  in  ~/1~ k o n v e r g e n t e O p e r a t i o n s f o l g e  (68) 
in  g a n z  9X~ (70) g e l t e ,  i s t  n o t w e n d i g  u n d  h i n r e i c h e n d ,  
da~  f t t r  j e d e s  ~ aus  :[a,~): 

/ 3  /~ 

Die Bedingung ist n o t w e n d i g ;  dies ist trivial. Die Bedin- 
gung ist h i n r e i e h e nd.  Sei ~ eine mel3bare Menge aus [% ~]. 
Wie zu Beginn des Beweises v0n Satz XXI zeigen wir: es gibt 
in [~ ~] ein endliches Intervallsystem ~ so daft: 

f T,clx--fT, d,,x <2s f t i ra l len;  f~dx--~c~clx < 2 z ,  (87) 

Aus (86) folgt sofort: 
/ *  

lim d x = ] ~  d x, 
, ]  

:a) ti .  L e b o s g u e  1. c. uo), SI 57. 

4 ~ 
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und mithin : 

Hans Hahn.  

~ dx--f~dx ~ 

Aus (87)and (88) abet folgt: 

f c~ dx --.f ~ dx < 5 ~  

d.h .  es ist: 

fur fast al]e n. (88) 

fiir fast alle n ,  

lim f ~, dx --~j~ dx. 

Also ist die Bedingung yon Satz XX c erfullt, und Sat~ XXIIc  is t  
bewiesen. 

Sei r yon 
[% ~] sei: 

w 9. S i n g u l i r e  Integrale .  

endlieher-Variation in [% ~] und au~erhalb 

�9 (x) = �9 (~) fur x < ~; r (x) = r (~) far x > ~. 

Dann gehSrt zu �9 (x)eine (zumindest im ~-K~rper aller Borelschen 
Mengen definierte) absolut-additive Mengenfunktion 8 ( ~  O)~ der 
Zuwachs yon �9 auf ~ 24). Ersetzt man in der Lebesgueschen Theorie 
dor Integration den Inhalt durch die Mengenflmktion ~ ( ~  O), so 

erhalt man den Begriff der Stieltjesschen Integrale .f/d~,.~ Ist-~)~ 
das abgeschlossene Interval[ [~'~ ~'] und ist ~ _ 

r (~' - -  0) : �9 (4') 
F 

so schreiben wit: 

f / a r  [~.', f ]  

r (~' + o) = r (~'), 

f i t  

=f/dO. 
a ~ 

Ist ~ die aus dem einzigen Punkte x bestehende Monge ~ ,  
so wird : 

o 

ff do =/(~)  ~(~, r = / ( , )  (r + o) - r - o)). 
~ x  

~4) H. t t  a h n~ Theorie der reellen Funkt ionen I, Kap. VII.  
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In den w167 9--12 bedeuteu sowohl die Punkte yon 2, wie die 
yon ~ Funktionen~ die in [% ~] definiert sin& Als Fundamental- 
operation gilt in w 9 die Operation: 

U(a, b) ax. 
a 

13. D e r  R a u m  ~3-  Es bestehe der Raum ~ aus allen in 
[% ~] definierten Funktionen a-~f(x)~ die tiberall in [% ~] endliche 
einseitige Grenzwerte besitzen~ und fur die insbesondere: 

f ( ~ - ~ - 0 ) = f ( ~ ) ;  f ( ~ - -  0 ) = f ( ~ ) ;  (89) 
/ ( x ) = x / ( z - o ) + ( 1 - - x ) / ( x + o )  fur alle x yon 

wo k eine yon x unabh~ngige Zahl bedeutet. 

Die Magfunkti0n in ~ sei: 

D (a) = obere Schranke yon I f l  in [% 5] bei Vernaohl~tssigung 
abzahlbarer Mengen. 

Den so entstehenden metrischen Raum nennen wir ~i13. Es 
ist in ihm~ wenn a~,=f~,(x) und a-~f(x) ist~ die Relation 
L a~ : a  gleichbedeutend mit: die Funktionenfolgef~ (x) konver- 

~ C x 3  

giert in [% 5] gleiehm~tl]ig gegen f(x). Ist ~a~} eine Cauehysche 
Folge aus 9.I1~ , so konvergieren die Funkt]on~n f~(x) g l e i e h -  
mal3ig in [a, 5] gegen eine Funktion f(x)~ die somit aueh ~iberall 
einseitige Grenzwerte besitzt und den Gleichungen (89)gentigt~ 
somit zu 9.i~ geh~rt; also ist 9.I~3 v o l l s t ~ n d i g .  

Als p o l a r e n  R a u m  ~ nehmen wir die Menge aller in 
[% ~] mefibaren Funktionen b = ~0 (x): die in [a~ 5] ein endliches 
(Lebesguesches) Integral besitzen. Ftir jedes a a u s  "~I~ und jedes 
b aus ~31~ hat dann die Fundamentaloperation U(a, b) einen Sinn. 
Die p o l a r e  M a l 3 b e s t i m m u n g  ist gegeben durch: 

Z 
(b) = f l t dx; h (90) 

Ct 

denn einerseits ist dann: 

I U(a, b) t < 9 (~). a (b); 

sei anderseits ~ > 0 beliebig gegeben and ~o eine Funktion aus ~3 ~8. 
Es gibt ein p > 0, so dal~: 

f l ~ ] d x < ~  wenn ~ t (~ )<p .  
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Ist ~J~ die (mel~bare) Henge aller Punkte yon [% ~], in denen 
(x) > 0~ so gibt es einen abgeschlossenen Teil 92 yon !}J~ so dag 
( ~ l ~ -  92) ~ p. Ist g Ix) ~--- 1 auf 9.I~ sonst = - -  1~ so ist: 

a o~ 

Es gibt sodann ein endliches Intervallsystem $ ~ g[~ so dag 
~ ( ~ - - 9 2 ) ~ p .  Ist ge~---1 auf | sonst~---~ 1~ so ist: 

B 

O~ c~ 

Durch Abanderung der W e r t e  der Funktion g* in ihren endlieh 
vielen Unstetigkeitspunkten kSnnen Vcir daraus eine Funktion f 
aus 9213 machen. Dana ist ftir a = f :  

a 

Ferner ist D ( a ) =  1, da es bei Bildung yon .D (a) auf die Werte 
yon f in seinen abzahlbar vielen Unstetigkeitspunkten nicht ankommt. 
Damit ist gezeigt, dal~ dnrch (90) wirklich die polare Malgbestimmung 
gegeben i s t .  

Wir  haben also den Satz: 
X X l I I a .  S e i  b ~ =  ~o. (x) 

D a m i t  d i e  O p e r a t i o n s f o [ g e  

U (~, b,,) 

b e s c h r a n k t  s e i i n 9 2 ~ 3 ~ i s t  
daft  es  e i n e  Z a h l  M g i b t ~  

fi 

a ,  

e i n e  P u n k t f o l g e  aus  !~s. 

= f f ~ , ~ d x  
a 

(91) 

n o t w e n d i g  a n d h i n r e i c h e n d ,  
so d a g :  

.M f t i r  a l l e n .  

Eine G r u n d m e n g e | a t~ s 92 ~ a wird gebildet durch die 
Funktionen~ di% wenn ~ zu (a, ~) geh(irt~ gegeben sind dureh: 

,. f (x) = t O fttr x < ~  
1 ftlr x > ~ f(~) ~--- 1 - -  k, (92) 

zusammen mit "tier Konstanten 1. 
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In der Tat~ die zugehSrige Menge | wird dann gebildet 
dureh alle s~eakenweise konstanten Funktionen~5)~ die die Bedim 
gungen (89) ers Naeh oinem bekannten Satz~ ~) gibt es nun 
zu jeder Funktion f aus ~I13 eine Zerlegung 

%, 

~ : Z o ~ X  1 ~ "" ~ X n - - l ~ X n : ~  (93) 

des Intervalls [%~] and zu jeclem Teilintervall (x~-l~ xi) eine 
kenstante c~, so dal? 

If--c~l<~ in ( x i - l , x i ) .  

Setzt man nun: 

f~" (x) - -  ci in (xi -1 ,  mi) (i, = 1, 2 , . . . ,  n) ; f r  (=) = c0, f~ (~) = c,, 

und bestimmt die Funktionswerte f~  (xd aus (89), so geh~rt f~ zu 
(~' and es ist, wie aus (89) folgt: 

[ f (x~.) - -  fl+ (x ,) ] < ( I )' I -~- [ 1 - -  7, I ) ~. 

F~r a-=f, a'--= f ~ [st alsd: 

1) == I + l l - x  , ( a - m ) < (  xl 
/ 

und somit ist N' dieht in 9I~. 

Damit haben wit: 

XXIIIb .  S e i  b,,--~p,.~(x) e i n e  P u n k t f o l g e  aus  ~1~. Da-  
m i t  d i e  in  9I~3 b e s e h r a n k t e  O p e r a t i o n s f o l g e  (91) k o n -  
v e r g e n t  se i  in  9.It~ ~ i s t  n o t w e n d i g  u n d  h i n r e i e h e n d ,  
dal~ f u r  jedes ~ a u s  [~,~) e i n  e n d l i e h e r  G r e n z w e r t  

lira ~ [~ , ,dx  v o r h a n d e n  sei. 
n = e o ~  

Ist �9 yon endlieher Variation, so gilt ftir .je zwei Funktionen 
f ,  und f.~ aus g~3, die in [% ~] der Ungleichung ] f t - - f 2  ~ ~ ge- 
ntigen : 

fi p' 

(2 

2~) Eine Funktlon f hat eine Eigenschgft ,,sireekenwelse im Intervall 
Iv. e, ~] ,  wenn es elne Zerlegung 

dieses Intervalls gibt, so dag f die fragliehe Eigenschaft in jedem Intervall 
(x , - -1 ,  x l )  hat. 

l~) 1. c. ~), S. 217, Satz V. 
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wo V~ (0) die Variation yon @ in [a, ~] bedetttet. Also ist auch 
fi 

f fd @ stetig in 9~!3. Das ergibt, wenn man beachtet, dag ftir die 
( /  

Funktion (92): 

J f d  �9 = �9 ( ~ ) -  r (~ + o) + ( i - ~ ) ( ~  (~ + o) - �9 (~ - o)) = 
cl 

= �9 (~) - -  x r (~ -t-  o) - -  (1 - -  x) �9 (~ - -  o) 

ist, den Satz: 

XXIIIc.  80i  b~,=9, ,(x ) e i n e  P u n k t f o l g e  aus  !Bi~, 
u n d  sei  @(x) yon  e n d l i c h e r  V a r i a t i o n  in  [%~]. D a m i t  
fu r  d ie  in 9.I1~ k o n v e r g e n t e  O p e r a t i o n s f o l g  e (91) in 
ganz  ~Ii~ g e l t e :  

ist notw~ndig und hinreichond, (la~: 

lira f ~ , , d ~ = @ ( ~ ) -  x @ ( ~ - t - o )  - ( i  - x ) r  

fur alle ~ aas (~,~); (95) 

lira f ~,dx=r 
n ~ o o ,  ~ 

Am wichtigsten ist der Spezialfall, dag @ gegeben ist durch: 

@(x)---0 f t i r X < X o ;  @(x)--~-i f t i r x > x  o ( ~ < X o < ~ )  ; 

dann wird aus (9~): 

,1..im fs dz =S(Xo), 
a 

und die Bedingungen (95)reduzieren sich dann auf: 

lim [~,~dx=l 1 wenn ~ x  o 
< . = c o ~ ] ( 0  wenn ~>Xo 

fi 
lira [~,dx~- 1 

] 
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/ es ist also f~** dx ein sogenanntes ~singulares Integral", das ftir 

jedes f(x) aus 9113 gegen f (x0) konvergiert. ~7) 
Ein anderer wichtiger Spezialfall ~s) ist der~ daft �9 ~ 0. 

14. D er  R a u m  911~. Es bestehe der Raum 9I ~us allenjenen 
in [% ~] definierten Funktionen a ~---f(x), die in jedem Punkte yon 
[% ~] endliche einseitige Grenzwerte besitzen und in allen Punkten 
einer Menge ~J~, deren Komplement in [a, ~] dicht ist, stetig s i n d .  
Die Maftbestimmung in 91 sei gegeben dureh: 

D(a)= obere Sehranke yon if]  in [a, ~]. 

Den so entstehenden metrisehen Raum nennen wir 91~. Wie bei 
9113 sehen wir~ daft er v o l l s t ~ t n d i g  ist, 

Die Wahl des p o l a r e n  R a u m e s  ~1~ bleibt dieselbe wie 
bei 911~ und als p o l a r e  M a f t b e s t i m m u n g  ergibt sieh auehhier 
wieder (90); man erkennt dies~ wie bei 911s~ wenn man beachtet~ 
dag man das deft mit ~ bezeiehnete Intervallsystem aueh so wahlen 
kann~ daft die Endpunkte seiner Intervalle nieht zu ~ gehbren; 
die deft mit gS bezeiehnete Funktion gehsrt dann zu 91~. Damit 
haben wir den Satz: 

XXIVa.  Se i  b,,'~,~(x) e i n e  P u n k t f o l g e  aus  ~Jl~. 
D a m i t  d i e O p e r a t i o n s f o l g e  (91) b e s e h r a n k t  s e i i n  91m 
i s t  n o t w e n d i g  u n d  h i n r e i c h e n d ~  daft es e i n e  Z a h l  M 
gibt~ so daft :  

f l q ~  f t t r  ~a l l e  n.  
tx 

Eine G r u n d m e n g e  N aus 9~1~ wird gebildet dureh die 
Funktionen f(x), die gegeben sind du reh :  

f (x).= { O1 fflr x < ~ ftir x > ~ ; f (~) beliebig, (97) 

we ~ ein beliebiger, nieht zu ~J~ gehSriger Punkt yon [% ~] ist, 
wozu~ falls a zu ~ geht~rt~ noeh die Konstante 1 kommt. 

In der Tat~ die zugehSrige Menge 1~' wird dann gebildet 
dureh alle streekenweise konstanten Funktionen~ die in allen Punkten 
yon ~7~ stetig sin& Sei nun f(x) eine beliebige Funktion ans 91~. 
Wir bilden zu ihr die Zerlegung (93)~ wobei wir offenbar annehmen 
ksnnen~ daft die Punkte x~ x~ . . . :  x~_~ nieht zu ~J~ geh~ren. 
Znjedem Teilintervall (xi-~, xr gibt es eine Konstante-.c,., so daft: 

I f - -  c~. I < a in (x i -~ ,  x~). 

s~) Vgl. H. L o b e s g u e  1. c. ~o), S. 78. 
~) H. L e b e s g u e  1. c. 2o), S. 60. 
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Wir setzen : 

f~(x) - -  c~ in 

f ~  (x~) = f ( x ~ )  

f ~  (~) = f ( ~ )  

(xi-~, x~) ( i = 1 ,  2, . . . ,  n) 
( i = 1 ,  2, . . . ,  n - - l )  

wenn ~ zu ~ gehSrt 
wenn ,z nieht zu ~ gehSrt 

wenn ~ zu ~ gehSrt 
wenn ~ nieht zu ~ geh(irt. 

Dann gehSrt /~  zu | und es ist [f(x) T f * ( x ) l < = z  in [%~], 
d.]i. wenn ct--~f(x), a'-----fa(x): 

D (c~ - -  a ' )  < ~-. 

Also ist (~' dieht in ~1,~. Damit haben wit: 

XXIVb. Se i  b,,=~,~(x) e i n e  P u n k t f o l g e  aus  !31~. 
D a m i t  d ie  in 9.I1~ b e s e h r i ~ n k t e  O p e r a t i o n s f o l g e  (91) 
k o n v e r g e n t  sei  in 9.I1~ , is t  n o t w e n d i g  u a d  h i n r e i c h e n d ,  
dab f t i r j e d e s  n i c h t  zu ~0~ g e h S r i g e  } a'us (%~) a n d  f t i r  

~---~a e i n e n d l i c h e r G r e n z w e r t  lira f~p~ ,dxvorhandense i .  

Bedeutet (I)(x) eine Funktion endlicher Variation, die stetig 
ist in allen nieht zu . ~  gehSrigen Punkten, so gilt ftir alle Funk- 
tionen (97): 

/ f d  �9 = �9 (~) - -  �9 (~). 
] 

a 

Wir haben also hier den Satz: 

: XXIVc. Se i  b~-~-~,,(x) eine P u n k t f o l g e  aus  ~1~, u n d  
seiO(x)  e i n e  F n n k t i o n  e n d l i c h e r  V a r i a t i o n ,  die s t e t i g  is t  
in a l l e n  n i c h t  z u ~ 2 g e h ~ r i g e n P u n k t e n .  D a m i t  f u r  d ie  
in 9 ~  k o n v e r g e n t e  O p e r a t i o n s f o l g e  (91) in g a n z  
~Ii~ (94) g e l t e ,  i s t  n o t w e n d i g  u n d  h i n r e i c h e n d ' ,  dal~ f t i r  
a l l e  n i e h t  zu ~J~ g e h S r i g e n  ~ aus  (%~) u n d  f t i r  ~ - - ~  
g e l t e :  

lira l ~  ,~ d x  = �9 (~) - -  �9 (~). (98) 

Der wiehtigste Spezialfal129) ist hier der, dal~ ~[t aus einem 
einzigen Punkte x o aus (% ~) besteht und (P gegeben ist dutch: 

O ( x ) = 0  fiir x < x 0 ;  O ( x ) ~ - i  f t i r x > x  o. 

39) H. Leb~sgue 1. c. 20), S. 69. 
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Aus (94) wird dann wieder (96) und die Bedingung (98)reduziert 
sick dann anf: 

" /1  wenn ~ < x  o 
lim [ ~ ,~ d x --~- i 

.... 00 . 0 wenn ~ > X o  
fl 

f f~ ,~  dx ein singuliires Integral~ dag ftir jedes f ( x )  aus 9,I1~ Also ist 
a 

gegen f (Xo) konvergiert. 

15. D e r  R a u m  g[~s. Es bestehe der Raam 92[ aus allen 
in [% ~] stetigen Funktionen a =f(x) und die MM~bestimmung sei 
gegeben durch : 

D(a) Maximum yon Ifi in [% ~]. (99) 

Den so entstehenden metrisehen tlaum nennen wir ~15- Wie bei 
9~1~ sehen wir~ dag er v o l l s t ~ n d i g  ist. 

Die Wahl des p o l a r e n  R a u m e s  ~15 bleibt dieselbe wie 
b e i  9~13 , und aueh hier wieder ist die p o l a r e  M a g b e s t i m m u n g  

gegeben durch (90). Denn gehen wir wieder aus yon der bei 9,I,3 
verwendeten Funktion g~. Sei ~ das bei Definition yon g": auf- 
tretende endliehe Intervallsystem. Indem wir seine Intervalle ein 
wenig vergrtil~ern~ entstehe daraus alas Intervallsystem | Es sei 

,~ (~ '  _ |  < ~, 

wobei p dieselb9 Bedeutung hat, wie bei Definition yon ge. Nun 
gibt es eine stetige Funktion f, fur die Ill < 1~ und die'in ~ und' 
augerhalb | mit g~ tibereinstimmt. Fiir sie ist: 

mithin : 

dx iS( ,b)--flwl 
I 

also ist wirklieh A (~) die polare Mal~bestimmung. 

Wir haben also den Satz: 
XXVa. Se i  b,~:-~ q~(x),eine P u n k t f o l g e  art s !~15. D a m i t  

d i e  O p e r a t i o n s f o ! g e  (91) b e s e h r i i n k t  sei  in g[15~ is t  not-  
w e n d i g  n n d  h i n ' r e i e h e n d ~  dal~ es e i n e  Z a h l  M gibt~ 
so dai3: 

fi 
f l ~ l d x ~ M  f t i r  a l l e  n. 
a 
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Eine G r u n d m e n g e @ aus ~15 wird gebildet dureh die 
Ftmktionen f (x) ,  die gegeben sind dutch: 

0 ftir x < ~  
f ( x ) = -  x - - ~  ftir x >_~ -= (~<~<~) ,  

zusammen mit der Konstanten 18~ In der Tat~ die zugehSrige 
Menge (~' besteht dann aus allan in [% ~] stetigen~ streckenweise 
[inearen Funktionen f *  (x)~ u n d  zu jeder Funktion a --~-f(x) aus ~15 
gibt es d g ~  eine Funktion a ' - -=fs  (x) aus | so dal3: 

I / - f*  < ~  in [~,~], a.h. ~9(~ ~')<~.  
Also ist gO' dieht in gaa. Damit haben wir: 

XXVb.  Sei  b,~ -~- ~,, (x) e ino  P u n k t f o l g e  a u ~ 5 .  D a m i t  
a ie  in g[15 b e s c h r a n k t e  O p e r a t i o n s f o l g e  ( 9 1 ) k o n v e r -  

,gen t  sei  in 9i~5 , i s t  n o t w e n d i g  u n d  h i n r e i e h e n d ~  dag  e i n  

e n d l i e h e r  G r e n z w e r t  lira f ~ d x  u n d  f t i r  j e d e s  I aus  
cr 

~) e in  a n d H e h e r  G r e n z w a r t  lira f ( X - - ~ ) % ~ d x v o r h a n -  [~, 
n ~ 13(3 dan  sei. 

J 

XXVs. Se i  b~---:-~(x) e i n e  P u n k t f o l g e  aus  !~t5 u n d  
se i  (b(x) y o n  e n d l i c h e r  V a r i a t i o n  in [a,~]. D a m i t  f t t r  
d ie  in ~g~5 k o n v e r g e n t e  O p e r a t i o n s f o l g e  (91) in  g a n z  
~/15 (94) gelte~ i s t  n o t w e n d i g  a n d  h i n r e i e h e n d ~  dal3: 

J P .  

lira f r dx = (~ (~) - r (a) ; 
a 

/3 

f * 

16. D e r  R a u m  2~s. Es bastehe der Ranm 0/ aus allan in 
[% ~] statigen Funktionen a = f ( x ) i  die in einer gagebener~ abge- 
sehlossenen Punktmenge ~ aus [% ~] verschwinden, a~) Die Mag- 
bestimmung sei aueh bier gegeban durch (99). Den so entstehenden 
metrischen Raum nannen wir 9.I,~. 

Sei  ~;t' alas Komplement vqn ~J~ zu [a, ~]. Als p o l a r e n  
R a u m  ~3~s wahlen wir die genge aller auf ~Jt' magbaran Funk- 
tionan b _.2"~ (x), die aUf ~1)~' ein endliehas (Labesguesehes) Integral 
basitzen. Die p o 1 a r e M a g b e s t i in m u n g i s t  gegaben clureh : 

(b) = f _ I r [ d x .  (~00) h 

so) Eine andere Grundmenge liefern die Potonzen 1, x, x ~ , . . . , x ~  . . . .  
~ )  NatiirUeh mul~ ~t~ e c h t o r  Tell  yon [a: ~] selm 
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In der Tat gilt jedenfa[Is: 

fl 

I U(a,  b) l = ff~ c~x 
a 

= ff,~-dz <D(a).a(b), 

Sei sodann b = q ~ ( x )  irgend eine Funktion aus ~ls-  Zu jedem 
~ 0 gibt es ein p ~  0, so dal~ wenn ~ -~ ~ t ' :  

f [ ~ l d x ~  fur ~ ( ~ ) ~ p .  

Wit  definieren eine (mel~bare) Funktion g~ durch fo lgende  
Festsetzungen: Ist ~gt I der Teil yon ~)t'~ wo ~o ( x ) ~  0~ So sei: 

g (x) --- 1 auf ~ 1  ; , g (x) = - -  1 auf ~[t ' --~Jt  1 ; g (x) ~--- 0 auf ~ .  

Es gibt einen abgeschlossenen Tell 9d I yon ~;]t 1 und einen abge- 
schlossenen Teil 9.I~ y o n  ~[}~' - -  ~3~1~ so .daf~ : 

~(~, - - ~ ) < p ;  ,~(~t'--~--gd~)<p. 

Die drei abgeschlossonen Mengen 9.Ii~ ~ ~ sind zu je zweien 
fremd.) haben daher zu je zweien p o s i t i v e n  Abstand. Es gibt 
daher  ein endliches Intervallsystom | ~ 9J1 und ein endlich6s 
Intervallsystem ~2 ~" ~I~i die untere[nandor und zu ~t  fremd 
sind~ ~and fiir die 

(| - ~ )  < ~ 

(~ ,  - ~ )  < ~. 

Dann gibt es welter ei Stetige, tier Vngleichung l f l < l  
geniigende Funktion~ die ___7 ist auf ~ 1 , - -  - -  1 auf ~ und ~ 0 
auf ~Ji!. Sie ge]iSrt zu ~1~ und es ist D (a) ~ 1. Ferner  ist: 

p p 

Wir  haben also: 

D ( a ) = l ;  I A ( b ) - - U ( a , b ) [ ~ 8 ~ ;  

damit ist gezeigt~ dal~ tats~chlieh durch (99) die polare MaI~bestim- 
mung gegeben ist. 
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Wir habeu also den Satz: 

XXVIa .  Se i  b~-~-c~,~(x) e i a e  P u n k t f o l .  ge aus  ~16. 
D a m i t  d i e  O p e r a t i o n s f o l g e  (91) b c s c h r ~ n k t  sei  in  g[16, 
i s t  • o t w e n d i g  u n d  h i n r e i c h e n d ,  dal3 as e i n e  Z a h l  M 
g ib t ,  so d a g :  

f]%~ldx<=~ fUr ~ l le  n. 
sy~, 

Eine G r u n d m e n g e  @ aus 911~ wird gebildet dureh folgende 
Funktionen f :  sei ~ ein beliebJger Punkt yon ~I)~' i und es gebe in 

�9 ~ sowohl Punkte < ~. wie Punkte > ~ ; ftir jedes h > 0, das so 
klein ist, dag in ( ~ -  h: ~ ~t_ h) kein Punkt yon ~)~ liegt, bilden 
wir die Fnnktion: 

]0 ftir x < ~ h  und ~ > ~ - ~ - h  
= ~ x - ~ ~ in [~ - -  7~, .~ (101) 

/ ~ + h - - .  i .  [~, . : + h i .  

Sol sodann ~ ein Punkt yon ~ ' ,  and es gebe in ~ keinen 
Punkt < ~; dann bilden wit die Funktio~: 

{~ ---x ftir x < ~  
f (z) ~.-~- 0 ftir x ~ "  (102) 

Sei endlich ~ ein Punkt yon ~ ' ,  und es gebe in ~ keinen 
Punkt  > fi; dann bilden wir die Funktion: 

/o 
f (x)=(~__i  ftir x > ~ "  (i03) 

Die Gesamtheit aller Funktionen (101), (102), (103)~) bildet 
eine Grundmenge ~. 

In der Tat, seien a* und ~* zwei Punkte yon '~I~, die das zu 
~J~ komplement~re Intervall (e*, ~*) begrenzen. Es werde dutch die 
Zerlegung : 

~ * = X o  < x ~  < . . . .  <x~_~<x~=~* 

in l gleiehe Teile zerlegt. Jede fth. x _  < =* und x > ~* versehwin- 
dende, stetige Funktion )/s~ die in j e ~ m  Teilint~-vall [X~-l, Xd 
(i---=: 1, 2 , .  , l) linear ist, ist dann Linearkombination endlieh vieler 
Funktionen (101), geh~rt somit zu ~'. Gehsrt a nieht zu ~ und 
ist a' der erste Punkt yon ~1~, so ist jede in [=, a'] stetig% streeken- 
weise lineare, far x > a' versehwindende Fnnktion f f  s Linearkombi- 
nation yon endlieh vielen Funktionen (102), geh~rt somit zu @'. 
Gehtirt endlieh ~ nieht zu ~ und ist ~' der letzte Punkt yon !IJ~, 

s~) Geh~rt  ~ zu ~J~, so gibt  es keine Funk t ionen  (102), geh~i~'t ~ za  ~D~, 
so gibt  es keine Funk t ionen  (103). 
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so ist jede in [,~', ~] stetige, streekenweise lineare~ ftir x < ~' ver- 
sehwindende Funktion f+++ Linearkombinartion endlieh vieler Funk- 
tionen (103) und gehsrt somit zu (~'. 

Sei nun a' der erst% ~' der letzte Punkt  yon ~)~ und seien 
(~r ~ )  (~-~- 1, 2 , . . . )  die si~mtliehen bezttglieh [C, ~'] z~ ~ kom- 
plement~ren Intervalle 33)~ zu denen noeh, wenn a < ~'~ das Inter- 
vall [% a') und wenn ~ ' <  ~, das Intervall (~', ~] hinzukommen. Ist 
f eine Funktion aus ~16 und s > 0  beliebig gegeben, so ist: _~. 

I l l  < e in fast allen [a,,, ~,3. (104) 

Seien [ ~  ~,] (~-=-1, 2 , . . .~  n) die endlieh vielen [~,, ~,,], in denen 
nieht (104:) gilt. Zu jedem von ihnen gibt es nnter den oben be- 
sehriebenen Funktionen f*  .eine~ etwa f ;  (v ~ 1~ 2~ . . .  ~ n)~ so dag : 

I f - - f ; l <  ~ in [ e , , ~ ]  ( ~ - 1 , 2 , . . . , n ) ,  

Ist ~ < ~' bzw. ~ ' <  ~, so gibt es unter den oben besehriebenen 
Funktionen ]*+ bzw. f*+*, eine solehe ftir die: 

I ~ f - - f * * l < a  in [%#] bzw. ] f - - f + + + ] < s  in [~',N]. 

Dann ist: 3~) 

eine Funktion aus @'~ ftir die 

If i n  

a' -~-f(x) ist also D (a a') < e~ und somit ist ~ '  Ftir a = f ( x ) ,  
dieht in 9/~.  Also ist in der Tat (~ eine Grundmeng% und wir 
haben die Si~tze: 

XXVIb. S e i  b , , - - ~ , ( x )  e i n e  P u n k t f o l g e  a u s  ~ .  Da-  
m i t  d i e  in  9/~ b e s e h r i ~ n k t e  O p e r a t i o n s f o l g e  (91) k o n -  
v e r g e n t  se i  in  9 ~ : i s t  n o t w e n d i g  u n d  h i n r e i e h e n d ~  d a g  
( w e n n  a' u n d  ~' d e n  e r s t e n  bzw. l e t z t e n  P u n k t  y o n  
b e z e i e h n e n )  f u r  j e d e s  I n t e r v a l l  ( ~ - - h ,  ~-~-h) a u s  [e', ~'], 
da s  k e i n e n  P u n k t  y o n  ~ enthi~lt~ e i n  e n d l i e h e r  G r e n z -  
w e f t :  

,,=co ~-h } , 

e x i s t i e r %  f e r n e r  s~) f t i r  j e d e s  ~ aus  (%C] e i n  e n d t i e h e r  
G r e n z w e r t  

f (~ - -  x) ~, ~ dx ,  (106) lira 
a 

~a) Vgl. H. Hahn, Theorie der reellen Funktionen I, S. 109. 
s~) In der folgenden Summe fehltf ++ hzw..f +++, wenn ~ ~ ~/ bzw. ~'~---~. 
as) Die den Grenzwert (106) bzw. (107) betreffende Bedlngung entfgllt, 



64 Hans Hahn. 

f a r j e d e s  ~ aus  [}',~) e i n  e n d l i e h e r  G r e n z w e r t :  

lira / ( x  - -  ~) ~p~, d x .  (107) 

XXVIc.  S e i  b,  =q0,~ (x) e j n e  P u n k t f o l g e  a u s  ~31, u n d  
se i  r  y o n  e n d l i e h e r  V a r i a t i o n .  D a m i t  f t i r  d i e  in  9.116- 
k o n v e r g e n t e  O p e r a t i o n s f o l g o  (91) i n s b e s o n d e r e  (94) 
g o l f %  i s t  n o t w e n d i g  u n d  h i n r e i e h e n d ~  dat3 d i e  G r e n z -  
w e r t o  ~) (105), (106), (107) g l e i e h  s e i e n :  

(~--h, ~) (~, ~+t0 

j 
[~, ~) (~ 

w I0. Singuliire Stieltjessche Integrale. 

Die S~tze yon w 9 sind einer Erweiterung f~hig~ die zu stande 
kommt~ indem man die Fnndamentaloperation und die polaren 
Raume anders wahlt. Als Fundamentaloperation U(a~ b) wahlen wir 
hier, wenn a -~f(x)~ b .=- ep (x), das Stieltjessche Integral : 

U (a, b) - - / f ( x )  d O) (x) . 
C~ 

Wir kehren zurttek zur Betraehtung des Raumes ~I18: 

17. D e r  R a u m  ~13. Ft~r 9~ w~hlen wit wieder den metrlschen 
Raum 9113 ~ wobei wir nut  annehmen wotten, dal3 in (89) 0 < k < 1 
sei. Als p o l a r e n  R a l l m  ~'1~ w~thlen wir diesmal die Mengo atler 
Funktionen b-~-O(x)~ die in [e, ~] yon endlicher Variation sind~ 
aul~erhalb [% ~] gegebon sind durch: 

r fiir x=<a ;  r  fUr x ~ ,  (108) 

and in ihren unstetigkeitspunkten (mit Ausnahme yon ~) die Be- 
dingung erfUllen ~) : 

�9 (x) - -  ~ (x - -  0). (109) 

35) Die den Grenzwert (106) bzw. (107) betreffendo Bedingung. entfhllt, 
wenn ~' = a bzw. ~' = ~. 

36) Dies wird nur cler Einfaehheit halber festgesetzt una bedeutet keinerlel 
Einsehri~nkung ; denn beider zu Begitin yon w 9 gegebenen Definition der Integrale 
. f f d ~  hi~ngen diese in keiner Weise yon den Werten ab, die die Funktlon gP(x) 
in ihren Unstetigkeitspunkten annimmt, da di e Mengenfunktion 8(~) yon dlesen 
Werten gi~nzlieh unabh~ngig ist. Vgl. H. tt ahn, Theorie tier reellen Funktionen'I. 
S. 495, Satz XIV, aus dem sofort fotgt: 

a @, e~) = �9 (e + o) - q, (e -- o). 
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Als p o l a r e  M a l a b e s t i m m u n g  erhalten wir hier: 

', (b) = V[(*) ,  (110) 

wo Ff (~) die Variation yon �9 in [%,8] bodeutet. In der Tat, zunaehst ist : 
fl 

= -t'.f d r < I) (cO. ,a (b). i~;(a, b) i 
i 

Sei sodann a > 0 beliebig gegeben. Es gibt wegen (109) eine Zer- 
legung 

~ : x  o < x ~  < ; . .  < x,,=l < z , ~ =  ~ (111) 

des Intervalls [% ~]~ in der z~ x~, . . - ,  x,~_~ S t e t i g k e i t s -  
p ~ n k t e  yon O(x) sind, und ftir die37): 

l * ( z O  - -  * ( , - ~ )  t' > v ~ ( , )  - - o  (112) 
[ = 1  

Wit definieren nun eine Funktion f(x) dureh: 

f(x)=sgn.(O(x~)--cb(ac~_~)) in ( : c ~ _ ~ , x O ( i = l , 2 , . . . , n ) .  

Setzen wir noall die Werte vonf(x) in den Punkten x~(i--~ 0, 1,. �9 n), 
geeignet fest, so gehsrt a = f ( x )  zu ~t3, es, ist D(a)~---1 und e~ 
ist bei Beaehtung yon (108) Jand (112) so,aie der Stetigkeit yon 
�9 in allen Punkten x~z~, .... ,x,~_~: 

.q~- I j j 
a i--~ [x i_  1, xi) [:~n--1, xn] 

Damit is t gezeigg dag dutch (110) die polare Nal~bestimmung 
gegebenist. Und wir haben die Satze: 

XXVIIa .  Se i  b,~-~-(D~(x) e i n e  P u n k t f o l g e  
D a m i t  d i e  O p e r a t i o n s f o l g e :  

U (c~, b.) = f f  et 0,, (1 i 3) 

b 2 s e h r g n k t  se i  in  9~,a , i s t  n o ~ w e n d i g  a n d  h i n r e i e h e n d ,  
dal~ es e in  M g ib t ,  so dal~: 

-/  t~ (* , , ) l  < ~ fnr alie ,~.. (114) 

3~) H. H a h n ,  Theotie der resllen gunkfionen I, 8. 5017 Satz VII. 

Mont~gsh, fiAr N[at;hema~ik u, :Physik, X X X I I .  ]3~nd, 5 

&ll8 ~13o 
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XXVIIb. Se i  b,.,~--(1),~(x) e i n c  P u n k t f o l g e  atls ~ 3 .  
D a m i t  d i e  in ~13 b e s c h r i ~ n k t e  O p e r a t i o n s f o l g e  (113) 
k o n v e r g e n t  sei  in92118 ~ is t  n o t w e n d i g  u n d h i n r e i e h e n d ,  
dat~ e in  e n d l i e h e r  G r e n z w e r t  

u n d  f t i r  j e d e s  f aus (a~)  e in  e n d l i e h e r  G r e n z w e r t ~ S ) :  

v o r h a n d e n  sei. 

XXVIIc. S e i e n  b~,--~O~,(x) u n d  b~-~P(x) P a n k t e  aus  
!~i3. D a m i t  f t t r  d ie  in9.1~8 k o n v e r g e n t e O p e r a t i o n s f 0 1 g e  
(113) in g a n z  9~1~ g e l t e :  

~,hm j ' f  dO.----- f fclO, (115) 
a a 

is t  n o t w e n d i g  und  h i n r e i c h e n d :  da~ 

lim (0,, ( ~ ) -  O~i (~)) = �9 (~) d) (a), 
~ =  r - 

u n d  ft ir  j e d e s  ~ aus  (% ~): 

~ ~ Cx3 

= ,  (~) - -  x 4) (~ + o) - -  (1 - -  x ) ,  (~). 
In den Satzen XXVII sind die Satze XXIII  als Speziatfalle 

enthalten-; man hat nur zu setzen: 

f ~, (x) dx = d) . (x). (116) 

18. D e r  R a u m  9j~. Sei g[ wieder der Rgum ?1~2 Der 
l ) o 1 a r e R a u m ~ ~, sei identiseh mit dem eben verwendeten Raume 
~':3. Als loolare  M a l ] b e s t i m m u n g  ergibt sich auet~ bier wieder 
(ll0). Man erkennt dies wie in 17, indem man beaehtet~ dag 
die Punkte x~ ~ x~ ~ . . .  ~ x,,_ ~ der Zerlegung (1 1 1) so gewahlt werden 
ksnnen~9), dal~ sie nieht zur Nenge ~ der ftir alle Funktionen 
yon 9/~ vorgesehriebenen Stetigkeitspunkte geliSren. 

3s) Filr die dureh (92) defiaierte Funkt ion  f(x) i s t :  

a 

~) Vgl. I. c. ~). 
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Wir haben daher den Satz: 

XXVIIIa .  S e i  b,=r e i n e  P u n k t f o l g e  aus  ~3',r 
D a m i t  d i e O p e r a t i o n s f o l g e  (113) b e s e h r a n k t  se i  in 9Xla~ 
i s t  n o t w e n d i g  u n d  h i n r e i e h e n d ~  dal3 es e i n e  Z a h l  M 
gibt~ so dal3 (114) g i l t .  

Beaehtet man weiter, daft. far jede Funktion (97) gilt: 
/J 

f f  d *  .. ~- r  ( ~ ) -  q, ,, (~ @ 0)@f(~) { O~ (~_ @ 0) - -  �9 ,, (~ - -  0)}, (117) 
a 

beaehten wir ferner, dag hierin f(~) ganz beliebig ist~ und dat3 
wegen (109): (D (~ - -  0) = (D (~), so sehen wit, dal3 aus dem-Bestehen 
eines endliehen Grenzwertes yon (117) aueh das Bestehen endlieher 
Grenzwerte yon (D ~.('8) - -  (D~ (.~ @ 0) und yon ~,~ (~ -~ 0) - -  (D,, (~), 
somit aueh yon qb~ ( ' 8 ) -  O,, (~) folgt, und erhalten den Satz: 

XXVIIIb .  Se i  b,, = (D,~ (x) e i n e  P u n k t f o l g e . a u s  ~3;~: Da- 
m i t  d i e  in  9X1~ b e s e h r ~ n k t e  O p e r a t i o n s f o ! g e  (113) k o n -  
v e r g e n t  se i  i n g ~ , i s t  n o t w e n d i g u n d h i n r e i e h e n d ,  dal3 
f t i r  j e d e s  n i e h t  zu ~ g e h ~ 3 r i g ;  ~ a u s  [~,,8] e n d l i e h e  
G r e n z w e r t e :  : 

u n d  f a l l s  ~ zu ~J~ 
w e r t :  

v o r h a n d e n  se i en :  

g e h o r %  a a c h  e i n  e n d l i c h e r  G r e n z -  

 li& ('8)-,o 

XXVIIIe .  S e i e n  b,~=-(i),(X) u n d  b-=@(x) P u r l k t e  a u s  
~'t4. D a m i t  f t i r  d i e  in 9.I1r k o n v e r g e n t e  O p e r a t i o n s -  
f o l g e  (113) in  g a n z  911~ (115) ge l te~  i s t  n o t w e n d i g  u n d  
h i n r e i c h e n d ,  dal3 f t i r  j e d e s  n i c h t  .zu ~)~ g e h t i r i g e  ~ y o n  
I~, '8]: 

1 i m { (I)~, ('8) - -  (P~ (~ @ O) } ~--- (I) ('8) - -  (D (~ @ O) ; 
,,=~o ( u s )  
i ~ m  {r  ('8) - *,~ (~)}, = , ( ' 8 ) -  �9 (~), 
7~ ~ CX3 

u n d  f a i l s  ~ zu 9)~ g e h O r t :  

l i ra  { r  (,~) - -  r (~) } = * (,~) - -  * (~). ( U S a )  

VermSge (116) sind wieder die S~ttze XXIV in den S~tzen 
~XXVIII als Spezialfalle enthalten. 

5 ~ 



~8 ~ans Hahn. 

Von besonderem Interesse ist aueh hier wieder der Fall~ da$ 
nur aus dem Punkte  x o yon (a, ,~) besteht und:  

* ( x ) = 0  fur x ~ . c  o; d ) ( x ) = l  far  x > x  o. (119) 

Dann reduziert sich (118) auf: 

lim { (I),~. (~) - -  *,, (~ @ 0) } = ( 1 wenn ~ < x o 
" ,~=co ' / 0 w e m ~  ~ > Xo 

lim { d),~ (~ @ 0) - -  (b~ (~) } ~ -  0 ftir ~ =~ x o . 

W i r  k0nnen bier abet  auch den Fall betraohten, dag ~ g~nzlieh 
leer ist, and (I)(z) wieder gegeben dureh (119). Dann reduziert sieh 
(118) a u f :  

1 wenn ~ < x  o 

0 wenn ~ 4: Xo 

Treffen wir noeh insbesondere ftir (D,, (x) folgende Wahl :  Seien 
(n) 

X(~ ) < X 2 < "" " < X(~ Punkte  aus (~, ~)i sei (1),~ (x)~ konstant in �9 
~(n) ~(n),~ i-,.(n) X(n)., +X(n) 

und sei / . 

*+~ (x(? + o) - 0 , ( i ~ ?  - -  o) = +,~ (z(;) § O) - *~ (z~)) = 

= ~(?) ( i  = 1,  2 ,  . . . ,  ~ ) ,  :i 

wo die qo(~ ~ gegebene Konstante bedeuten. Dann w i r d :  

k n 

(~,/3) 

O,~ (-~ @ ()) - -  (I), (~) ~-  { 0 wenn ~ -# x(~ ?) (i ~ 1~ 2, .- .~ kn) 
~(~) wenn ~ ~-  x~)~ 

und man erhalt Si~tze~ ~ig ich in einer frtiheren Arbeit ~~ , [ Jbe r  
das Interpolationsproblem" entwickelt babe. 

Auf  das Studium yon Folgen Stieltjesscher Integrale i f d q ) ~  
a 

in denen f zu  umfassenderen R~umen g[ gehSrt~ sei fiir diesmal nieht 
e ingegaug6n.  

~o) H. Hahn, Math. Zeltsehr. 1 (1918), S. 119 fie. 
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fi 
w 11. Folgen veraligemeinerter Stieltjesscher lntegrale / f d ~  n. 

Die sieh an die Lebesguesche Integraldefinition ansehliel~ende 

Definition Stieltjesseher Integrale "/'fd O: an die wir zu Beginn yon 

w 9 erinnart haben~ ist nur anwendbar~ wenn �9 (x) yon endlicher 
Variation ist~ denn nut dann kann yon der als ~Zuwaehs yon O" 
bazeichnetan Mengenfunktion 3 (~gt: O) gesprochen warden. Kniipfen 
wit aber an die Riemannsehe Integraldefiniti0n an~ so kSnnen Inte- 

( grale fd(I )  aueh dafiniert warden, warm di (x) nieht yon endlieher 

Variation ist. 
Wir  setzen im folgenden vorans~ es haba (1)(x) tiberall in 

[~, ~] einseitige Grenzwerte; f~ir x ~  ~ sei ~b (x) = (I) (~), ftir x ~  
sai (b (x) = (I) (~). Mit ,~ (x)bezeiehnen wlr die Sehwankung ~1) yon 
q)(x) im Punkte x. Es gibt dann bei gegebenen ~ >  0 in [% ~ ]  
nat  endlieh viele Punkta, in denen (, (x)>= a ist. In der Tat , gabe 
es ihrer unendlieh viele, so mtil~tan sie einen H~tufungspunkt be: 
sitzen~ was der vorausgesetzten Existenz einsaitiger Grenzwerte. yon 
(I) (x) widersprieht. Ferner beweisen wit folgenden H i l f s s a t z :  

Zu jedem a > 0 gibt es ein g > 0 yon f01gender Eigensehaft : 
ist im-Teilintervall Ix', x"] yon [% ~] durehweg: 

(z) < ~, (i{o) 
und i s t ' x " - - x ' <  3, so gilt aueh fiir die Sehwankung A~;' yon 
�9 (x) in Ix', x"]: 

2 '  ~ s  

In der Tat~ andernfalls g~be es in [% ~] zu jedem va in  Tell- 
interval1 [x~ x;']~ in dem durehweg (120) gilt, und ftir das: 

�9 < 1  ,, 
' ,  ~. ,  ~ , , -  ( 1 2 1 )  

Aus {x; } k0nnte eine konvergente Teilfolge {x; i } herausgegriffen 
werden : 

lira x~, i z ~ ; 
i ~ O o  

wegen dar arsten Ungleiehung (121) ist dann aueh: 
rr 

lira x~ i ----- ~. 
i ~ c o  

I! Der Pnnkt  ~ kann n~r endlieh vielen dieser' Intervalle {x~',i~ x~. } 
angehSren, da sonst wegender  zweiten Ungleiehung (121): , 

(~) > 

41) Vgl. H. Hahn, Theorie der reellen Funktionen I: Kap, III, w 2. 
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ware; mindestens eine der beiden UngMehungen: 

x ;  < x;'. < ~ oder ~ < x; .  <C x" 

mull also ftir unendlieh viele i erftillt sein. Wegen der zweiten Un- 
gleiehung (121) steht das abet in Widersprueh mit dot Voraas- 
setzung, dal~ q5 (x) im Punkte ~ einseitige Grenzwerte besitzt. Damit 
ist der Hilfssatz bewiesen. 

Sol nun f(x)  yon endlieher Variation in [% ~]i Sei Z die 
Zerlegung. 

des Intervalls [e, ,~] und ~: ein Punkt aus (xr i x~.). Wir bitden 
die Summe : 

i ~  1 

+ ~ .l(:~.i~_(, (~ g- o ) - ,  (x~.- o)). 
i = O  

Wir werden zeigen: ist {Z,, } eine ausgezeiehnete Zerlegun~gs- 
folge yon [~ ~] und kommt jeder Unstetigkeitspunkt yon (b (x) in 
fast allan Z~ als Zerlegungspunkt vet - -  wit wollen dann s agen: 
{Z~} ist eine zu (I) (x) g e h ( i r i g e  a t t s g - e z e i e h n e t e  Z e r l e g u n g s -  
f o l g e  --~ so existiert~ wie immer G' in (xi-l~ x~.) gewahlt sein 
m.ag, ein endlieher Grenzwert lira S (Z,,). I n  bekannter. Weise kann 

dann gezeigt werden, daft dieser Grenzwert fttr alle zu (P (x) ge- 
h~rigen ausgezeiehneten Zerlegungsfolgen u n d  alle Wahlen der 
Punkte ~_~. derselbe ist~ und wir definieren dann: 

f f ( x )  d �9 (x) = tim S (Z,,). 
~ O O  

c~ 

An S}elle yon ~(Z) bilden wir zun~ehst: 

So(Z ) = " ~ f  (x~-- O)(0 (x,.--O) - d)(x,._x @ 0) )+ 

+ ~/(.~) (. (.~ + o) - ,  (x~- o)), 
i = 0  

und zeigen: ftir iede zu (I) (z) gehSrige ausgezeiehnete Zerlegungs- 
folge {Z;} ist: ' 

lim (S 0 (Z,,) - -  S (Z~)) ~ -  0 .  (122) 
r ~ o o  
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Es ist : 

so (,z) - -  ~ (z )  -= 
(123) 

= ~ (f (~ [ ) -  jP(X,-  0))((~D (.~i - -  O ) -  (I) (.~'-- 1 + 0)). 

Sci a ~ 0 beliebig gegeben ; sei k die Anzalal der Unstetigkeits- 
punkte i~, ~ , - . - ,  ~k yon (I)(x), in denen ~ } ( x ) ~ .  Es gibt ein vo, 
so dal~ ftir ,~ > v o die Punkte ~j ( j -~-1,  2 , . . . ,  k) uater den Zer- 
legungspunkten yon Z~ vorkommen. Sei Z eine solehe Zerlegung 
Z " ( , J >  v0). Es gibt dann ein 3 ~ 0, so dal~ 

o i l ;  o : ) - - , ( z ) l < ~ -  ~ ' a r : , - - 8 < ~ < ~ ,  �9 

o ~ (j = 1, 2, . . . ,  k). 
~) (~) - * (~; -t- o) l < T ft~ gj < ~ < ~ / - f -  / 

Ist vo hinl~tnglich grog~ so hat fiir v ~> v,~ die Zerle~un~ .~ Z~ eine 
Norm % 8. Ist ~-' die Summe derienigen (hSchstens 2 k) Summanden 
in (123), die yon einem Teilintervail [Xi-~, xi] herriihren, das einen der 
k Punkte ~'). enth~lt~ und ist M so groin, dal~: 

If(x) l<21/ in [~, N], 
so ist : 

I N ' l <  4 ~ i . .  (124) 

Sei 32" die Summe der tibrigen Summanden in (123), die 
also yon Teilintervallen [xi-1, xi] herrtihren~ die k einen der Punkte 
~-j. enthalten, in einem solehen Teilintervalt [x~._~, x~] ist durehwegs 
~}(x) < a. Ist ~o hinlanglich grog i so ist fiir v > v o die Norm yon 
Z.. aueh kleiner als die Zahl 8 des oben bewiesenen Hilfssatzes. Ftir 
jedes in E" auftretende !ntervall [xi-1,  x.i] ist dann zufolge des 
Hilfssatzes : 

!ab ( ~  - t -o)  - -  o (x~_~  - -  o)[ < ~, 

und somit ist: 

,<_~ 1 / (~ ) - - / (~ ,  - o ) [ <  ~ v.Q~).  (12~) 

Aus (124) und (195) aber haben wir: 

- ' ~ v~( .~) )  ~ r  ~ =  

Damit ist (122) bewiesen. 
Es wird also gentigen, zu zeigen, dal~ ftir jede zu {I)(x) ge- 

htirige ausguzeiehnete Zerlegungsfolge {Z,,} ein endlicher Grenz- 
weft lim S O (Z~) existiert. 
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Sei nun Z (~~ eine Unterzerlegung yon 2", die aus Z eat.steh b 
indem in ein einziges Teilintervall [xi-~, xi] yon Z endlich viele 
Zerlegungspun~.~e 

x ~._ ~ = z o ~ z'~ ~ . . .  ~ p..~_ ~ ~ z z = x,. 

eingeschaltet werden. Es ist: 

so (z(~) - ~; ( z ) =  {f (~  - o ) ( 0  (~,~ - o )  - r (~,o + o)) + 

--~f(z1) ((D (z 1 + 0) "-- (D (Z 1 - - 0 ) ) + , f ( Z 2  - -  0)((D (g 2 - -  0 ) -  

" )} + f ( ~  - o) (r (~ - -  o) - �9 ( ~ _ ~  + o) - f ( ~ ,  - -  o) (r (~,~ - o) - 

- -  (I) (xr -Jc- 0))--- (/(z~ - -  O ) -  f ( x , -  0))((1) (z~--- O)- -  

- -  O (zo @ O)) @ ( f  (z~) - -  f (x ,  - -  O)) (O (z~ -Jc- O) - -  O (z, - -  O)) @ 

+ .... + ( / ( ~ . , )  - / ( x , -  o)) (r ( ._~ + o) - r ( ~ . ,  - o)) + 

+ (f  ( ~ -  o) - f (~ ,  - o)) ( , ( ~ -  o ) - ,  (~_~ + o)). 

Wenden wir. hierauf die bekannte Ungleiehung an: 

i m { ~n-- 1 } 

/ z = l  / ,~1 

wo ~ die grtil~te artier den Zahlen I vl ], l.vl @ % t, "" ", ]v~ @ v~ @ 
@ . - .  --~ v,~ 1 bedeutet, so erhalten wir, wenn 2g+ so gewalalt wird, 
daf} : 

I @ ( x ) - - q ) ( x , . . _ ~ @ O ) ] < M ~ .  in (x,._~, x,.), 

die UngMchung : 

[So (z(,)) - & (z) l < 2u, { I/  (z~) - / ' ( ~  - o) 1+ 

+ I f ( z ~  - 0) - - / ( ' 8 1 ) [  + " "  " ,  - t - I f  ( z a - ~ ) - -  f ( z a -  , - -  0)'f-r' (127)  

+ p f ( z z - - O ) - - f ( z , _ ~ ) ] <  M,. V ~ ( f ) .  

Sei wieder a > 0 beliebig gegeben , k die Anzahl der Un- 
stetigkeitspunkte-~j yon d)(x)~ in denen m(x)>s~ und % so groi3 
gewahtt, dal~ f~r  v ~ v o die ~j unter den. Zerlegungspunkt~n yon Z~ 
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vorkommen. Sei wieder Z eine solehe Zerlegung Z, .  Es gibt dann 
ein ~ > 0 ,  so dag ftir je zwei Punkte  x' und x" aus i-~j - -~ , - { i )  
gilt : 

, I * ( z ' ) - O ( x " ) l  < ~ .  

1st v o so grog, dag Nr  v ~ v  o die Zeriegung Z,, eine Norm % 
hat, so ist in (127), wenn xi einer der Punkte ~ ist~ M~ =< a, und mit- 
hin : 

!& (z (~~)  - S o  ( z )  i < ~ v ~ . = ,~_~ ( f )  (128) 

Sei v o aueh so grol3~ dab ftir .~ >= v o- die Norm der Zerlegung Z,. 
k ldner  als das g des [-Iilfssatzes ist. Ist xi keiner der Punkte ~i~ 
so ist ftir jedes (hinl~taglieh kleine) h ~ 0 in Ix,,-1 @ h, xi] dureh- 
weg to ( x ) ~  ~ daher naeh dem EIilfssatze A xi x i -  1 + h ~ e, daher : 

[ , I , ( z ) - - r  i~ (x~_~, x,). 

Also folgt aus (127): 

= V ~x' (#~ (129) 

Sei v o hinlgnglieh grot3( and Z~ eine ans -der zu ~ (x) ge- 
h6rigen ausgezeiehneten Zerlegtmgsfolge {Z,,} herausgegriffene Zer- 
legung mit v >= v o ; sei ferner Z '  eine beliebige Unterzerlegung yon Z. 
Mit Z (i) bezeiehnen wir diejenige .Unterzerlegung yon Z~ die aus Z 
entsteht~ indem man zu Z die naeh (xi- l~ xr fallenden Zer- 
legungspnnkte yon Z '  hinzuftigt. Dann ist: 

So (z')  So (z)  - _ (So (z~,)) - So (z)) 

Ftir hSehstens /~ Summanden gilt dann (128), fur die tibrigen (129), 
so dal~ wit haben: 

l &  (Z')  - -  S o (Z)]< ~ V~ (f). (130) 

Seien nun v ~ v o und ~' ~ v o, Die Pr0duktzerlegung Z ,  Z,,, 
ist sowohl Unterzerlegung yon Z,, als-von Z,,. Also ist nach (130): 

I So (Z,  Z,,) - -  S O (Z, ) l  < s Vg(f)  ; 

[S o (Z~ Z , , ) = . S  o (Z,, ,)I<~ Vg(f) ,  

und somit aueh: 

r > VO , ! So (Z.) --  So (Z,, ) < 2 a  V~(f) ftir V~Vo, _~ 

Dami~ ist die Existenz eines endliehen Grenzwertes lira N o (Z,) 
f l  *, ~ ( 3 0  

and also aueh die Existenz des Integral s j f (x)d �9 (x) naeh- 
gewiesen. 
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Offenkundig gtndert sieh der Wert dieses Integrals nieht~ 
wenn man zu (1)(x) eine additive Konstante hinzuffigt; wir be- 
schra~ken also die Allgemeinheit nieht, wenn wit ein- ftir allemal 
festsetzen : 

(b (~) = 0. 

W~ihlen wir 'sodann ~[  s% daiS: 

so erhatten wir unter BenCttzung yon (126): 

n 

iSo (Z)[<M~ {If(z, - -0)- - / ( . ,_~)  I +l.~(x,) --f(x,--O)!} + 
i = l  

§ ;e~rj/(~)i, 

und daraus dureh Grenztibergang: 

B 

6: 

In diesem Paragraphen w~hlen wit als Fundamentaloperation 
ft~r a = f ( x ) ,  b = @ (x): 

fi 

(a, b) = o.t f (x) J, r (z) . U 
o. 

19. D e r  R a u m  g[,:. Es bestehe der Raum 9~ aus allen 
Funktionen f(x)endlietier Variation, und die Magbestimmung sei 
gegeben dureh : 

D (a) = r~ ~ ( f )  @ if(~) !. (132) 

Den so entstehenden metrischen Raum nennen wir 9d,7. Es' ist 
in ihm die Relation L a~ ~ a (wo a ~ f ( x ) ,  a~ = f , .  (x)) gleieh~ 

bedeutend mir, dem gleiehzeitigen Bestehen yon: 

lira l~z(f--f ,)  ~-~ O; lim of, (,8) = f ( ~ ) .  

Sei .~ ~ 0 beliebig gegeben; es ist dann: 

V~(f--f , . )<-~; if,,(a)--f(~)l< 2-  fflr fast alle v. (133) 

Aus der ersten dieser Ungleiehungen fo!gt welter: 

f (zb~f , (z) - - ( fr  <~ ~- in [%}], 
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~nd daraus zusammen mit der zwdten Ungldehung (!33): 

[f~ (x) - - f  (x) 1 < -= in [~, ~] ft~r fast alle '~. 

.4us L a ~ = a  folgt als% dala die f~(x) g l e i c h m ~ t l a i g  in [%~] 

gegen f(x) konvergieren. 
Sei nun {a~} eine Cauchysehe Folge aus 9.117. Zu jedem 

a > 0 gibt es dann ein v0~ so daft: 

8 
__ V t ~ ' Y  ]f~' (~) - - f~ '  (~) I ~ -2- ffir '~ > ~o, = o" 

Wie  soeben folgt daraus: 

es gibt mithin eine Funktion f (x), gegen die die f,, (x) g I e i c h- 
m ~ g i g  in [a,~] konvergieren. Da {ai~ } eine.Cauehysehe Folge, 
gibt es zu jedem a > 0 und jedem i ein L:: so dal3: 

(134t) D (a ~i -= a ~) < ~ ftir ~ > ~ . ,  

wobei noeh ohne weiteres die Folge {w} als waehsend angenommen 
werden k a n n .  Aus (134) folgt: 

V[ (f,,,-- f,,) <-~; 'f*i(~)--f"('8)! < V  fat, v > v,.. 

Nun ist : 
o o  

f(x)--fi,: ( x ) - = ~  (f~,:+l (x)--f,~(x)), 

~nd somlt ~) : 
o o  

V~ (f--fi,)< "~ V~ (f i i+ ~ -- / ; , , )  < a  
i = 1  I 

(3o 

If(a) --f,~ (~)1= "~ If, i+~ (#) --/;,, (#) < ~, 
i = l  

and daher auch, wenn a =f(x) gesetzt wird: 

D (a - -  a~ )  < 2 ~. (135) 

Ftir ~ > h ist aber wegen (134) 

D (c~,, - -  a .~,)  < ~ -  

~") ggl. H. Hahn, Theorie tier reellen Funktionen I, S. 490, 8atz Vl 
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was zusammen mit (135) ergibt: 

D (a--  a~,) ~ 3 a f t i r , , > , ~ l ;  

also ist L a ~ = a ,  d .h .  tier Raum ~/~7 ist v o l l s t ~ n d i g .  

Als  p o 1 a r e n R a u m ~ 17 w~thlen wir die Menge aller Funk- 
tionen (i)@), die Uberall in [% ~] endliche einseitige Grenzwerte 
besitzen, aul3erhalb [~, ~] gegeben sind dureh 

(I) (x) = 0 ft~r x < % 
G 

und in ihren Unstetigkeitspunkten (mit Ausnahme yon ~) der Be- 
dingung gentigen 

4) (x )  = r ( z  - -  o ) .  

Das ttinzuf~gen dieser Bedingung bedeutet keinerlei Einschrankung ~ 
t - '  

da der Wart des Integrals ffd �9 ga~z unabh~ngig ist yon de~ 
(z 

Werten, die die Funktion �9 in ihren Unstetigkeitspunkten annimmt. 

Setzen wir : 

(b) = obere Sehranke v6n [ �9 (x) I in [% ~], (136) 

so ist wegen (131) s jedes a aus 9117 und jedes b aus ~317: 

I v (a, b) 1 2  D (a) ~ (b). 

Sei sodann b-~-(1)(x) irgend ein Punkt aus ~17, nnd sei 
ein Wert  ans [% ,~], ftir den: 

Ist ~_ < ~, so wahlen flit a : f ( x )  folgende Fnnktion: 

f : ( x ) = l  fur x<~.; f (x)~-O for x > ~ .  (137) 

Dann gehSrt a zu ~17, und es ist: 

D ( a ) = l ;  / U ( a , t ~ ) l = l * ( ~ - - 0 ) [ = I * ( ~ ) [ . >  - ~ 0 ) - ~ .  

Ist ~ = ~, so wghlen w i r  f(x)=--1 in [% ~] und erhalten wieder: 

2) (a) = 1 ~ I u (c~, b) ! --- I * (~) [ > • (b) - -  -:. 

Damit ist gezeigt, dal~ dureh (136) die p o l a r e  Mal~be- 
s t i m m u n g  g e g e b e n  ist .  
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Wir haben also den Satz: 

X X I X a .  S e i  b,~--~dg,~(x) e i n e  P u n k t f o l g e  a u s  ~ 7 -  
D a m i t  d i e  O p e r a t i o n s f o l g e :  

b' 

U (a, ~,,) = ff(~) ~*,, (x) (138) 
a 

b e s c h r a n k t  s e i  in  9X~v ~is t  n o t w e n d i g  u n d  h i n r e i e h e n d ~  
d a g  e s . e i n e  Z a h l  3 1 g e b %  so dal~: 

* . ( z ) l < ~  f ~  a~le z . o n  [~,~] . h a  ~ l l e  n. (t3S) 

Eine ( ~ r u n d m e n g e  | aus 9X17 wird gebildet yon allen 
s t e t i g e n  F~mktionen endlieher Variation zusammen mit d e n  
Funktionen : 

f (~) = { 0 f~r ~ < ~ 
1 ftir x > ~ ;  "f(~) beliebig ( ~ < ~ < ~ ) .  (140) 

Denn sei nun f ( x )  eine beliebige Funktion aus 91a7. Sie kann 
zerlegt werden in:*~) 

/(z) = L  (*)d-L (x), 
wo f1 (x) stetig und f~ (x) die Funktion der Sprt~nge. Sowohl f ,  
als f~ sind yon endticher Variation. Also gehSrt f l  zu ~ ,  und usa 
zu zeigen~ dat~ (~ eine Grundmenge ist~ gentigt es zu zdgen:  Es 
gibt~ wenn e - >  0 beliebig gegeben ist~ eine Linearkombination f~  
endlieh vieler Funktionen (140)~ so dal~ f~r a = f ~ ,  "cd = f * :  

D (a - -  a') < ~. (14i) 

Nun hat f.~ folgende Gestalt : ~) 

L (~) =/ (~  + o) - / ( ~ )  4- ~ {/(x,  + o ) :  Nx~ - o)} + 
(~, ~) 

@ f ( x )  - - f i x  - -  0), (142) 

wobei mit x,  die 'Unstetigkeitspunkte yon f bezeiehnet sind, und 
d~s Zeiehen ~ andeutet, dat~ Uber alle naeh (% x) fallenden Un- 

stetigkeitspunkte zu summieren i s t .  Da die tiber alle Unstetigkeits- 
punkte x~ yon (% ~) erstreekte tleihe: 

{ If  (x,, + o) - r  (~,,) 1-5 If  (z~) - f (~,, - o) t} 
7' 

4s) Vgl. 1. c. 4~), S. 507, Satz III. 
44) Vgq, 1. c. 4~), S 507. 



78  H a n s  Hahn,  

konvergent isiS5), kann % so bestimmt werden~ dal]: 

-0 
{ if(x~ + 0) - - f  (x0 ] § ] f (,v,,) - - f  (x,, - -  0 ) ] } <  ~-. (143) 

~ > r o  

Lassen wit in (142) unter dem Summenzeichen alle Glieder mit 
einem Index ~ % wog~ so entstehe die Summe: 

~ ' { f ( x , , @ O ) - - f ( x ; - - O ) } .  
(c<, x)  

Wit setzen : 

f .  ( . )=1@ + o) - / ( +  + ~'{,f  (.,, + o ) - 1 ( . .  - 0)} + 
(,, 6) 

@ e , ( f ( x ) - - f ( x - - O ) ) , .  

wo 3 ~ - 1  N r x = x l ,  x~, . . . ,m,o~},  s o n s t = 0 .  Dann ist f+  k0n- 
stant in jedem Intervali, das  keinen der Punkte xl, x ~ . . . ~  x,,<, 
enthal L nnd mithin Linearkom bination endlich vieler Funktionen (140). 
Ferner ist : 

f,,~ (x) - -  f*  (x) ~- .~" { f  (x, @ 0 ) -  f(x~ - -  0)} @ 
(a, x) 

@ (1 --D) ( f  (,) - -  f (x - -  0)), 

wo in s  nnr die x~, mit v ~ '+0- aufznnehmen sind. Daraus folgt 
sofort bei Beachtung yon ([43) ~6): 

V~ (f~ =s = ~ {I/(*,,-+- o ) - f  (z,,)I § I / ( z , ) - f ( x , , - o ) ] } < @  
~, :> l, o 

g 

1./, (z) - - f *  (x) l <  T i~ {~., ,q. - 

Damit aber ist (t41) naehgewiesen. 
FUr die Funktion (140) ist: hi) 

f / ( 4  d.,~ (x) = +,~(e)- r (~ § o) § (..,(s + o)- . ,~ (~).). 
a 

Soil also far jede Fnnktion (140) ein endlieher Grenzwert 

�9 2ira ff(*) ~Z += (.) existieren, so mug, da f (1) beliebig ist, sowohl 
~ o o  

ei~ enaiieher C~re~wert lira ( (~) - -  ~,, (l § 0)) als aueh eiu 

4R 45) 1. c. ), 8 . 505 ,  Satz I.  
4~) Vgl. 1. c. 4~), S. 509, 8a iz  V und  V a .  

47) W e n n  ~ < ~. Ft~r ~ ~ ~ tr i t t  an Stelle des letzten Giiedes: 

f(~) (+ ,, (~) - -  + , ,  (~ - -  0 ) ) .  
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endlicher Qrenzwert lim (~,~ (~ -J- 0) - -  J),~. (~)), mithin auch ein 

~ndlioher Greuzw~rt limoo (~,, (~) --  *,6 (~)) ~xistiere~. S~t~en ~ir hi~rin 
iusbesondere ~ ---- ~ und beachten~ dal~ O~ (~) ---~ 0~ so sehen wir~ dag 
ein endlieher Grenzwert lim O,~(~): mithin aueh endliche Grenz- 

werte lim qb,~(~-~-0) und lira ~,, (~) existieren mtissen. Bei Be- 
'~t ~ O O  ~ t ~ O O  

achtung yon ~7) sehen wir ebens% dal~ ein endlicher Grenzwert 
lira O~ (~ 0) existieren mug. 

Sei nun f eine beliebige s t e t i g e  Funktion endlicher Varia- 
tion. Nach Definition ist: 

fl 

d 
ct 

we Z~ eine zu O,  gehSrige ausgezeiahnet~ Zerlegungsfolge gureh= 
l~iuft. :Wegen der Stetigkeit yon f ( x )  kann geschrieben werden: 

ao(Z)=/ (~o)( . . (z0  +o)  ~,,(Xo))+ 
+ ~ f (X~) (r (~, + 0) - | (x:_~ + o)), 

oder unter Bentitzung einer bekannten Umformung unter :Beachtung- 
yon  r (x  o) .... 0,~ (~) = 0:  

~-~' (D S o (Z) = - -  ~ ,~ (x,_~ ~- O)(f(x,.) - - / ( x ~ _ ~ ) )  -~- On(~)f(3) 
i = 1  

L~tBt man wieder Z die ausgezeichnete Zerlegungsfolge Z~ dureh- 
laufen, so ergibt also (144): 

we nun das rechts auftretende Integral ein gewShnliches_Stielt- 
jessches Integral ist. 

Setzen wir : 
x -j- V: (f) = t @) = t, 

und bezeiehnen die sieh daraus ergebende Umkehrfunktion mit 
x ~ x (t). Sol t (a) ~ z, t (~) = v," und [t'~ t"] ein beliebiges Teil- 
intervall yon [z~ ~]~ und [x'~ x"] das vermOge x ~ x (t) entspreehende: 
Teilinterva!l yon [% ~]. Dann ist: 

I~ (~-it,,))-/(~ (~'))I = I~ (z,,)_/(.~,), _< v: ; ' ( / )~ ,  t , , -  t,,; 
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also ist die Funktion f (x ( t ) )  eine in [z, =] t o ~ a l s t e t i g e  Funk- 
tion t. Also kann gesehrieben werden: 

f l  r �9 

.t*,,(.)dl(~) i..(,~(t))<zs(~.' " d = ( t ) / =  t .,,(z (t~)~ s(z (t)) ~z~, 
r O a 

we das reehtsstehende Integral ein Lebesguesehes Integral ist. Da 
nun, wie wir sahen, tiberall in [%/~] ein endlieher Grenzwert: 

Iim qb ~, (x) = (I) (x), 
~t ~ ( 2 0  

also tiberall in [z, ~] ein endlieher fl}renzwert: 

lira (I),, (x (t)) = �9 (x (t)) 

existiert, so folgt naeh einem bekannten Satze tiber Lebesguesehe 
Integrale aus (139): 

?& f | (z = 
B 

= j ~  (z) df(x). 
ct 

Wir kisnnen daher die S~tze ausspreehen: 

XXIX b. S e i  b,, = q). (x) e i n  e P u n k t f o l g e  arts ~3~7. D a m i t  
d i e  in  9/17 b e s e h r a n k t e  O p e r a t i o n s f o l g e  (138) k o n v e r -  
g e n t  s e i  in  92117 , i s t  n o t w e n d i g  u n d  h i n r e i e h e n d ,  d a b  / 
f a r  j e d e s  x a u s  [% ~) e n d l i e h e  G r e n z w e r t e  limO,~(x), 

l im(1),~(x@0), s o w i e  e n d l i e h e  G r e n z w e r t e  limO,~(,3), 

lira d~ (~ ~ 0) e x i s t i e r e n .  

XXIXc .  S e i e n  b,~-~-O,~(x) u n d  b-~dO(x) P u n k t . e  a u s  
~)zT" D a m i t  f ~ a r d i e i n g [ a 7  k o n v e r g e n t e O p e r a t i o n s f o l g e  
(t38) in g a n z  9~17 gelte: 

lim f f (x)dO,,  (x) = tf(X) d �9 (x), (145) 
n ~ O o  J j 

a r 

i s t  n o t w e n d i g  u n d  h i n r e i e h e n d ,  dat~ in  [a,}):  

lira O~ (x) = q, (x); lira (b,, (x @ 0) = (b (x @ 0) ; (t46) 
~ o o  ~ z ~ o o  

lira 0,, (~) = �9 (~); lira r (~ --  O) = �9 (?, ~ 0). 
~ C O  n ~ C O  



(~ber Folgen l inearer Operationen. 81 

Ein besonders wichtiger Spezialfall ~s) ist der, dal~ 

X 

O, (x) ~- f ~n (x) d x ; �9 (x) == 0, (147) 
(2 

we die r (:r~) integrierbare Funktionen bedeuten; dann wird: 
fl fi 

a ct 

und es reduziert sich Bedingung (139) yon Satz XXIXa  auf: 
X 

I f  (x)axl< fnr alle x aus [a, ~] und alle n; (14:8) 
/ 

r162 

aus (145) yon Satz XXIXc Wird: 

lira f f c ~ n d x = O ,  
n ~ O O J  

und aus (146): 

lira j ~ ( x )  d x ~ O ~  ftir a < x < , 3 .  
~t ~ (XD J 

(t 

Einen anderen SpezialtTall ~9) erhi~lt man: indem man On (x) 
und qb (x) wahlt wie am Schlusse yon w 10. 

20. D e r  R a u m  9Xis. Es bestehe der Raum ~l aus allenjenen 
Funktionen endlicher Variation a ~---f(x): die in allen Punkten einer 
~Ienge ~ deren Komplement in [% ~] dicht ist~ stetig sind. Die 
Magbestimmung in ~/ sei wieder gegeben durch (132). Den so ent- 
stehenden metrisehen Raum nennen wir ~/~s- Wie bei 217 erkennen 
wir~ daft e r v  o 11 s t a n d i g ist, indem wir noeh beaehten, dag, wenn 
a~.~-f~(x) eine Cauchysehe Folge aus 2~s ist, die f~(x) g l e i e h ,  
m a 13 i g gegen ihre Grenzfunktion konvergieren, die somit ~ ebenso 
wie die f~(x) - -  in allen Punkten yon !gt stetig ist. Der p o l a r e "  
R a u m  !~s kann identiseh mit !~7 gewahlt werden. Als p o l a r e  
M a g b e s t i m m u n g  ergibt sieh dann wieder (136), wenn man 
beachtet, da13 in (137) far fe in  nicht zu ~t gehSriger Punkt gewahlt 
werden kann. Wir haben also den Satz: 

XXXa. Se i  b . - - ( I )n(x)  e i n e  P u n k t f o l g e  aus  ides. 
D a m i t  d i e  O p e r a t i o n s f o l g e  ( 1 3 8 ) b e s c h r ~ n k t  sei  in ~s~ 
i s t  n o t w e n d i g  n n d  h i n r e i e h e n d ~  daft  es e i n e  Z a h l  M 
gebe ,  f a r  d ie  (139) gi l t .  

~s) i t .  L e b e s g u e  1. e. ~o), S. 65. 
49) It.  H a h n  1. e. ~o), S. 137. 

M o n a ~ s h .  f i i r  ~ a ~ h e m a f i k  .u .  P h y s i k .  X X X ~ .  B a n d .  6 
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Eine G r u n d m e n g e  | aus g[ls wird gebildet durch die 
stetigea Funktionen endlieher Variation zusammen, mit denjenigen 
Funktionen (140)~ ftir die ~ nicht zu ~rt geh(Srt. Das gibt die Satze: 

XXXb. Se i  b~=~,~(x) e ine  P u n k t f o l g e  aus ~lS. 
D a m i t  d i e  in  ~ls b e s c h r ~ n k t e  O p e r a t i o n s f o l g e  (138) 
k o n v e r g e n t  sei  in  ~ls, is t  n o t w e n d i g  u n d  h i n r e i -  
chend~ dal] f t i r  j e d e s  n i c h t  zu ~ g e h S r i g e  x aus  (%~) 
e n d l i e h e  G r e n z w e r t e  lira d)~(x) u n d  lira d)~(x@0)~ 

s o w i e  e in  e n d l i c h e r  G r e n z w e r t  lim d)~(~) und, f a l l s ~  
n ~ C O  

n i c h t  zu ~2~ g e h S r t ,  lim q5~(~--0) e x i s t i e r e .  

XXXc. So lon  b~-----O~(x) u n d  b--:--dP(x) P u n k t e  aus !~ls. 
D a m i t  f t i r  d ie  in ~I~s k o n v e r g e n t e O p e r a t i o n s f o l g e ( 1 3 8 )  
i nganzO~l s  (145) g e l t % i s t  n o t w e n d i g  u n d  h i n r e i c h e n d ~  
dal~ f t i r  a l l e  n i e h t  zu ~ g e l h S r i g e n  x aus (~, ~) d ie  Glei -  
c h u n g e n  (146) g e l t e n :  f e r n e r :  lira O~(~)--(I) (~): a n d  f a l l s  

T r i O 0  

n i c h t  zu ~ g e h ( i r t :  l i m d ) ~ ( ~ 0 ) = O ( ~  0). 

Als besonders wichfigen Spezialfall 5o) heben wir den horror, 
wo ~ aus einem einzigen Punkte ~ yon (a, ~) besteht~ die (I)~ (x) 
gegeben sind durch (147) und d)(x)dureh:  

0 ftlr x < ~  
O ( x ) =  i ftir x > ~ .  

Aus (145) wird dann: 
fl 

�9 o 

hm ] f%dx~- f (~) ,  
~t ~ C O J  

aus (139) wird (148), und aus (146): 

l 0  ftir x < ~  
lira f ~ d x - - [ 1  for x > ~ . "  

(z 

fl 
w 12. Folgen verallgemeinerter Stieltjesscher lntegrale f~,~ dF. 

I n  diesem Paragraphen w~hlen wir als Fundamentaloperation 
fur a = F ( x ) ,  b = ~ ( x ) :  

p 
5" (a, b) = f ~  (x) d F (x). 

ct 

50) H. Lobesguo 1. e. ~o), S. ,50. 
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21. D e r  R a u m  ~ 1 9 '  Es bestehe der Raum ~l aus allen 
Funktionen a : / ~ ( x ) ,  die tiberall in [a, ~] endliche einseitige 
Grenzwerte besitzen, aul~erhalb [% ~] gegeben sind dutch : 

_F (x) ~- 0 fUr x ~ ~; /7' (x) -~- F (~) fiir x ~ ~, 

und in ihren Unstetigkeitspunkten (mit Ausnahme yon ~) der Be- 
dingung gentigen : 

/~(x) = • (x - -  o). 

Die MaBbestimmung sei gegeben durch: 

D ( a ) - -  obere Sehranke yon [2'] in [% ~]. (149) 

Den so entstehenden metrischen Raum nennen wit ~19. Wie  bei 
~la sehen wit, dal~ er V o l i s t i ~ n d i g  ist. 

Als p o 1 a r e n R a u m ~19 wahlen wir die Menge aller Funk- 
tionen endlicher Variation b ~---r (x). Setzen wir: 

a (b) = V~ (~) § I ~ (~) [, (150) 

so ist zufolge (131) ftir jedes a aus ~/,9 and jedes b aus !~10: 

l U (a, b) l • D (a).  h (b). (151) 

Sei nun b ~ r (x) eine beliebige Funktion aus !~19. Es gibt eine 
Zeriegung yon [% ~], so da~: 

I ~ (x , ) -  ~ (x,-~)I > v~(~)-=-~. (15~) 
i = 1  

Dabei kann ohne weiteres angenommeh warden, daft in je zwei 
aufeinanderfolgenden Teilintervallan [xi-1, xi] die Differenzen 
r (x}) - -  r (x,._~) entgegengesetztes Zeiehen haben~ da aufeinander- 
folgende Teilintervalle, in denen dies nieht zutrifft, in eines zusammen- 
gezogen werden kSnnen, ohne dag dadurch die Summe auf der 
linken Seite yon (152) geandert Wird. Dann aber ist: 

i = 1  " i = l  

und somit : 

I~ (xi) - -  :p (x,._ ~)1-9 I~ (~) = 
i ~ 1  

~-~ (153) 

= I~(~) -9  ~ (-- l y  ~ (x~) -9  ~ ( - . 1 ) ~  ~ (~) l ,  
i---~1 

6 ~ 
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wo k den Wert 0 oder 2 hat. Wir setzen nun: 

F(~) = 0; 2,(x)---~ (--1) i-1 in (x~._ 1, x~] (i ~--- 1, 2 , . . . ,  n - -  1); 
(154) 

2,(x) = ( - -  1) ~-~ in (x~_~, x ~ ) ;  2 , @  = ( -  1),~-~ (1 - -  ~). 

Dann geh~rt F(x) zu I~9 ~ far a 2,@) ist D(a) = 1/. und es wird: 

cr 

und somit wegen (153)und (152) ftir a = 2,(x): b = ~ ( x ) :  

I u ( ~ ,  b) I > A ( b )  - -  ~. 

Damit ist gezeigt~ dag dureh (150) die p o l a r e  M a f ~ b e s t i m m a  ng  
gegeben ist. 

Wir haben also den Satz: 

XXXIa.  Se i  b~=%~(x)  e i n e  P u n k t f o l g e  aus  ~i9. 
D a m i t  d ie  O p e r a t i o n s f o l g e :  

U(a, b~) = f r d F  (155) 
a 

b e s c h r ~ t n k t  sei  in  9~19 ~ is t  n o t w e n d i g  u n d  h i n r e i c h e n d ~  
dag  es e in  :M gibt~ so dag :  

V ~ ( ~ , ) §  f a r  a l l e  n. (156) 

Wie bei 9gi~ sehen wir~ dag eine G r u n d m e n g e  $ aus 9.I19 
gegeben ist durch die Funktionen: 

2 ' ( x ) = / 0  ftir x <  
1 f t i r x > i  ~ < ~ < ~  (157) ( 

und die Funktion: 

2,(x) ----- 
0 fur x < ~  
1 ftir x > ~ .  (158) 

Ftir diese Funktioaen ist: 

Somit haben wir : 

XXXIb. Se i  5,-~-r 
D a m i t  d i e  in 

Q. 

(~ ~ ~ _< ~). 

e i n e  P u n k t f o l g e  aus  919. 
~19 b e s o h r i ~ n k t e  O p e r a t i o n s f o l g e  (155) 
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k o n v e r g e n t  se i  in~19~ 
da$ f a r  j e d e s  x aus  
lim ~.(x)  v o r h a n d e n  sei. 

n ~ C O  

XXXIc. S e i e n  b,---~cp~(x) u n d  b--~cp(x)  
~ 9 .  D a m i t  f t i r  d i e  in  9X~9 k o n v e r g e n t e  
f o l g e  (155) in  g a n z  9~19 g e l t e :  

ist notwendig und hinreiohend: da~: 

lim %, (x) ----- ~ (x) (q. _< x ~ ~): 

Von besonderem Interesse ist hier tier Fall: 

i ( ~ <  Xo < ~). far < x o 
q~(x)= 0 ftir x ~ x  o 

Dann geht (159) tiber in~: 

a 

und aus (160) wird: 

1 ftir x < x o 
lira q~ (x) ~- 0 far x ~ x o . 

i s t  n o t w e n d i g  u n d  h i n r e i e h e n d ~  
[%~] e in  e n d l i e h e r  G r e n z w e r t  

P u n k t e  aus  
O p e r a t i o n s -  

(159) 

(16o) 

(161) 

22. D e r  R a u m  013o. Es bestehe der Raum ~ aus allen 
denjenigen Funkti0nen a = 2'  (x) yon ~19, die in einer gegebenen 
Punktmenge ~ yon .(% ~), deren Komplement in [:r ~] dicht ist, 
stetig sind. Die Mal~estimmunff sei /vieder gegeben dureh (149). 
Den so entstehenden metrisehen Raum bezeichnen wir mit 9.1~o ~ 
Er ist vollstitndig. 

Als p o l a r e n  R a u m  !D,o nehmen wir die Menge:aller der- 
jenigen Funktionen endlicher Variation b-~-cp (x)~ die in keinem 
Punkte yon ~ eine au~ere Sprungstelle sl) besitzen. Hat h (b) 
wieder die Bedeutung (150), so gilt wieder (151). 

Sei nun b ~ .~ (x) eine beliebige Funktion aus !Dso. Es gibt 
dann eine Zerlegung yon [a, ~], in der kein Zerlegungspunkt 
zu ~0~'gehtirt~ und far die (152) giltS~). Wie bei !~ls erkennen wir 
sodann~ daft die p o l a r e  M a l ~ b e s t i m m u n g  dutch (150) gegeben 
ist~ und kSnnen den Satz aussprechen: 

si) Ygl. H. Ha h n ,  Theorie der reellen Punktionen I, S. 499. 
5~) Vgl. 1. c. sl)~ S. 500~ Satz V. 
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XXXIIa .  Sei  b. ~ q~,, (x) e i n e  P u n k t f o i g e  aus ~o ,  Da- 
m i t  d ie  O p e r a t i o n s f o l g e  (155)besch r~ tnk t  se i  in ~20, i s t  
n o t w e n d i g  a n d  h i n r e i c h e n d ,  dal~ es e in  M g i b t ~  sodal~ 
(156) gi l t .  

Eine G r u n d m e n g ' e  $ ist hier gegeben dutch diejenigen 
Funktionen (157), fur die ~ nieht zu ~D't geh(irt, zusammen mit der 
Funktion (158). Somit haben wit: 

XXiKIIb. Se i  b,,--~,,(x) e i n e  P u n k t f o l g e  aus  !~o. 
D a m i t  d ie  in 9.I~o b e s c h r a n k t e  O p a r a t i o n s f o l g e  (155) 
k o n v e r g e n t  sei  inO~.zo , i s t  n o t w e n d i g  u n d h i n r e i c h e n d i  
dag f i i r  j e d e s  n i c h t  zu ~0~ g e h S r i g e  x aus  [% ~3] e in  end- 
l i e h e r  G r e n z w ~ r t  limbos(x) v o r h a n d e n  sei. 

~ t ~ C O  

XXXIIv. S e i e n  b , ~  ~.  (x) undb~--- ~ (x) P u n k t e  aus  ~ o .  
D a m i t  f t l r d i e  i n ~ e o k o n v e r g e n t e 0 p e r a t i o n s f o l g e ( 1 5 5 )  
in g a n z  ~2o (159) g e l t e ,  is t  n a t w e n d i g u n d h i n r e i e h a n d ~  
dal~ f t ir  j a d e s  n i c h t  zu ~ g e h S r i g e  x aus  [~ ~]: 

l i ~  ~ .  (x) = ~ (x). 

23. D e r  R a u m  9/~1. Es bestehe nun der Raum ~ aus allen in 
[% ~] s t e~ igen ,  in = versehwindenden Funktionan a---F(x). FUr 
x ~ = setzen wir wieder F (x)-~-0, ftir x > ~ setzen wir F (x) 

F (~). Die Mafibestimmung sei wieder gegeben durch (149). Den so 
entstehenden metrisahen Raum nennen wir ~ .  ~Er ist vollsti~ndig. 

Als p o l a r e n  R a u m  ~ nehmen wir die Menge aller in 
a und fi stetigen Funktionen andlieher V~riatian b---q~ (x), die in 
[% ~] keine aul~ere Sprungstelle besitzen. Hat h (b) die Bedeutung 
(150), so gilt wieder (151).! 

Sei nun b ~ ~ (x) eine beliebige Funktion ans !~t,  ES gibt 
dann eine Zerlegung yon [~, ~]~ in der si~mtliehe Zerl6gungspunkta 
Stetigkeitspunkte van ~ sin(t, and fiir die (.152) gilt. Dann haben 
wir wieder (153). Nun w~thlen wir ein h > 0 so klein i dal~: 

~=xo < xo+h < x~ < x~ + h<x~ < . . .  

und definieren eine Funktion a ---~ ~h (x) durah : 

~ ( . )  = 

F h ( * )  = 

.W~(x) = 

~Vh(*) = 

_Vh(x) = 

(--1)/-1 in [xi-l+h,x,] ( i ~ - - 1 , 2 , . . . , , - - 1 ) , -  

(--1)i-1 ( l " ~ ( x - - x ; ) ) i n  [xi, xi+h] ( i = 1 , 2 , . . . , n - - 1 ) ,  

(--1F-'  in [.._~+h, ~--1~], 

( - - 1 )~ -1 (1 - -  ~, - -  k-- (x - -  ~)) in [~--h,~].  
�9 h 
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Dann gehSrt Fh(x) zu ~ 1 ,  and es ist D (a~)~-~-1. ]~erner ist~ weil 
F (x) stetig ist: 

fl a + h  n--I x i n--I x i + h  

a a i = l  X i _ l - ~ - h  i-~.l  xi 

fl--h 

+ f 
x n _ l J F h  f l - - h  

Hierin ist, da 9 in allen Punkten x~. (i-~-0~ 1 , . . . ,  n) stetig ist: 

~4h 1 <<+h 

x i z i + h  - ~ x z "~h  

f :pdFh=0;  li=m0 f ~pdEh=!im(" 1/~ f ~pdx=2"(--1)'e~(x"); 
Xi__l-~h x i  x i 

~--h ~ 
�9 f + : d 2 ' h - ~ 0 ;  lira f v d F h = l i m ( - - 1 )  ~ :  

n-- �9 h ~ O  fl__ h h ~ O  - - h  

Also auch : 
D' ~--i 

li=m ~ f r Fh ~- ~ (~) -~- 2 "~, (-- 1/~ (x~.) -[- 2,. (_ 1)"~ (~). 

Aus (153)und (152) folgt daher auch hier~ dab durch (150) die 
p o 1 a r e M a IS b e s t i m m u n g gegeben ist and wir haben den Satz : 

XXXIIIa .  Sei  b~=v~(x)  e ine  P u n k t f o l g e  aas  !~1. 
D a m i t  clio O p e r a t i o n s f o l g e  (155) b e s c h r ~ n k t  sei  in ~ ,  
is t  n o t w e n d i g  a n d  h i n r e i c h e n d ,  daft es e in  M g i b t ,  so 
dag  U n g l e i e h u n g  (156) gi l t .  

Eine Grundmenge | aus 9.I~1 ist gegeben durch die Funk- 
tionen : 

{0 x ftir x < ~  
_F(x)-~--- - - ~  fib x > ~  x ~ < ~ .  

Bedenkt man, dal3 ftir diese Funktionen: 

ist, so erhalten wir die Satze: 
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XXXIIIb. Se i  b ~ = ~ ( x )  e ine  P u n k t f o l g e  aus  !~l. 
D a m i t  d ie  in ~ i  b e s c h r a n k t e  O p e r a t i o n s f o l g e  (155) 
k o n v e r g e n t  sei in ~f~l, i s t  n o t w e n d i g  u n d  h i n r e i c h e n d ~  
dag ftir  j e d e s  ~ aus  [~ ~) e in  e n d l i c h e r  G r e n z w e r t  

lira , ] ~ d x  v o r h a n d e a  sei. 

XXXIIIc. S e i e n  b~..~r u n d  b .=~(x )  P u n k t e  aus 
~s~. D a m i t  f t ir  d ie  in 9~2i k o n v e r g e n t e  O p e r a t i ~ ) n s f o l g e  
(155) in ganz  9~sl (159) ge l t e ,  i s t  n o t w e n d i g  u n d  hin-  
r e i c h e n d ,  da~ fiir j e d e s  ~ aus~[%~): 

f  odx= f  dx. (16 ) 

Von besonderem Interesse ist wieder der Fall: 

1 ftir x < x o 
( x ) =  0 ftir x > x  o. 

Dana wird aus (159) wieder (161)7 nnd da (162) gleichbedeutend 
ist mit: 

erhalten wir: 

lial a f c ~ d x =  { ~ - - a  ftir ~ < x  o 
~=~o Xo--~ far ~ x  0. 


