Uber Folgen linearer Operationen.
Von Hans Hahn in Wien.

AnliaBlich eines Referats tiber die Darstellung willkiirlicher
Funktionen durch Grenzwerte bestimmter Integrale (sog. singulire
Integrale), das ich auf der Versammlung der Deutschen' Mathe-
matikervereinigung in Jena hielt, machte mich Herr J. Schur
aufmerksam, daf die Theorie der‘ singuléiren Integrale offenbar in
enger Beziehung stehe zu seinen Untersuchungen iiber lineare Trans-
formationen in der Theorie der unendlichen Reihenl). Ich habe
nun versucht, eine allgemeine Theorie aufzustellen, in der sowohl
die Theorie der singuliren Integrale, als auch die Untersuchungen
von J. Schur als Spezialfille enthalten sind. Diese Theorie michte
ich im folgenden kurz darstellen.

§ 1. Die fundamentale Ungleichung,

Unter einem linearen Raume verstehen wir eine Menge %
von Elementen @ (den Punkten des Raumes) mit folgenden Eigen-
gehaften :

1. Ist A eine reelle Zahl und @ ein Punkt von ¥, so o'1bt es
in ¥ auch einen Punkt Aa. Diese Multiplikation mit ciner reellen
Zahl gentigt dem assoziativen Gesetz:

A(pa)=(0p)a.

Fir A =0 sind alle Punkte 0 @ identisch. Dieser Punkt heifit der
Nullpunkt des Raumes und wird bezelehnet mit 0. Es ist 1o =g,
und (—1) @ setzen w1r =-—a.

2. Sind @ und @' Punkte von ¥, so gibt es in % auch einen
Punkt @ -}-ao'. Diese Addition der Punkte ist agsoziativ, kommutativ
und zur Multiplikation mit reellen Zahlen distributiv:

\atpa=@GAtpa; r@-t+ao)=ra-ra
Jedem Punkte o von U sei eine Zahl D (a) zugeordnet mit
folgenden Kigenschaften :

1. Es ist D (@) >0, und zwar D (a) =0 dann und nur dann,
wenn =0, .

2. D (Aa)=|r|D (a).
3. D(a+a)<D(a)+ D ().
1 J. Schur, Journ. £ Math. 151 (1920), 79.
. 1*
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Mit Hilfe dieser Funktion D (a) kénnen wir den Raum % zu einem
metrisehen Raume?) machen durch die Abstandsdefinition:

r(a,a"y=D (a —a').

Damit ist im Raume %;uch der Grenzbegriff festgelegt | vermige
der Definition?): 4 .

L a,=a, wenn lim D (a,—a)=0.
=00 P ==0Q
Da D (a)=r(a,0) ist und r (@, b) stetig von o abhangt®), ist D (@)
eine in % stetige Funktion von a. Aus L ¢,—=0a and L o), =¢'

folgtL(a,—{—a =a-a, wei ja: i e
D(a+a——cz,-a)<D(a——a)+D(a-——a)

Eine Punktfolge {a,} aus % heifit eine Cauchysche Folge,
wenn es zu jedem e >>0 ein v, gibt, so daB: ‘

D(a,—a))<e fir v=vy, v =y,

Gibt es in A zu jeder Cauchyschen Folge {@»} einen Grenzpunkt,
¢ h. einen Punkt @, fiir den:

L a,=a,

=00 .
50 heifit der Raum % vollstandig. Wir nehmen im folgenden
den Raum ¥ als vollstindig an.

Sei nun ein zweiter Raum € gegeben, dessen Punkte wir mit
¢ bezeichnen. Jedem Paare a, ¢, wo @ zu ¥ und 6 zu G gehort,
sei eine reelle Zahl U (a, c) zugeordnet und zwar sei die 0perat1on
U linear in @, d. h. es sei:

UQha, c)_-)\ Ua,e); Ua+a, c):U(a,c)+ U(d,c);

wir bezeichnen sie im folgenden als die Fundamentaloperation,

Nun fihren wir im Raume € eine Mafifunktion A (¢) ein
durch die Definition %): bei gegebenem ¢ sei A (¢) die obere Schranke
von | U (a, ¢)| fiir alle der Bedingung D (@) = 1 geniigenden « von U
Da U (—- a, ¢) = — Ula, ¢) uvnd D (— a) = D (a), sicht man
daB in dieser Definition auch |U(a,c)| durch Ufa,c) ersetzt wer
den kann. Wir nennen A (¢) die (bezughch der Fundamentaloperation U
zu D (@) polare Mafifunktion.

%) Vgl. H. Hahn, Theorie der reellen Funktionen I, 8. 52.
%) Fiir' den Grenzbegriff in 9 verwenden wir das Zeichen L. , fiir Grens
werte reeller Zahlenfolgen das Zeichen lim . - y=00
4 Vgl Le ®), 8127, Satm L

%) Die folgenden Uberlegungen stammen im wesentlichen von E. Hell:
Monatsh. f. Math, u. Phys, 31 (1921), 61 ff.
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Es kann auch A(c) = -~ oo ausfallen. Wir wollen annehmen,
dies sei micht fiir alle ¢ von € der Fall und lassen sodann aus €
alle Punkte mit unendlichem A (¢) weg. Die tibrighleibenden Punkte
von € bezeichnen wir mit b, die Menge aller dieser Punkte mit B
und nennen sie einen (beztiglich. der Fundamentaloperation U) zu
A polaren Raum. )

Seli a(0) ein Punkt von . Dann gentigt der Punkt

o = Di@—a der Bedingung D (a/) = 1. Nach, Definition von A (b)
ist also: :
| U(d,b) | = AD).
Da aber:
! —_— 1 \
D@0 = g5 U@0)

so isf: ;

| U(a, b) | < D (a).A(b). (1)

Da diese Ungleichung offenbar auch fir o =0 gilt, so gilt
sie fiir alle @ von ¥ und alle b von B. Wir nennen sie die funda-
mentale Ungleichung. :

Sei A(b) eine in einem Raume B definierte und endliche
Funktiony fir alle @ von % und alle b von B gelte Ungleichung (1);
zu jedem b von B und jedem & >0 gebe es ein @ von A, so dafi:

D@=1; |Uab)|>50) —¢;

dann ist B ein zu A polarer Raum, und A(b) diezu D (a)
polare MaBfunktion. T

Fir jedes b von Bist U(a,b) eine in A stetige Operation,
d. h. auws Loag,—a folgt » o '

- lim U(ay, b) = U(a,b).

Tn der Tat, nach (1) ist:
| U b) — U, B) | = | Uy — a,0)| < D (@ — 0).A0).

Wegen Lia, = a aber ist lim D(a, — a)=0.
Y =00 =00

8 2. Beschrinkte Operationsfolgen.

Sei U(a,b) die Fundamentaloperation und {b,} eine Punkt-
folge des polaren Raumes B. Wir nennen die Operationsfolge
Ula,by) (n=1,2,...) eine in A beschrinkte Operations-
folge, wenn fiir jedes einzelne @ aus ¥ die Folge der Zahlen
U(a,b,) (n=1,2,...) beschrinkt ist. Es gilt der Satz:
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I. Damit die Operationsfolge U(a,b,) (n=1,2,...)
beschrankt sei in 9, ist notwendig und hinreichend,
dafl die Folge A(b,) (n==1,2,...) beschrinkt sei.

Die Bedingung ist hinreichend; in der Tat, ist:
A (b,) < M fiir alle n,
so folgt aus (1):
| Ua,b)| < M.D @.

Die Bedingung ist notwendig, wir haben zu zeigen: ist
sie nicht erfﬁllt, so gibt es in A ein a, fir das die Folge U(a, b.)
(m=1,2, ...) nicht beschrénkt ist.%)

Sei also die Folge der A(b,)(v==1,2,...) nicht beschrénkt,
d. h. es sei: ’

fim A (8,) = - 0.

Indem wir nptigenfalls von {b,} zu einer Teilfolge iibergehen, kinnen
wir ohne weiteres annehmen, es sei geradezu:

Vlin;OA (by) = 4 <. ‘ @)

Infolge der Definition von A(b) gibt es-dann in ¥ eine Punktfolge
{as}, so dald:

limU(av, bv)=+oo; D(@,)=1. ' (3)

Dabei konnen wir annehmen, fir jedes einzelne a, sei die Folge

Ulayy bn)(n=1,2,...) beschrinkt:

(U (ay, bu)| << M, fir alle n, 4)
da andernfalls die Behauptung schon bewiesen wire. Wir setzen
zur Abkiirzung

Ab,) =A,.
Dann gibt es immer eine mit einem beliebigen Index v, begin-

nende,”) wachsende Indizesfolge {v;}, die den "beiden Forderungen
gentigt:

1. Bopyr b,
2. Ist N, so gewihlt, daB:

IU(wH—2A @y, . +2L—IA oy b”)[<N,- fur alle n, (5)

Vi—1

%) Der Grundgedanke des folzenden Beweises stammt von H. Lebesgue,
Ann, Toul. (3) 1 (1909), 61,

7) Dieser Index v, werde so gewihlt, daB A, == 0, was wegen (2) sicher
“moglich ist.
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80 ist: . k

Uay, s by ) >Nidi41) 274, (6)
In der Tat, wegen (2) ist Forderung 1 befriedigt, sobald nur v, ,
(> v;) hinlanglich groB gew#hlt wird; aus (4) folgt, dall N, so

gewihlt werden kann, dald (5) gilt; aus (3) folgt, dall dann, wenn
v; 41 hinlédnglich groL’) gewahlt erd auch (6) gilt.

Wir setzen nun:
1 1
“ﬁ‘l‘ﬁ“w—l—""‘l-m“%"‘kf ‘

und behaupten: {k;} ist eine Cauchysche Punktfolge. In
der Tat, bei Beriicksichtigung der zweiten Gleichung (3) und von
Forderung 1 findet man:

r \ 1
D (hiyr—hi) < ‘QTK:;D(“?’H—J +- '+2z‘+k—1A”+k——1 D (a’i+k)
: - ‘ (7)
1 /1 : 1 1 1 «
A, (‘2—¢+ <t 2£+.k_1>§ 2714, = 2714,

also ist {kz} eine Cauchysche Punktfolge.

Da nun der Raum ¥ vollstéindig, glbt es in ihm einen Punkt &,
so daf3:

=

L hZ =h.
Wir setzen: '
T
”z-—l
Dann ist:
1 ,
U(h»bv,)22,—~— Uan, b,@)—[U(hi_l,b D=1 Ui, b4 (8)

Hierin ist wegen (6):
1 .

m U(a,,z., byz)>Nz,_1+ Z, (9)
und wegen (5): 7

]U(hi—I’ bvz)l<-NZ—l) . (10)
endlich wegen (1):

[U (ryy 0,) | < D (@) A, 11)
Aus: ‘

’l‘,—-——h——-hz—.L (h1+k—]’b )

k__
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und der Stetigkeit von D folgt:
D(ry)=lim D (hyx — hs),
. k=00
und somit wegen (7)

1
D(Tﬂi)ézT:rg;-

Zufolgg (11) ist also:

U@ b,) | <ome < 1. (12)

25««1 =

Nun ergeben (8), (9), (10), (12):
Uy b,)>1—1,

also ist die Folge U, b,) =1, 2,...) nicht beschrinkt, und
die Behauptung ist. bewiesen.

§ 3. Konvergente Operationsfblgen.

Sei wieder U (a, b) die Fundamentaloperation und {bn}
eine Punktfolge des polaren Raumes. Wir nennen die Operations-
folge U(a; by) eine in A konvergente Operationsfolge,
wenn fiir jedes @ von ¥ ein endlicher Grenzwert lim U(a,b,)
existiert. Ks gilt der Sata: n=a0

I Ist U(a,b.) n=1,2,...) eine in ¥ konvergente
Operationsfolge, so ist

V(a)=1tm U (a,b,)

eine in U gleichmifig stetige lineare Operation.
In der Tat, dah V(a) linear ist, liegt auf der Hand.

Als konvergente Operationsfolge ist U'(a, b,) gewil auch be-
schrinkt, nach Satz I gibt es also ein M, so daf

CAG) <M fir alle n. ' (13).

Sei sodann & >> 0 beliebig gegeben, und seien o' und a” zwei
Punkte von ¥, fir die:

D@ —a< EZ, (14)
Es ist: :
V(a) — V(@)= lim (U@, b,)— U(a”,b,) ) = lim U(a’ — a, b,).

Zufolge der fundamentalen Ungleichung (1) aber ist hierin
wegen (18) und (14): =~ - : %

(U@ — a”,bn)| <D (0’ — a"). A, <e.
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© Also ist anch:
| VY=V Ze,

womit Satz II bewiesen ist.

Wir nennen einen Teil & von 2 eine Grundmenge aus ¥,
wenn die Menge &' aller Punkte von 9, die Linearkombinationen
endlich vieler Punkte von & sind ,(d. h. die Gestalt haben:

ca=Ng +hg+. .+ rgy

WO iy 95y - -y9i 20 & gehoren), in A dicht ist.5) Dann gilt der
atz : :

L. Damit die in ¥ beschrinkte Operationsfolge
U, byy(n=1,2,...) auch konvergent sei in ¥ ist not-
wendig und hinreichend, dafl sie in allen Punkten g
einer Grundmenge & aus A konvergent sei.

Die Bedingung ist notwendig: dies ist trivial. Die Bedin-
gung ist hinreichend. In der Tat, ist die Operationsfolge U(a, bn)
konvergent in &, so auch in der vorhiri mit §' bezeichneten Menge
Tn allen Punkten von ' existiert also:

Via)= hm U(a b.) ‘ (15)
und ist nach Satz II eine auf @’ glelchmdﬁig stetige Funktion.
Da & dicht in %, kann sie in eindeutiger Weise zu einer auf
ganz U endlichen und stetigen Funktion V(a) erweitert werden.®)

. Wir bewelsen, dal dann (15) auf ganz U gilt.

Sei in der Tat ¢ >0 beliebig gegeben. Es ist, wenn 4’ ein
beliebiger Punkt von : ’

U@y b)— V(@) | < |U(a, b)— U (@', ba)| +
T @b — V(@) | 4| (@) — V@),

Da & dicht in 9 und da V stetig auf ¥, kann fiir ¢' ein Punkt
von &' gewihlt werden, fiir den:

(16)

D@ —a)<e; |VE)—V(@)|<e (17)
Weil auf &' die Beziehung (16) gilt, ist:
(U@, b,) —V(a)|<<e fir fast alle ». (18)

Weil U (a,b,) nach Voraussetzung beschréinkt ist, gibt es ein I,
so dall (13) gilt. Wegen der fundamentalen Ungleichung (1) ist
sodann : '

| U (a,b0) — U (@, by) | < D (@ —a'). A(by) <<s. M fiir alle n. (19)

8) Vgl. L c. 2), 8. 77
9 L e 2, 8. 183.



10 Hans Haho.

Wegen (17), (18), (19) ergibt (16):
| \Ula,by) — V()| <e(M-+2) fur fast alle .
Also gilt (15) auf ganz ¥, und Satz III ist bewiesen.

IV. Sei U(a, b,) eine auf A konvergente Operations-
folge und F(a) eine auf Alineare ind stetige Funktion.
Damit auf ganz ¥ die Beziehung gelte:

lim U (a,b,) = F (a),
7 ==0Q

ist notwendig und hinreichend, daB sie in allen Punk-
ten einer Grundmenge @ von U gelte.

Die Bedingung ist notwendig; dies ist trivial.

Die Bedingung ist hinreichend; in der Tat, nach Satz II
ist V{a) = 1im U (a, b,) linear und stetig anf A. Wegen der Linearitit

folgt aus ‘der Uberemstlmmung von F und V auf ® jhre Uber-
einstimmung auf der oben mit @' bezeichneten Menge, und weil
@' dicht in 9, folgt aus der Stetigkeit weiter die Ubereinstimmung
von F' und V auf ganz .

§ 4. Lineare Transformationen beschrinkter Zahlenfolgen,

In den §§ 4—71 bedeuten sowohl die Punkte.des Raumes %,
als auch die Punkte des Raumes B Folgen reeller Zahlen:
a={u}; b={oa};
und es ist:

A a::{)\u;,}; a—]—a’:{uk—[—u'k};
die Fundamentaloperation ist: B
o0
U (a,b) = 3 s vz ~ (20
kF=1 -

1. Der Raum ¥,. Zunichst bestehe der Raum U aus allen
beschrinkten Folgen reeller Zahlen, und die Malfunktion
sei gegeben durch:

D (@) = obere Schranke von | i | (b= i 2,005

den so entstehenden metrischen Raum nennen wir %[ Ist @, = {uv,k}
eine’ Punktfolge aus 9,, so bedeutet:

Lav_a

=00
soviel wie: zu jedem ¢ >0 gibt es ein v,, so.dafl:

‘Iuvik“‘““k‘i<5 ftir v>v, und alle %;
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d. h. es gelten die Beziehungen:
lim %,z == us
v=0
gleichmiBig fiir alle % Offenbar ist dieser Raum vollstandig.

Als polaren Raum 9B, nehmen wir die Menge aller Folgen
[e]

{on} fiir die 2 | vi| endlich ist. Fiir _]edes a aus U, und jedes b aus

B, hat dann dle Fundamentaloperamon (20) einen Sinn, und es ist:

U@ 5| <D @S|l

. k=1
Wir fiihren nun, wenn z irgend eine reelle Zahl bedeutet, in tiblicher
Welse die Bezeichnung ein:

sgnz=1, wenn 2> 0, sgnz—_‘—- 1, wenn 2 <O0.

Setzen wir:
Up == sgn 7]].;,

80 gehort {uk}—- a zu U;, und es wird:

[ee]

Da)=1; U(a,b)_zlﬁk[.

k=1
Zufolge der Schluflbemerkung von § 1 Liaben wir daher tiir
die polare Mafbestimmung:

[e0]

‘A(b)zz [o] .

k=1
Aus Satz I entnehmen wir daher:

Va. Sei b,= (v, eine Punktfolge aus B,. Damit
die Operationsfolge

U(a, bn):Evn,kuk n=1,2,...)
k=1 .

beschriankt sei in %, ist notwendig und hinreichend,
dall es eine Zahl M gebe, so dab:

2[1)%”<M fir alle n.

k=1

Eine Grundmenge & aus A, wird gebildet durch die Menge
aller Folgen {u;}, die nur die Zahlen 0 und 1 enthalten. In der
Tat, die Menge &' aller ‘Linearkombinationen

a=lygy+ - g
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der Punkte von & ist nichts anderes, als die iV[enge aller Folgen
{uk}, in ‘denen nur endlich viele verschiedene Zahlen vorkommen;
ist sodann @ == {u} ein belichiger Punkt von ¥, und & >0 beliebig
vorgegeben, so schalte man zwischen — D (2) und D (@) endlich
viele Zahlen.

= D@y=rg<n < i< rj=D(a)

ein, so dafl
a1 <8 (b= 5L,2,..050)
und verstehe unter wj; die dem «; unmittelbar vorangehende Zahl r;.
Fir o' = {uk} ist dann: :
» D(a—a")<e,-
also ist &' dicht in %,. ‘
‘Wir fithren noch folgende Bezeichnung ein: ist I irgend eine

Menge nattirlicher Zahlen, bestehend aus den Zahlen &, ko, ..., ky,.. .}
%0 setzen wir:

gﬂk:’ukl—l—vkz—{-—..._i_mj_*_

Aus Satz 11T erhalten wir nun unmittelbar:
Vb. Sei b,=1{v,} eine Punktfolge aus B,. Damit
die in ¥, beschrinkte Operationsfolge

U(a,ba) == > va 5 s (21)

k==1

auch konvergent sei in 9, ist notwendig und hin-
reichend, dafi fiir jede Menge I natiirlicher Zahlen
ein endlicher Grenzwert existiere:

lim Son. ‘ 22)

n=c0 gy

Wie wir schon in § 1 sahen, ist fiir jedes b aus B, :

0.
U (a,b) =" vtz (23
k=1
stétlig in . Also ergibt Satz IV:
Ve, Seien by=={v,i und b={v;} Punkte aus ¥
Damit fiir die in U, konvergente Operationsfolge (21
in ganz %A, gelte: '

oo oo
Hm N v, 0= v; us, (24

=00} —1 ke=1
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it notwendig und hinreichend, dah fir jede Menge I
natirlicher Zahlen:

lim 2 Vb ’"Z V. (25)

n=0CA bty

Satz Vb und Ve konnen umgeformt werden vermoge des
Satzes: ,

VI. Sei by={vs4 eine Punktfolge aus B,. Damis
fiir jede Menge M nattirlicher Zahlen ein.endlicher
Grenzwert (22) existiere, ist notwendig wund hin-
reichend, dafl die beiden Bedingungen erfiillt seiemn:

I. fir jedes k existiert ein endlicher Grenzwert

lim Un I
ﬂ—OO

2. zu jedem ¢ >0 glbt es ein ko, so dab:

2 [va,5| <e fiir alle n. (26)

b=k
Die Bedingungen sind hinreichend: sei in der Tat I eine
Menge npattirlicher Zahlen und sei 2" die Menge derjenigen Zahlen
aus N die <k, sind, IM" die Menge der ibrigen Zahlen von .

Wegen 1. existiert dann ein endlicher Grenzwert lim’ 2 VUnk, und
es gibt somit ein 7,, so daB: nE=ee

fzvn,k'“ Evn,,kl<e fir n>n, n' >n
M w '

Wegen 2. ist

[2 @,z,kjéa fiir alle #.
m’al!

Also ist:

| Sn i Sowa| <3 w0 zng, w0z,

das heifit: es existiert ein endlicher Grenzwert lim 2 U, k-
N=0C0 g

Die Bedingungen sind notwendig. Fiir 1. ersieht man es,
indem man unter i die Menge natiirlicher Zahlen versteht, die .
nur aus der Zahl % besteht. Den Beweis, dal auch 2. notwendlg
ist, fithren wir indirekt, indem wir annehmen es sei 1. erfiillt,
2. aber nicht, und zeigen, daB es dann eine Menge il na,turhcher
Zahlen gibt, Tir die kein endlicher Grenzwert (22) existiert.

Ist 2. nicht erfillt, so gibt es ein ¢ >0 von folgender Eigen-
senaft: wie groff N und K auch gewshlt seien,-es gibt ein n, > N
und ¢in I, so daBi: N

K41

Dlvag s> @0
E=K
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In der Tat, andernfalls giibe es zu jedem e ein N und ein K, so daf:

K1l
2 |Unx | <e fiir alle » >N und alle .
k=K

Durch den Grenziibergang [ —» co folgt daraus:

[o8]
S loni|<e fir alle n>N. (28)

k=K

. [ee]
Da jede Folge {v,:} zu B, gehort, sind alle Summen 2 [ Vn, & |
k=1

endlich; es gibt also ein K', so daf:

- :
D lvnr|<e fairw=1,2,. .., N. (29)
F=x v
Bezeichnet k4, die groflere der beiden Zahlen K und K', so
wiire also, wegen (28) und (29) auch (26) erfiillt, d. h. es wiirde
Bedingung 2. gelten, gegen die Annahme.
Daraus schliefien wir weiter: wie grol N und K auch gewihlt

seien, es gibt ein %, > N und eine-endliche Menge I von Zahlen,
> K, so dafl: '

| S tnr > 5 SNG )
0
In der Tat, wegen (27) muB, sei es fur die Menge jener F,
die in (27) positive Summanden v, ; liefern, sei es fiir die, welche
negative v,,; liefern, auch (30) erfiillt sein.
Wir gehen aus von einem beliehigen Index #, und einer

beliebigen Menge ¢, natiirlicher Zahlen, fir die wir — wegen
der Gleichfsrmigkeit mit dem Folgenden — auch die Bezeichnung &,

einfithren. Weil 2 | va,x| endlich, gibt es ein %,, gréfer als alle
=1 v

Zahlen von &, und so groB, daf
< €
! 17111, <5
2 el <y
Ferner gibt es wegen Bedingung 1. ein N, >>n, so dal:
)EW"”‘_E v%,,k!<% fir n >N, n' > N,.
A 8, '
Und wieder gibt es ein K, > %, so daB:

S .
o <55
V=%, | 12
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Wie wir gesehen haben, gibt es ein %, > N, und eine end-
liche Menge N, natiirlicher Zahlen, die simtlich > XK, sind (mithin
anch grofer als alle Zahlen vor ), so daf:

!;'Ungkl>%

Wir setzen:

M, -+ M, = S,

Zu diesem %, gibt es wieder ein %, > K, und grofler als alle
Zahlen von &, so dal ‘

oQ

. 3
- |v”m:)k l < E‘

Femt,

Ferner ein N, > n,, so0 daB
|Evn, k ——2?}7&/’]‘; 1 <J-]T€§ fiir %£N27 ’Vb'zNz,
&, S, ‘
und sodann ein K, >k, so da%ﬁ(

s g
2]l <gg

Indem wir so weiter schlieBen, 'sehen wir: es gibt zwei Folgen von
Indizes:

nl<Nl<n2<N2<... < m < N;<...
<K <h<K <. . <kb<K<...

und eine Folge vor endlichen Mengen natiirlicher Zahlen {30 4, von
folgenden Kigenschaften: Setzt man:

&=, + Wy + ... My,

so ist M, 41 fremd zu S, Fum 4> i enthilt M; nur Zahlen > K,.
s ist: -

S loel<si Slonal<

v"z’» <_—. /UNz‘,k <_\‘" (31

k=k: ' 127 | r=K; 12 )

"Eyn,k—"g'vn',k’<jf2‘ fiir niNz-, Wer (82)
€; &; i

| S| > 5 (33)
W
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Nun bilden wir die Menge:

W= M, 4y 4 ML

M—;,=N,.

nod setzen :

Dann ist:

lz”’@*h 2”% gi[%vni,kl——
_{ 2 UN; g,k 2 Vng, f lﬁ;l?Nihl,k'—'%v,li,kl,

z——l 1——‘[

(34)

Hierin ist nach (32;:
»Efizv lk—20n1,1’6§<127
81 &1

und da ., nur Zahlen > K, ,, und R; nur Zahlen > K>k,
enthlt, ist nach (31):

gl@vl__l k’<127 {%v"i'kl<——

Zusammen mit (33) also ergibt (34):

IEWN‘—J k _‘2 Uny, & ’>i

Also kann kein endlicher Glenzwert lim 2 Un,k vorhanden gein.
=00 am

Damit ist der Beweis von Satz VI beendet.
Bemerken wir noch, dafl, wenn die v, ; den beiden Bedin-
gungen von Satz VI geniigen, die Folge der Zahlen

A(b"): 2 lvn,kI

beschrénkt ist, und somit nach Satz Va die Operationsfolge U(a, b.)
in % beschrankt ist. In der Tat, wegen der Existenz endlicher
Grenzwerte lim v, ; fir k=1, 2, , kg — 1 gibt es ein 4, so dafi:

n=00
|vai| <A firk=1,2,...,k — 1 und alle n.
Wegen Bedingung 2. von Satz VI ist also:

A(bn)::ilvn,kf<(ko—-l)A—{—a fir alle ».
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Wir konnen nun statt Satz Vb den Satz aussprechen: 1?)

VIIb. Sei b,={vs i} eine Punktfolge aus B,. Damit
die Folge der Operationen (21) konvergent sei in ¥,
ist notwendig und hinreichend, dal die v, den Be-
dingungen von Satz VI gentigen.

Nun kénnen wir Satz V¢ noch ersetzen durch:

ViLe. Seien b,={vy 1} und b={v;} Punkte aus ¥,.
Damit fiir die in %, konvergente Operationsfolge (21)
in ganz U; gelte:

ist notwendig und hinreichend, daf:

lim v, s =i fiir alle Z. (35)
n=00 .

Die Bedingung ist notwendig; dies ist trivial.

Die Bedingung ist hinreichend; es geniigt nachzuweisen,
daf Bedingung (25) von Satz V¢ erfiillt ist. Sei zu dem Zwecke
IM' die Menge aller Zahlen von I die <k, sind, M" die aller
tibrigen Zahlen von M. Wegen Bedingung 2. von Satz VI und

[o8]

wegen der Konvergenz von 2 | v | kann &, so gewihlt werden, daf:
. k=1 .

‘21;;5'<—§—; }Evn,k|<—;— fur alle #.
b mrr
Ferner ist wegen (35):

lgvn,k—20k1<% filr fast alle %.,
T W

Wegen: :
Igvn,k_g”klélzvn,k_gvkl—l—]zvnyk"'l—‘zvkl
T w m
ist also

}Evn,k —'2””<8 fiir fast alle n,
womit (25) bewiesen ist.

. 19 J. Schur L ¢ 1), 8. 82, Satz IIL
Monatsh, fiir Mathematik u. Physik. XXXII. Band. 2
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§ 5. Lineare Transformationen konvergenter Zahlenfolgen.

2. Der Raum ¥U,. Es bestche nunmehr der Raum % aus
allen Folgen reeller Zahlen {uk}, die einen endlichen Grenzwert
besitzen :

11]11 Ui == U.
k=00

Wie in § 4 sei die Mabfunktion gegeben durch:
D (a) = obere Schranke von |u;| (b==1,2,...).
Den so entstehenden metrischen Raum nennen wir 9.
Sei @, ={u,,+} eine Punktfolge aus U,, und sei:

lim %, =u®,
k=co

Ist {a,} eine Cauchysche Punktfolge, 8O ex1st1eren, wie wir in § 4
sahen, endliche Grenzwerte:

~ lim U, 1 == Uy
=00

und hiebei ist die Konvergenz gleichmifig in k. Daraus folgt
bekannthch die Existenz eines endlichen Grenzwertes:

lim #®”=u
»=00
und das Bestehen von: ,
lim Ur—MUu.
. k=00
Setzen wir also lur)=a, so ist anch ¢ Punkt von ,, und es ist
L a,=a. Also ist %, Vollstandlg '

r=c

Als polaren Raum' %, nehmen wir auch hier die Menge
(e

aller Folgen {v;}, fir die > |v:| endlich ist.

=1
Setzen wir:

uy=sgnv; fur k<k0, wp=0 fir %>k,

so gehort {u;}=a zu U, und es wird:
ko

D@=1; U(a,b):E |ve].
k=1
Ist ¢ > 0 beliebig gegeben und %, hinlinglich grofi, so ist also:
[se]
U(a,b)>2 |ox| —¢.

k=1
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Also ist auch hier die polare Mafibestimmung gegeben durch:

b)-S‘[?}kl

~
Aus Satz I entnehmen wir daher:

VIIIa. Sei b,={v, s} eine Punktfolge aus B,. Damit
die Operationsfolge:

U (a, n)_zv”,kuk n=1,2...) (36)

k=1

beschrinkt seiin U, ist notwendig und hinreichend,
daB es eine Zahl M gebe, so dafi:

E‘Ivn,kjiM fir alle n.
=1 :

Eine Grundmen g‘e & aus A, wird gebildet durch die Menge
aller Folgen {u;}, in denen fiir irgend ein %, (=1,2,...):

ur=0 fir k<k,
Mkv:]. fiir ]ﬂiko

In der Tat, die Menge &' aller Linearkombinationen der Punkte
von @ ist nichts anderes, als die Menge aller Folgen {#:}, in denen
fast alle u; gleich sind; ist sodann @ =={u;} ein beliebiger Punkt
von Uy, und ist lim u; = u, so schalte man zwischen — D (a)<— ¢

k=
und D (a) f-¢ endloi?ah viele Zahlen T
—D(a)—s:.zo<zl<-«-<ej-_1<zj=1)(a)—{—s;
fh—a—a<le (h=12,...,75); aFu (h=0,1,2,...,7)

ein und verstehe unter #; die dem’uk unmittelbar vorangehende
Zshl 2. Dann sind fast alle u’ einander gleich und fiir o' :{ u'}c}

wird D (¢ — a")<e. Aus Satz III entnehmen wir daherl?):

VIIIb. Sei b”_..-{vm k} eine Punktfolge aus 8B,. Da-
mit die in %, beschriankte Operationsfolge (36) auch
konvergent sei in 9, ist notwendig und hinreichend,
daB fir jedes % (=1,2,...) ein endlicher Grrenzwert

existiere:
cQ

lim Vn, k-
i, 2 o |

1) J.8chur L e Y), 8. 82, Satz I; T. Ko_]lma, Tohaku Journ. 12 (1917) :
8. 297, Theorem I.

2%
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Bedeutet b = {v,} einen Punkt aus B,, so ist, wie wir wissen,
der Ausdruck U (a,b) stetig in %y; sind @ ={us} und o'= {u'e}
zwel Punkte von 9%, fiir die D (@ — a') <e, so ist auch

| lim w#; — lim u} | <e,
k==00 k=00 -

d. h. es ist auch lim u; eine in U, stetize Funktion von a. Wir
k=co
entnehmen daher aus Satz IV:

VIILc. Seien by ={vs:} und b={v:} Punkte aus B,
und sei v eine beliebige Zahl. Damit fiir die in %,
konvergente Operationsfolge (36) in ganz U, gelte:

BN

joe]

[ve)
lim E'?an’kukzz ’Uk?/tk—l'ﬂ.lim%k,
k=1 k=200

n=00 =1

ist notwendig und hinreichend, dab fiir jedes
ky(=1,2,...): :

[ee]

lim 2 ”n,k:”"l‘i V.
=k

R=00 f—},

In diesem Satze sind eine Reihe bekannter Resultate als Spezial-
falle enthalten?).
3. Der Raum %,. Es bestehe nunmehr der Raum ¥ aus allen

Folgen reeller Zahlen {u;} mit lim u;=0. Die Definition von
k=oco

D (a) bleibe dieselbe, wie in %,. Dann ist auch ¥, vollstandig.
Als polaren Raum nehmen wir wieder die Menge aller Folgen

[ee]
{va}, fir die 2 { vz | endlich ist. Die polare MaBbestimmung
k=1
ist dann auch hier gegeben durch:
. 00 .
AG) =D |ni].
k=1

Aus Satz I entnehmen wir daher:

IXa. Sei by=={v,,:} eine Punktfolge aus B,. Damit
die Operationsfolge o

U@, by = Dvarur 0=1,2,..) (37)

k=1

) J. Schur L c. ), 8.82, Satz I, Gleichung (5); sind alle v=0, so
erhdlt man Theorem IV von T.Kojima L e. 1), 8, 299; ist auflerdem »=—1,
so erhalt man den Satz vor O. Toeplitz, Prace mat.-fiz. 22 (1911), 8. 113,
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beschrankt sei in %;, ist notwendig und hinreichend,
dafl es eine Zahl M gebe, so dal:

o

R oo
Nlow | <M fir alle n.
k=1

Eine Grundmenge & aus U; wird gebildet durch die
Menge aller Folgen {u;}, in denen ein Glied =1, alle tibrigen =0
sind. In der Tat, die Menge &' aller Linearkombinationen der
Punkte von & besteht dann aus allen. Folgen {uk}, in denen
fast alle ;=0 sind. Sei a = { uk} ein beheblger Punkt aus 9,.
Ist £e>0 beheblg gegeben, so gibt es ein k;, so daf ]uk|<s
fiir k>7{}0 Ist wp=uy fir 5<%k, und wr=0 fir k>, so
gehort a '={ut} zu @ und es ist D(a —a'y<e. Also ist & dicht
in ;. AusSatz III entnehmen wir daher!?):

. IXDb. Sei by={vs,;} eine Punktfolge aus B;. Damit
die in A; beschrinkte Operationsfolge (37) konver-
gent sei in U;, ist notwendig und hinreichend, dah fir
jedes k ein endlicher Grenzwert lim v,  existiere.

. #n=C0
Und aus Satz IV ergibt sich:

IXe Seien bn:{vn,k} und b={v;} Punkte aus B,.
Damit fir diein”%,; konvergente Operationsfolge (37)
in ganz UA; gelte:

lim Vﬁn,kukzzvk Mk,

1’L—-OOL 1
ist notwendig und hinreichend, daf:
limvy, r=u (=12,...).
n=00 N
§ 6. Lineare Transformationen von Zahlenfolgen endlicher
Variation.

‘Wir bezeichnen als Variation einer Zahlenfolge a = {uk}
den Ansdruck:

- .
\ V(“):Eluk—“k-ml,' (38)
und sagen, die Folge ist von endl1chel Variation, wenn V(a)
endhch ist. Offenbar gilt:

Via)=\[.V(a); Vie+a)<TV(@+ V().

Ist also @ von endlicher Variation, so auch \ @, sind @ und a' von
endlicher Variation, so auch a—[—-a

¥ T, Kojima 1. ¢. 1Y), Theorem II, 8. 298.
] y
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Jede Folge {u;} endlicher Variation hat einen endlichen
Grenzwert. Denn aus der Konvergenz der unendlichen Reihe in

(o]
(38) folgt die Konvergenz vonz (i — uz41), d. h. die Existenz

k=1
eines endlichen Grenzwertes lim (u; — ;) mithin auch die Existenz
k=00

eines endlichen Grenzwertes Iim u;.
k=00

4. Der Raum %,. Es bestehe der Raum % aus allen Folgen
{ur} endlicher Variation, und "die Mafbestimmung sei, wenn
lim ;= u gesetzt wird, gegeben durch:

k=00
D(a)="TV(a) + |l
Den so entstehenden metrischen Raum nennen wir %,.
Sei @, == {u,,i} eine Punktfolge aus U, mit

L a,,:a:{uk}. (39)
=00 .
Setzen wir noch:
lim u, , =u®, lim % ==u,
k=00 k=c0o .

so besagt (39) so viel, wie die folgenden Relationen :

lim V@, —a)=0; lim u® = u; (40)
=00 . V=00

und da: ‘
L, 1 —wi | S| (o, 1 — ) — (@ —u) [ 0@ —u|  (41)

und:

| (W, s —wg) — (™ —u) | =i E {(Mw,a — Us) — (U, 141 — m+1);
=

folgt aus (40) und (41):

Lim w4, ; = ;.
rY=0Q

Sei sodann {a,} eine Cauchysche Punktfolge aus 2.
Zu jedem = >0 gibt es somit ein v,, so daf

D (“w _av’)<€ - fur v = vy, v'évo.
Daraus folgt:

V(ay —ay) <e; |uP—ut)|<e fir vy, >v. (42)
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Und da:

| M"’yk — u""lk ‘ é l (M"':k _— M"”yk) - (%(’V) - u(”’))

u® — 4"
-+ | |

und wie vorhin:
l (uv,k - uw’,k) - (M(W) — u(w)) { é V((,lq, - aal’))
folgt sofort:

[ o1 — thy x| << 2e  flix v >y, vV 2.
Also existiert fiir jedes % ein endlicher Grenzwert

K 4, 5 = ;. (43)

V=00

Wir setzen {u;}==a. Aus der ersten Ungleichung (42) folgt:

‘X

2 | (W, — o, 1) — U1 — o) | <o 0 v 2 v, v/ 2 g3
k=1

daraus durch den Grenziibergang v' —» co:

X
E[(u,.,k-—uk),—(u,,k_;_l—m_l_l)]__gs fir v>v,,
k=1 '

daraus durch den Grenziibergang K —» co:

V(e —a)<e fir v>v,, (44)
und: da:
Vi) <V (a)+ Vie—as),

gehort a zu A, Sei

== Hm ;.
k=00

Aus (44) folgt:

[oe]
S ) 51— 542 | = (1,3 — ) — (0O — ) <o
k=1

Da hierin wegen (43):

[ty —u, | <e fur fast alle v,

so ist auch:
|u®) —u | << 2e fiir fast alle v. (45)
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Aus (44) und (4H) aber folgt:
D(ay—a)<3e fir fast alle v;

d. h. es ist L a,=a, und der Raum ¥, ist somit vollstandig.

Als polaren Raum B, kdnnen wir nehmen die Menge aller
jee)
Folgen b ={v:}, fur die die unendliche Reihe E'Uk konvergent ist.

k=1
In der Tat ist bekanntlich, wenn a—-{uk} zu Y, und b_ {vk} zZu

B, gehor‘c die Reihe
U(GL, 6) 1‘:—‘2 Vi Uy
: k=1

konvergent. Setzen wir :
SE=1 v+ -+ vz,

so ist die Folge {s;} beschrinkt. Aus der bekannten Uhlformung:

K, K—1 .

2 Uy U == E Sk (M}C — %k-l-l) —I—-SKMK
k=1 k=1 )

folgern wir durch den Grenziibergang K —» co, wenn mit S die

obere Schranke der [8%] bezeichnet und im u; = u gesetzt wird,
k.—_

die Ungleichung
UG S8 e — e |+ ul) = 5D @.
K=

Setzen wir:
wr=1 fir k<K, u;=0 fir k> K,

80 ist:

D@y=1; U(a,b)=sx

Zufolge der SchluBbemerkung von § 1 ist also die polare M af-
bestimmung gegeben durch:

A () = obere Schranke der |v, -, |- . v .

Aus Satz I éntnehmen wir daher:
Xa. Sei b,={vn, +} eine Punktfolge aus B,. Damit
die Operationsfolge: s
: \
U(a bn)_?@n,kuk (’n_l 2,...) (46)

iu—l
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beschrinkt sei in ¥, ist notwendig und hinreichend,

dall es eine Zahl M gebe, so daf:
| Vn, 1 Va2 oo Fvn | <M fiir allenund alle k. (47)

Eine Grundm enge & ans %A, wird geblldet durch die
Menge aller Folgen {u:}, in denen fiir 1rgend oin %y (=1,2,...):

wp=0 fiir k<k0; =1 fir ]6__>__k0-

Denn die Meng‘e @' aller Linearkombinationen der Punkte
von ® ist dann die Menge aller Folgen {u;}, in denen fast alle u;

gleich sind; ist sodann @ ={u;} ein beliehiger Punkt von %, so

wihle man zunachst ko so grof, dafi (wenn lim u;=—=w):
k=oc0o

o0

2[m——uk+1\<——— und Iuko——u1<-83—,

k.—_
sodann u; fir & <k, so, daf:

€

ko—1 .
kgll(%z;—%%)—(m+1—-uk+1)l<§ und [ug, — | <<

Setzt man dann w;=wu}%, fir %>k, so gehort o' ._{uk} zu
@', und es ist

-~

D@—a)= 2_ | (i — ) — (ipr —Wer) [ D | ts— i ger |-

k=1 k=k,

Also ist &' dicht in 90,. Aus Satz III entnehmen wir daher:

Xb. Sei bn_{v,“} eine Punktfolge aus B,. Damit
die in 9, beschrinkte Operationsfolge (46) auch kon-
vergent sei in ,, ist notwendig und hinreichend,
dafl fiir jedes ky(=1,2,...) ein endlicher Gren‘zwerﬁt

existiere:
(o0}
lim E Un, & »
”=°ok=ko

Sei b={vs} ein Punkt aus B, und v eine beliebige Zahl.
Dann ist

V(a,b) = Evkuk—}—v hm 7

k=1



26 Hans Hahn.,

eine in U, stetige Funktion von a. Also entnehmen wir aus Satz IV
den Satzl4):

Xe. Seien bl = {v, k} vnd b_{vk} Punkte aus B,, und
sei v eine beliebige Zahl Damit fiir die in A, konver-
gente Operationsfolge (46) in ganz ¥, gelte

[e o]

)
lim Svn,kuk_Z@kua+v hm Wi,
A==00 famy E=1

ist noﬁvendlg und hinreichend, daf fir jedes

by (=1,2, ...
lim 2 Oy 1 ==V Evk

=00 p—= k=1lkq

5. Der Raum A;. Es bestehe nunmehr der Raum A aus

allen Folgen {Mk} endhcher Variation mit lim uk—O Die Maﬁ-
k=00

bestimmung sei gegeben durch:
D(@=7V(a).

Den so enistehenden metrischen Raum mennen wir A.. Die belm
Raume A, angestellten Betrachtungen 'zeigen, daf auch Ay voll-
stdndig ist.

Als polaren Raum %, kinnen wir hier nehmen die Menge
aller Folgen {v;}, fir die die Folge der Teilsummen:

Sk’:?)l'—l—'y?'_l_"'—['—@k
beschriankt ist. In der Tat ist dann bekanntlich fir jedes {u;} aus
o0 .
U, und jedes {v;} aus B; die Reihe 2“" vy konvergent. Wie in

k=1
B, erhalten wir als polare MaBhbestimmung

A(b) = obere Schranke der |s;|.
Aus Satz I entnehmen wir daher:

XIa. Sei by={vs, s} eine Punktfolge aus B;. Damit
die Operationsfolge (46) beschrinkt sei in ¥, ist not-
wendig und hinreichend die Existenz einer Zahl M,
fir die (47) gilt.

'Fine Grundmenge & aus ¥, W1rd gebildet durch die Menge
aller Folgen {u;}, in denen ein Glied =1, alle tibrigen ==0 sind.

) Par o, =0(k=1,2,...) und v==1 ist er das Seitenstiick znm Satze
von Toeplitz (L e. %) bei Bescﬁr‘zinkung guf Folgen endlicher Variation.
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Die Menge &' aller Linearkombinationen der Punkte von & besteht
dann aus allen Folgen {wu;}, in denen fast alle u; =0 sind, und
wie bei U, erkennt man, daf &' dicht in 9 ist. Aus Satz III ent-
nehmen wir daher:

XIb. Sei by={v, s} eine Punktfolge aus B;. Damit
die in U; beschrinkte Operationsfolge (46) auch koun-
vergent sei in ¥, ist notwendig und hinreichend, daB
fiir jedes k ein endlicher Grenzwert lim v, x existiere.

N=0Q
0 ‘
Sei b=={v;} ein Punkt aus B, dann ist 2 vy Uy stetig in U,
also folgt aus Satz IV fe=1 .
XI¢. Seien b"‘:{v% k} und b:{vk}Punkte aus B;.

Damit fiur die in U, beschrénkte Operationsfolge (46)
in ganz ¥ gelte: ‘

(o] oo
lim E'Un, B W =2ﬁk%k7

H==00 =1 k=1

ist notwendig und hinreichend, daB fiir jedes k:

lim vy, = v;.
=090

§ 7. Lineare Transformationen unendlicher Reihen.

6. Der Raum ;. Nunmehr bestehe der Raum 9 aus allen
Folgen reeller Zahlen a = { s}, fiir die:

D(a)=§|uk1 ‘ (43)

k=1

endlich ist, d. h. aus allen absolut-konvergenteﬁ unendlichen Reihen.
Die MaBbestimmung sei gegeben durch (48). Den so entstehenden
metrischen Raum nennen wir 9.

Ist a, :{u,,,k} eine Punktfolge aus ;, so bedeutet

La=a
soviel wie:
[e0]
“lim Elu,,k—vukl———o. (49)

Y=00 p=1
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Sei nun {a,} eine Cauchysche Punktfolge aus ;. Zu jedem ¢ >0
gibt es dann ein v,, so dali:

oo

El%v,k—%w,k‘<5 fir v=vg, vV 2> v, 50)

F=1
mithin erst recht:

e — | <o vZ v, v 2.
Also existieren endliche Grenzwerte:

Hm w,, & == uy.

Aus (50) folgt zunichst fiir jedes K:
IS
2]@07,@—u5,k|§a fir v=vy,v' = v
k=1

Daraus durch den Grenziitbergang v’ —> oo
s
? |24, k~uk! <e fﬁr v = vy,
k=1

daraus durch den Grenziibergang K ——~-)oo die Gleichung (49)
Aus dieser folgt nun wegen:

S turi< S el 4 S, o— i)

k=1 k=1 EF=1

zundchst, dab {u:} zu U gehort, sodann dab L @, =a. Also ist
W vollstandig. y=00 ‘

Als polaren Raum B, konnen wir die Menge aller be-
schréinkten Folgen b= {v;} nehmen Fir jedes @ aus %U; und
jedes b aus B hat dann die Fundamentaloperation U (a,b) einen
Sinn, und es ist:

U@,z V. 2]“70,7
: F=1
wenn V die obere Schranke der |vi| bedeutet. Zu jedem >0
gibt es ein vy, so dafi:
|’U]g° [ > V—e.
Setzen wir nun:
: =1, wr=~0 fir bk,

so ist fiir diese Folge @ == {u; }:
D@y=1y |U(a,b)|>V—ce
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also ist durch V die polare Mallbestimmung gegeben, d. h.:
A(b) = obere Schranke der |v;].

Aus Satz I entnehmen wir daher:

" XIla. Seib,={va+} eine Punktfolge aus ;. Damit
die Operationsfolge:

Ua, b= on s us ®1)

k=1

beschrénkt sei in ¥, ist notwendig-und hinreichend,
dall es eine Za,hl M gibt, so daf:

|vn, ] M fiir alle » und &

Eine Grundmenge ® aus UA; wird gebﬂdet durch die-
- jenigen Folgen {u;}, in denen nur ein Glied — 1, alle anderen =0
sind. Das zugehorige @' ist die Menge aller Folgen in denen fast
alle Glieder — 0 sind. Bezeichnen wir mit a, dle_]emge Folge {uk}
in der

Up = Uy yfiir E<<vy wp=0 fir k>v,

80 ist:
[o0)

D(a_(m:}w”,

k=w

algo ist hmD(w———aV)___O d. h. & ist dicht in U;. Aus Satz III
=
entnehmen wir daher: '

XILb. Sei b%—{m ¢} eine Punktfolge aus 58 Da-
mit die in Y; beschrinkte Operafionsfolge (Bl) auch
konvergent sei in %, ist notwendig und hinreichend,
dab fiir Jedes k ein endlicher Grenzwert lim vy, vor-
handen sei. =00

Da endlich fiir jedes b aus B, die Operatlon U (a, b) stetlg‘
m 9 ist, folgt ans Satz IV:

XIIe. Seien bn_{vn k} und b= {m} Punkte aus By

Damit fiir die in ¥; konvergente Operationsfolge (51)
in ganz As gelte:

lim Evn,kuk—zm %k,
#=Or=1 E=1
ist notwendig und hinreichend, daB:

lim v, r=v; fir alle %
B=00
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7. Der Raum U,. Nunmehr bestehe der Raum 9 aus allen
Folgen reeller Zahlen o == {u;}, fir die:

1
[ee)

L

D(a) :(2 |uklf’> (p>1) (52)
k=1

endlich ist. Die Malbestimmung sei gegeben durch (52). Den so

entstehenden metrischen Raum nennen wir U,. Ist a, = {%»,1}, so

bedeutet L a, = a soviel wie:

=00

. :
lim Wy p—ux|? =0.
Jim Lgl |ty |
Analog wie bei %; wird nachgewiesen, daff %; vollstindi g ist,
Als polaren Raum B, konnen wir die Menge aller F olgen
b= {v:} wihlen, fir die: : '
p—1

s =(3 1m0 " | 3

=1

-endlich ausfillt. Wegen der bekannten Ungleichung :
O 4
| Swevi|<D(@).A0)
k=1

hat dann fiir jedes @ aus %, und jedes b aus B, die Fundamental-
operation U(a, b) einen Sinn. Setzen 'wir:

1

p—1
Uy == 8gN U} ,Oolmj

(S

=1

k=1,2,...),

so wird:

D@=1; U(a,b)=A(®);

also ist durch (63) die polare Mafibestimmung gegeben, Aus
Satz I entnehmen wir daher: :

XIlTa. Sei by={vn,+} eine Punktfolge aus®B,. Da-
mit die Operationsfolge (51) beschrinkt sei in 9, ist
notwendig und hinreichend, dafl es eine Zahl M gibt,

so daly:
P

0 pre—tuy
2 [on, |71 <M fir alle n.
k=1

Eine Grundmenge ® aus A, wird auch hier gebildet
durch die Folgen {u:}, in denen ein Glied =1, alle iibrigen =0
sind; man erkennt das analog wie bei %;. Also:
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XIII). Sei b= {v.:} eine Punktfolge aus B,. Da
mit die in %, beschrinkte Operationsfolge (B1) anch
konvergent sei in B,, ist notwendig und hinreichend,
dafi fir jedes % ein endlicher Grenzwert lim v,
existiert. ) n=00

Wie wir wissen, ist fiir jedes b aus B, die Operation U (a, b)
stetig in ;. Also: :

XITIe. Seien bn::‘{ﬂn,k}und b:{vk} Punkte von 8,.
Damit fir die in %, konvergente Operationsfolge (51)
in ganz A, gelte:

. ].im 2 Un,k Uy == 2 Vi uk’
R=00 fomy k=1

ist notwendig und hinreichend, daf:

lim vu = fiir alle n.
. =00

8. Der Raum A,. Nunmehr bestehe der Raum I aus allen
Folgen reeller Zahlen u = {u;}, fir die die Reihe

0
>
k=1 '

-konvergent ist. Die Teilsummen dieser unendlichen Reihe bezeichnen
wir mit:
k
Sy == 2 (7}
. A=1

und fithren ‘die MaBbestimmung ein:
D (@) == obere Schranke der |s;|. (54)

Den so entstehenden metrischen Raum nennen wir U,

Ist ay={ths,2}, so bedeutet L a, = a soviel wie: zu jedem
e >0 gibt es em v,, so dab =00

\ :
’2 (u,,,,l-m)l<e fir v>v, und alle %.

A=1

Sei {u,} eine Cauchysche Punktfolge aus %g. Wir setzen :

k 0
=S 0= S
A=1 k=T

Zu jedem & >0 .gibt es ein vy, so dafi:

|8y, 2 — Sw,1| <&  fiir v=vy, ¥ >v, und alle %. (55)
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Fir jedes & existiert daher ein endlicher Grenzwert:

e lim So, k.
Y=00
Wir setzen:

Uy =8 =limwu, ;; Up = S — Sp—1 = lim u,, ; (k> 1).
Y =00 ¥ =00

Auns (55) foigt durch den Grenziibergang v —» co:
| |50 s — s3] <& fiir v>v, und alle F, (56)

d. h. die Konvergenz der s, ; gegen die s; ist gleiéhmiaﬁigr:in k.
Es folgt daher die Existenz eines endlichen Grenzwertes:

$==1im s®
V=00
und das Bestehen von:
o0
2uk=limsk:s.
=1 k=00 '

Die Folge @=={u:} gehort daher zu U, und (56) besagt das
Bestehen von I a,=a. Also ist % vollstindig. '

Als poiz;‘zn Raum B, wihlen wir die Menge aller Folgen
b= { vk} endlicher Variation (§ 6). Fiir jedes a aus %, und jedes

b aus B, hatdann U (a, b) einen Sinn, und es ist, wenn v =— lim o
und ] k=00

A@)=D|vs—viga|+|v]= V(@) +|v|
k=1
gesetzt wird:
| Ula, )| < D (a)-A @) ©0)
Wir wiahlen ferner, wenn >>0 beliehig gegeben ist, %, so
- groll, daf:. "

Fo—1

’ €
D= >TVO =g o >0 -,
k=1 . ’
und setzen:

S0 (Vi — Ury1) ==0k;  SEN vk == ey}

Uy =3, ; =8 — % (h=2,3, ..., k —1);
Mk0=€k°°— 8k°_1; %k=0(k>7{}0).
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Dann ist fir a = { uk} offenbar D (a) =1 und

Eo—1
Ulayb) =3 v, + D @r— 8x—1) v+ (r, — B, 1) 06, =
k=1
ko—1

= 2 !07£—0k+1‘+|vk0|>A(b)““5-

==

Also ist durch A (b) die polare Mafibestimmung gegeben,
und wir haben: '

»XIVa. Sei b,=={v,: eine Punktfolge aus ;.
Damit die Operationsfolge (1) beschrinkt sei in ¥,
ist notwendig und hinreichend, dafl es eine Zahl M
gibt, so dafh:

0
2 |7717,k'_‘@771,,k+1|+|liml/'n,z~’_§M fiir alle #n.
he—=1 k=o0

Eine Grundmenge & aus U, wird gebildet durch die
Menge aller Folgen {uz}, in denen nur ein u; == 1y alle tibrigen
==0 sind. In der Tat, die zugehtrige Menge @& besteht dann aus
denjenigen Folgen { u}c}, in denen fast alle Glieder = 0 sind; in
der Folge der Teilsummen {s;} aber haben dann fast alle Glieder
denselben Wert; sei nun o= {u;} ein Punkt aus %, und {s;}
die Folge der Teilsummen der #,; wie wir bei Betrachtung des
Raumes ¥, gesehen haben,.gibt es dann eine Folge {si}, in der
fast alle Glieder gleich sind, und fiir die:

|sp—si|<<e fir alle .

Ist o' = {ui} die Folge, deren Teilsummen die sk sind, so
gehﬁrt-{u,’c} zu &', und es ist D (a — a') <, also ist &' dicht in
U;. Wir haben daher den Satz1%):

XIVb. Sei bun={vni} eine Punktfolge aus B;. Damit
die in ¥; beschrinkte Operationsfolge (1) auch kon-
vergent sei in 9, ist notwendig und hinreichend, dafl
fiir jedes & ein endlicher Grenzwert lim v, existiert.

n==00

1%) Er enthiilt als Spezialfall einen von J. Hadamard bewiesenen Satu:
Acta Math. 27 (1913), 8. 177. Vgl hiezu J. Schur L ¢. %), 8, 104. Man hat zu
setzen: :
va, k=" flir k<n

v, k=0 fir k>n.

Monatsh, fiir Mathematik u. Physik, XXXII, Band. 3
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Gohort b == {v;} zu By, so ist U (,b) stetig in Uy, also gilt:

XIVe, Seien b”:{wn,k} und b:{m} Punkte aus 9.
Damit fiir die in U; konvergenteOperationsfolge (51)
in ganz U gelte:

lim 2 Vs Ui »—EUHM,

7 == 00
k=1

ist notwendig und hinreichend, daf:
lim v, =wv; fiir alle £
== Q0

9. Der Raum U,. Nunmehr bestehe der Raum U aus allen
Folgen reeller Zahlen ¢ = {u k), fir die die Fclge der Teilsummen
{ sk} beschrankt ist. Die MaBbestimmung sei wieder gegeben durch (54).
Den so entstehenden metrischen Raum nennen wir %,. Die fiir 9,
durchgefiihrte Argumentation, die zu (36) fiihrt, zeigt, dafl auch
A, vollstandig ist.

Als polaren Raum 9B, wihlen wir die Menge b ={v;}
aller Folgen endlicher Variation mit

hmwzo.
k=co

Fiir jedes a aus A, und jedes b aus B, hat dann U (a, b) einen
Sinn, und es gilt, wenn

o0
A (D) =E [vr—vpqq | = V(D) (58)
k=1
gesetzt wird, wieder (57). Setzen wir:
sgn (v — Vr41) = 83
M1:817 1&;4:8;;—?%_1 (70> 1),

go ist fiir \a:{uk}:
D (a)=1; U(a7b)=61ﬂ1+2(ak“61c—1)0k=2|0k“‘17k+1|:A(b);

also ist durch (58) die polare Maﬁbestlmmung gegeben. Wir
haben daher den Satz:

XVa. Sei by={v,} eine Punktfolge aus B, Damit
die Operationsfolge (b1) beschrinkt sei in %y, ist not-
wendig und hinreichend, daf es eine Zahl M gibt,
so dali:

Elwk——vn H_1[<M fir alle =.

k=1
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Eine Grundmenge & aus %, wird gebildet durch die Menge
aller Folgen {u;}, in denen die Glieder, die + 0 sind, abwechselnd
die Werte 1 und — 1 haben. In der Tat, bildet man zu jeder
solchen Folge {uk} die Folge der Teilsummen {s}, so erhilt man
die sémtlichen Folgen, in denen nur die Zahlen 0 und 1 vor-
kommen. Die Menge aller Linearkombinationen endlich vieler { 8}
ist also die Menge aller jener Folgen {si}, in denen nur endlich
viele verschiedene Zahlen vorkommen; die zu & gehorige Menge
®' ist also die Menge aller jener Folgen {u;’c}, deren Teilsummen
sz nur endlich viele verschiedene Werte annehmen. Sei nun
a::{u;c} ein Punkt aus ¥, und {Sk} die Folge der Teilsummen

der u;; wie wir bei Betrachtung des Raumes ¥, gesehen haben,
~gibt es dann eine Folge {si}, in der es nur endlich viele ver-
schiedene Zahlen gibt, und fiir die

|sr— k| <{e fiir alle &

Fiir die zugehorige Folge o' = { ui} aus @' ist daher D (¢ — a) <e,
also ist &' dicht in ¥,, und wir haben:

XVb. Sei b= {v,,;} eine Punktfolge ausB,. Damit
die in %A, beschrinkte Operationsfolge (51) auch koun-
vergent sei in U, ist notwendig und hinreichend, daf
fiir jede (endliche oder unendliche) Folge wachsen-
der Indizes k; ein endlicher Grenzwert ’

lim (=1 v, (59)

=00 ",

vorhanden sei. :
Gehort b= {vi} zu By, so ist U(a,d) stetig in U, ; also gilt:

XVe. Seien b, = {v,,:} und b= {v:} Punkte aus®,.
Damit fiir die in %, konvergenteOperationsfolge (1)
in gang ¥, gelte:

[ oo :
lim 2 Un, t U= 2 Vi Uk, . - (60)
n=00 :

k=1 k=1

ist notwendig und hinreichend, dab fiir jede (endliche
oder unendliche) Folge wachsender Indizes #u,:

=00
4

im S (=D =S (— 1) u,. 61)

Sei I die Menge aller Indizes, die einer der Ungleichungen .
geniigen : : '
kys—1 <k <k,

.3
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zu denen, wenn die Folge der £, endlich ist und mit einem % von
" ungeradem Index, etwa ks;—; endet, noch hinzukommt:

k_?__ ij——l .

Dann kann in (59) auch geschrieben werden:

E (— 1) vu,p, = 2 W,k — Ou, ig1) (62)

Da {va,:) zu B, gehort, ist E Iﬁn, t— U k41| endlich, d. h.

{vn,k——vn H—l} gehort zu 58 Aus Satz VI koénnen wir nun
folgern :
XVIL.DamitdieBedingung vonSatzXVb erfulltsel,

ist notwendig und hinreichend, daf dle .beiden Be-
dingungen erfiillt seien:

1. Fiir jedes k existiert ein endlicher Grenzwert

lim g, -
n==00

2. Zu jedem >0 gibt es ein £y, so daB:

o .-
E [ On, 8 — Vn, 1] e flir alle n.
k=,

Bedingung 2. ergibt sich unmittelbar aus Satz VI. An Stelle
von 1. ergibt sich aus Satz VI zundichst die Existenz eines end-
lichen Grenzwertes: lim (v, & — ¥y r41), und somit auch:

”=00 .
lim (va, £ — Vg, ) fir jedes &' >> k. Nun folgt aber aus 2. fiir jedes
n=00
' >Fky und jedes K >F':
. K . -
2 | Vn,k — Vnpgr | e fiir alle n;

n=14x

hieraus durch den Grenzubergang K ~» co, wenn man beachtet, daf

{vnr} zu By gehort also hm Un, 1 == 0 1st:
=00

]'vn, w|<e fir k'>k, und alle . (63)
Existiert nun ein endlicher Grenzwert lim Wn ¥ — Var), so gibt
es ein 7, so dafi: n=e
| @y b — Vn, 1) — @k — V) | <& flir n>my, 0 >0
Wegen (63) folgt darans:
| O, 1 — Vi | << Be  flir 1> m,, 0 =0y,
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d. h. die Existenz eines endlichen Grenzwertes lim v, ;. Damit ist
Satz XVI bewiesen. n=00

Wie beim Beweise von Satz VIIb sehen wir, dafi wenn die
évn ¢} den beiden Bedingungen von Satz XVI gentigen, die Folge
er Zahlen:

lee]

A(b"):E I'Un,k"""'vn,k—l-ll

k=1

beschrinkt ist, und somit nach Satz XV die Operationsfolge (51)
beschrénkt ist in 9U,.

An Stelle von XVb erhalten wir daher den Satz:w)l

XVIIb. Sei bn:{vn,k} eine Punktfolge aus B,. Da-
mit die Operationsfolge (1) konvergent sei in %, ist
notwendig und hinreichend, daf die Bedingungen von
Satz XVI erfiillt seien. - -

An Stelle von XVe¢ erhalten wir:

XVILc. Seien by=={v,:} und b= {v,} Punkte aus B,.
Damit fiir die in 9, konvergente Operationsfolge (51)
in ganz A, (60) gelte, ist notwendig und hinreichend,

daﬁ
lim v, r==v: fir alle &. "(64)

n==00

In der Tat, es ist nur zu zéigen, daff (61) aus (64) gefolgert
werden kann, Sei zu dem Zwecke I die Menge aus (62), M' die
Menge aller Zahlen aus 9)? die <<k, sind, 0" dle Menge der tibrigen
Zahlen von 9. Wegen 2. von Satz XVI kann k, so grofl gewihlt
werden, daf3:

‘2(7;7z,k_voz,k—l—1)l<—§;; ‘ Iz(vk_vk-l-l) <i
mr mr . .
Wegen (64) ist _
| (a6 — v, k+1)~2(vk—vk+1)'\<—;— fiir fast alle .

Daraus folgern wir sofort:

IE(?Jn,k——- Vn, k+1)—2(’0k—’0k+1.)l<5 fiir fast alle n.
¢ m

16) Vgl, Fufnote %),
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Also ist:

=00 T
[}

m N (— 1)1 vy, :nh_néoz(m,k—vn, Ep) ==
- m

= D (Ur— vrt1) = > (— 1) vy,
m i
womit (61) bewiesen ist.

§ 8. Folgen linearer Integraloperationen.

In diesem Paragraphen bedeuten sowohl die Punkte von U als
auch die Punkte von B Funktionen einer reellen Verinderlichen z,
die in einem gegebenen Intervalle [a,?] definiert sind abgesehen
von Nullmengen, wobei zwei Funktionen, die sich nur in einer Null-
menge unterscheiden, als identisch betrachtet, d. h, durch denselben
Punkt von U (bzw. von ) reprisentiert werden.

Ist a=f (%), a, =/, (%), so ist zu verstehen:
ha=2f@), a4 a, =f@)+fi (@).
Ist o = f(x), b = ¢ (x), so soll die Fundamentaloperation sein:

]
Ua,b)= [ f(z) p(@) d.

J
a

10. Der Raum 9110 His bestehe A aus allen Funktionen,
die in [a, #] integrierbar sind (d. h. ein endliches Lebesguesches
Integral besitzen). Die Mafifunktion sei fiir @ == f (%) gegeben durch:

8
D)= [|f@)] da;

den so entstehenden metrischen Raum nennen wir 9.

Sei a, = f, () eine Punktfolge aus %,,; dann heift L 0, =«
goviel wie: ree

_/J‘
lim f\fv—f]dxzo.
1/=00a

Sei nun a,=f,(x) eine Cauchysche Punktfolge aus %,; es gibt
dann zu jedem &> 0 ein vy, so dafh: '

s '
f|fv—fy»[dx<e fiir v vy, v vy (65)
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fir jedes £>0 ist dann der Inhalt der Menge aller Punkie von
[a, B], in denen | f, — f,/| = £ ist, <%. Also konvergiert {f,} in [a, f]

asymptotisch ') gegen eine melBbare Funktion f. Es gibt ferner in

{ f,,} eine Teilfolge { fo;} die in [a, 8] wesentlich-gleichmifig gegen f
konvergiert '¥); dann konvergiert |f, — f,,| wesentlich gleichmafig

gegen |f, — f|. Es gibt daher eine monoton-wachsende Mengenfolge

{M; }, deren Vereinigung [o, 8] ist (abgesehen von einer Nullmenge),

und auf deren jeder |f, — f,,| gleichmiBig gegen |f, — f| konver-

giert; dann aber ist, bei Beriicksichtigung von (65):

[\f—=flde=lim [|fp—fuldo<e fir vy,
sﬁ}j z?mmj
Daraus aber folgt:
; |
[Ifp—Flaz<e fir vzy,. (66)

Wegen:
8

: :
[111a2 < [1f,| a2+ [If,— fldo

A
folgt daraus weiter, daf / |f|dz endlich ist, d. h. f(x) gehort zu

Wyo. Ist 0 =f (), s0 bés:xgt (66):

L a,=a;

damit ist gezeigt, dafl U,, volistandig ist.

Als polaren Raum B,, nehmen wir die Menge aller in
[, 8] meBbaren Funktionen ¢ (), die in [a, 8] bei Vernachlissigung
von Nullmengen'?) beschrinkt sind. Fiir jedes a =f(») aus U,
und jedes b= ¢ (») aus B;, hat dann die Fundamentaloperation
U(a,b) einen Sinn, und setzt man:

A (b) = obere Schranke von |¢|in [a, {]
bei Vernachlissigung von Nullmengen,

(67)

so ist: .
Ua,b) <D (a).A®).
1"y H. Hahn, Theorie der reellen Funktionen I, 8. 570 ff., insbesondere
S. 573, Satz VL
18y 1, ¢. 17), 8. 572, Satz V.
19) Vgl L e, %), 8. 173,
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Ist e >0 beliebig gegeben, und M die Menge aller Punkte
von [o, 8], in denen | ¢ |>A (b)) —e, so ist der Inhalt u () > 0.

Setzen wir:

f(x) = :gé)l)g guf Wm, f @) =0 guﬁerhalb m,

so wird fiir ¢ =f(x):
D(@)=1; Ula,b)=A(b)—e.

Damit ist gezeigt, dafl durch (67) die polare Mafbestimmung
gegeben ist.

Aus Satz I folgern wir daher:

XVIa. Sei b,—9,(x) eine Funktionenfolge aus
Bo- Damit die Operationsfolge:

B
Uab)=[f@e@ds - (9

beschrinkt sei in %, , ist notwendig und hinreichend,
dafl es eine Zahl M gebe, so dafl iberall in [a, #], ab-

gesehen von Nullmengen:

lon(@) | <M fir alle n.

Eine Grundmenge & aus A, wird gebildet durch die Menge
aller Funktionen f(z), die.==1 sind in einem Teilintervall [£, ¢]
von [a, 8], sonst = 0. In der Tat, die die zugehorige Menge &'
bildenden Funktionen f* (#) haben dann folgende Gestalt: es
gibt eine Zerlegung a=x, <z, < - < Tp—1 <=4, so dab
f* (@) kons_tant ist in [xm x1)7 [xu xz);' ce[zr— 2y Zk—1)s {271:—-1, xiﬂ]'
Sei nun f(z) eine beliebige Funktion aus ¥,,. Wahlen wir » hin-
linglich grof und bezeichnen mit f; die Funktion, die = f ist,
wo | f|<n, und =0, wo |f|=>n, so ist:

) |
[1f—fldz<e. | (69,)

Sodann kénnen wir zwischen — # und » endlich viele Zahlen
—n= gy < 2 L - <8 1< & =mn einschalten, so daB, wenn
M, die Menge aller Punkte von [a, 8] bedeutet, in denen
2i—1< fy Z@;und f, dieFunktion, die =z, istauf M, (:=1,2,...,0):

8 .
[Ih—phlde=e. (89,)
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Sodann gibt es in jeder der Mengen I, einen abgeschlossenen
Teil, so dal, wenn f; =27 auf A, (i=1,2,...,1) und =0 auler-
halb aller U,:

] _
Jlf—flde<e. (89;)

Da die abgeschlossenen Mengen ¥; zu je zweien fremd sind
und daher zu je zweien positiven Abstand haben, gibt es endliche
Intervallsysteme &, > U;, so daB je zwei &; fremd, und so dab
wenn f, = z; auf &, (i=1, 2, ..., ) und =0 auflerhalb aller &,:

[l —hildose. (69)

Aus_den Ungleichungen (69) aber folgt:

B
NI EIALEELS

Diese’ Funktion f, aber ist (abgesehen von der endlichen Menge
ihrer Unstetigkeitspunkte) eine Funktion f* aus &'. Fiir a = f(z),
a'= f* () ist also: : B ‘
: D(a—a')<4e,
somit ist &' dicht in %,.
Dies ergibt:
XVIIIb. Seib,= ¢ (x) eine Punktfolge ausB,(. Damit

die in U, beschrinkte Operationsfolge (68) auch kon-

vergent sei in ¥y, ist notwendigund hinreichend, daf
£

fiirjedestaus[a,f8) ein endlicher Grenzwert lim /cpn dz
vorhanden sei. ’ "=
Und da fiir jedes b aus B, die Operation U (a, b) stetig ist
in A, 5o haben wir den Satz2°): -
XVIIc. Seien b,=¢,(z) und b = ¢ (z) Punkte aus By,.
Damit fir die in %, konvergente Operationsfolge
(68) in ganz A, gelte: : ‘

=00

I3 B
lim [fcpndxszcpdx, (10)

29 H, Lebesgue, Ann. Toul, (8), 1 (1909), S. 52.
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ist notwendig und hinreichend, daf:

lim [cpnclx—_[cpdx fir alle € aus [o, 8). ()
=00 E

11. Der Raum 9. Es sei p eine Zahl > 1, und es bestehe
aus den in [a, B] meBbaren Funktionen a = f (), fiir die das Integral
B8

j| fIP dz endlich ist. Wir setzen :

1

D)= (f|fl olfc)F

und nennen den so entstehenden metrischen Raum ;. Hier be-

deutet L. @, = a soviel wie:
Y =00

8
Vli“éo,/Ffwadx:o.

Ganz analog wie bei %[10 weist man nach dafi auch U, voll-
stindig ist.

Als polaren Raum 9B, wihlen wir die Menge aller in
P
[a, 8] meflbaren Funktionen b= ¢ (), fiir die / |¢|7—1 dz endlich

ist. Bekanntlich hat dann fiir jedes ¢ aus %, und jedes b aus B,
die Fundamentaloperation U (¢, b) einen Sinn, und zwar ist, wenn
man setzt

. p—1

A= (f o %,@) @

nach der Cesiro-Holderschen Ungleichung:
8
U@, b =|[fs dz|<D@).2 )

Setzt man noch:

1
sgn.o.|@|r—1
f=-= 1

}(flspip‘%dxy
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so wird:
8
D@=1; s0)=/fyde,

womit gezeigt ist, daf durch (72) die polare MaBbestimmung
gegeben ist. Damit haben wir:

XIXa. Sei b,=¢n(z) eine Punktfolge aus B,,. Da-
mit die Operationsfolge (68) besehriankt sei in B, ist
notwendig und hinreichend,dafi esein M gibt, so dab:

8
/ lp~1 de<M fir alle n.

"~ Analog wie bei U, weist man nach, daf auch in %, die
Menge aller Funktionen die =1 sind in [£, #], sonst =0, eine
Grundmenge bilden. Damit haben wir:

XIXb. Sei b,=¢,(z) eine Punktfolge aus B,,. Da-
mit die in %, beschrinkte Operationsfolge (68) auch
konvergent sei in %, istnotwendig und hinreichend,
dal /fﬁr jedes £ aus [a, ] ein endlicher Grenzwert

lim /cpndx vorhanden sei.

=00 ¢

Und da auch hier U (a,b) fiir jedes b aus B, stetlg ist in
U;;, haben wir den Satz 2):

XIXe¢. Seien b, =,(z) und b=g¢(z) Punkte aus B,,.
Damit fir die in %U;, konvergente Operationsfolge (68)
in ganz A, (70) gelte, ist notwendig und hinreichend
" das Bestehen von (71). ]

12. Der Raum ¥U,,. Es bestehe der Raum ¥ aus allen in
[a, 8] meBbaren Funktionen ¢ = f(#), die bei Vernachlissigung von

Nullmengen beschréinkt sind in [a, ]. Die Malfunktion sei gegeben
- durch: ‘

D (a) = obere Schranke von | f| in [a, §]
bei Vernachlissigung von Nullmengen.
Den so entstehenden metrischen Raum nennen wir %{,,. Es ist in
ihm, wenn a, = f, (#) und o =f (z) ist, L. « Gy =0 gleichbedeutend
mit: Die Funktionenfolge {f, (x)} konverglert abgesehen von
einer Nullmenge, gleichmiflig in [a, £] gegen f ().

Z1) H. Lebesgue l. ¢, 2%, 8, 55 (fiirp:?).‘
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Ist {a,} eine Cauchysche Folge aus ¥, so gibt es zu jedem
e >0 ein v, so dafl, abgesehen von Nullmengen, in ganz [«, {]:

va_fv’|<€ fﬁl‘ V>V0, V'>v0_

Also gibt es eine in [a, 3] beschrinkte Funk’clon a=f(x), so dab,
abgesehen von Nullmengen

Lh—f<e fir v=yv,.

Dann aber gehort f zu ¥;, und es ist L @, =a. Also ist ¥,
vollstindig. r=e

Als polaren Raum B, nehmen wir die Menge aller in
[¢, ] mefibaren Funktionen b==¢ (x), die daselbst ein endliches
(Lebesguesches) Integral besitzen. Fir jedes o aus %, und jedes b
aus B, hat dann die Fundamentaloperation U (a, b) einen Sinn.
Die polare Mafibestimmung ist hier gegeben durch:

8
AW =]1¢|da;

denn einerseits ist dann:
‘ | U(a, 0)| <D (a).20),

anderseits wird fir f=sgn o

D@=1; [fcpdx_A(b)

Wir haben nun den Satz :
XXa. Sei b, =19, (%) eine Punktfolge aus B;,. Da-
mit die Operationsfolge (68) beschrinkt sei inm U,,, ist

notwendig und hinreichend, dafl es eine Zahl M gebe,
so dafi:

/‘%IdxéM fiir alle ».

Fine Grundmenge ® wird hier gebildet durch die Menge
aller in [a, B] meBbaren Funktionen, die nur die Werte O und 1
annehmen. In der Tat besteht die zugehtrige Menge &' aus allen
jenen in [a, f] meBbaren Funktionen, die nur endlich viele ver-
schiedene Werte annehmen. Sei nun @ = f(x) eine beliebige Funk-
tion aus ,,. Es gibt ein 4, so daB, abgesehen von Nullmengen:

| ~A<ﬂ@<A in [, B].
Wir schalten zwischen — 4 und A4 Zahlen 2, ein:

“‘A=3'0<Z1<""<5l—1_<5l:A



{Ther Folgen linearer Operationen. ) 45

so dab 2, —z2, 0 <e (¢=1,2,...,0). Wir bezeichnen mit f*
eine Funktion, die = 2, ist, wo ’,_1 < f <#;. Dann ist, abgesehen -
von Nullmengen:

[f@)—f*@)[<e in[a,f],
d. h. es ist fir o = f(z), o' = f* (2):
D (o —a') <e,
und somit ist @' dicht in ¥;,. Also haben wir:
XXb. Sei b,=9,(z) eine Punktfolge aus B;,. Da-
mit die-in ¥%,, beschrinkte Operationsfolge (68) auch

konvergent seiin %,,, ist notwendig und hinreichend,
daf fir jede meBbare Menge M aus [a, f] ein endlicher

Grenzwert lim fcpn dzx vmhanden sel

n=0Q
pits

Da wieder U(a,b) fir Jedes b aus 5812 stetig ist in A,
haben wir den Satz 22)

XXec Seien b, =9, (2) und b=1¢(2) Punkte aus B,.
Damit fiir die in ¥,, konvergente Operationsfolge (68)
in ganz U, (70) gelte, ist notwendig und hinreichend,
dabB ftir jede mefibare Menge M aus [a, f]:

lim [cpnfﬂ? ftpd%‘

S nEzoo

Diese Sitze konnen noch umgeformt werden auf Grund des Satzes :

XXI. Seib, =y, () eine Punktfolge aus B,,. Damit
fir jede meflbare Menge M aus [z, ] ein endlicher

Grenzwert hm ]cpndx existiert,ist notwendig und hin-

reichend, daﬁ die beiden Bedingungen erfiillt seien:
1. Fiir jedes & aus [«,8) existiert ein endlicher
8

Grenzwert lim /'cpndx.

n==00

2. Zu jedem >0 gibt es ein p >0, so dafi fiir jede
meBbare Menge I aus [2,8], deren Inhalt p(M) <Tp ist,
die Ungleichung gilt: '

/[ oa|dz<e fir alle n.
o

"22) B, H. Camp, Am, Trans. 14 (1913), 8. 44,
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Die Bedingungen sind hinreichend. In der Tat folgt aus 1.,
dahh auch’ fiir jedes endliche Intervallsystem © aus [o, 8] ein end-

licher Grenzwert lim | ¢, dz existiert. Sei nun 9 eine beliebige
n=00 oL

mellbare Menge aus [a, ). Es gibt einen abgeschlossenen Teil U
‘von M, so dafl:

p( — A) < p, mithin if:p,, clxmfcpn dwlée fiir alle n. (73)

bi i
Es gibt sodann ein endliches Intervallsystem & > %, so daf:

e (® —A)y<p, mithin /‘cpudx——/cp%dx*ge fir alle n. (74)
‘ s i

Weil ein endlicher Grenzwert lim /gn” dx existiert, gibt es ein n,,
so daB: r=og ‘

Pnd— |Qudx|<e fiir n>mn, n' =>n,. ‘/ (75)
e[t |

Aus (1), (14), (1) folgt:

|/cpndx—fcpwdx'<53 fir n>mny, n' =n,,
m - m

d. h. es existiert ein endlicher Grenzwert lim / pada. 7
"=

Die Bedingungen sind notwendig. Fiir 1. ersicht man es,
indem man fir M das Intervall [¢ ] wihlt. Den Beweis, daf
auch 2. notwendig -ist, fiilhren wir indirekt, indem wir annehmen,
es sei 2. nicht erfillt, und zeigen, dafl es dann in [a, f] eine meB-
bare Menge Mt gibt, fiir die kein endlicher Grenzwert lim [ padx
vorhanden ist. "m0

Ist 2. nicht erfiillt, so gibt es ein ¢ > 0 von folgender Eigen-
schaft: Zu jedem Index N und zu jedem o >0 gibt es in [a, §]
eine mefbare Menge 9, deren Inhalt:

p) <o

ist, und einen Index n, > N, so daf:

1, | da > (16)
& '
In der Tat, andernfalls géibe es zu jedem e ein N und ein

6> 0, so daB fir jedes mebbare I aus [a, f]:

[icpﬂdxée wenn # >N und p (M) <o.

o
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Nach einer bekannten Eigenschaft der Lebesgueschen Integrale gibt
es aber zu jedem n ein 6,, so dafl

/f ouldr<e wenn p (M) <o,.

an

Bezeichnet p die kleinste der Zahlen o,0,,6,,...,06x, s0o wire
also Bedingung 2. erfiillt, entgegen der Annahme.
Daraus schliefflen wir weiter: Zu jedem Index N und jedem

6 >0 gibt es in [%,8] ein #,> N und eine meflbare Menge M,
go dafi:

b <si | [ude| >

In der Tat, ist N’ die Menge aller Punkte der Menge 9 in (76),
in denen cp,zo>0 und N =N — N', so ist

fl P, d= Uw dx'—l— ’l/cp'nodx‘.
N . g S

Aus (76) folgt also, dall mindestens einer der beiden Summanden

auf der rechten Seite der letzten Ungleichung > % sein  mub,
womit die Behauptung bewiesen ist.

Wir zeigen nun: es gibt in [«, 3] eine Folge zu je zweien
fremder mefibarer Mengen JN,, und dazu eine Folge wachsender
Indizes 7, , so daB:

dxi > —2— fiir alle v. (17)
at,

Zum Beweise gehen wir aus von einer meflbaren Menge ?ﬁ aus
[, f] und einem Index #,, so dafl:

/cpnldx*>i.

Wihlen wir ¢ >0 hinlinglich klein, so ist auch noch fiir jeden
Teil W von N, fir den p (N, — N) < o ist:

l/,‘P”ld‘”P?

Wie bewiesen, gibt es aber einen Index 7, >, und eine Menge

N,, so dall:
(M) <o ;Ucp%dx‘>%.
*
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Es ist also:

[ oisl> g [[ae]>

Py N Ty

Ebenso gibt es ein n; > n, und eine Menge ,, so dafi:

g i g g
) CPMCZ$1>7, ’ / cpnzdx’>§, lfcpngdx\>?.
Wy — T (R +N) ) Ny — e, Ny

Wir erhalten so eine wachsende Indizesfolge #, und eine Mengen-
folge M, so daB:

. ,
. ende|>5i | [ guda|>5)
= Bt 9, By B )

Setzen wir :
My =R, — Ry O+ R, + -
M, =R, — N, 0, + N, _|_...
W= — Ry Ry T a5,

so sind die Mengen MM, zu je zweien fremd und (77) ist erfills.
Damip ist die Behauptung bewiesen,

Wir konnen nun annehmen, fiir jede dieser Mengen 9.

existiere ein endlicher Grenzwert lim / ¢,dx; denn wiirde fiir
n=00

m, ;

eine von ihnen ein solcher Grenzwert nicht existieren, so wire

schon hiedurch Bedingung 2. von Satz XXI als notwendig erwiesen,

Wir gehen aus von der Menge M, (die wir wegen der Gleich-
formigkeit mit dem Folgenden auch @ nennen) und vom Index n,
(den wir wegen der Glemhformlgkelt mit dem Folgenden auch
7, nennen).

Es gibt ein p,, so daB:
Efcpnlolxl<f§ wenn p (M) <p,.

Ferner gibt es, da nach Annahme ein endhcher Grrenzwert
lxm [ 9. dx existiert, ein N, >, , so daB:

‘fcpndx—/cpn; dx}<f—2— fiir n=> N, %' >N, .
& & - ‘
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Nun gibt es wieder ein o, <Tp, ‘so dafy:
Ucplvldx‘<§ wenn p (M) <o, .
o ‘

Da die Mengen M, zu je zweien fremd und in [a, §] enthalten
oo
sind, ist die Summe 2 v (M,) endlich; wir konnen daher den In-

y=1

dex v so grof, etwa =—yv, wihlen, dal

0y, >N, und E p(,) <o, .

. Y =1,
Wir setzen :

Emn,,l + th"’n - @2 .
Es gibt nun Wieder ein p, < 6y, so dafi:

[e. dx'<1~2' wenn . (9) < s,

und ein Ny >n,, so dafi:

l [wndx cpwdx‘<12, vvennnil\f27 n' > N,,
und soda.nn ein 6, < Py 80 dafd:
%J[CPdex ’<~18—2, wenn p (M) <o,.
R ,
Indem wir so weiter schlieflen, erhalten wir eine Folge von

Indizes:

N, < NV <y < Ny <<y, <N

und eine Folge yon positiven Zahlen
0L >0 > Py >0, > .. > pi >0 > ...

von folgenden Eigenschaften: Es ist

D) <oi<lps (18)
Vzvz'_l_l
‘ /CP"w d ] <127 Wennp.(m)<pz-—;'

a9
]f@]y dz |<12, wenn p (M) < a3

Monafsh, fir Mathematik u, Physik. XXXII. Band. 4
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Setzt man:

&, =M, Wy, ... M, ,

s0 1st:

Soudo—[owdei <5 fxaz N, WzN. (@0

Ferner waren zufolge (77) die Mengen I, so gewihlt, dafi:
E/son,,, o|z 5. (81)
Nun bilden wir die Mengez
%:%7,‘ +%72+ vea +2D?vz+ o

M — & =%,

und setzen:

Dann ist:

: ‘(D{cp‘yd_lc?x—%/ CP%,;d” J i!/cpnwdx ;w

e (82)
——~|f@ly' d:c—/cpn daf‘— [cpv dx‘——}/cpnv d:c
€ _1 Ry
Hierin ist nach (80)" v
‘/w ) /cpn dx‘< (83)
©i_a ;1

Ferner ist wegen (78):

wMi1) <ojen; P‘(%i);<%
also nach (719):

fonida < [% dz <. (84)

mz—l

Aus (81), (82), (83), (84) aber folgt:

Also kann kein endlicher Grrenzwert lim / ¢nd z vorhanden

=00

sein, und der Beweis von Satz XXT ist beendet.
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Bemerken wir noch, dafl, wenn die Funktionenfolge ¢, () der
Bedingung 2. von Satz XXI gentigt, die Folge der Zahlen:

f
A(bn):/ ‘cpnkdx

besehriinkt ist, und somit nach Satz XXa die Operatioﬁsfolge
U(a,b,) in %, beschrinkt ist. In der Tat, es gibt dann ein p > 0,
so daB aus p(N) <<p folgt:

/|cpnldx_§1 fir alle n. (85)
/ |

Wihlen wir % so groB, dab —kl— (f — a)<p, und teilen [a, ] in &

gleiche Teilintervalle, so hat jedes einen Inhalt <Cp, und daher ist
nach (85): °

/ledxgk fiir aile .

Wir konnen daher statt XX b den Satz aussprechen:

XXIIb, Sei by=19,(x) eine Punktfolge aus B,,. Da-
mit die Operationsfolge (68) konvergent sei in Wpg, it
notwendig und hinreichend, dafi die cpn(a") den Bedin-
gungen von Satz XXI geniigen.

Nun konnen wir noch XX ¢ ersetzen durch den Satz23):

XXIIe Seien b, =¢,(x) und b=<¢(x) Punkte aus B,,.
Damit fir die in %, konvergente Operationsfolge (68)

in ganz %, (70) gelte, ist notwendig und hinreichend,
daf fir jedes £ aus {g,8):

B I A
Wlil:;lo/cpndx:fcp dz. (36)

Die Bedingung ist notwendig; dies ist trivial. Die Bedin-
gung ist hinreichend. Sei M eine mefbare Menge aus [a, 8.
Wie zu Beginn des Beweises von Satz XXI zeigen wir: es glbt
in [a, B] ein endliches Intervallsystem &, so dab:

Ucpndx—/cpndx|<2e fiir alle 1; /cpdx——lcpdx|<2s. @&7)
& am ] 9 .

Aus (86) folgt sofort:
‘ llmfcpndx_/pdx,

=00

2%) H. Lebesgue L c. 29, 8. 57,
4*
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und mithin:

Uﬁpndw—/q)dx|<e fiir fast alle #. (88)
& ]

Aus (87) und (88) aber folgt:

lfcpndx—fcp d:c!<5e fir fast alle n,
~ amn m
d. h. es ist:
hm endx —[cp dzx.

0 =00
m

Also ist die Bedingung von Satz XX¢ erfiillt, und Satz XXIT¢ ist.
bewiesen.

§ 9. Singulédre Integrale.
Sei ®(x) von endlicher -Variation in [a, 8] und auflerhalb
(o B] sei:
Q) =D() fir v<<a; O@E)=0@F) fir z>8.
Dann gehort zu @ (z) eine (zumindest im o-Korper aller Borelschen
Mengen definierte) absolut-additive Mengenfunktion & (I, @), der

Zuwachs von @ auf M **). Ersetzt man in der Lebesgueschen Theorie
der Integration den Inhalt durch die Mengenfunktion 3 (3, @), so

erhdlt man den Begriff der Stieltjesschen Integrale / fad. TIst M
das abgeschlossene Intervall [«/, §'] und ist bl

O’ —0)=0(); @FE-+0)=0(),

so schreiben wir:

‘3/
f fao = f fdo.
o', §'] o’
Ist M die aus dem einzigen Punkte = bestehende Menge €.,

so wird:
&

[1a0 =) 3(E., &) =f@) (04 0) — D —0).

€z

) H. .Hahn, Theorie der reellen Funktionen I, Kap. VIL
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In den §§ 9—12 bedeuten sowohl die Punkte von ¥, wie die
von B Funktionen, die in [a, #] definiert sind. Als Fundamental-
operation gilt in § 9 die Operation:

B
U(a,b)_—_ffcpdx.

13. Der Raum 9U;;. Es bestehe der Raum U aus allen in
[a, 8] definierten Funktionen ¢ = f(z), die tiberall in [«, B] endliche
einseitize Grenzwerte besitzen, und fir die insbesondere:

fla+0)=f@); fE—0)=Ff(@®);
f@=\(z—0)4+10—Nf(x-0) fir alle z von (a,8),
wo X eine von # unabhingige Zahl bedeutet.

Die Mabfunktion in 9 sei:
D (@) = obere Schranke von | f| in [a 8] bei Vernachldssigung
abzéihlbarer Mengen.
‘Den so entstehenden metrischen Raum nennen wir U,,. Es
ist in ihm, wemn a,=f,(z) und a=f(z) ist, die Relation
L a,=a gleichbedeutend mit: die Funktionenfolge f, (x) konver-

89)

V=00

giert in [a, f] gleichmafig gegen f(x). Ist { a,,} eine Cauchysche
Folge aus A,,, so konvergieren die Funktionen f,(z) gleich-
méaBig in [a, ] gegen eine Funktion f(z), die somit auch iiberall
einseitige Grenzwerte besitzt und den Gleichungen (89) geniigt,
somit zu U, gehort; also ist U, Vollstandlg

Als polaren Raum B, nehmen wir die Menge aller in
[, 8] meBbaren Funktionen b= ¢ (z), die in [«,f] ein endliches
(Lebesguesches) Integral besitzen. Fiir jedes ¢ aus ‘% ,; und jedes
b aus B,; hat dann die Fundamentaloperation U(a,b) einen Smn
Die polare MafBbestimmung ist gegeben durch:

B .
AB)=[|¢|da; (90)

o

denn einerseits ist dann:

| U(a,0) [ =D (@) . A(B)s

sel anderse1ts e > 0" beliebig gegeben und ¢ eine Funktmn aus %1 5
Es gibt ein p>0 so daB:

[is
I

dz < e wenn p(M) <p.
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Ist M die (meBbare) Menge aller Punkte von [a, 8], in denen
@(2) >0, so gibt es einen abgeschlossenen Teil A von M, so dab
e (@ —W <p. Ist g(x)=1 avf A, sonst=—1, so ist:

!f|cp|dx——]g.cpdm]<2e.

Es gibt sodann ein endliches Intervallsystem & > %, so daf
p(&— 91)<p Ist g% =1 auf &, sonst=—1, so ist:

fgcpdx_[g cpdx\<2s

Durch Abgnderung der Werte der Funktion g* in ihren endlich
vielen Unstetigkeitspunkten kionnen wir daraus eine Funktion f
aus U ,, machen. Dann ist fir ¢ = f:

| U(a,b);fﬁ{cp]dxkz;s.

Ferner ist D (a)=1, da es bei Bildung von D (a) auf die Werte
von f in seinen abziihlbar vielen Unstetigkeitspunkten nicht ankommt.
Damit ist gezeigt, dafh durch (90) wirklich die polare MaBbestimmung
gegeben ist.

Wir haben also den Satz:

XXIla. Sei by=9.(z) eine Punktfolge aus B,
Damit die Operationsfolge

8 o
U@ bn)=[feuda - (91)

beschrinkt sei inU,,, ist notwendig und hinreichend,
daf es eine Zahl M gibt, so dal:

i .
[l¢.1de<M fur alle n.

Eine Grundmenge & aus U,; wird gebildet durch die
Funktionen, die, wenn £ zu (u, ) gehdrt, gegeben sind durch:

S@={ .St fO=1-% @

zusammen mit der Konstanten 1.
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In der Tat, die zugehorige Menge &' wird dann gebildet
durch alle streckenweise konstanten Funktionen??), die die Bedin-
gungen (89) erfiillen. Nach einem bekannten Satze?5) gibt es nun
zu jeder Funktion f aus A ,, eine Zerlegung

a=>x0<x1<--- <xn-—~l<xn:5 (93)

des Intervalls [a, 8] und zu jedem Teilintervall (z;_,, z;) eine
konstante ¢;, so daB

If‘— C@l<€ in (xi_l,x,-).
Setzt man nun:
@ =i (ies, 2) G=1,2..,0); @) =co [*®)=c,

und bestimmt die Funktionswerte f* (z,) aus (89), so gehort f* zu
@' und es ist, wie aus (89) folgt: : ,

F@) — @) S (ML =1,
Fir a=/f, o =f* ist also:

D(a—d)<(I\F[1—A])e,
und somit ist &' dieht/ in A,

Damit haben wir:

XXITb. Sei b, =9, (z) eine Punktfolge aus B,;. Da-
" mit die in U, beschrinkte Operationsfolge (91) kon-
vergent sei in Aj;, ist notwendig und hinreichend,
dal ﬁfﬁr jedes & aus [90,8) ein endlicher Grenzwert

lim | ¢, dz vorhanden sei.

n=0C0
3

Ist @ Von endlicher Variation, so gilt fiir -je zwei Funktionen
Sy und f, aus U,, die in [2,8] der Ungleichung |f, —f;|<¢ ge-

nuo‘en
8 8
Ufl d(I)——ffé cl®‘§sz(®),

%) Eine Funktion f hat eine Figenschaft qstreckenweise* im TIntervall
[a*, B*], wenn s eine Zerlegung

¥ =g, <y < .oo <Tu—1<xp==pE

dieses Intervalls gibt, so dab s die fragliche Eigenschaft in jedem Intervall
(2e—1, ) hat.

1) 1, ¢. %), 8, 217, Satz V.
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wo V! (®) die Variation von @ in [a,B] bedeutet. Also ist auch
8

[ fa® stetig in A ,. Das ergibt, wenn man beachtet, dafl fiir die
aFunktion (92):

# ‘ :
jfd@:@(B)~(b(e+0)+(1—x)(cb(e+0)—cb(a—0)):
=0E—20¢+0)—1—NOE—0)

ist, den Satz:

XXIITc. Sei b, =9.(#) eine Punktfolge aus B,
und sei ®(2) von endlicher Variation in [¢,8]. Damit
fir die in ¥, konvergente Operationsfolge (91) in
ganz U, gelte:

£ A
lim fcpndxzjfdib, (94)

7 =200
o

ist notwendig und hinreichend, da:

p
lim [, dz=®(E)—rdE-+0) — (1 —N)bE—0)

=00
§

fir alle £ aus (o, 8); (95)

B
lim fcpndx=(l>(6)——(b(oc).
7L=00a , .

Am wichtigsten ist der Spezialfall, daf ® gegeben ist durch:
O@x)=0 fir z<{zy; O@)=1 fir x>z @<z <p);
dann wird aus (94):

ﬂ B
tim [fe.do=f@), (96)

% ==C0
o

und die Bedingungen (95) reduzieren sich dann auf:

8
lim [cpndxz

=00 &
£

1 wenn &<z,
0 wemn £>uz,

#== OQ

8
lim /cpndle——)\;
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8 .
es Ist also / f@ndx ein sogenanntes ,singulares Integral®, das fiir

jedes f(x) aus A5 gegen f(z,) konvergiert.??)
Ein anderer wichtiger Spezialfall 28) ist der, daff & =0.

14. Der Raum %;,. Es bestche der Raum ¥ aus allen jenen
in [a, §] definierten Funktionen ¢ = f (), die in jedem Punkte von
[a, B] endliche einseitige Grenzwerte besitzen und in allen Punkten
einer Menge M, deren Komplement in [a, f] dicht ist, stetig. sind.
Die Maﬁbestlmmung in U sei gegeben dureh:

D(a)= obere Schranke von |f| in [a, £] .‘

Den so entstehenden metrischen Raum nennen wir QII +  Wie bei
U, sehen wir, dall er vollstindig ist. '

Die Wabhl des polaren Raumes B,, bleibt dieselbe wie
bei ¥;; und als polare Mafbestimmung ergibtsich auch hier
wieder (90); man erkennt dies, wie bei ¥;,, wenn man beachtet,
daB man das dort mit & bezeichnete Intervallsystem auch so wiihlen
kann, daff die Endpunkte seiner Intervalle nicht zu 3t gehoren;
die dort mit g* bezeichnete Funktion gehort dann zu 9,,. Damit
haben wir den Satz:

XXIVa. Sei by==9,(x) eine Punktfolge aus B,,.
Damit die Operationsfolge (91) beschrinkt sei in U ,,
ist notwendig und hinreichend, daB es eine Zahl M
gibt, so dab:

ﬂ N N
f|<Pn|dx§M fiir alle n.

Kine Grundm enge & aus U, wird geblldet durch die
Funktionen f(z), die gegeben sind durch:

0 fir x <<t e
r@={1 5 7345 7@ elibig, 97)
wo & ein beliebiger, nicht zu M gehoriger Punkt von [a, §] ist,
wozu, falls a zu M gehort, noch die Konstante 1 kommt.

In der Tat, die zugehorige Menge &' wird dann gebildet
durch alle streckenweise konstanten Funktionen, die in allen Punkten
von I stetig sind. Sei nun f(2) eine belichige Funktion aus A,,.
Wir bilden zu ihr die Zerlegung (93), wobei wir offenbar annehmen
konnen, daB die Punkte z, 2,, ..., #,—; nicht zu P gehoren.
Zu _]edem Teilintervall (z;_1, 2,) gibt es eine Konstante~c,, so daf:

|f—-0i|<5 i (z;-1, 2).

21y Vgl. H. Lebesgue L c. 29, 8. 78.
%) H, Lebesguel c. 20 8. 60,

-
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Wir setzen:
f¥@) =c; in (x,—y, 2) (=12,..., n)
CfrE)=fx) (=12,...,n—1)
Y ’*(a); rj’%u). xgﬁﬁ Z lzllilcl?glz%eg%rtgehért
N cn wenn § zu M gehort
f*E) _{ f(B) wenn § nicht zu M gehort.

Dann gehort f* zu @ und es ist [f(2) — f*()| <e in [a, @],
d. b wenn a=f (), a'=f*(z): "

Do —a)=<e.
Also ist &' dicht in 9,,. Damit haben wir:

XXIVh, Sei by,=v,(x) eine Punktfolge aus B,.
Damit die in %,, beschrinkte Operationsfolge (91)
konvergent sei in 9 ,,ist notwendig und hinreichend,
daf fir jedes nicht zu M gehdrige & aus (¢, ) und fiir

g -
£=ua einendlicher Grenzwert lim [cpndx vorhanden sei.

=00

Bedeutet ® (%) eine Funkfion endlicher Variation, die stetig
ist in allen nieht zu 3 gehorigen Punkten, so gilt fir alle Funk-
tionen (97):

N4
[fav=0@ —o@.

Wir haben also hier den Satz:

XXIVe Sei by=¢, () eine Punktfolge aus B,,, und
sei®(») eine Funktion endlicher Variation, die stetig ist
in allen nicht zuM gehorigen Punkten. Damit fir die
in U, konvergente Operationsfolge (91) in ganz
Aie (94) gelte, ist notwendig und hinreichend, daB fir
alle nicht zu 9 gehdrigen £ aus (z,f) und fir é=u«
gelte: ‘ p ‘
lim [gn dz2=0@—0F. (98)

n=00
&

Der wichtigste Spezialfall 29) ist hier der, daB 9 aus einem
einzigen Punkte 7, aus («, ) besteht und @ gegeben ist durch:

O@)=0 firz<<z,; ®P@)=1 fir z>z,.

2%) H. Lebesgue L e. 29, S. 69,
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Aus (94) wird dann wieder (96) und die Bedingung (98) reduziert
gich dann auf:

’ {1 wenn § <z,

lm [oudz= 0 wenn £>2z,"

HE==00 o

4
B
Also ist ] fondz ein singulires Integral, daf fir jedes f(x) aus Uy,

gegen f(x,) konvergiert.

15. Der Raum %, ,. Es bestehe der Raum U aus allen
in [a, B] stetigen Funktionen ¢ = f () und die MaBbestimmung sei
gegeben durch: .

D (@)= Maximum von |f| in [a, {]. (99)

Den so entstehenden metrischen Raum nennen wir %,,. Wie bei
Uy sehen wir, dab er vollstdandig ist.

Die Wahl des polaren Raumes B;; bleibt dieselbe wie
" bei U5, und auch hier wieder ist die polare Mallbestimmung
gegeben durch (90). Denn gehen wir wieder aus von der bei %,
verwendeten Funktion g* Sei © das bei Definition von ¢ auf-
tretende endliche Intervallsystem. Indem wir seine Intervalle ein
wenig vergroflern, entstehe daraus das Intervallsystem &'. Es sei

W © — @)< )

wobei p dieselbe Bedeutung hat, wie bei Definition von g% Nun

gibt es eine stetige Funktion f, fiir die |f| <1, und die*in € und"
aulerhalb & mit g* tibereinstimmt. Kir sie ist:

b 8 .
D=1, ‘J/fgodx— /g*cpdx!é?] lo|da <2,
a - a & -6
mithin: :

D(@)=1; iU(a,b)——/-]cp|dxi<Ga,

also ist wirklich A(¢p) die polare Mafbestimmung.

Wir haben also den Satz:

XXVa. Seib,=¢a(z)einePunktfolgeausB,,. Damit
die Operationsfolge (91) beschrinkt sei in ¥,,, istnot-
wendig und hinreichend, dal es eine Zahl M gibt,

so dafi:
I3

f|cp|dx§_M fiir alle .
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Eine Grundmenge © aus A, wird gebildet durch die
Funktionen f(x), die gegeben sind durch:
0 fir z <&
f(x)=(x___g fir x > ¢ (e8P,
zusaminen mit der Konstanten 1%9). In der Tat, die zugehorige
Menge &' hesteht dann aus allen in [a, 3] stetigen, streckenweise

linearen Funktionen f* (), und zu jeder Funktion a = f(z) aus %,
gibt es ddher eine Funktion o' =f*(z) aus &', so dab:

If—f*I<e in [o,8], d.h. D(@—a) <e.
Also ist @' dicht in %, ,. Damit haben wir:
XXVb.Seiby=1p.(2) eine PunktfolgeausB;,. Damit

die in %, beschrinkte Operationsfolge (91) konver-
gent sei in ¥ ,, ist notwendig und hinreichend,dallein
P .

endlicher Grenzwert lim /cpnd_x und fiir jedes £ aus

== CO ﬁ

[a, B) ein endlicher Grenzwert lim [(z —£)¢.dzvorhan-
den sei. - ey

- XXVe. Sei by=9. (%) eine Punktfolge aus B;; und
sei ®(z) von endlicher Variation in [a,8]. Damit fur
die in U;; konvergente Operationsfolge (91) in gansz
A, (94) gelte, ist notwendig und hinreichend, dafh:

ﬁ.
lim [ gpudz=0.(8)~d(x);

n=Q
o

'S
lim (x—é)cpndx=/(x—-5)d¢ fir o <t <.

16. Der Raum %,,. Es bestehe der Raum U aus allen in
[a, B] stetigen Funktionen a ==f(z); die in einer gegebenen abge-
schlossenen Punktmenge I aus [a, 8] verschwinden.?!) Die Maf-
bestimmung sei auch hier gegeben durch (99). Den so entstehenden
metrischen Raum nennen wir ¥,,. _
: Sei- M’ das Komplement wgn M zu [o, 8]. Als polaren
Raum B, wihlen wir die Menge aller auf I¢' mefibaren Funk-
tionen b = ¢ (2), die auf M’ ein endliches (Lebesguesches) Integral
besitzen, Die polare Mafibestimmung ist gegeben durch:

A@)= [ l¢| da. -(100)
ml

30) Eine andere Grundmenge liefern die Potenzen 1, @, 2%, ...,2%, .. ..
%) Natiirlich mafl 3 echter Teil von [a, ] sein. .
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In der Tat gilt jedenfalls:
g -
(U@ b |=|[fode|=| [fyde|<D (@)-A0).
o Im’

Sei sodann b= ¢ (z) irgend eine Funktion aus B,;. Zu jedem

a>‘0 gibt es ein p> 0, so daf, wenn 9t < I':
[ls1as<s far po0)<s.
A

Wir definieren eine (mefbare) Funktion g'(z) durch i folgende
Festsetzungen: Ist I, der Teil von M'; wo ¢ (2) >0, so sei:

g(x):l auf M, g@)=—1 auf M —M,; ¢g(@@)=0 auf M.

Es gibt einen abgeschlossenen Teil A, von M, und einen abge-
schlossenen Teil A, von ' — M, so daﬁ

p W —U)<p;  w (@ —IM, —A) <o,

Die drei abgeschlossenen Mengen %, ¥, M sind zu je zweien
fremd, haben daher zu je zweien positiven Abstand. s gibt
daher ein endliches Intervallsystem ©, > %A, und ein endliches
Intervallsystem &, > U,, die untereinander und zu M fremd
sind, und fur die

v (8, — W) <Top.

Dann gibt es weiter eine stetige, der Ungleichung |f|<1
gentigende Funktion, die =1 ist auf &, = — 1 auf &, und =0
auf . Sie gehiort zu A,q, und es ist D (@) = 1 Ferner ist:

;wx—/’}.m|=\/(g-w <2 fislast

iz a 0 — A,

+/|cp!dx+[|cp|dx+[mdx}<ss

— -, G, —

W1r haben also:
D(@)_l |A(B)— Ula, b)| < 8e;

damit ist gezeigt, dall tatsichlich durch (99) die polare Mafibestim-
mung gegeben ist.
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Wir haben also den Satz:

XXVIa. Sei b,=9.(x) eine Punktfolge aus B,.
Damit die Operationsfolge (91) beschrinkt sei in %,
ist notwendig und hinreichend, dall es eine Zahl M
gibt, so daf:

_/]CPnld%‘é‘u fiir alle n.
i -

Fine Grundmenge & aus %,, wird gebildet durch folgende
Funktionen f: sei § ein beliebiger Punkt von 9V, und es gebe in
"It sowohl Punkte <& wie Punkte > £; fiir jedes # >0, das so
klein ist, daB in (¢ — A, &€~} %) kein Punkt von 97 liegt, bilden
wir die Funktion: :

’0 fuir <t —h und 2> &1
1z —E-4hin [E—h, ] (101)
lE—}—h——x in [§ &R,

Sei sodann & ein Punkt von %', und es gebe in M keinen
Punkt < €; dann bilden wir die Funktion: :

I

E—ux fir 2 <¢
o=l S o

Sei endlich ¢ ein Punkt von I, und es gebe in I keinen
Punkt' > &; dann bilden wir die Funktion:

0 fir z <§
f(x)—{x~2 fir 2> ¢ (103)
. Die Gesamtheit aller Funktionen (101), (102), (103) %2) bildet
eine Grundmenge &. :
In der Tat, seien «* und $* zwei Punkte von ‘I, die das zu
M komplementire Intervall (a¥, §*) begrenzen. Es werde durch die
Zerlegung :

a*:x6<$1 < ool gy < 2y = B

in ! gleiche Teile zerlegt. Jede fir # <o* und 2> §* verschwin-
dende, stetige Funktion f*, die in jedem Teilintervall [z, y, )]
(#=1,2,...,1) linear ist, ist dann Linearkombination endlich vieler
Funktionen (101), gehort somif zu &'. Gehort « nicht zu M und
st o' der erste Punkt von 3, so ist jede in [a, o] stetige, strecken-
weise lineare, fiir #> o' verschwindende Funktion f** Linearkombi-
nation von endlich vielen Funktionen (102), gehtrt somit zu &'
Gehort endlich § nicht zu 9 und ist 8’ der letzte Punkt von 9,

) Gehirt o zu M, so gibt es keine Funktionen (102), gehort 3 zu M,
so gibt es keine Funktionen (103).
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ot

so ist jede in [8', f] stetige, streckenweise lineare, fiir z <@’ ver-
schwindende Funktion f*** Linearkombination endlich vieler Funk-
tionen (103) und gehort somit zn &'

Sei nun o' der erste, 3’ der letzte Punkt von I, und seien
(%, B,) (v==1,2,...) die samtlichen beziiglich [/, &'] zu M kom-
plementiren Intervalle 33); zu denen noch, wenn a <Ca', das Inter-
vall [«, «') und wenn {' <C§, das Intervall (¢', 8] hinzukommen. Ist
f eine Funktion aus %,, und ¢ >0 beliechig gegeben, so ist:

|f1<<e in fast allen [a,,(,)]. (104)

Seien |2,, 8,] (v=1,2,...,n) die endlich vielen [«,, 3], in denen
nicht (104) gilt. Zu jedem von ihnen gibt es unter dem oben be-
schriehenen Funktionen f* eine, etwa f,(v=1,2,...,n), so daf:

|f—fol<<e in[a, 8] (v=1,2,...,%).

Ist a << o' bzw. B'<f, so gibt es unter den oben beschriebenen
Funktionen f** bzw. f*** ecine solche fiir die:

|f—f*|<e in [o,a] baw. |f—f**|<e in [§, .
Dann ist: %) ‘

F=hikte oo b o o

eine Funktion aus @', fir die
f—Ffl<e in [a,B].

Fiir o =f(z), a =f(x) ist also D (@ — a’) < ¢, und somit ist &'
dicht in % .. Also ist in der Tat & eine Grundmenge, und wir
haben die Sitze: , ‘

XXVIb. Sei b,=¢,(z) eine Punktfolge aus B;,. Da-
mit die in ,, beschrdnkte Operationsfolge (91) kon-
vergent sei in ¥, ist notwendig und hinreichend, daB
(wenn o' und @' den ersten bzw. letzten Punkt von M
bezeichnen) fiir jedes Intervall (§—5h, £+ %) aus [o, §'],
das keinen Punkt von M enthélt, ein endlicher Grenz
wert: '

& ELn

lim {[ (@ — &+ h) g, da b [ E-h—2) e, dx}, (105)
h & .

=00 5*’*
existiere, ferner?®®) fiir jedes £ aus (o, '] ein_endlicher
Grenzwert : -
lim [ — 2) 9. dz, (106)
n:oozl
33) Vgl, H. Hahn, Theorie der reellen Funktionen 1, 8. 109,

34) In der folgenden Summe fohlt F*¥ haw. F***, wenn a=of bzw.p =§. '

) Die den Grenzwert (106) bzw. (107) betreffende Bedingung entfillt,
wenn o = o baw, B'=.
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fir jedes £ aus [3,f) ein endlicher Grenzwert:

=00

B
i [(xfs)cpn d. (107)
:

XXVIec. Sei b =¢, (z) eine Punktfolge aus B,, und
sei ®(z) von endlicher Variation. Damit fiir die in %, -
konvergente Operationsfolge (91) inshesondere (94)
geolte, ist notwendig und hinreichend, dafl die Grenz-
werte %) (106), (106), (107) gleich seien: -

/ (x—-e+h)d<b+f(e+h_m)dq>+

E—nr & &, E4-h) ;
+1{(0E+0)— 0 (E—0); f (t — ) d0; [(x—e)m.
o, & ¢ A

§ 10. Singuldre Stieltjessche Integrale.

Die Sitze von § 9 sind einer Erweiterung fihig, die zu stande
kommt, indem man die Fundamentaloperation und die polaren
Raume anders wihlt. Als Fundamentaloperation U (g, 5) wihlen wir
hier, wenn a = f(2), b= ® (), das Stieltjessche Integral:

8
U@ =[f@)dd@.

Wir kehren zurtick zur Betrachtung des Raumes %, ,.

17. Der Raum ¥, ;. Fiir % wihlen wir wieder den metrischen
Raum A;;, wobei wir nur annehmen wollen, daff in (89) 0 <A <1
sei. Als polaren Raum By; wihlen wir diesmal die Menge aller
Funktionen b= ®(z), die in [«,8] von endlicher Variation sind,
auflerhalb [a, B] gegeben sind durch:

O@) =0 fir s<a; O@=>0() fir z>p, (108)
und in ihren Unstetigkeitspunkten (mit Ausnahme von 8) die Be-
dingung erftillen #%):

- O)=d(r—0). (109)

3%) Die den Grenzwert (106) bzw. (107) betreffende Bedingung. entfallt,
wenn o = o bzw. B'=8. " i :

36) Dies wird nur der Einfachheit halber festgesetzt und bedeutet keinerlei
Einschrinkung ; denn bei der zu Beginn von § 9 gegebenen Definition der Integrale
/ S d® hiingen diese in keiner Weise von den Werten ab, die die Funktion ® (x)
in ihren Unstetigkeitspunkten annimmt, da die Mengenfunktion 3(®) von diesen
Werten ghngzlich unabhiingig ist. Vgl. H. Hahn, Theorie der reellen Funktionen 1,
S, 495, Satz XIV, aus dem sofort folgi:

3(®, €)= B (c - 0) — D (c——0).
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Als polare Mafibestimmung erhalten wir hier:
A= V@), (110)

wo Vi (®) die Variation von @ in [a, 8] bedeutet. In der Tat, zunsichst ist :

H
U(a, b)) :deq)g])(a) L A®b).
Sei sodann & >0 beliebig gegeben. Es gibt wegen (109) eine Zer-
legung ; ‘ -
a =2y <& <+ <Zpo1<Ep=3} (111)

des Intervalls [a, 8], in der z, 2, -+, To—1 Stetigkeits-
punkte von ®(z) sind, und fir die?®7): ‘

S 0(m) — ()| > VE@) — . (112)

i=1

Wir defimieren nun eine Fquktion f(z) durch:
f(x):sgn.(@(x,)»@(xb_l)) il’.[ (flf;;__l, &E‘z) (?;31727-",%).

Setzen wir noch die Werte von f(#) in den Punkten #, (=0, 1, - - -, 1)
geeignet fest, so gehort ¢ = f(x) zu A ,, es ist D(a)=1 und o
ist bei Beachtung von (108) und (112) sowie der Stetigkeit von
® in allen Punkten »,z,,...,2,1: '

i H— - ‘\ - ’
fqu):‘j | orae+ | pae=
@ i=1 [ 1,20 By 1, 23]

:zfd)(x,-)—(l)(x,_\_l)|> V‘f(‘_b)-—g .

=1

Damit ist gezeigt, daf durch (110) die polare MaBbestimmung
gegeben ist.  Und wir haben die Sitze: :

XXVIIa Sei b,=®,(z) eine Punktfolge aus Bis.
Damit die Operationsfolge:

s
U(ayby) = [ fd, (113)
beschrinkt seiin ¥, ist notwendig und hinreiehénd,

dafl es ein M gibt, so daB:

V(@) | <M fiur alle n. (114)
37y H, Hahn, Theorie der reellen Funktionen I, S. 501, Satz VIL

Monatsh. fiir Mathematik u. Physik, XXXIT, Band. 5
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XXVIIbh, Sei b,=®,(x) einc Punktfolge aus ¥,
Damit die in %;; beschrdnkte Operationsfolge (113)
konvergent sei in U ;, ist notwendig und hinreichend,
dafl ein endlicher Grenzwert

li:ncl)o ((D 7 (B) I (Dn (fl))
und fir jedes £ aus (2, 8) ein endlicher Grenzwert?):
llm {(Dn(g)"')\d)u (&“1_0 1*)\)@11(&)}

vorhanden seti )

XXVIle. Seien b,=®,(z) und b=®(z) Punkte aus
B,;» Damit fir diein U, konvergente Operationsfolge
(118) in ganz %, gelte'

lim | qu),,_/fdcb (115)

H= OO

ist notwendig und hinreichend, dafl

lim (B, (2) — 05 (1) = D () — @ (),

1&"‘—"‘@
und fir jedes £ aus (a, f):
m{P, @) —1rP, ¢+ 0)— (1 =N, (B} =

B =0 @) —1®(E+H0) —(1—1 b

In den Sitzen XXVII sind die Sitze XXIII als Spezmlfalle
enthalten man hat nur zu setzen: ;

[cpn (@) dw =0, (z). | (116)

(E

18. Der Raum %,,. Sei U wieder der Raum %;,. Der
polare Raum Bi, sei identisch mit dem eben verwendeten Raume
Bis. Als polare Malibestimmung ergibt sich auch hier wieder-
(110). Man erkennt dies wie in 17., indem man beachtet, dal
die- Punkte 2, %y, ..., Z,—1 der Zerlegung (111) so gewihlt werden
konnen #9), daf sie ‘nicht zui M fenge M der fiir alle Funktionen
von ,, vorgeschriebenen Stetigkeitspunkte gehoren.

3) Fiir die durch (92) definierte Funktion 7 (x) ist:

8 :
[fa®=2@—@E+0)+1—N(PE+0)——0).
) Vgl L c. 37). '
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Wir haben daher den Satz:

XXVIHIe. Seib,=®,(z) eine Punktfolge aus B1,.
Damit die Operationsfolge (113) beschrinkt sei in U, ,
ist notwendig und hinreichend, dafl es eine Zahl M
gibt, so dafi (114) gilt.

Beachtet man weiter, daf. fiir jede Funktion (97) gilt:
B :
[F00,= 0.6 = 0. GO FS G200 —0uE—0)}, (117

beachten wir ferner, daff hierin f(f) ganz beliebig ist, und dafl
wegen (109): ® (£— 0) = & (£), so sehen wir, dal aus dem-Bestehen -
eines endlichen Grenzwertes von (117) auch das Bestehen endhcher
Grenzwerte von @, (8) — @, (- 0) und von @, (£ 0)— &, (£),
somit auch von @, (3) — @, (§) folgt, und erhalten den Satz:

- XXVIIIb. Seib,=®, (z) eine Punktfolge.aus B1,. Da-
mit die in %,, beschrdnkte Operationsfolge (113) kon-
vergent sei in ¥,,, ist notwendig und hinreichend, daf
fir jedes nicht zu M gehdrige £ aus [a, & endhehe
Grenzwerte:

lim {$, () — ®,(¢+4+0)} und hm {D, (8) — D, (8)}, -

=00

und falls « zu M gehort, auch ein endlicher Grenz
wert:

lim (@, (&) — 0, (2))

n=0cQ

vorhanden seien.

XXVIIIe. Seien b,=®,(z) und b=® (z) Punkte aus
Bi. Damit fir die in U, konvergente Operations-
folge (118) in ganz A, (115) gelte, ist notwendig und
hinreichend, dall fiir jedes nicht zu I gehiorige £ von
(o, B]:

’ lim {, (8) — @ (+0)} = @ () — & (¢+0); ",

=00 118
11m {(Dn (8 — b, 5)} i :d)(ﬁ)_"(b (&),

und falls « zu 9N gehort:
lim {@, (5) — &, (1)} =& @) — & (). (118 a)

1t =00

Vermoge (116) sind wieder die Sitze XXIV in den Sitzen
_XXVIII als Spezialfiille enthalten.

h#E
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Von besonderem Interesse ist auch hier wieder der Fall, daB
M nur aus dem Punkie z, von (a, B) besteht und:

Ox)=0 firz<r,; O@=1 fir z>2,. (119
Dann reduziert sich (118) auf:
. o . _ {1 wenn £ <z,
,al};nio{@” ® = e+ O)} 10 wenn &>z,
Hm {D, (4 0) — D, (O} =0 fiir t=2,.

n=00

Wir konnen hier aber auch den Fall betrachten, dafl 9 ginzlich
leer ist, und @ () wieder gegeben durch (119). Dann reduziert sich
(118) auf: "

hﬂl {(1)” (B) - (I)n (E "[L‘ O)} pond ‘ 1 wenn E <‘Z‘0

He=oo 10 wenn szo

lim {.,—‘I)u (t4-0)— 0, (&)} :{

=

0 wenn &=+ 2,
1 wenn E=ux,.

Treffen wir noch insbesondere fir @, (z) folgende Wahl: Seien
2P < 2® ... < x(;f,z Punkte aus (x, ), sei &, (z) konstan$ in .
jedem der Intervalle [«, z7), (29, 29),..., @1, 2%, @9, 8]
und sei i ‘o
0, (@4 0) = 0, — 0) =0, (1P 4 0) — &, D) =
:FP(?) (t= 17 2,-- ) k"):

wo die 9% gegebene Konstante bedeuten. Dann wird:’
o e .
Vi@) =3 197;
i=1

Do (B) — @, (£ 0) =S ¢

G H

(
¢ wenn & =ap,

®, (£ 4+0)— b, (5 :{O wenn £+ 2 (i=1,2, -, k)
und man erhalt Sitze, dié ich in einer fritheren Arbeit %) ,Uber

das Interpolationsproblem® entwickelt habe.
. 8

~

Auf das Studium von Folgen Stieltjesscher Integrale 4 fad,,

a
in denen f zu umfassenderen Riumen ¥ gehort, sei fiir diesmal nicht
‘eingegangen.

) H, Hahn, Math, Zeitschr, 1 (1918), S. 119 £
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#

§ 11. Folgen verallgemeinerter Stieltjesscher Integrale /fd 2,.

Die sich an die Lebesguesche Integraldefinition anschliefiende
Definition Stieltjesscher Integrale / fd®, an die wir zu Beginn von

§ 9 erinnert haben, ist nur anwéﬁdbar, wenn ¥ () von endlicher
Variation ist, denn nur dann kann von der als ,Zuwachs von ®
bezeichneten Mengenfunktion & (M, ®) gesprochen werden. Kntipfen
wir aber an die Riemannsche Integraldefinition an, so konnen Inte-
grale / fd® auch definiert werden, wenn @ (2) nicht von endlicher
Variation ist.

© Wir setzen im folgenden voraus, es habe ® (z) iiberall in
[a, 8] einseitige Grenzwerte; fir z <a sei ¢ () = @ (a), fir 22>
sei @ (2) = (). Mit o (z) bezeichnen wir die Schwankung ') von
® (z) im Punkte x. Es gibt dann bei gegebenen >0 in [a, f] .
nur endlich viele Punkte, in denen o (#)> ¢ ist. In der Tat, giibe
es ihrer unendlich viele, so miifiten sie einen Hiufungspunkt be-
sitzen, was der vorausgesetzten Existenz einseitiger (renzwerte. von
® (z) widerspricht. Ferner beweisen wir folgenden Hilfssatz:

Zu jedem >0 gibt es ein 3 >0 von folgender Eigenschaft:
ist im .Teilintervall [2', "] von [a, §] durchweg:

o () <, (120)
und ist' 2" — 2’ <3, so gilt auch fiir die Schwankung A% vo
®(z) in [, 2"]: ’

AY <.

In der Tat, andernfalls giibe es in [«, f] zu jedem v ein Teil-
intervall [z,, 7], in dem durchweg (120) gilt, und fir das:

2y — ) <%, A% >, - (121)
Aus {z; } konnte eine konvergente Teilfolge {xLl.} herausgegriffen
werden : .
: lim x,’,i == e;
i=c0

wegen der ersten Ungleichung (121) ist dann auch:

lim x;; =£,
i=00

Der Punkt &€ kann nyr endlich vielen dieser Intervalle { Z;, x;:}
angehidren, da sonst wegen der zweiten Ungleichung (121): N

o) >e.
1) Vgl. H. H ahn, Theorie der reellen Funktionen I, Kap, 11, § 2.
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wire; mindestens eine der beiden Ungleichungen:
w,, <z <& oder &<, <z

mufl also fiir unendlich viele ¢ erfiillt sein. Wegen der zweiten Un-
gleichung (121) steht das aber in Widerspruch mit der Voraus-

setzung, dal @ (7) im Punkte ¢ einseitige Grenzwerte besitzt. Damit
ist der Hilfssatz bewiesen.

Sei nun f(z) von endlicher Variation in o, B] Sei Z die
Zerlegung.

0’-:%()<x1< s [ Lps <L z,=f

" des Intervalls [a, 8] und &; ein Punkt aus (z,—., 2. Wir bilden
die Summe:

SH=NfE) (0 @i—0) — (s +0) +

=1

+ 3 @) (O @4 0)— O @ —0) .
i=o
Wir werden zeigen: ist {Z,} eine ausgezeichnete Zerlegungs-
folge von [a, f] und kommt jeder Unstetlfrkeltspunkt von @ (z) in
fast allen 7, als Zerlegungspunkt vor — wir wollen dann sagen:
{Z }1steme zud)(x)gehorlge ausgezewhnete Zerlegungs—
folge —, 80 existiert, wie immer £; in (2,—i1, ®,) gewiblt sein
mag, ein endlicher Grenzwert lim S(Z,). In bekanntel Weise kann

dann gezeigt werden, dali d;eger Grenzwert fiir alle zu @ (x) ge-
hérigen ausgezemhneten Zerlegungsfolgen und alle Wahlen der

Punkte &, derselbe- ist, und wir definieren dann :
B
[£(@) d ® (x)=1m S (Z.).
o =00 .

An Sgelle von §7(Z) bilden wir zunschst:

Su(Z)= Ef(xz—0)(<I>(xz~0)—®(m—1+0>)+

¢=1

+ D) (0t 0) ~ 0 (ri—0),

und zelgen fir jede zu @ (x) gehorige ausgezelchnete Zerlegungs-
folge {Z,} ist:

lim. (8, (Z,) — 8(Z))=0. (122)
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Es 1st:
Sy () —8(4)=

= D E)—f @ —0) (D@ — 0) — ®(wimr +0)). |

{=1i

(123)

Sei & >> 0 beliebig gegeben: sei & die Anzabl der Unstetigkeits-
punkte Z,, £, -+, & von ® (%), in denen w(x)>:¢. Es gibt ein v,
so daB ftir v>v, die Punkte & (j=1, 2, ---, %) unter den Zer-
legungspunkten von Z, vorkommen. Sei 7 eine solche Zerlegung
20 (v=vy) -Es gibt dann ein 8 >0, so daB
im@*m—wmgi-mfrw<x<%| |

e

(& (2) — O E+0)| =4 fiir & << <TEj -3
Ist v, hinlinglich gfoﬁ, so hat fir v >v, die Zerlegung Z, eine
Norm < 3. Ist X' die Summe derjenigen (hochstens 2 k) Summanden
in (123), die von einem Teilintervall [z;__1, #;] herriihren, das einen der

%k Punkte £; enthilt, und ist M so groB, daB:
@< in s, 6],

80 ist: :
[}:’{§4ﬂ[s. (124)

Sei ¥ die Summe der Ubrigen Summanden in (123), die
also von Teilintervallen [#;_;, #;] herrithren, die keinen der Punkte

£; enthalten. In einem solchen Teilintervall [2,_,, ;] ist durchwegs
w(z) < e Ist v, hinlinglich grofi; so ist fir v>v, die Norm von
Z, auch kleiner als die Zahl & des oben bewiesenen Hilfssatzes. Fiir
jedes in X' auftretende Intervall [#;_i, 2,] ist dann zufolge des
Hilfssatzes :

D (2 +0) — ®(@i—1 —0)[ e,

- und somit ist: ’
IE‘éZ fE)— flwi—0)| <& VE(). (125)

Aus (124) und (125) aber haben wir:
|8, (Z) — S (Z)| <e (4 M4 VI fir v>v,

Damit ist (122) bewiesen.

Hs wird also gentigen, zu zeigen, dall fiir jede zu @ () ge-
hirige ausguzeichnete Zerlegungsfolge {7,} ein endlicher Grenz-
wert lim S, (7,) existiert.

=00
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Sei nun Z® eine Unterzerlegung von Z, die aus Z entsteht,
indem in ein einziges Teilintervall [2;_;, z,] von Z endlich vielo
Zerlegungspunkte

i ==gy <& < <H <=

eingeschaltet werden. Es ist:
8y (29) — 5, () = fe1 — O) [0 (& — 0) — B (5, +0)} +
) (@G F0) = O (5 —0)) /(e — 0) (O (g — 0) —
— 0@ +0) i) (U2, +0)— D (2, — O)) - - +
o1 — 0) (@ (21— 0) — @13 + )} — Fla - 0) (@ (e — 0) —
— & @i+ 0) = (f e — 0)—f (#:— 0) {® (5, — 0) —
— @ (2 4 0)) =+ (f (e1) — f (@ — ) (© (& + 0) — & (5, — 0)) +-
e (floimn) —f @ — 0)) (@ (51ms - 0) — @ (21—y — 0)) -
- (Flei— ) — f s — ) (O ri— O — & (1 +-0).

Wenden wir- hierauf die bekannte Ungleichung an:

7] m-—1

iEu”v“’<c{2}u#—z{ﬂ+ |¢]um;} (126)

pu=1

wo o die grofite unter den Zahlen ]01 ly 12y + N e

~+ - v, bedeutet, so erhalten wir, wenn M; so gewah]u wird,
dab:

NO@— @O [ M, in (@i, ),
die Ung%ei@hung: » .
|80 (Z9) = 8o (D) = Mi{lf @) = (& — O+
+{f(52—0)—f(31)l+'.'“%*If(zl—l)—f(zz—r—o)?-'r (127)
1 o1 —0) = f e )| S M VE_ ()
Sei wieder z>>0 beliebig gegeben, 4# die Anzahl der Un-

stetigkeitspunkte &; von ®(z), in denen w(z)=e, und v, so grob
gewihlt, dal fiir v>v, die ¢, unter den Zerlegungspunkten von Z,
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vorkommen. Sei wieder Z eine solehe Zerlegung Z,. Es gibt dann

ein & >O so dab fir jo zwei Punkte #/ und #" aus (§; —3, ;)
gilt:

@) — O ()| <e.

Ist vo so groB, dab ftir v=v, die Zerlegung Z, eine Norm <3
hat, so ist in (127), wenn 2; einer der Punkte £ ist, M, <e, und mit-
hin:

18,(20)— 5,(2) < Ve (). (128)

Sei v, auch so groB, dab fiir v>vy-die Norm der Zerlegung Z.
kleiner als das 3 des Hilfssatzes ist. Ist #; keiner der Punkte £;,
so ist fiir jedes (hinlénglich kleine) & >0 in [2:;—1 - A, z;] durch-
weg ® () < e, daher nach dem Hilfssatze A7l 14 <Ce, daher:

0@ — (i1 +0) < in (Bi—1, 7).
Also folgt aus (127): ' ,
Sy (Z0) =S8y (Z) | e Vai_ (f). (129)

Sel v, hinlinglich grof, und Z, eine aus ‘der zu @ (x) ge-
hérigen ausgezeiehneten Zerlegungsfolge {7 } herausgegriffene Zer-
legung mit v = v, ;sei ferner Z' eine beliebige Unterzerlegung von Z.
Mit Z® bezeichnen wir diejenige -Unterzerlegung von Z, die aus Z
entsteht, indem man zu Z die nach (z;,_1, %) fallenden Zer-
legungspunkte von Z' hinzuftigt. Dann ist:

n

Sy (Z)—S (Z) :2(30 (Z0) — 84 (7)).

Fiir hochstens & Summanden gilt dann (128), fiir die iibrigen (129),
so daB wir haben:

|8y (Z") — 8, (Z)| <= Vf‘(f). (130)

Selen nun v>v, und v' > vo Die Produktzerlegung Z, Z,
ist sowohl Unterzerlegung von Z, als von Z,. Also ist nach (130):

|8 (Zy Zy) — 89 (Z0)| < VE(f);
|8y (Zy Zy) =84 (Z)| <& VE(f),
und somit auch: ‘ .
1S, (Z) — 8o (Z,) | <2 VE(f) fir v, V=

Damit ist die Existenz eines endlichen Grenzwertes th (Z,)

P =

und also auch die Existenz des Integxms / f (x)d(l)(x) nach-
gemesen
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Offenkundig #ndert sich der Wert dieses Integrals nicht,
wenn man zu @ (z) eine additive Konstante hinzufiigt; wir be-
schrinken also die Allgemeinheit nicht, wenn wir ein- fiir allemal
festsetzen :

Ql{ay=0.

Wihlen wir-sodann M so, dafi:
@ @)= M in [a B,

so erhalten wir unter Beniitzung von (1£6):
oS MZ A flai—0)—F @in) |1 (@) = F @i~ )} +
i=1 '
+— M F®,
und daraus durch Grenziibergang:

.
|[r@ave)| <V +1r@ . sy

In diesem Paragraphen wiblen wir als Fundamentaloperation

fir a=f(x), b=0 (2):
)
Ua, )= (/@) d® ().

19. Der Raum %,,. Es bestehe der Raum ¥ aus allen
Funktionen f(z) endlicher Varlatlon und die Maﬁbestlmmung sel
gegeben durch :

D@="IN+1r® wm
Den so entstehenden metrischen Raum memnen wir .. Es ist
in ihm die Relation L a,=a (wo a==f(z), a,=f, (%)) gleich-

=200
bedeutend mit dem gleichzeitigen Bestehen von:

lim TL(f~ ) =0 lim £, =/®).
Sei ¢ > 0 beliebig gegeben; es ist dann:
VA (f— f,,)<.;_'-, @ — @< for fast alle v, (133)
Aus der ersten dieser Ungleichungen folgt Weiter:l

f@—f @ — (O —A6)| <5 i,
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und daraus zusammen mit der zweiten Ungleichung (133):
fo@ —f@) <<=z in[af] fir fast alle v.
Auws L o, =a folgt also, daff die f, (2) gleichm&Big in [a, 3]
v =00
gegen f(2) konvergieren.
Sei nun {a,} eine Cauchysche Folge aus %;,. Zu jedem
2 >0 gibt es dann ein v, so dab:

D@ —a) <4, dbh VI —f)<

e ®—F @ <5 firvzw, vz

Wie soeben folgt daraus:
| fo—fv|<<e firvzvy, VvV Zv in [2,3];

es gibt mithin eine Funktion f(z), gegen die die f, (z) gleich-
miBig in [a,8] konvergieren. Da {a,; eine Cauchysche Folge,
gibt es zu Jedem e >0 und Jedem 7 ein v;, so dafi:

D(a,,—a,) < ? fir v> Viy (134)

wobei noch ohne weiteres die Folge { w} als wachsend angenommen
werden kann.  Aus (134) folgt: '

Vﬂ(f )<—~, val(\s) f (3) <'— fiir V>VZ'.
Nun 1st:
F@ =t @)= 23 (For 1 (@) — fr, @),

and somit *%):

Vilf—f) =S Talho s —f) <z

i=1

If(ﬁ)—fvl(@)1<§|fz+1(?>) 5e® <z,

und daher auch, wenn a =f(z) gesetzt wird:

D(a a,) < 2e. (13D)
Far v > v, ist aber wegen (134) -
D(a,—a,,) < 57

’ 4%) Vgl, H. Hahn, Theorie der reellen Funktionen I, 8. 490, Satz VI
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was zusammen mit (13D) ergibt:
D@—a,)<3:z firv=vy;
also ist L. g, =a, d.h. der Raum ¥ ; ist vollstindig.
ATI%: ;blar en Raum B,, wihlen wir die Menge aller Funk-

tionen @ (z), die tiberall in [a, §] endliche einseitige Grenzwerte
besitzen, auferhalb [, 8] gegeben sind durch

O () =0 fir z <a,
B (2) = (f) fir 2>,
und in ihren Unstetigkeitspunkten (mit Ausnahme von @) der Be-
dingung geniigen
: O (2) =20 (z—0).
- Das Hinzuftigen dieser Bedingung bedeutet keinerlei Einschrénkung,
"B

da der Wert des Integrals / Jd® ganz unabbingig ist von den
\Verten, die die Funktion (I)ain ihren Unstetigkeitspunkten apnimmt.

Setzen wir : ' ‘
A (b) = obere Schranke von |® (z)| in [a, 7], (136)

so ist wegen (131) fiir jedes ¢ aus %, und jedes b aus B, :
| Ula, B[ =D @) 5 0).

Sei sodann b= ® (z) irgend ein Punkt aus B,,, und sei &
ein Wert aus [«, 8], fiir den:

(D) >AQ) —-.
Ist &€ << B, so wiblen fir a = f(z) folgende Funktion:
f@y=1 fur 2<% f®)=0 firz>¢. (137)
Dann gehort ¢ zu ¥, ,, und es ist:
DW=1; |Ue|=E—0[=|0@|>10—.
Ist £ =8, so wihlen wir_f(z)=1 in [«,8] und erhalten \.Nieder:
D@=1: [U@b)|=]0@| >0 —:.

Damit ist gezeigt, daBl durch (136) die polare Maﬁbe—
stimmung gegeben ist,
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Wir haben also den Satz:

XXIXa. Sei b,=®,(r) eine Punktfolge aus B,..
Damit die Operationsfolge:

8
Ula, by) = [f (x) d- Dy () (138)

beschrinkt seiin A,,, ist notwendig und hinreichend,
dafl es eine Zahl M gebe, so dafi:

G, (x)| <M furaller von [o, ] and alle n. (139)

Eine Grundmenge & aus ¥U,; wird gebildet von allen
stetigen Funktionen endlicher Variation zusammen mit den
Funktionen :

f(x):{(l) i:i i;i fE beliebig (a=<8<d). (140)

Denn sel nun f(x) eine beliebi‘ge Funktion aus ¥%,,. Sie kann
zerlegt werden in:*%)

@) =1, @)+ /i (@),

wo fy () stetig und f, (z) die Funktion der Spriinge. Sowohl £
als f, sind von endlicher Variation. Also gehdrt f, zu &, und um
zu zeigen, dafl & eine Grundmenge ist] geniigt es zu zeigen: KEs
gibt, wenn &> 0 beliebig gegeben ist, eine Linearkombination f#
endlich vieler Funktionen (140), so dafl fiir a =/f;, o' = f*:

D (a—a) ‘< e. (141)
Nun hat f, folgende Gestalt: %)
L@=Fl+0) —Ff@) -+ {f@+0)— Mz, —0)} +
' (o, @)
- f @) —f (= —0), (142)

wobei mit %, die Unstetigkeitspunkte von f ‘bezéich_net_ sind, und
das Zeichen 2 andeutet, dall tiber alle nach (a, %) fallenden Un-

(o %)
stetigkeitspunkte zu summieren ist. - Da die tiber alle Unstetigkeits-

punkte z, von (a,p) erstreckte Reibe:

S F 1 0)— f @) | | f @) — f s — 0) [}

7

43) Vgl 1, . *?), 8. 507, Satz 111
) vgl. 1. ¢. 42), 'S 507,
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konvergent ist*%), kann v, so bestimmt werden, daB:

DA @0 = f @) | f @)~ o — 0 < 5. (143)

V>,

Lassen wir in (142) unter dem Summenszeichen alle Glieder mit
einem Index ™ v, weg, so entstehe die Summe:

S f@n4-0)—f@—0)}.

(e, )

Wir setzen:
Fr@=f+0—Ff@+ 3/ @ ”FO)“f(xv—O)}—r
(& )
+9(f@—f@—0),
wo $=1 firz=u=x,x, - 'x%, 8, sonst =0, Dann ist f* kon-
stant in Jedem Intervall, das keinen der Punkte z,, 5, ---, ,,

enthélt, und mithin Linear kom bination endlich vieler Funktionen (140)
Ferner 1st:

fo @) — f¥(2) = "{f( y = 0)— flz,—0)) +

C ic)

(1 —9) (£ (@) — f (2 — ),

wo in X' nur die #, mit v > v, aufzunehmen sind. Daraus folgt
sofort bei Beachtung von (143)49);

Vi (i f = E{lfm—l—m —f @) |1 f @) —f (= 0) | )<

i.f‘z (@) ”“fk(x)’<—2— in (o g].”

Damit aber ist (141)> nachgewiesen.
Fiir die Funktion (140) ist: )

B
[1@d0,@) = 0,@) — 0. ¢+ 0+ ®) (0. 40—, &)

Soll also fiir jede Funktion (140) ein endlicher Grenzwert
" hm f f (x) d®, () existieren, so muf, da f(¢) beliebig ist, sowohl

ein endhchel Grenzwert hm ((D” @ -— &, ¢E-+ O)) als auch ein
%) 1. ¢, ), §. 505, Satz I.
%) Vgl L e. #2), 8. 509, Satz V und Va. _
4T) Wenn ¢ <<f. Fiir £ =§ tritt an Stelle des letaten Gliedes:

FE(@a®)— ®n(@=0).
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endlicher Grenzwert lm ( W(EF0) — b, (E)) mithin auch ein

=00
endlicher Grenzwert lim ((i) « (B) — @, (c)) existieren. Setzen Wir hierin

=00

insbesondere & =z und beachten, dafl @, («) == 0, so sehen wir, dal
ein endlicher Grenzwert hm (I)n (8), mithin auch endliche Grenz-

werte lim CI)n(:-{—O) und hm ®, (£) existieren miissen. Bei Be-
=00

achtung von *7) sehen wir ebenso dafi ein endlicher Grenzwert

lim @, ( — 0) existieren mufl,
n=0CQ

Sei nun f eine beliebige stetige Funkmon endlicher Varia-
tion. Nach Definition ist:
A

f f@ a0, @)= lm §,(Z), (144)

wo Z, eine zu @, gehirige ausgezeichnete Zerlegungsfolge durch-
liufs. Wegen der Stetigkeit von f(x) kann geschrieben werden:

8o (Z) = f () (@ (@, + 0) — D (x,)) +
+Ef(xl) ((I)n (i 4 0) — On (@i -1+ O)),

l:l

oder unter Benutzung einer bekannten Umformung unter Beachtung
von @, (a: )=, (a) =0:

S, (2) = ~g,'<b% @i—1 - 0) (f (@) — f @i—1)) + Pu @) S (B) -

Laft man wieder Z die ausgezelc‘hnete Zerlegungsfolge Z, durch-
laufen, so erglbt also (144):

ff @d O, @)=, 6 /B — [ 0. () df (@),

wo nun das rechts auftretende Integral ein gewshnliches Stielt-
jessches Integral ist.

Setzen wir :
x"[_ V:(f):t(x):f)

und bezeichnen die sich daraus ergebende Umkehrfunktion -mit
z=zx{t). Sei t(x)=u9, t(B) =r1, und {#,¢"] ein beliebiges Teil-
intervall von [o, t]; und [x z"] das vermoge x = x (¢) entsprechende
Teilintervall von [a, #]. Dann ist:

| f @) — /(v t))lz}f(x”)—f(x’),lé Va1t —1
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also ist die Funktion f(r (#)) eine in [5,7] totalstetige Funk-
tion ¢. Also kann geschrieben werden :

-

# 4 :
‘/ D, (£)d f (%) :]q)n(x ®)df(z®)=[Ou(z (t>)%f(x ®)dt,

7

wo das rechtsstehende Integral ein Lebesguesches Integral ist. Da
nun, wie wir sahen, tberall in [2, #] ein endlicher Grenzwert:

hm ¢, (1) =0 (»),

also tiberall in o, t] ein endlicher Grenzwert:
lim @, (z ()= (2 ()
=00

existiert, so folgt nach einem bekannten Satze tiber Lebesguesche
Integrale aus (139):

hm (Dn(x(t)) x(t) J Oz () 7 (2 ) dt
0‘ é G
= j d)(x)clf(a:).

Wir kénnen daher die Sitze aussprechen:

XXIX ). Seib,=®,(2)einePunktfolgeausB,,. Damit
die in U, beschrdnkte Operationsfolge (138) konver-
gent seiin 2[17,/ist notwendig und hinreichend, daB
fiir jedes  aus [a, §) endliche Grenzwerte hm G)ﬂ(x),

lim @, (z-0), sowie endliche Grenzwerte hm(Du(B),

7 =CC n—

lim ®, (8 —0) existieren.

7 == 00

XXIX¢ Seien b,=®,(®) und b= (x) Punkte aus
B,;- Damit firdiein ¥, konvergente Operationsfolge
(138) in ganz %, gelte'

lim /f(x) add, (z) = [f(x) d(z), (145)

% == 00

ist notwendig und hinreichend, dab in [ a, )

lim @, (x) =0 (x); lIm &,(z40)=0C(@=-40); (146)

n=00 . n=00

lim &, (3) =& @); lim b, (¢ — 0)=b(E—0).
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Ein besonders wichtiger Spezialfall *%) ist der, daf

O, (%) = f:pn (mydz; O (@x)==0, (147)

wo die @, (%) integrierbare Funktionen bedeuten; dann wird:
g g
[1@d0. @)= [f@) pu()d=

und es reduziert sich Bedingung (139) von Satz XXIXa auf:

| /cpn (x)dz| < M fur alle # aus [o, ] und alle n; (148)

aus (145) von Satz XXIX¢ \%rd:

B
lim [ fo.dox=0,
n=00

o

und aus (146):

lim fcpn(x)dxzo, fiir o« <z <3.
=0

0=

Einen anderen Spezialfall*®) erhdlt man, indem man ®, (z)
und @ (z) wahlt wie am Schlusse von § 10.

20. Der Raum U,;. Es bestehe der Raum 9 aus allen jenen
Funktionen endlicher Variation @ = f (), die in allen Punkten einer
Menge MM, deren Komplement in [«,B] dicht ist, stetiz sind. Die
Mafbestimmung in % sei wieder gegeben durch (132). Den so ent-
stehenden metrischen Raum nennen wir ¥U,,. Wie bei U, , erkennen
wir, daf er vollstindig ist, indem wir noch beachten, daf, wenn
@y =f, () eine Cauchysche Folge aus %, ist, die f, (x) gleieh-
mifig gegen ihre Grenzfunktion konvergieren, die somit — ebenso_
wie die f, () — in allen Punkten von I stetig ist. Der polare
Raum B, kann identisch mit B,, gewshlt werden. Als polare
Mafibestimmung ergibt sich dann wieder (136), wenn man
beachtet, daf in (137) fiir € ein nicht zu N gehsriger Punkt gewihlt
werden kann. Wir haben also den Satz:

XXXa. Sei b,=®,(x) eine Punktfolge aus B,,.
Damit die Operationsfolge (138) beschrankt sei in %,
ist notwendig und hinreichend, daf es eine Zahl M
gebe, fiir die (139) gilt.

48) H, Lebesgue 1. e. 29, 8. 65.
49) H. Hahn L e. 49, 8. 137,

Monatsh. fixr Mathematik u. Physik, XXXII. Band. 6
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Kine Grundmenge & aus %,; wird gebildet durch die
stetigen Funktionen endlicher Variation zusammen mit denjenigen
Funktionen (140), fur die ¢ nicht zu M gehort. Das gibt die Sitze:

_ XXX0. Sei b,=®,(x) eine Punktfolge aus B,.
Damit die in %,y beschrinkte Operationsfolge (138)
konvergent sei in ¥,; ist notwendig und hinrei-
chend, daB fiir jedes nicht zu M gehorige z aus (v, f)
endliche Grenzwerte lim ®,(z) und lim &,(z--0),

=00 n=0co
sowie ein endlicher Grenzwert lim ®,(f) und, fallsp
n=00

nieht zu M gohort, lim @, (B — 0) existiere.

n=030
XXXe. Seien b,=®, () und b==0(2) Punkte aus B,;.
Damit ftir die in U3 konvergente Operationsfolge (138)
in ganz A,y (145) gelte, ist notwendig und hinreichend,
dab fiir alle nicht zu I gehorigen # aus (x, §) die Glei-
chungen (146) gelten, ferner: lim @, (8) = ® (8), und falls

f nicht zu MW gehdrt: lim D, (s"i°(°))=®.(@—0.).

Als besonders 7Wicht‘igen Spezialfall °) heben wir den hervor,
wo M aus einem einzigen Punkte & von («, #) besteht, die @, (%)
gegeben sind durch (147) und @ (2) durch:

0 fir z < ¢
0] = =
@) ':1 fir 2> €.
Aus (145) wird dann:
8
lm [ fo.de=1(),

aus (139) Wil‘d‘(148), und aus (146):

o= 0 fir <&

8
§ 12. Folgen verallgemeinerter Stieltjesscher Integrale [ ¢, dF.

In diesem Paragraphen wihlen wir als Fundamentaloperation
fir o =F (z), b=1¢ (z): '

Ua,b) = f 2 (@) dF (2).

50) H. Lebesgus L. e. 29, 8. 50.
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21. Der Raum %,,. Es bestehe der Raum U aus allen
Funktionen ¢ = F (z), die iberall in [«, 8] endliche einseitige
Grenzwerte besitzen, aulerhalb [«, ] gegeben sind durch:

F(x)=0 fir z<a; F@)=F(@ fir z>8,

und in ihren Unstetigkeitspunkten (mit Ausnahme von §) der Be-
dingung genitigen:

"Fa)y=F(@x—0).
Die Mafibestimmung sei gegeben durch:
D (a) = obere Schranke von |F'| in [a, §]. (149)

Den so entstehenden metrischen Raum nennen wir 9,,. Wie bei
;5 sehen wir, dall er vollstandig ist.

Als polaren Raum %, wahlen wir die Menge aller Funk-
tionen endlicher Variation b == (2). Setzen wir:

| AO=Ti@+I2®)l, (150)
so ist zufolge (131) fiir jedes ¢ aus %, und jedes & aus B,,:
1 U(a,0)| < D(a). AD). (151)

Sei nun b= () eine belichige Funktion aus B,,. FEs gibt eine
Zerlegung von [a, 2], so daB: ‘

2lo@) — 9@ >Vile) . (152)

Dabei kann ohne weiteres angenommen werden, daff in je zwei
aufeinanderfolgenden Teilintervallen [#;_1, #;] die Differenzen
¢ (%)) — ¢ (z:—1) entgegengesetztes Zeichen haben, da aufeinander-
folgende Teilintervalle, in denen dies nicht zutrifft, in eines zusammen-
gezogen werden konnen, ohne dafl dadurch die Summe auf der
linken Seite von (152) geandert wird. Dann aber ist:

2 o (@) — @ (@:—1)| —lcp(a)+22<——1>z 9 (@) + (— D" 9 @),

i==1

und somit:

Sle@)—g@nl+lo®)|=
R | (163)
=le@+2 (= Do)+ ~D"9@)],

6%
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wo A den Wert 0 oder 2 hat. Wir setzen nun:
F(a)=0; Fz)=(—1)'in (z—, 2] (i=1,2,...,n— 1); (154)
5}
Fr)=(—1""in (@n—1,2.); FE=(— D" (L —1n).

Dann gehort F'(z) zu U,,, fiir a = F'(z) ist D (@) = 1, und es wird :

8 n—1
[eiF=¢@+23 —1Fe@)+r(—D" @),

und somit wegen (153) und (152) fir a = F (2), b= ¢ (2):

|Ulay b)] > A(D) — =
Damit ist gezeigt, dafl durch (150) die polare Malibestimmung
gegeben ist.

Wir haben also den Satz:

XXXIa. Sei by, =9,(x) eine Punktfolge ans By,.
Damit die Operationsfolge:

8
Ua,b)= [ gadF (155)
beschrinkt sei in 4, ist notwendig und hinreichend,
daB es ein M gibt, so daB:
Vi) +le.@| <M fur alle n. (156)

Wie bei Uj; sehen wir, dafl eine Grundmenge & aus U,
gegeben ist durch die Funktionen:

0 fir z<¢
F(x):{l fiir x;E a§2<62 (157)
und die Funktion:
_ (0 fir x<<f
F@O={] fur =, (15%)
Fir diese Funktionen 1st:

8
[eiF=¢@® @st<d.

o
Somit haben wir:

XXXIb. Sei b,==¢.(z) eine Punktfolge ans B,,.
Damit dig in ¥, beschrinkte Operationsfolge (155)
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konvergent sei in %,,,ist notwendig und hinreichend,
daB fir jedes = aus [x, 8] ein endlicher Grenzwert
lim ¢, () vorhanden sei.

#==00

XXXIe. Seien b,=10, () und b=¢(x) Punkte aus

B,,- Damit fir die in %, konvergente Operations
folge (165) in ganz A, gelte:
8 8
lim @ndF:f@ adF (159)
n=ma o

ist notwendig und hinreichend, daB:
lim . @) =9 (@) (<z<d). (160)

n=0Ca
Von besonderem Interesse ist hier der Fall:

_ (1 fur <z,
‘P(”)_{o fir 2>, (2 <<y <B).

Dann geht (159) tiber in:
8
lim [ 9 dF =F(%), (161)

=00
[

und aus (160) wird:

{1 fir z <z,

I 20 =10 fur > %,

=00

22. Der Raum A,,. Es besteche der Raum U aus allen
denjenigen Funktionen a = F (z) von U ,, die in einer gegebenen
Punktmenge I von (a,f), deren Komplement in [, 8] dicht ist,
stetig sind. Die MaBbestimmung sei wieder gegeben durch (149).
Den so entstehenden metrischen Raum bezeichnen wir mit 9.
Er ist vollstindig. o

Als polaren Raum B,, nehmen wir die Menge aller der-
jenigen Funktionen endlicher Variation b==¢ (z), die in keinem
Punkte von i eine &ufere Sprungstelle’!) besitzen. Hat A (b)
wieder die Bedeutung (150), so gilt wieder (151).

Sei nun b =1 () eine beliebige Funktion aus B,,. Es gibt
dann eine Zerlegung von [a, 8], in der kein Zerlegungspunkt
zu M gehort, und fir die (152) gilt??). Wie bei %, erkennen wir
sodann, daff die polare Mafibestimmung durch (1560) gegeben
ist, und konnen den Satz aussprechen: '

1) Vgl. H. Hahn, Thecrie der recllen Funktionen I, 8. 499.
5%) Vgl L e. 5Y), §. 500, Satz V.



86 Hans Hahn.

XXXIIa. Seib,=¢,(v) eine Punktfolge aus B,, Da-
mit die Operationsfolge (155) beschrankt sei in %y, ist
notwendig und hinreichend, dafl es ein M gibt, sodah
(156) gilt. '

Kine Grundmenge & ist hier gegeben durch diejenigen
Funktionen (157), fiir die ¢ nicht zu N gehort, zusammen mit der
Funktion (158). Somit haben wir:

XX&KIIb. Sei ba=19p,(x) eine Punktfolge aus B,,-
Damit die in u,, beschrinkte Operationsfolge (19)
konvergent sei in ¥,,, ist notwendig und hinreichend,
dal fiir jedes nicht zu M gehorige z aus [a, f] ein end-
licher Grenzwert limg,(2) vorhanden sei.

3 - 7 =00

XXXIIec. Seienb,=¢, @) undb=19 () Punkte aus B,,.
Damit firdie in¥%,  konvergente Operationsfolge (15D)
in ganz U, (159) gelte, ist notwendig und hinreichend,
daf) fiir jedes nicht zu I gehiorige z aus [a, §]:

lim ¢, () = o (2). )
. =00

23. Der Raum %,;. Es bestehe nun der Raum ¥ aus allen in
[, B] stetigen, in a verschwindenden Funktionen @ = F (z). Fiir
z < & setzen wir wieder I (z) =0, fiir 2 > § setzen wir F (2) =
= F'(8). Die Mafibestimmung sei wieder gegeben durch (149). Den so
entstehenden metrischen Raum nennen wir ,,. FEr ist vollstindig.

Als polaren Raum B,; nehmen wir die Menge aller in
a und f stetizen Funktionen endlicher Variation b = ¢ (»), die in
[a, 8] keine #uflere Sprungstelle besitzen. Hat A (b) die Bedeutung
(150), so gilt wieder (151).: ‘ v

Sei nun b==¢ (z) eine beliebige Funktion aus B,,. Es gibt
dann eine Zerlegung von [a, #], in der simtliche Zerlsgungspunkte
Stetigkeitspunkte von ¢ sind, und fiir die (152) gilt. Dann haben
wir wieder (153). Nun wihlen wir ein />0 so klein, daf:

o=z, 2o+ h <z, <z, F W<z,
<xn—1+h<xn_k<xn:B,

und definioren eine Funktion « = F; () durch:

Fir) =7 0 — ) in [a, a7,

Fuo)=(—1)""in [zeath,2] =1,2,...,n—1), .
Fi@) = (=17 (1= (e—a)) in [z, pA B G=1,2,...,0— 1),
Fu) = (— 1" in [o_shy B—1],
Fh(x)z_(_n"*l(1—1-»-%(56—@)) in [8—h, £].

~
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Dann gehort Fh(x) zu %{21, und es ist D (2) ==1. Ferner ist, weil
I (z) stetig ist:

at-n n—1 xrf—h
fcdeh__fcdeh+2 f viFi+Y [odFit
f=1 2, 1-+h i=1 &,
B—h
+ cdeth/cdeh
Ty Th
Hierin ist, da ¢ in allen Punkten z; (¢ =0,1,...,n) stetig ist:
ath at-h
hm dFy = lim + 1 [ pdzr=¢(a)
¥ k=0 h ?
z; zz-]-h R :cz-l-h
[ 0dFi=0; lin 9d Fymlim(~ 1) 7 /cpdx—fa (—1) 9@
2p_q+h xz
g—h
‘ /cdeh—O lim fcdeh_hm(—n fcpdxzx.(—l)”cp(ﬁ)-
ne i "ol

Also auch:
n—1
hm/cpcm-—cp(a>+22<—1> v @) 11" 0.
t=1
Aus (153) und (152) folgt daher auch hier, daf durch (150) die
polare Mafibestimmung gegeben ist und wir haben den Satz:

XXXIIa. Sei b,=9,(x) eine Punktfolge aus B,,.
Damit die Operationsfolge (16H) beschrinkt sei in U,
ist notwendig und hinreichend, daB es ein M gibt, so
dafl Ungleichung (156) gilt.

Eine Grundmenge & aus ¥U,, ist gegeben durch die Funk-
tionen :

0 fir z<¢
F(x):{x__e fir 2t z < E<B.

Bedenkt man, dafi fiir diese Funktionen:

8 I
Al = d
fear=fou

ist, so erhalten wir die Sitze:
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XXXIIIb., Sei b,=¢,(z) eine Punktfolge aus B,,.
Damit die in %,; beschrinkte Operationsfolge (155)
konvergent sei in 9,,,ist notwendig und hinreichend,
daB /fiir jedes & aus [a, §) ein endlicher Grenzwert

lim fcpndx vorhanden sei.
=00

&

XXXIILe, Seien b,=¢,() und b=¢ () Punkte aus
B,;. Damit fir die in Uy konvergente Operationsfolge
(155) in ganz Uy, (169) gelte, ist notwendig und hin-
reichend, daf fir Jedes § aus‘s[a 6):

lim fcp"dx— [cp dz. (162)

VYon besonderem Interesse ist w1eder der Fall:

'».'f(x)=={

Dann wird aus (159) wieder (161), und da (162) gleichbedeutend
ist mit:

1 fir z <,
0 firz>ua,.

’zlirgoafcpndxza/cp dz,

erhalten wir:
&

lim [o@,dz= {

n== OO

£ —a fir t<z,
Zy —a fir £2> ;.



