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Untersuchungen fiber die Geometrie der Speere 
in der Euklidischen Ebene. 

Von Wilhelm Blaschke in Bonn. 

Die vorliegende Arbeit behandelt die Geometrie einer algebrai- 
schen, siebengliedrigen Gruppe orientierter Berfihrungstransforma- 
tionen in der Euklidisehen Ebene. Die Gruppe ist dadureh definiert, 
dal~ ihre Abbildungen einerseits die orientierten geraden Linien~ die 
man nach E. S t u d y auch kurz S p e e r e nennt, anderseits die orien- 
tierten Kreise untereinander vertauschen. 3{an wird demnach bei ihrer 
Untersuchung zweckm~ti3ig den Speer als Element der Ebene ein- 
ffihren. Diese Gruppe, die wit d i e  e r w e i t e r t e  L a g u e r r e s c h e  
.G. r u p p  e nennen werden~ ist holoedrisch isomorph zur Gruppe der 
Ahnlichkeitstransformationen des Raumes und dieser Isomorphismus 
wiled (lurch eine Abbildung vermittelt, die yon C h a s 1 e s herrtihrt 
und von F. K l e i n  M i n i m a l p r o j e k t i o n  genannt worden ist. 1) 

Es wird besonders eine hier auftretende Art yon orientierten 
alg'ebraischen Kurven ausftihrlicher untersueht, die wit H y p e r -  
z y k e l  (abgekfirzt HZ) nennen. Sehen wit vorl~tufig yon der 
Orientierang der Kurven ab~ so kSnnen wit sie,als Schnitte der einer 
Sehar konfokaler Fli~chen zweiter Klasse umschriebenen Tangenten- 
fli~che einer Minimalkurve mit reelle.n, eigentliehen Ebenen 
definieren. : ' �9 

Die Kurven treten aueh au~ als An  t i k a u s t i k e n  (oder 
,sekundare Kaustiken") parallel:beleuehteter Kegelsehnitte. Dabei 
versteht man unter einer Antikaustilr einer :ebenen Kurve irgend 
eine orthogonale Trajektorie der an  d e r  KurVe nach dem gewtihn- 
lichen Breehungsgesetze gebrochenen Lichistrahlen, die nattirlich als 
in der Ebene der Kurve verlaufend vorausgesetzt sin& Ein be- 
sonderer Fall der Antikaustiken sind die Reflexionsantikaustiken, die 
dann entstehen, wenn an die Stelle der Brechung die Spiegelung 
der Lichtstrahlen tritt. 

Eine weitere Erzeugung unserer HZ gibt der folgende Satz, 
der nut  ein spezieller Fall eines sp~tter erwahnten allgemeineren 
ist: Jeder  Normalril~ einer Dupinschen Zyklide ist ein HZ. 

Wir leiten die Eigensehaften der HZ mit Hilfe der Minimal- 
projektion aus bekannten Eigenschaften der konfokalen Fl~tehen 

i) Vgl. Enzyklop~die d. m. W. IIIAB 4b. G. Fano, .S.. 318, Nr. 14. Die 
,,Laguerresche" Gruppe und ihren Zusammenhang mit den Ahnlichkeitstransfor- 
mationen hat anschelnend zuerst S. Lie angegeben. Vgl. GStting'er Nachrichten~ 
Mai 1871, S. 201. Math. Ann. Bd. 5 (1872) S. 186. Siehe auch Lie, Schef fers  
Geom. der Beriihrungstransformationen, Leipzig 1896, S. 443. 
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zweiter K|asse, des Zylindroids (aueh ,,Plttkersehes Konoid" genannt) 
and der Raumkurve dritter Ordnung ab. Es folgen dann einige 
Angaben tiber eine allgemeinere Kurvenart 7 die in der zehngliedrigen 
Liesehen Gruppe aller ebenen Berahrungstransformationen, die orien- 
tierte Kreise wieder in solehe fiberfiihren, eine analoge Rolle spielt, 
wie die HZ in der erweiterten Laguerresehen Gruppe. Den Sehlul~ 
bilden analoge Betraehttmgen der r~tumliehen Geometri% wobei die 
orientierte Ebene als Raumelement auftritt. 

Der Name ,,Hyperzykel ~ stammt yon E. L a g u e r r e ,  der ihn 
jedoeh nur ffir einen Sonderfall unserer Karvenart angewendet hat. 
Er hat seine Ergebnisse tiber die speziellen H Z  und abet die Geo- 
metrie der Transformationsgrupp% die wir naeh ihm benennen, in 
folgenden Abhandlungen Yer~ffentlieht 7 die am Sehlusse des zweiten 
Bancles seiner gesammelten Werke enthalten sind: 

1. Sllr la Ggom~trie de direction . . . . . . . . .  S. 592 
2. Transformations par semi-droites rb~eiproques 7, 608 
3. Sur les hypereyeles . . . . . . . . . . . . . .  ,, 620 
4. Sur les antieaustiques par rgflexion de la parabol%... 7, 636 
5. Sur quelques propri6t~s des cycles . . . . . . .  ,~ 651 
6. Sur les eourbes de direction de la troisigme elasse . 77 660 
7. Sur les antieaustiques par rgfraetion de la parabole . . . .  ,, 675.1) 

Darin hat sieh L a g u e r r e zur Herleit~ng seiner Ergebnisse 
aueh sehon der Minimalprojektion bedient, wie man aus 6. ersehen 
kann, jedoeh nur in sehr geringem Umfange und vor allem seheint 
ihm die wesentliehe Tatsaehe entgangen zu sein, dal~ die erweiterte 
Laguerresehe Gr..uppe vermittels der Minimalp~gjektion isomorph ist 
zur Gruppe der Ahn-liehkeitstransformationen. Uberhaupt kommt der 
Gruppenbegriff bei L a g u e r r e night zur Anwendung. 

Wir wollen gleieh hier hervorheben7 dal~ zwisehen den H Z  
und den aogenannten zyklisehen Kurven vierter Ordnung eine weit- 
reiehende Analogie besteht. 

Die folgenden Entwieklungen beziehen sieh~ wenn nieht aus- 
.draeklieh das Gegenteil bemerkt ist, auf das komplexe Gebiet und 
.die Mannigfaltigkeit einer komplexen VerSnderliehen wird, wie 
ablieh~ als einfaeh unendlieh bezeiehnet. 

w 1. Der Speer ais Element  der Ebene.  

Die Aehsen eines Cartesisehen Koordinatensystems seien ~ 
and ~, drei reell% eigentliehe und dureh die positive Z~thlung der 
Koordinaten orientierte Gerade. Die Koordinaten x,y,z eines eigent- 
lichen Punktes sehreiben wir in der Form 

x 7 x 2 x 3 

x 0 x 0 x 0 

~) I m  Anschlusse an L a g u e r r e  sind yon I terrn R. B r i e a r d  in den 
Nouvelles Annales noch zwei hlehergehSrige Aufshtze erschienen:  

Sur la gdom6trie de direction, (4) 6~ 1906 . . . . .  S. 159 und  
Sur le probl~me d 'Apollonius, . . .  (4) 7, 1907 . . . . .  ,, 491.  
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Doch wollen wir uns vorl~ufig nur in der Grundri~ebene ~ be- 
wegen~ die durch ~ und ~ hindurchgeht. Die Gleichung einer 
,Euklidischen" Geraden S yon ~ hat die Form 

worin die S k komplexe Verhgltnisgriigen sind, die der Bedingung 
unterworfen sind 

"2 2 

Die Enffernung zweier eigentlicher Punkte x und y yon S 
ist durch die beiden Ausdrticke gegeben 

Xo l-.,yo [ s : + s :  
Xo t/o & - -  Xo Yo & ' 

die nicht beide sinnlos sein k(innen. Geben wir dem auftretenden 
Wurzelausdrucke ein bestimmtes Vorzeichen~ so ist die Entfernung 
beliebiger eigentlicher Punkte der Geraden auch dem Vorzeichen 
nach bestimmt, die Gerade S also zu einer orientierten Geraden 
orientiert. 

Wir sehen: V i e r  k o m p l e x e  V e r h ~ t l t n i s g r S l ~ e n  ~k 
(k ~ 0~1, 2, 3), d i e  d e n  B e d i n g u n g e n  g e n t i g e n  

(2) + # o, 

k S n n e n  a l s K o o r d i n a t e n  e i n e r  o r i e n t i e r t e n G e r a d e n  
a n g e s e h e n  w e r d e n ,  w e n n  man  f e s t s e t z  L daI~ d ie  m i t  
z u s a m m e n f a l l e n d e  G e r a d e  S d i e  K o o r d i n a t e n  S k ~ |  z 
( k ~ 0 ~ 1 , 2 )  u n d  z w e i  b e l i e b i g e  e i g e n t l i c h e  P u n k t e  x 
u n d  y d e r  o r i e n t i e r t e n  G e r a d e n  d ie  E n t f e r n u n g  

- -  X o y ~ - - X l y o  |  | (3) ~.~ = �9 - - _ _  o ___ 
X0 ~]0 ~ 2  X0 ~0 ~ 1  

h ab  en so 11 en. Die Richtungskosinus der orientierten Geraden 
sind demnach 

cos (X | = + | 

(4) 
cos (~| - |  

| 

Unter Verh~tltnisgrSl~en soil immer eine bestimmte Anzahl 
yon komplexen Zahlen verstanden sein, die nur bis auf einen von 
Null versehiedenen, gemeinsamen, komplexen Faktor bestimmt sind 
und nieht gleiehzeitig Null sein dtirfen. 
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Den Begriff des Speeres wollen wit etwas welter fassen als 
den der orientierten Geraden, indem wir jedem Wertesystem der 
Verh~tltnisgrsl~en | das die Gleiehung (1), aber nicht notwendig 
aneh die Ungleiehung (2) erfdllt, einen Speer zuordnen, so dal~ jede 
orientierte @erade aueh gleichzeitig ein Speer ist, abcr nieht um- 
gekehrt. 

Die Mannigfaltigkeit der Geraden yon ~ ist doppelt ttberdeckt 
mit der Mannigfaltigkeit der Speere. Jede Euklidisehe Gerade ist 
Triiger zweier versehiedener Speere, was sich in unseren Koordi- 
naten dadureh ausdrttckt, dal~, wenn |174174 gegeben sind, das 
Vorzeiehen yon | noeh beliebig ist. Anders verhalten sich die 
Geraden, die der Gleichung geniigen 

s : + s : = o ;  
far sie fallen beide Orientierungen zusammen. Diese Verzweigungs- 
mannigfaltigkeit besteht im reellen Gebiete aus der einzigen un- 
eigentlichen Geraden, im komplexen Gebiete hingegen aus allen 
:Minimalgeraden oder Minima lspeeren, unter die wir aueh die un- 
eigenttiehe Gerade als uneigentliehen (Minimal-) Speer z~thlen wollen. 
Alle vom uneigentliehen Speere versehiedenen Speere nennen wir 
eigentlich. Das so definierte Speerkontinuum ist abgeschlossen. 

Die Adjunktion der Irrationalit~tt | ermSglicht uns die Ent- 
fernung eines eigentliehen Punktes x yon einer orientierten Geraden | 
unzweideutig zu bestimmen. Wir wollen die Entfernung dureh die 
Formel definieren 

2 

(5) dist (x, | ~-  dist (| x) ~- @ 0 ; 

hiebei ist das Vorzeichen so gewahlt, dal~ im reellen Falle die Ent- 
fernung dann positiv ausfiillt~ wenn |  x impositiven Sinne dreht. 

Alle Punkt% die von zwei versehiedenen orientierten Geraden 
1I und ~ gleiehen Abstand haben, erfttllen s t e t s  e i n e  e i n z i g e  
Gerade M mit den Koordinaten 

die wir die M i t t e l l i n i e  yon 1I nnd ~ nennen wollen. 
Eine homogene Gleichung in Speerkoordinaten | die yon (1) 

versehieden ist~ stellt ein Gebilde yon ~ i  Speeren dar, das wir, 
da die Speere alle eine algebraisehe Klassenkurve umhttllen, als 
o r i e n t i e r t e ( a l g e b r a i s e h e )  Kurvebezeiehnenwollen.  Ebenso 
soll jeder irreduzible oder reduzible Bestandteil einer derartigen 
Kurve genannt werden. 1) 

1) Die Bogenlgnge einer irreduziblen, orientierten Kurve  kann  in der Regel  
(falls die Kurve  n~mlich bei der U m k e h r u n g  nieht  in Ruhe bleibt) dureh ein Abel- 
sches Integral ,  alas sich au f  die Kurve  selbst bezieht, dargestellt werden und  m a n  
k a n n  au f  Grund dessen mit  tt i lfe des Abelschen Theorems mannlgfaehe  Shtze 
fiber diese Kurven  ableiten. Vgl. P.  A p p e 11, E. G o u r s a t, Fonctions alggbriques 
(Paris 1895), chapitre XII ,  ferner P. A p p e l l  in Nouv. ann.  (3) 15, 1896, S. 491. 
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Jeder Speer~ dessen Koordinaten der Gleichung gentigen~ heil~t 
Tangente der orientierten Kurve. Eine Tangent% die die orien- 
tie.rte Kurve zweimal in zwei verschiedenen Punkten bertihrt~ nennen 
wlr eine o r d e n t l i e h e  D o p p e l t a n g e n t e .  Hingegen soU eine 
Euklidisehe Gerade dana a u l ~ e r o r d e n t l i c h e  D o p p e l t a n g e n t e  
heil~en~ wenn sie in jeder beliebigen Weise orientiert zu einer Tan- 
gente der orientierten Kurve wird. 

Jede dureh eine lineare Gleiehung in Speerkoordinaten 

3 
8~ | = 0 

o 

dargestellte orientierte Kurve nennen wir einen Z y k e 1 ; den Punkt z '  
mit den Koordinaten 

(7) z;~ = $,: (/~ = 0~ 1, 2) 

seinen M i t t e l p u n k t .  
Nehmen wir vorerst an~ es sei 

5o ~ 0~ 

in welchem Falle wir den Zykel e ige  n t l i  e h nennen~ dann kann 
man seine Gleiehung in der Form schreiben: 

2 
E z;~ | 

(s)  * ' = - -  ~ = 5  o 
80 z'o | 

Ein eigentlieher Zykel enthi~h also alle orientierten Geraden~ 
die yon ihrem eigentliehen Mittelpunkte z' eine feste Entfernung 
r = - - $ a : 8 0  haben (den H a l b m e s s e r  des Zykels). Ira reellen 
Falle und f~ir Sa =V 0 ist ein Zykel ein mit einem bestimmten Durch- 
laufungssinn versehener Kreis. Einen eigentlichen Zyke[ s den 
as = 0  benennen wir e i g e n t l i c h e n  N u l l z y k e l ~  jeden anderen 
hingegen o r i e n t i e r t e n  K r e i s .  

Ist $o ~ 0~ so heil~t der Zykel~ der dann aus zwei Parallel- 
bttsehelnvonSpeerenbestehg u n e i g e n t l i e h .  A u s g e z e i c h n e t  
u n e i g e n t 1 i c h wollen wir insbesonders einen uneigentliehen Zykel 
nennen~ wenn die beiden Parallelbtisehel gleichsinnig zusammen- 
fallen~ d. h. wenn 

8'. + 8 ' . -  = o 

ist. Ein derartiger Zykel ist also ein doppelt zu z~thlendes Btiszhel 
gleichsinnig paralleler Speere. Ein u n e i g e n t l i e h e r  ~ T u l l z y k e l  
ist eharakterisiert dutch 80 = Sa-~" O~ er besteht aus zwei gegen- 
sinnig zusammenfallenden Parallelbtiseheln. Darnnter gibt es end- 
lieh aueh zwei a u s g e z e i e h n e t  u n e i g e n t l i e h e  R u l l z y k e l ~  
n~tmlich die beiden doppelt zu z~thlenden Bttschel yon Minimal- 
speeren. 
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Die unabhi~ngigen Verh~tltnisgrSl]en ~k kann man als Koordi- 
naten der Zykel verwenden. Der Ausdruek Zykel (cycle) stammt 
von L a g u e r r e  und wir vermeiden die Ubersetzung Zyklu% da 
dieses Wort ohnehin in mehreren Bedeutungen gebraucht wird. 

Der Winkel eines orientierten Kreises mit einer Euklidisehen 
Geraden ist~ abgesehen vom Vorzeichen~ mod. ~ bestimmt, hingegen 
der Winkel ~ eines orientierten Kreises 3 mit einer orientierten 
Geraden ~ rood. 2=. 

Es ist 
2 

~I 0 Y - - j O  
2 (9) ~ : t g ~ - = |  ~ _ . ~ |  r + p '  
o 

wenn wir mit r den Halbmesser des Zykels und mit p die Ent- 
fernung ihres Mittelpunktes yon ~ bezeichnen. Diese GrSl~e p be- 
zeichnen wir nach P. E p s t e i n  als P o t e n z  des orientierten 
Kreises ~ in der orienterten Geraden ~.:) 

Es gilt dann der Satz 

0o) ~=tg " g t - 2 - ) = ; + p  
far zwei beliebige orientierte Gerade ~ und 3; yon ~ die sieh in 
einem eigentliehen Punkte yon | treffen. 

w 2. Die Minimalprojektion. 

Wir wollen die uneigentliehe Ebene ~) als uneigentliche Mi- 
nimalebene aueh zu den Mininmlebenen rechnen. Setzen wir dann 
die Gleichung einer Ebene z in der Form an 

3 

% x k = 0, 
0 

so stellt diese Gleichung immer eine Minimalebene dar~ wenn 
die Verhiiltnisgr0{~en % der Gleichung 

2 2 2 (11) a: ~- % -~- % = 0 

geniigen. Wir bilden jetzt die Speere | der Ebene ~ umkehrbar ein- 
deutig auf die Minimalebenen des Raumes ab durch die Formeln: 

%:| ( k : O ~ l ~ 2 )  
(12) i~=$~  ( i = V  i). 

Die hie(lurch definierte Abbildung nennt man M i n i m a l -  
p r o j e k t i o n .  Sic ordnet jeder Minimalebene ~ ihre in bestimmter 
Weise orientierte Spur auf ~ zu and umgekehrt jedem Speere 

1) z. f. Mathem. Unterr. 37 (1906), S. 499. 
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yon { eine bestimmte der durch ihn gehenden Minimalebenen z. 
Wir nennen | die Minimalprojektion yon z. 

Die Gleiehung eines Zykels 3 
3 

6k | ~ 0 
0 

geht dureh unsere Substitution tiber in 
2 

6k z~ + i 63 z3 = 0. 
o 

Die Minimalprojektion bildet also die Zykel  6 yon ~ um- 
kehrbar eindeutig ab auf die Punkte z des Raumes 

(13) z+c = 6~ (k = 0, 1, 2), z~ = i33 , 

oder genauer auf die Minimalkegel~ die diese Punkte als Seheitel 
haben. 

Wenn z 0 :#0, so hat z den Mittelpunkt z' yon 6 als Grundril~ 
und die Entfernung 

z ' z  ~ z 3 : z o ~ i 6 z  : 6o = - -  i r ~  

wenn r der Halbmesser des Zykels ist. Wir nennen wieder $ die 
Minimalprojektion yon z. Die Minimalprojekti0n der (un-)eigent- 
lichen Punkte sind die (un-)eigentliehen Zykel, die Minimalprojek- 
tion der Punkte des absoluten Kegelschnittes J die ausgezeiehnet 
uneigentliehen Zykel, die Minimalprojektion der Punkte yon r die 
Nullzykel. 

Abgesehen yon der Orientierung~ kann man 3 dadureh er- 
halten: daf3 man den absoluten Kegelsehnitt J aus z auf ~ projiziert, 
daher aueh die Bezeiehnung unserer Abbildung. 1) Die Minimal- 
projektion der Punkte einer algebraischen Kurve besteht aus c~1 
Zykeln, deren Gesamtheit wit eine Z y k e l r e i h e  nennen. Ist die 
Kurve insbesonders eine Minimalkurve~ so heil3t die zugehSrige 
Zykelreihe eine B e r  ~ h r u n g s r e i h  e. Bei einer krummen Mi- 

~" '" d nimallinie ist ihr Grundril3 die Evolute der Emhullen en der Be- 
r~hrungsreihe, und die Beri~hrungsreihe enthalt alle orientierten 
Krtimmungskreise ihrer Einhfillenden.2) Einer eigentliehen Minimal- 
geraden entsprieht eine gerade Berahrungsreihe~ die in der Regel alle 
orientierten Kreise enthalt~ die sieh in einem eigentliehen Punkte gleich- 
sinnig bertihren. Die einzige Ansnahme bilden die Minimalgeraden, die 
zu ~ parallel sind. Die einer solehen Geraden entspreehende gerade 

~) Die letztgenannte Eigenschaft  der Minimalprojektion bildet melst den 
An~gangspunkt cler Darstellungen, so in den Vorlesungen yon K l e i n  tiber hShere 
Geometric und bel L i e ,  S c h e f f e r s  Geom. d. Bertihrungstransformationen. Be- 
kannt  war die Minimalprojektlon, wenn auch nicht mit der dureh die Orientierung 
bewirkten Eiudeutigkeit, schon C h a s l e s  (vgl. Traitd de gdom. sup ,  2. Aufl. [1880], 
S. 507) und M S b i u s  (Leipziger Bet. Bd. 9 [18571, S. 38 oder Ges. Werke Bd. 2, 
S. 317). 

~) Vgl. F. K l e i n ,  Vorles. fiber hShere Geom., S. 477. 
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Zykelreihe enth~lt alle eigentliehen Zykel yon einem bestimmten 
Halbmesser~ die ihren 5littelpunkt auf dem Orundrisse der Geraden 
haben. Insbesondere bildet sieh eine Minimalgerade, die in ~ selbst 
liegt, auf die Gesamtheit der Nullzykel ab~ deren Mitte!punkte auf 
ihr liegen. 

Nennt m,~n den Inbegriff eines Speeres und. eines auf ihm 
liegenden Punktes ein orientiertes Linienelement uncl insbesonders 
ein eigentliehes orientiertes Linienelement~ wenn sein Punkt ein 
eigentlieher ist~ so sieht man: Die eigentliehen orientierten Linien- 
elemente sind dutch die Minimalprojektion im allgemeinen um- 
kehrbar eindeutig auf die eigentliehen Minimalgeraden bezogen. 
Die einzige Ausnahme bilden einerseits die Linienelemente aufden 
eigentliehen Minimalspeeren, anderseits die zu ~ parallelen Minimal- 
geraden. 

Jede Euklidisehe Gerade hat als Minimalprojektion eine ge- 
fade Zykelreihe~ die aus allen Zykeln besteht, die zwei versehiedene 
eigentliehe Speere gemeinsam haben. Die Euklidisehen Geraden 
sind so ausnahmslos eindeutig auf die (ungeordneten) Paare ver- 
sehiedener eigentlieher Speere yon ~ abgebildet. 1) 

Sehneiden sieh zwei Euklidisehe Gerade G und H orthogonal 
in einem Punkte z, yon dem wir vorerst annehmen, dag er night 
in ~ lieg% so trennen die Bertthrungspunkte yy' und h h' der zu- 
geh~Srigen Speerpaare mit dem orientierten Kreise $, der Minimal- 
projektion yon z~ sieh harmoniseh~ da G und H bezaglieh des 
Minimalkegels dureh z konjugiert sind. Wit sagen: Zwei Speer- 
paare (~ @' und @ ~' trennen einander h a r m o n i s eh, wenn sie einem 
eigentliehen Zykel angehSren und die gleiehsinnig parallel an einen 
orientierten Kreis gezogenen Tangenten diesen in vier harmoni- 
sehen Punkten bertthren. ZugehSrige Raumgerade G und H sehnei- 
den sieh dann stets senkreeht. 

Die Minimalproiektion der Punkte einer analytisehen Fl~ehe 
bilden eine Z y k e l k o n g r u e n z .  Einer Ebene entsprieht insbe- 
sondere eine ebene Zykelk0ngruenz. Trifft die Ebene ~ in einer 
Euklidisehen Geraclen und orientiert man diese beliebig zu einer 
orientierten Geraden, so haben in dieser alle orientierten Kreise 
der Kongruenz g|eiehe Potenz. 

Far das Sp~ttere ist der Begriff tier T a n g e n t i a l e n t f e r -  
n u ng  zweier orientierter Kurven in einer gemeinsamen Tangente 
yon Wiehtigkeit. Nehmen wit an~ zwei orientierte Kurven $ und $' 
berithren eine orientierte Gerade | in zwei eigentliehen Punkten 
x und x', dann heigt die aueh dem Vorzeiehen naeh bestimmte 
Streeke xx'  die Tangentialentfernung yon ~ und $' in | Sind 
insbesondere ~ und ~' zwei eigentliehe Zykel, so bestimmen sie im 
allgemeinen zwei versehiedene orientierte Gerade und in beiden 

x) Die  o r i e n t i e r t e n Eukl ic t lschen G e r a ~ e n  des R a u m e s  k a n n  m a n  clurch die 
Min ima lp ro jek t ion  au f  die g e o r d n e t e n P a a r e  ve r s c h i e den e r  eiffent l icher  Spee re  
abbi lden .  
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entgegengesetzt gleiche Tangentialentfernungen. Spriehl man daher 
sehlechtweg von der Tangentialentfernung zweier Zykel, so sieht 
man vom Vorzeiehen ab. Sind r u n d  r' die Halbmesser der Zykel~ 
d 2 das Quadrat der Entfernang ihrer Mittelpunkt% so ist d a s  
Quadrat der Tangentialentfernung der Zykel 

t ~ ~ d ~  - -  ( r  r ' )~  

=- d ~ @ ( i t - -  i~") ~ 

gleieh dem Quadrate der Entfernung der zugehSrigen Raumpunkte.1) 

Die Minimalprojektion hat die Eigensehaft, reellen Gebilden 
der Ebene r im allgemeinen imaginare Gebilde des Raumes zu- 
zuordnen und aueh umgekehrt. Das ist nun einerseits von Vor- 
teil, denn dadureh ist es z. B. mSglieh interessante imaginare Gruppen 
yon Ahnliehkeitstransformationen auf reelle Gruppen yon Speer- 
transformationen abzubilden, anderseits abet bringt dieser Umstand 
den Naehteil mit sieh, dag man dig Minimalprojektion ftir die 
zeiehnerisehe Durehfahrung nieht verwerten kann. Um dieser 
Sehwierigkeit auszuweiehen~ bedient man sieh in der darstellenden 
Geometrie einer etwas versehiedenen Abbildungsar L die W. F ied 1 e r 
Z y k 1 o g r a p h i e genannt hat. Diese Abbildung ordnet dem Speere | 
die Ebene ~ mit den Koordinaten 

% -~- | (k = 0, 1, 2, 3) 

zu. Will man jedoeh hier die analogen SStze aufstellen, wie wir 
sie hier far die Minimalprojektion angeben, so sieht man sieh ge- 
n(itigt~ im Ramne an Stelle tier Euklidisehen Geometrie eine ,,Pseudo- 
geometrie" zu treiben~ indem man n~mlieh an die Stelle des null- 
teiligen absoluten Kegelsehnittes den einteiligen Kegelsehnitt 

2 g 2 

setzt, wie dies Herr E. M ti 11 e r (Wien) in seiner Vorlesung tiber Zyklo- 
graphie durehffihrt. 2) Wir kSnnten uns hier ebensogat dieser Ab- 
bildung bedienen, abet die einzige Polge davon w~tre, dal~ wit 
eine grol3e Zahl yon Wortverbindungen mit Pseudo- zu gebrauehen 
h~tten, wie etwa Pseudokug@ Pseudokreis~ Pseudoentfermmg. Nur 
bei Realitatsbetraehtungen kSnnen wir uns der Zyklographie mit 
Vorteil bedienen. 

w 3. Die Laguerresehe Gruppe. 

Jeder Transformation der Minimalebenen entsprieht dureh Ver- 
mittlung der Minimalprojektion eine Transformation der Speere yon 
und jeder Transformationsgruppe entsprieht hiebei eine holoedrisch 
isomorphe Grupp% die wit kurz die Minimalprojektion der ersten 

a) D a r b  ou  x, Sur  les r e l a t i o n s . . .  Annales de l']~co]e Normale. 2. Serie. 1. 
S. 344. 

2) Vgl. Beitri~ge zur Zyklog'raphie. Deutsche  Math. Ver. Jahresb.  14 (1905 
S. 574. 
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nennen kSnnen. Man kann nun die kontinuierliche Gruppe ['7 aller 
(komplexen) Ahnliehkeitstransformationen des Raum es als eine CTruppe 
yon Transformationen der Minimalebenen auffassen. Ihre Minimal- 
projektion sei G 7. U 7 enthglt als invariante Untergruppe die gemisehte 
Gruppe (FG, Xs) der Bewegungen und Umlegungen, deren Minima|- 
projektion wit mit (G6,//6) bezeiehnen. Um ferner einen kurzen Aus- 
druek zur Verffigung zu haben, nennen wir die kontinuierliehe 
Gruppe G 7 e r w e i t e r t e  L a g u e r r e s e h e  G r u p p e  und ihre in- 
variante gemisehte Untergruppe (Gs, //6) die L a g u e r r e s . . e h e  
G r u p p e .  Man erhtilt G 7 aus (GG, H6)dureh Adjunktion der Ahn- 
liehkeitstransformationen yon ~. 

Da jede Transformation yon F 7 einen Punkt wieder in einen 
Punkt und eine eigentliche Minimalgerade wieder in eine solehe ttber- 
ffihrt~ so ffihrt jede Transformation aus G 7 einen Zykel wieder in einen 
Zykel (und zwar einen eigentliehen wieder in einen eigentliehen~ 
einen uneigentliehen wieder in einen uneigentliehen~ einen ausge- 
zeiehnet uneigentliehen wieder in einen solehen~ abet einen Nullzykel 
im allgemeinen nieht wieder in einen Nullzykel) und ein orientiertes 
Linienelement im allgemeinen wieder in ein solehes fiber. Mit anderen 
Worten: die Zykel bilden gegenttber G 7 einen K~rper und die 
Transformationen yon G 7 sind o r i e n t i e r t e  B e r t ~ h r u n g s t r a n s -  
fo r m a t i o n e n. Gleiehsinnige Beriihrung orientierter Kurven bleibt 
also in tier Regel erhalten~ gegensinnige Berahrung hingegen nieht. 
Dag hier Ausnahmen auftreten~ erkennt man ohne weiteres daraus, 
dag die Abbildung der eigentliehen Linienelemente anf die eigent- 
lichen Minimalgeraden des Ramnes nieht ausnahmslos eindeutig ist. 
Man kann jedoeh diese Ausnahmen z. B. dutch zweekmal~ig ein- 
geriehtete Definition der (gleiehsinnigen) Bertthrung orientierter 
Kurven beseitigen. 1) Wit  wollen yon zwei orientierten Kurven dann 
und nur dann sagen~ dal~ sie sieh bertthren, wenn sie entweder 

1. in einem gemeinsamen Speer die Tangentialentfernung 
null haben~ oder 

2. wenn die orientierten Kurven zwei benaehbarte orientierte 
Gerade gemein haben, die sigh in einem uneigentliehen Punkte 
sehneiden, oder 

3. wenn die orientierten Kurven den uneigentliehen Speer der 
Ebene und noeh einen benaehbarten Speer gemein haben, oder endlieh 

4. wenn die mit den orientierten Kurven zusammenfallenden 
nieht orientierten Kurven sieh in einem absolaten Punkte der 
Ebene litngs einer eigentliehen 3/[inimalgeraden bertihren und wenn 
auf~erdem die orientierten Krtimmungskreise der beiden orientierten 
Kurven in diesem absoluten Punkte gleiche Halbmesser haben. 
Jetzt gilt ausnahmslos der Satz: 

B e r t i h r u n g  o r i e n t i e r t e r  K u r v e n  b l e i b t  be i  den  
T r a n s f o r m a t i o n e n  y o n  G 7 s t e t s  e r h a l t e n .  

1) Man k~3nnte auch ein geeignetes, yon dem der projektiven Geometrie 
verschie(lenes Kontinuum yon Linienelementen in { einfiihren, wobei man z. B. 
die Minimalgeraden yon ~ zu den Linienelementen rechnen miil3te. 
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Alle orientierten Bertihrungstransformationen der Eben% die 
Zykel (als Orte yon orientierten Linienelementen betrachtet) wieder 
m Zykel (iberffihren~ biiden eine kontinuierliche Gruppe G~o ~, die 
aus der konformen Gruppe des Raumes dureh Minimalprojektion 
(der Punkte des Raumes),ableitbar ist. 1) In dieser Gruppe ist die 
Untergruppe G 7 dadureh gekennzeichnet~ dal~ die Speere gegen- 
fiber G 7 einen KSrper bilden. 

Da j ede Transformation aus (l'a~ X6) die Entfernung zweier Punkte 
invariant l~il~t~ so l~il~t jede Transformation der L a g u e r r e s e h e n  
Gruppe (Ge~ Ha) die Tangentialentfernung zweier Zykel und somit tiber- 

r c ;  " haupt die raneentmlentfernungen orientierter Kurven~ abgesehen 
vom Vorzeiehen~ unge~tndert, Alle Speertransformationen~ die diese 
letzte Eigenschaft haben~ bilden eine im Sinne yon S. L i e  un- 
endliche Grupp% die S e h e f f e r s  die Gruppe der ~tquilongen Trans- 
formationen nennt. ~) 

Nennen wit eine L a g u  e r r  esche Transformation eigentlich 
oder uneigentlich~ je  nachdem sie die Minimalproiektion einer Be- 
wegung" oder einer Umlegung ist~ so gilt der Satz: 

J e d e  e i g e n t l i c h e  L a g u e r r e s e h e  T r a n s f o r m a t i o n  
litl~t T a n g e n t i a l e n t f e r n u n g e n  a u c h  dem V o r z e i c h e n  
n a e h  unge~tnder t~  w~thrend  j e d e  u n e i g e n t l i c h e  La- 
g u e r r e s c h e  T r a n s f o r m a t i o n  d ie  T a n g e n t i a l e n t f e r -  
n u n g e n  in d i e  e n t g e g e n g e s e t z t  g l e i c h e n  v e r w a n d e l t .  

D i e T r a n s f o r m a t i o n e n  y o n  G7 ~tndern T a n g e n t i a l -  
e n t f e r n u n g e n  in k o n s t a n t e m  VerhS~l tn i sse .  

Wie wir schon bemerkt haben~ geht bei jeder Transformation 
yon G~ jeder ausgezeichnet uneigentliche Zykel wieder in einen 
solchen tiber~ oder mit anderen Worten~ gleiehsinnig, parallele 
Speere gehen wieder in solche fiber. Nehmen wir m unserer 
Grundril~ebene ~ einen festen orientierten Kreis ~ an und ordnen 
wir jedem Bttsehel gleiehsinnig paralleler Speere den Beriihrungs- 
lounkt des einzigen Speeres des Btisehels zu, der den orientierten 
Kreis berfihrt. Da bei einer Transformation von F 7 die Punkte 
des absoluten Kegelsehnittes projektiv vertauseht werden, so werden 
bei einer Transformation von G 7 die Punkte yon ~, die den aus- 
gezeiehnet uneigentlichen Zykeln umkehrbar eindeutig entspreehen~ 
wie man sofort sieht~ ebenfalls projektiv vertauseht. 

Betraehten wir jetzt eimnal die Z u s a m m e n s e t z u n g  un- 
s e r e r G r u p p e n zuniiehst, wie bisher, im komplexen Gebiet. G 7 
ist kontinuierlieh. (G6, H6) hingegen ist gemiseht und besteht aus zwei 
Seharen~ der kontinuierliehen Gruppe G a der eigentliehen und der 
kontinuierliehen Sehar H e der uneigentliehen Laguerresehen Trans- 
formationen. 

J) Vgl. Lie, Scheffers: Geom. d. Beriihrungstrf, S. 437. 
2) G. Scheffers: Math. Annalen 60 (1905), S. 491. Bei E. Study 

,aequidistante Trf." Sitzungsber. d. rheinischen Ges. L Natur- u. Heilkunde 
(1904)7 S. 50. Vgl. EnzyklopKdle III~ AB 4 b. G. Fano S. 347~ Nr. 24. 
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Beschri~nken wir uns jetzt auf das reelle Gebiet. Da ist schon 
G 7 eine gemischte Gruppe. Sie zerf~llt zun~tehst in zwei Seharen, 
die dadarch gekennzeiehnet sind~ dag beider  einen die Tangential- 
entfernungen um einen positiven~ be ide r  zweiten um einen nega- 
riven Faktor geandert werden. Jede dieser Scharen zerf~llt aber in 
zwei welter% dadurch dal~ man zu unterseheiden hat, ob die zu- 
gehSrige Vertauschung der reellen Punkte des Kreises ~ yon dem 
wir annehmen, dag er einen reellen Zug haben soll~ eine gleich- 
sinnige odor gegeusinnige ist. Alle diese vier Scharen h~tngen aber 
durchs komplexe Gebiet hindurch miteinander zttsammen. Analog 
kSnnen wir auch bei den reellen Transformationen yon (G~, H~) vier 
kontinuierliche Seharen unterseheiden: 

1. die Gruppe der eigentlicben~ gleichsinnigen Laguerreschen 
Transformationen, 

2. die Sehar der eigentliehen~ gegensinnigen Laguerresehen 
Transformationen~ 

3. die Sehar der uneigentliehen, gleiehsinnigen und 
4. der uneigentliehen~ gegensinnigen Laguerresehen Transfor- 

mationen. 
Jede der drei letzten Seharen gibt mit der ersten vereint 

eine Gruppe. Die Seharen 1. und 2. und ebenso die Seharen 3, 
nnd 4. h~tngen dureh das komplexe Goblet hindnreh m i t e i n a n ~  
zusammen. 

Sind 3 Paare entsprechender orientierter Geraden gegeben, 
so ist dadurch, vorausgesetzt~ dal~ sowohl die ersten drei. wie die 
entspreehenden zweiten drei je einen eigentlichen Zyke[ bestimmen~ 
eine einzige eigentliche und eine einzige uneigentlicho Laguerresehe 
Transformation bestimmt. Im reellen Falle konstruiert man auch 
zu jedem vierten Speere den entsprechenden auf Grnnd der drei 
TatSachen, dal~ jede Laguerresche Transformation 1. einem Zykel 
wieder einen Zykel zuordnet~ 2. entspreehende Zykel projektiv 
aufeinander bezieht und 3. Tangentialentfernungen entweder un- 
Ne~tndert l~l~t oder in die entgegengesetzten verwandelt. 

Betrachten wir jetzt d ie  i n v o l u t o r i s c h e n  T r a n s f o r -  
m a t i o n e n  y o n  (G6, H~), da die ftir das folgende yon besonderer 
Wichtigkeit sin& Wir leiten sie aus den involutorisehen Bewegungen 
und Umlegungen des Raumes ab~ das sind (I) die Spiegelung an 
einer (Euklidisehen) Eben% (II) die Spiegelung an einer (Eukli- 
dischen) Geraden~ die man auch ktirzer Umwendung nenn b und 
(IIi) die Spiegelung an einem (eigentlichen) Punkte. Die zuge- 
hSrigen Transformationen yon (G~, He)nennen wir: (I) Laguerresche 
Spiegelung~ (II) Umwendung an einem Speerpaare und (III) Spie- 
gelung an einem-(eigentliehen) Zykel. (II) gehSrt der G~uppe G6~ 
(I) und (II) der Schar H 6 an. 
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L a g tl e r r e hat yon allen Transformationen aus (GG, 1-16) fast aus- 
sehliel~lieh die Transformation (I) untersueht und ihr den Namen 
(l'ransforInation par directions r4eiproques ~ gegeben. Sie ist ja 
aueh deshalb yon besonderer Bedeutung, weil man dureh sie die 
ganze Gruppe (G6, Ha)aufbauen kann, denn, da man eine Bewegung 
oder Umlegung des Raumes dureh die Aufeinanderfolge yon hschstens 
4 Spiegelungen an Ebenen ersetzen kann~ so kann man jede La- 
guerresehe Transformation dureh die Aufeinanderiblge yon hSehstens 
4 Laguerreschen Spiegelungen erzeugen. 

Wir wolien wenigstens ftir den allgemeinen Fall angeben, 
wie man diese Transformationen konstruktiv behandelt. 

Die Ebene % an der gespiegelt 
wird~ soil ~ in einer Euklidisehen Ge- 
l'aden S treffen und auf ~ nieht normal 
stehen. S orientieren wir in beliebiger 
Weise zu einem Speere ~.  Die Minimal- 
projektion aller Punkte yon ~ ist eine 
ebene Zykelkongruenz, die alle Zykel 
enthiflt, die in | die gleiche Potenz p Fig. 1. 
(p :V 0 u n d p  :4: 1) haben. Jeder Zykel 
dieser Kongruenz wird bei der Laguerreschen Spiegelung~ die die 
Minimalprojektion der Spiegelung an z ist, in sich transformiert, 
so aueh jeder Nullzykel der geraden Reihe aller Nullzykel, die 
ihre Mittelpunkte auf S haben. Nehmen wir an~ es sei uns die 
MinimMprojektion ~ irgend eines eigentliehen Punktes ]c yon ~ der 
nieht gerade auf S liegt~ gegeben, wir sollen zu einer orientierten 
Geraden 1I~ die S in einem eigentliehen Punkte u trifft~ die ent- 
sprechende lI' konstruieren. Da ziehen wir zun~tcilst die einzige 
Tangente ll~ an ~ die zu 1I gleiehsinnig parallel ist. Ihr ent- 
sprieht die zweite Tangente 11'~, die man aus dem Schnittpunkte 
[1I~ S] an f legen kann und 1I' geht dureh u gleiehsinnig parallel 
zu U' t. Es besteht die ]3eziehung 

tg (U2 | t g  (1I' ~) = P. 

Eine reelle Laguerresehe Spiegelung ist eine uneigentliehe 
gegensinnige oder eine uneigentliehe gleiehsinnige Laguerresehe 
Transformation, je naehdem f S in reellen Punkten trifft oder nieht. 

Als Sonderf/~lle w~ren besonders zu beaehten: zaerst dal3 
mit ~ zusammenf/~llt und dann, dal~ ~ auf ~ normal steht. Die 

dem ersten Falle entspreehende Laguerresehe Spiegelung besteht 
d.arin, dal] man die Orientierung aller Speere umkehrt, wir nennen 
sle daher , , U m k e h r u n g " .  Die zweite wollen wit , , S y m m e t r i e "  
nennen, sie ist das Produkt der gewShnliehen Spiegelung an einer 
Euklidisehen Geraden S mit der Umkehrung. 

Wit kommen (II) zur Minimalprojektion de~" Umwendung an 
einer (Euklidisehen) Geraden G. Die Minimalprojektion yon G be- 
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steht aus einem Paar versehiedener Speere @ ~'. Sei ,~ f" e eigent- 
l iehe Minimalebene, die G in einem eigentliehen PunKte trifft~ 

D't ihre Minimalprojektion. Dureh Umwendung an G geht m 
eine Minimalebene ~' fiber, deren Minimalprojektion wit ~ '  nennen. 
Da die Sehnittlinie [u,u.'] G normal sehneidet~ so trennen die Speer- 
paare ~ '  und (~l~' einander harmoniseh. Die Umwendung an 
dem Sperpaare ~ | ftihrt also jedem Speer in den beztiglieh G G' 
harmonisehen tiber. Der Inbegriff der Paare ~cdt ~Jt' ist die Minimal- 
projektion des Normalennetzes yon G. 

Am einfaehsten ist (III) die Spiegelung an einem eig'entliehen 
Zykel ~. Man findet zu einer orientierten Geraden 1I die ent- 
spreehende 1I', indem man zuerst die zu 11 gleiehsinnig parallele 
orientierte Gerade 1I~ yon ~ bestimmt, dann ist 1i' der zu 1I gleieh- 
sinnig parallele Speer, dessert Abstand yon 1I dureh 1I.~ halbiert 
wird. Ein eigentlieher Zykel p geht bei der Spiegelung an ~ in 
einen anderen p' fiber, so daf) p g und p' einer geraden Reihe an- 
geh~iren und der Nittelpunkt yon g die Streeke der Mittelpunkte 
yon p und p' halbiert. Wenn 3 Zykel pg und p' in soleher Lage 
sind, nennen wir ~ den M i t t e l z y k e l  yon p und p'.~) 

Die Spiegelung an einem eigentliehen Nullzykel ist das 
Produkt der Spiegelung an seinem Mittelpunkte mit der Umkehrung. 

Die Minimalprojektion einer Sehiebung normal zu ~ ist eine 
, , D i l a t a t i o n " .  Sie fiihrt jede orientierte Kurve in eine orientierte 
Parallelkurve tiber. 

Eine Untergruppe yon G 7 ist die Gruppe G~ der Ahnlieh- 
keitstransformationen (naeh K l e i n  ,die Hauptgruppe" der Ele- 
mentargeometrie). Die Ahnliehkeitstransformationen sind unter den 
Transformationen yon G 7 dadureh eharakterisiert~ dal~ sie mit der 
Umkehrung vertausehbar sind. 

Zum Studium der aequilongen Speertransformationen der 
Ebene eignet sieh ein System yon hSheren komplexen GrSl~en 

das dureh die Reehenregel 

eharakterisiert ist und das yon Herrn E. S t u d y  das System der 
d u a l e n  G r S g e n  genannt worden ist. ~) Hiebei bedeuten u und v 
gewOhnliehe komplexe Zahlen. Herr G. S e h e f f e r  s gab ein be- 
sonders einfaehes System yon Speerkoordinaten mit Verwendung 
der dualen GrOl~enS), doeh ist dieses zur Behandlung yon G 6 unge- 
eignet. Ordnet man hingegen einem Speere | die duale GrSl~e zu 

I) Man "ergitnzt diese Definlt[on leicht noch fiir den Fall,  dag die drel 
Zykel  konzentrisch slnd. 

e) Geometrie der Dynamen,  Leipzig 1903, S. 195 u. f. 
~) Math. Annalen  B. 60, S. 491--531.  



Geometrle r ~ueere. 17 

w o r i n  

(14) 

und 

(14) ~ 0  
V - -  

|  - -  | 
iStl)~ so wird durch jede Gleiehung 

~, a | 
c| ' 

deren Koeffizienten beliebige duale Gr~gen sind~ die nur der Be- 
dingung unterworfen sind, dal~ der skalare, d. h. von s freie Tell 
der Substitutionsdeterminante (a d - -  b c) yon Null verschieden ist, 
eine beliebige eigentliche Laguerresche Transformation dargestellt~ 
w~thrend die Gleichung 

| a ~ -~ b 
c |  

eine uneigentliche Laguerresche Transformation darstellt~ wenn 
man mit | die zu ~ '  ,konjugiert-duale" GrSl~e (u ' - -~v ' )  be- 
zeichnet. 

Das duale Doppelverh~tltnis ( b - - ~ b ' )  yon 4 dualen Speer- 
grsl~en ist gegentiber eigentlichen Laguerreschen Transformationen 
mvarlant. Durch eine uneigentliche I~aguerresche Transformation 
wird es in das konjugiert-duale verwandelt. Sucht man f~r den skalaren 
und vektoriellen Teil eine geometrische Deutung~ so findet man 
folgendes. Es seien 1I(k) (k ~-- 1, 2, 3, 4) vier verschiedene orientierte 
Gerade~ u (k) die Bertihrungspunktc der an einem orientierten Kreis 
gleichsinnig parallel gezogenen Tangenten. Dann ist b das Doppel- 
verhMtnis ~ dieser Punkte u(k)~ dessen invarianter Charakter nach- 
dent frtiheren klar ist. Wir wollen es kurz das D o p p e l v e r -  
h ~ l t n i s  tier vier Speere nennen. Nehmen wir an~ alle vier 
Schnittpunkte 

wobei k modulo 4 zu nehmen ist~ seien eigentliche Punkte. Dann 
ist b' gleich der , D o p p e l d i f f e r e n z "  

wobei darauf zu achten ist~ dal~ jede der vorkommenden Strecken 
mit einem bestimmten Vorzeichen zu versehen ist. GehSren die 1I(k) 
einem Zykel  an, so ist b ' ~  0. 

x) Vgl. E. 8tudy~ Berichte d. Ges. fiir Natur- u. tIeilkunde zu Bonn 
(190r S. 50--60 uncl J. G r i i n w a l d ,  Duale Zahlen in der Geom. Monatshefte 
17. (1906), S. 81 bls 136. 

Die Speere des Parallelenbfisehels ~2 ~ | entziehen sich der angegebenen 
Darstellung. 

Monatsh. fiir Mathematik u. Physik, XXI. ffahrg. 2 
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Die Invarianz yon b'~ das bei eigentliehen Laguerreschen 
Transformationen unge~tndert bleibt, bei uneigentlichen mit dem 
Faktor - -  1 multipliziert wird, ist geometriseh leicht zu bestlitigen.1) 

Es sollen hier noeh kurz die D i f f e r e n t i a l i n v a r i a n t e n  
o r i e n t i e r t e r  K u r v e n  g e g e n f i b e r  G6, die man z. B. aus 
den Bewegungsinvarianlen der Minimalknrven 2) herleiten kann~ an- 
gegeben werden. Den Begriff orientierte Kurve kann man hiebei 
nattirlich weiter fassen als es oben  geschehen ist. 

Wir  ftihren folgende Bezeichnung ein: wir nennen den mit 
einem bestimmten Vorzeichen versehenen Krtimmungsradius einer 
orientierten Kurve p~ den Winkel der zugehSrigen Kurventangente 
mit einer festen orientierten Geraden ~ und setzen 

d~p 
9i ~ d z. ~ " 

Die L~ngen Pl lassen sine einfaehe geometrisehe Deutung zu: p~ 
ist der zugehSrige Krttmmungsradius der Evolute der orientierten 
Kurve~ P2 der Krtimmungsradius der Evolute dieser Evolute u. s. w. 
Hiebei ist allerdings noeh eine geeignete Festsetzung tiber die 
Orientierung der Evoluten zu treffen. 

Es gibt nun zunachst eine zweiwertig% bis auf eine additive 
Konstante bestimmte I n t e g r a l i n v a r i a n t e  % dis gegentiber G 6 
dis gleiche Rolle spielt~ wie dis Bogenl~tnge beztiglich der Gruppe 
der Bewegungen~ 

(::l.6) 

(analytisehcn) 
Laguerreschen 
zeiehnen : 

Als e h a r a k t e r i s t i s c h e  I n v a r i a n t e n  einer orientmrten 
Kurve gegenttber de*" Gruppe G~ der eigentliehen 
Transformationen kiJnnen 'wir  die folgenden be- 

(17) J---- 

and 

( i s )  a '  = 

_9 

__ 1 1401p, , -~4,%9~--  18plp~,%~- lap2 

\do/ 4, T ! 

1) Die angegebeno geometrische Deutung yon b r geht dutch einen Grenz- 
iibergang aus der Deutung einer Invariante fiir eine 12gliedrlge Gruppe ~.von 
riiumlichen Speertransformationen hervor, die E. v. W e b  e r angegebm~ hat. Vgl. : 
Die komplexen Bewegungen. Leipzgr. Berichte (1903). 

~) Vgl. E. S t u d y :  Zur Diiferentialgeom. der analytischen Kurven. Trans-  
actions of the Am. math. soc. 1909, S. 1 bis 49. bes. S. 39. 
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Die notwendige und hinreiehende Bedingung dafiir~ da]3 zwei 
orieatierte Kur~cen C und C~'~ die keine Zykel sind~ gegentiber der 
Gruppe der eigentlichen Laguerreschen Transformationen ~tquiva- 
lent seien, ist~ da{3 die Gleiehungen 

J = J ~ ,  
j ,  _~ j,~. 

zwisehen den zugehSrigen eharakteristisehen Invarianten, die man 
sich als (analytisehe) Funktionen yon Kurvenparametern gegeben 
denkt: vertraglieh sind. Bei einer uneigentliehen Laguerreschen 
Transformation ~tndern J und J '  ihre Vorzeichen. 

A|s n a t t i r l i e h e  G l e i e h u n g  einer orientierten Kurve 
haben wit eine Gleichung yon der Form 

J = f (~) 
zu bezeiehnen. 2) 

Legt man der Speergeometrie in der Ebene die Gruppe G 7 
zugrund% so ist die Speergeometrie vermSge der 3finimalprojektion 
mit der projektiven Geometrie des absoluten Kegelsehnittes, oder 
dual mit der projektiven Geometrie'einer einfaeh singularen Flaehe 
zweiter Ordnung (eines Kegels) gleiehwertig. Bekanntlich ist aber 
die Inversionsgeometrie der Ebene (d. h. die Geometrie der Gruppe 
der Transformationen dureh reziproke Radien) vermSge der 
stereographisehen Projektion identisch mit der projektiven Geometrie 
auf einer nieht singul~tren Flaehe zweiter Or/lnung. Daher besteht 
zwisehen der Speergeometrie und der Inversionsgeometrie eine 
weitgehende~ jedoch nieht vollst~indige Analogie. Die quadratisehen 
Mannigfaltigkeiten der beiden Geometrien, das sind einerseits die H ~  
zu deren Betraehtung wir uns jetzt wenden~ anderseits die sogenannten 
z.yklischen Kurven vierter Ordnung~ weisen demgemag auch viele 
Ahnliehkeiten auf, worauf wit sehon anfangs hingewiesen haben. 

4. Einteilung der Hyperzykel. 

VV'ir haben zu Anfang den H Z  als Sehnitt der einer Fliiehe 
zweiter Klasse d) umschriebenen Tangentenfl~tche einer Minimal- 
kurve mit der reellen, eigentlichen Ebene r definiert. Diese De- 
finition wollen wir jetzt dahin ergi~nzen~ dal~ d e r  H Z  a l s  
M i n i m a l p r o j e k t i o n  d e r  B e r t i h r u n g s e b e n e n  d e r  ge- 
n a n n t e n  T a n g e n t e n f l i ~ c h e  a u f g e f a l 3 t  w e r d e n  soll~ 
d .h .  als Ort yon o~ ~ Speeren ode b nach der eingeffihrten Be- 
zeiehnungsweise, als orientierte Kurve. 

Eine zweite, und zwar analytisehe Definition~ die aber, wie 
man mit Hilfe der Minimalprojektion einsieht~ inhaltlieh vollkommen 
mit der ersten ttbereinstimmt~ ist die folgende: 

1) Die natiirliche Gleichung versagt nut fiir die Zykel, da fiir diese 
identlsch verschwindet und J-unbestimmt wird. 

2* 
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W i r  n e n n e n  j e d e  o r i e n t i e r t e  K u r v e ,  d i e  d u r e h  
e i n e  q u a d r a t i s c h e  G l e i c h u n g  in S p e e r k o o r d i n a t e n  
g e g e b e n  i s t  

3 

i k ~ O  

u n d  j e d e n  i r r e d u z i b l e n  B e s t a n d t e i l  e i n e r  s o l e h e n  
o r i e n t i e r t e n  K u r v %  d e r  k e i n  blol~er  Z y k e l  u n d  a u c h  
k e i n  B f i s c h e l  s y n t a k t i s e h e r  S p e e r e  ist ,  e i n e n  H Z .  
Dabei ist yon dieser Gleichung nut vorausgesetzt, dal~ sic yon 
der Bedingungsgleiehung (1) zwisehen den | ver-schieden sei. 

Gehen wir yon der ersten Definition aus~ so erkennen wir~ 
dal~ sieh der H Z  nieht gndert~ wenn man �9 dnrch irgend eine 
vom absoluten Kegelsehnitt J verschiedene Flache der konfokalen 
Sehar [(b J]  ersetzt~ geradeso wie man zu der obigen Gleiehung 
die linke Seite yon (1) multipliziert mit einem konstanten Faktor 
addieren kann~ ohne da~ sieh die durgestellte Kurve dadurch andert. 

Dutch den H Z  ist mngekehrt die Tangentenfiache bestimmt 
und damit im allgemeinen aueh eine einzige Sehar [(b J], die der 
Flgehe einbesehrieben ist. Eiue Ausnahme tritt besonders dann 
ein, wean die Tangentenilaehe yon der dritten Klasse ist~ denn 
dann gibt es ein lineares System dritter Stufe yon einbesehriebenen 
Fl~tehen zweiter Klasse (nach Reyes Ausdruek eine ~Seharsehar"). 
Da es c~9 Fl~tehen zweiter Klasse gibt~ g ib tes  demnaeh o<~ s H Z. 

Aus unserer Definition folgt ferner unmittelbar : d u r c h 
j e d e  T r a n s f o r m a t i o n  y o n  G 7 g e h t  e in  H Z  i m m e r  wie -  
de r  in e i n e n  H Z  f iber .  

Um eine Einteilung der H Z  zu gewinnen~ werden wit vor 
allem zvcei HZ~ die dutch Transformationen yon G 7 in einander 
ttbergeft[hrt werden kOnnen~ als gleichwertig ansehen. Die zu- 
gehSrigen konfokalen Seharen sind dann zueinander ahnlich. Wir 
sehen, dal~ dureh die Minimalprojektion die Klassifikation der 
H Z  gegenfiber G 7 auf die Klassifikation der Seharen yon Flgehen 
zweiter Klasse gegent~ber Ahnliehkeitstransformationen zurttckge- 
s wird. 

~ehmen wir zun~tchst an~ dab in der konfokalen Schar eine 
Flgehe (1) vorkomm% die nieht singulgr ist und die uneigentliche 
Ebene ~ nicht berfihrt, sondern in einem irreduziblen Kegel- 
sehnitt Ko, trifft. Zwei Flttehen (D~ die m in demselben Kegel- 
sehnitte treffen, sind ~thnlich~ die zugehSrigen H Z  also gleiehwertig~ 
so da~ wir die (b bloI~ nach ihrem unendliehfernen Kegelsehnitte 
K~, beurteilen kSnnen. Ko, kann nun gegen J die folgenden ver- 
sehiedenen Lagen einnehmen (die Rumerierung ist hiebei schon 
so eingeriehtet, wie wir sie s das Polgende brauchen~ and in 
Klammern sind die ,,Charakteristiken" der Elementsrteilertheorie ~) 
ftir die zugehSrigen Seharen [(b J] beigeffig L wobei diejenige Zahl~ 
die sich auf den absoluten Kegelschnitt J bezieht, unterstriehen ist) : 

1) Vgl. etwa P a s c a l ,  Repertorium II, (Leipzig 1902), S. 39a,. 
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I. [_1 1 1 1] K~ hat mit J 4 getrennte Punkte gemein. 
II. [1 1 2] Von den 4 Sehnittpunkten fallen zwei zusammen. 
III. "[1_ 31 Von den vier Schnittpunkten fallen drei zusammen. 
VII. [1 1 (1 1)] Von den 4 Sehnittpunkten fallen zweimal 

je zwei zusammen. 
VIII. [1__ (2 1)] Alle 4 Sehnittpankte fallen zusammen. 

Nehmen wit anderseits an~ die nicht singulitre Fliiehe 4) be- 
rtthre ~,~ schneide also to in einem Paar Ko, nieht zusammenfallender 
Geradem Da kOnnen wit wieder folgende Fiille unterseheiden: 

IV. [2 1 1] Das Geradenpaar K~, hat mit J vier versehiedene 
Punkte gemein. 

V. [3 1] Der Doppelpunkt r yon K~o liegt auf J~ keine Ge- 
fade yon Ko beriihrt J. 

VI. [2 2] r liegt nieht auf J~ eine Gerade yon K~o berahrt or. 
X. [2~1 1)] r liegt nieht aufJ,  beide Geraden yon Ko, beriihren J. 
XI .  [_4] r liegt auf J unel eine Gerade yon K~o bertihrt or. 

:Es bleibt noeh die Mggliehkeit zu berficksichtigen~ clat; in 
tier konfokaien Sehar [4) 3] laater singuliire Fl~ehen zweiter Klasse, 
d. h. (Klassen-)Kegelsehnitte vorkommen. Da sind zwei Falle mSg- 
lieh: entweder besteht die Sehar aus allen ebenen Sehnitten eines 
Minimalkegels~ die yon 'einem Ebenenbtisehel ausgesehnitten werden~ 
das eine Tangente an J als Achse hat~ oder die Sehar besteht aus 
einer Kegelsehnittsehar in ~. 

Sehliegen wit jetzt yon unseren Betraehtungen diejenigen H Z  
aus, die in Paare yon Zykeln zerfallen, so fallen yon den oben 
au~)ezahlten MSgliehkeiten zun~iehst die beiden letzten weg~ dann 
die Falle VII, VIII, IX, X~ wo in der konfokalen Sehar mehr 
als einfaeh singuliire Fl~iehen vorkommen~ d. h. Paare getrennter 
octet znsammenfallender Punkte. In den Fallen VI und XI tritt 
der sehon oben erw~ihnte Ausnahmsfatl ein~ dag die umsehriebene 
Tangentenfl~ieh% wenn man von einem Ebenenbtisehel absieht, yon 
der dritten Klasse ist~ weshalb VI and XI die gleiehen irreduziblen 
HZ liefern, so dal~ wit aueh XI aus unserer Liste streiehen kSnnen. 

Ftir die iibrig gebliebenen 6 Fa!,le I his VI wollen wit jetzt 
angeben~ wie die einfaeh singulliren l~liiehen der konfokalen Sehar 
auger J~ das sind die sogenannten Fokalkegelsehnitte F,-, gegeniiber 
J gelegen sind : 

I. Es gxbt 3 versehiedene Fi~ deren jeder gegen J allgemeine 
Lage hat, d. h. Fi ist keine Parabel~ hat mit J keinen Punkt ge- 
mere und die Ebene ~i yon /~i ist keine Minimalebene. 

II. Es fallen zwei F.~ in einen Kegelsehnitt F 1 zusammen, 
der keine Parabel ist und m i t J  keinen Punkt gemein hat, dessen 
Ebene ~t aber eine dgenttiehe Minimalebene ist. Der dritte Fokal- 
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kegelsehnitt F~ ist keine Parabel und seine Ebene a~ ist nieht 
Minimaleben% abet F~ hat mit J einen Punkt i gemein. 

lII. Alle /~) fallen in einen Kegelsehnitt F zusammen, d e r  
keine Parabel is b abet mit J einen Punkt gemein hat und dessen 
Ebene ~ J berghrt. 

IV. Einer der 2~ fallt naeh J, die beiden anderen/~ und F~ 
sind Parabeln, die mit J keinen Punkt gemein haben und deren 
Ebenen ~ und ~ J nieht berfihren. 

V. Zwei ff~ fallen naeh J~ der dritte F i s t  eine Parabel, die 
mit J einen Punkt gemein hat, abet J nieht ber~hrt. 

VI. Einer der F~ f/illt naeh J die beiden anderen fallen in 
eine Parabel zusammen~ die in einer eigentliehen Minimalebene 

lieg L aber J nieht berabrt. 
Wir sind so zu einer Einteilung tier nieht in Paare yon 

Zykeln zerfallenden H Z  in seehs Familien gekommen~ die sieher 
gegen~tber G~ invariant ist. Zwei t I Z  I sind jedoeh im allgemeinen 

I. 4 $ 12 0 2 8 / 1  8 8 8 3 
f f  

II. 4 6 6 0 3 4 / 0 7 4 4 1 

III.  i 5 4 1 2 2 0 6 2 ~ 1 0 

IV. ~ 6 6 0 3 4 0 7 4 4 2 
t 

V. 4 5 4 1 2 2 0 6 2 ~1  1 

VI. 3 4 3 0 1 0 0 5 ~,~l c,<~ 0 

gegentiber G nieht ~cluivalent ~ d. h. kSnnen durch keine Frans- 
formation yon G 7 ineinander iibergefiihrt werden~ sondern die 
H Z  I haben gegenfiber G7 eine absolute Invariante. Anders ist 
dies bei den tibrigen Familien~ da sind zwei beliebige H Z  derselben 
Familie gegenttber G~ gleichwertig, denn da z. B. zwei gegen Jal l -  
gemein gelegene Parabeln stets ~thnlieh sind~ so kann man zwei 
H Z  IV stets ineinander iiberftthren dureh Transformationen yon G;. 

Weitere ..Einteilungen der HZ~ die jedoch nut gegeniiber der 
Gruppe der Ahnlichkeitstransformationen invariant sind~ ergeben 
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sich aus der Stelluug der Ebenen ~i der Fokalkegelschnitte gegen 
~ Ferner er~eben sich noch Klassifikationen ffir die reellen HZ, 
nach der Zahl ihrer reellen Zt~ge und Asymptoten. Darauf gehen 
wit spater ein. 

Wit geben vorstehend eine Tabelle yon Anzahlen ftir die H Z  
beziehungsweise far die mit den HZ zusammenfallenden nicht- 
orientierten algebraischen Kurven: 

Diese Zahlen sind jedoch nur im allgemeinen richtig. Es 
ist besonders vorausgesetzt~ dal~ keine Ebene ~ auf ~ normal stehe 
und dag keiner der F~ ~ ber~ihre. Bertihrt eiu /~'i ~, so tritt in 
cler Regel an die Stelle zweier Doppelloankte und zweier Doppel- 
tangenten ein Selbstber~ihrungspunkt~ d.h. ein Punkt, in dem sich 
zwei Kurven~tste gegensinnig beriihren. 

Wit heben noch hervor: Jeder HZ I~ II, III~ 1V odor V 
hat mit jedem Zykel vier Speere gemein~ hingegen jeder HZ VI 
nur drei. 

w 5, Die Hyperzykel  der I. FamiHe. 
Die mit einem HZ I verbundene gewShnliche Schar yon 

konfokalen Mittelpunktsfl~tchen zweiter Klasse [O J] gestattet eine 
endlich% diskrete (Abelsche) Gruppe yon acht Bewegungen und Um- 
legungen~ als deren erzeugende Transformationen man die Spie- 
gelungen an den Symmetrieebenen ~ (i ~---1~ 2, 3) annehmen kann. 
Daraus folgt : 

J . ede r  HZ I g e s t a t t e t  u n d  b e s t i m m t  e i n e  G r u p p e  
y o n  a c h t  L a g u e r r e s c h e n T r a n s f o r m a t i o n e n i n  sich~ wor- 
u n t e r  d r e i L a g u e r r e s e h e S p i e g e l u n g e n  e n t h a l t e n s i n d .  

In der konfokalen Schar [O J] gibt es drei Fokalkegelschitte 
/~)~ die Doppelkurven der der Schar umschriebenen Tangentenflaehe 
elner Minimalkarve sind. Bezeichnen wir daher die Minimal- 
projektion der Punkte eines im Endlichen liegenden Kegelschnittes 
als quadratische Zykelreih% so sehen wir: 

J e d e r  H Z I  i s t  in d r e i f a c h e r  W e i s e  E i n h t t l l e n d e  
e i n e r  q u a d r a t i s c h e n  Z y k e l r e i h e .  

A l l e  Zyke l~  d ie  e i n e n  HZ d o p p e l t  bert~hren~ ge- 
h S r e n  d r e i  q u a d r a t i s c h e n  R e i h e n  an. 

Wir nennen die Spuren der Ebenen ~ der ~ auf ~ yon 
denen wir annehmen~ dag sie Euklidische Gerade sind, St und 
orientieren sie in beliebiger Weise zu Speeren | Bezeichnen 
wir dann einen HZ I, ffir den keine der Ebenen ~ auf ~ normal 
steht~ mit HZ I0, so gilt der Satz: 

J e d e r  HZIo w i r d  in d r e i f a c h e r  W e i s e  y o n  e i n e m  
V e r a n d e r t e n  Z y k e l  umht~llt~ d e r  s i c h  so bewegt~  dais 
s e in  M i t t e l p u n k t  e i n e n  f e s t e n  K e g e l s c h n i t t  F}~ d e n  
G r u n d r i l ~  y o n  .F~ d u r c h l ~ a f t ,  w~th rend  er  in e i n e m  
f e s t e n  S p e e r e  ~i e i n e  k o n s t a n t e  P o t e n z  pi hat .  1) 

*) Man k5nnto die F} in Analogie zu einer bel den zykllschen Kurven 
fiblichen Bezelchnung ,,Deferenten" nenneu. 
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Es bilden ntimlich die Zykel, welche die Minimalprojektion der 
Punkte einer Ebene z~ sind, eine ebene Kongru~lz ~ und alle 
haben in | dieselbe Potenz p~. Wir kommen bier zum ersten 
male auf eine bemerkenswerte Bertthrungstransformation ~ ,  wenn 
wir namlieh dem Grundrig z' jedes Punktes z yon z~ die Minimal- 
projektion yon z zuordnen. Die Punkte yon ~ sind dadurch ein- 
deutig auf  die Zykel der ebenen Kongruenz ~s bezogen. Den 
Geraden yon 5 entspreehen im allgemeinen Speerpaar% di% wie 
wir uns ausdrtieken ktSnnen, der ebenen Zykelkongruenz angeh~ren. 

" " ,  l 'P . / I  

~" Fi~. -21 

Einem (nicht-orientierten) Linienelemente ist durch ~i im allge- 
meinen em Paar orientierter Linienelemente zugeordnet. Einer 
algebraischen Kurve entspricht eine orientierte Kurv% welche die 
Laguerresche Spiegelung gestattet, die die Minimalprojektion der 
Spiegelung an z~ ist und jeden Zykel yon ~ in sieh transformiert. 
Konstruiert man diese orientierte Kurve als Hfillkurve tier orien- 
ierten Kreise yon ~ ,  die ihre Mittelpunkte auf der gegebenen 
algebraisehen Kurve haben~ so erkennt man~ dal] die orientierte Kurve 
eine Antikaustik der ursprfingliehen Kurve ist far eine Parallel- 

beleuchtung normal zu S~' und den Brechungskoeffizienten 1 -  p~ l@pi" 
E i n  H Z  I o i s t  in d r e i f a e h e r  W e i s e  A n t i k a u s t i k  

e i n e s  p a r a l l e l b e l e u e h t e t e n  K e g e l s c h n i t t e s  F~. Wit 
heben hier noch ausdrtteklich hervor~ dal~ diese S~ttze alle far das 
komplexe Gebiet gelten. 
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Wir kSnnen den obigen Satz umkehren: Bewegt sich ein 
ver~tnderlicher Zykel so, daI~ er in einer festen orientierten Ge- 
raden ~i konstante Potenz p~ hat, wahrend sein Mittelpunkt einen 
Kegelsehnitt _P~ durehl~tuft, so umhtillt er einen HZ Io, wenn 
folgende Voraussetzungen erffillt sind : es mul~ pl =~ 0 und p~ # 1 
sein, F~ mug ein irreduzibler Mittelpunktskegelsehnitt sein, yon 
dessen Aehsen keine auf ~i normal steht~ endlieh muf~ durch die 
Bertihrungstransformation ~ ,  die dureh | und pi bestimmt ist~ 
jede Asymptote yon F~ in ein Paar v e r s e h i e d e n e r  orientierter 
Geraden ~ibergeffihrt werden. 

/// 

Fig. 3. 

Das gibt uns eine einfaehe ebene Konstruktion der HZ I0. 
Man gibt Si, F~ und einen orientierten Kreis ~ yon ~ .  Dann 
konstruiert man zu jedem Punkte x' yon F~ den Zykel ~ yon ~i~ der 
x' als Mittelpunkt hat. Seine BerfihrungsDunkte mit der HZ liegen 
auf der Polaren des Punktes, in dem ~lie Tangente i n ~  ' an F~ Si 
trifft, bezfiglieh des Kreises ~.~ schneidet Si in zwei verschiedenen 
Punkten, die wir mit dem Mittelpunkt yon ~ verbinden wollen. 
][st die Tangente in x' zu einer dieser Geraden parallel, so fallen 
die beiden Beriihrungspunkte yon ~ mit dem HZ in einem Punkte 
yon Si zusammen, der demnaeh einen station~ren Krfimmungskreis 
hat, oder~ wie wit sagen wollen, ein Scheitel des HZ ist (siehe 
Fig. 3). 

E i n  H Z I  0 h a t  a l s o  in d e r  R e g e l  12 S e h e i t e l  y o n  
d e n e n  j e  v i e r  a u f j e  e i n e r  G e r a d e n S i  l i e g e n .  
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Anderseits erkennt man leieht (vgl. Fig. 3 oder 4): 
D ie  d e n A s y m p t o t e n v o n  F ~ d u r e h ~ 3 i z u g e o r d n e t e n  

4 S p e e r e  s i n d  d ie  v i e r  o r i e n t i e r t e n  A s y m p t o t e n  des  
HZ I 0 (dabei sehen wir yon denjenigen Asymptoten des HZ ab~ 
die Minima]gerade sind~ wie wir noeh sehen werden). 

Die Asymptoten bertthren den Zyke! m~ die Minimalprojektion 
des Mittelpunktes m der konfokalen Sehar (vgl. Fig. 4). D as 
D o p p e l v e r h ~ i l t n i s  d e r  v i e r  ( o r i e n t i e r t e n )  A s y m p t o t e n  
g i b t  uns  e i n e  g e o m e t r i s e h e  D e u t u n g  d e r  a b s o l u t e n  
l n v a r i a n t e  des  H Z I .  

Fig. 4. 

Zwisehen den drei Erzeugungen des HZ I 0 bestehen folgende 
Beziehungen. Znn~iehst sind die drei Kegelsehnitte F} als Grundrisse 
der Fokalkegelsehnitte Fi selbst konfokal. Nehmen wit ferner an~ 
dal3 der Mittelpunkt m nieht in r liege, so bilden die vier Asymptoten 
des HZ ein Tangentenvierseit des orientierten Kreises 1il und die 
drei Geraden Si bilden das Diagonaldreiseit dieses Vierseits, somit 
ein Polardreiseit bezttglieh m. Die Asymptoten der F~ sind Mittel- 
linien je zweier Asymptoten des HZ (vergleiehe die Fig. 4). 

Gehen wit jetzt zu einer zweiten Erzeugungsart der HZ I tiber. 
Die regul~tren Nittelpunktskegelsehnitte sind aueh H Z  I~ denn liegt 
einer der Fokalkegelsehnitte Fi in ~ so ist der zugehSrige HZ 
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mit diesem Kegelschnitt~ den man als in zweifacher Weise darehlaufen 
zu denken hat~ identisch. 1) Spiegeln wir die zu einem H Z I  o gehSrige 
Sehar konfokaler Flgehen an einer Symmetrieebene zwisehen einer 
Ebene si und ~ so kommt dutch diese Spiegelung F~ naeh ~ also 
geht durch die entspreehende Laguerresche Spiegelung der HZ in 
einen Kegelschnitt tiber. Daraus folgt: 

Es  g i b t  s e e h s  L a g u e r r e s e h e  S p i e g e l u n g e n ~  d i e  
e i n e n  HZ [o in e i n e n  K e g ' e l s c h n i t t  t r a n s f o r m i e r e n .  

Die Umkehrung dieses Satzes bietet keine Schwierigkei b ist 
jedoch wieder mit einer Anzahl yon Voraussetzungen verbunden. 
Da die Laguerresche Spiegelung im allgemeinen die in beliebiger 
Weise orientierten Krtimmungskreise des Kegelschnittes in Krtim-. 
mungszykel des HZiiberftihrt und umgekehrt, so kann man im reellen 
Falle jetzt aueh zu einem beliebigen Punkte des HZ den zugehSrigen 
Krtimmungsmittelpunkt konstruieren. Die vier Seheitel des Kegel- 
schnittes gehen in aeht Seheitel des HZ iiber~ die iibrigen vier 
Scheitel des HZ gehen aus den vier Punkten des Kegelsehnittes 
hervor, in welehen ihn Minimalgerade bertihrert. 

Die Evolute des H Z  I o ist als Orundril3 der Gratlinie ger  
der Schar [(b J] umsehriebenen Tangentenflaehe eine Kurve zwslfter 
Ordnung. 2) Die zwSlf Sehnittpunkte der Gratlinie mit ~ sind 
Spitzen des HZ. • wir an, dal3 keiner der Fokalkegel- 
sehnitte F~ ~ beriihr% dann sind die aeht Sehnittpunkte der _Fi und 
von J mit r Doppelpunkte des HZ Io, da diese Kegelsehnitte 
Doppelkurven der genannten Tangentenflgche sind. Jede Gerade 
S; schneider also den HZ I o aufier in vier Seheiteln noch in zwei 
Doppelpunkten (vgl. Fig. 2, 3 und 4) und die absoluten Punkte 
sind Doppelpunkte des HZ I o. 

Gem~tl~ unserer letzten Voraussetzung bertihrt eine nieht 
singulgre Flgehe r162 konfokalen Sehar [r J] die Ebene ~ in 
einem Punkte p und hat mit ~ zwei verschiedene Erzeugende 
D a und D 2 gemein, p ist der Ful~punkt der Geraden normal zu 
r, die alle Pole yon ~ beztiglich der Fl~tehen der Sehar [(P J] ent- 
hglt, ist also aueh der gemeinsame Pol der S~ beztiglieh der zu- 

�9 o " r ,~ . . . .  1 "  g'ehor,gen F~ (vgl. ]~ jg. 2). Da lede Mmlma~ebene dureh Dk 0~ und 
J nnct daher alle Flaehen der Sehar.[CD J] beruhrt, so stud D 1 und 
and Ds aul3erordentliche Doppeltangenten des HZ~ d. h. gehtiren 
ihm in beliebiger Weise orientiert ~n. 

Wie sehon oben erwghnt, tritt an die Stelle der beiden Doppel- 
tangenten und zweier Doppelpunkte ein Punkt~ in dem sieh zwei Kur- 
venaste gegensinnig bertthren~ wenn ein Fokalkegelschnitt ~ bertihrt. 

Aus der Zahl der Schnittpunkte mit einer der Geraden S~ 
oder mit der uneigentliehen Geraden erkennt man, dal3 der HZ I o 
die Ordnung acht hat. 

1) Die yon Kreisen verschiedenen irreduziblen Mittelpunktskegelschnitte 
sind unter den H Z  I dadurch ausgezeichnet, daft sie bei der Umkehrung in sich 
transformiert werden. 

2) Vgl. Enzyklop~die III.  C. 2. O. S t a u d e ,  S. 239 Nr. 112. 
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In einer dritten ebenen Erzeugung kommen wir dureh fol- 
gende Uberlegung: Jede Fl~tche der konfokalen Schar [d)J] ist aut 
~ Arten das Erzeugnis zweier projektiver Punktreihen. Daraus folgt: 

E i n  H Z  I i s t  a u f o z  ~ A r t e n  das  E r z e u g n i s  p r o j  e k t i v  
a u f e i n a n d e r  b e z o g e n e r  g e r a d e r  Z y k e l r e i h e n ~  d . h .  
Ort der Speerpaar% die die je zwei entsprechende Zykel der 
Reihen gemein haben. Zwei gerade Zykelreihen kann man in der 
Regel einfaeh d a d u r e h aufeinander projektiv beziehen, dal~ man 
die Punktreihen ihrer Mittelpunkte projektiv aufeinander bezieht. 

Unter einem Br en n p an  k t einer ebenen Kurve versteht 
man bekanntlieh einen eigentliehen Punkt der Eben% in dem sieh 
zwei Minimalgerade treffen~ die die Kurve bertihren. Der Brenn- 
punkt soll insbesondere ein a u l ~ e r o r d e n t l i e h e r  (wohl aueh 
,singularer") heigen~ wenn die Bertihrungspunkte der Minimal- 

"geraden mit der Kurve in die absoluten Punkte fallen. Wir er- 
kennen~ dab ein HZ I o nur aul3erordentliehe Brennpunkte hat, 
denn er ist yon vierter Klasse und hat die absoluten Punkte als 
Doppelpunkte, so dab es auger den Doppelpunktstangenten keine 
weiteren Tangenten aus den absoluten Punkten an des HZ I o gibt. 

Jede Erzeugende der Flitehen der konfokalen Sehar [(I) J], die 
eine Euklidisehe Gerade ist~ hat als Minimalprojektion ein Speerpaar, 
dessen Speere den HZ bertihren. Diese bpeere sind insbesondere 
Minimalspeere~ wenn die Erzeugende auf ~ normal steht. Es gibt 
nun vmr auf r normale Erzeugend% deren Ful3punkte die aul~er- 
ordentliehen Brennpunkte f~. (k = 17 2, 3, 4) des HZ I o sind. Die 
dutch diese Erzeugenden gelegten Minimalebenen bertihren alle 
Fl~tehen der konfokalen Seharv so aueh die Fokalkegelsehnitte F,~ 
die Punkte f~ sind daher gleiehzeitig aueh Brennpunkte der T'i. Also: 

E i n  HZ I o h a t  n u t  v i e r  a u l g e r o r d e n t l i e h e  B r e n n -  
p u n k t %  d ie  a u e h  g l e i e h z e i t i g  B r e n n p u n k t e  de r  kon-  
f o k a l e n  K e g e l s e h n i t t e  F~ s ind .  

1Jbertri~gt man die bekannten Eigensehaften 1) der Raumkm've 
vierter Ordnung und erster Art zuerst dual auf die der Sehar [d)J] 
umsehriebene Tangentenfl~tehe und dann dm'eh Minimalprojektion 
auf den HZ, so erhalt man eine Anzahl yon S/~tzen, yon denen 
hier einige angeftihrt werden sollen. 

5[an k a n n  d ie  S p e e r k o o r d i n a t e n  d e r  T a n g e n t e n  
e i n e s  HZ I so a l s  e l l i p t i s e h e  F u n k t i o n e n  e i n e s  P a r a -  
m e t e r s  a u s d r i i e k e n ~  dal~ d ie  S u m m e  d e r  zu  v i e r  Tan-  
g e n t e n g e h S r i g e n P a r a m e t e r w e r t e  d a n n  u n d  n u t  d a n n  
~ 0  i s t  b e z t t g l i c h  de r  P e r i o d e n ~  w e n n  d ie  v i e r  Tan-  
g e n t e n  e i n e m  Z y k e l  a n g e h S r e n .  

1) Vgl. etwa Pascal 7 Repertorium ]I (Leipzig 1902), S. 254. 
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Es sei N 9~' ein Paar yon Tangenten eines HZ I 0. Es gibt 
vier Zykel~ die gleiehzeitig dieses Paar orientierter Geraden und 
den HZ beriihren, letzteren jedoeh nieht in den Punkten, in welehen 

und 9/' berfihren. D a s  D o p p e l v e r h ~ l t n i s  (der  ~ 'I i t tel-  
p u n k t e )  d e r  v i e r  Z y k e l  i s t  k o n s t a n t ~  d.h.  ~ndert sieh 
nieht, wenn wit das Paar g[ 9/' langs des HZ fortbewegen. D i e s e s 
D o p p e l v e r h ~ l t n i s  i s t  d i e  f r f i h e r  g e n a n n t e  a b s o l u t e  
I n v a r i a n t e  de s  HZ I g e g e n t t b e r  GT, d e r  M o d u l  d e r  
z u g e h S r i g e n  e l l i p t i s e h e n  F u n k t i o n e n .  

Bedenken wir ferner, dal~ die Minimalprojektion eines im 
Endliehen liegenden~ stationaren Punktes der Gratlinie der der Sehar 
[r d] umsehriebenen Tangentenflaehe ein Zykel ist, der mit der 
HZ vier benaehbarte Speere gemein hat, und dag es 16 stationare 
Punkte gibt~ yon denen abet vier dem absoluten Kegelsehnitte 
angehiSren~ so erh~lt man: 

D i e  T a n g e n t e n  in d e n  z w s l f  S e h e i t e l n  e i n e s  
HZ I o b i l d e n  z u s a m m e n  mi t  s e i n e n  v i e r  A s y m p t o t e n  
e i n e  F i g u r  yon  16 S p e e r e n ,  d i e  d i e  E i g e n s e h a f t  hat~ 
dal~ j e d e r  Z y k e l ,  d e r  d r e i S p e e r e  d a v o n  enth~tlt ,  a u e h  
n o e h  e i n e n  v i e r t e n  S p e e r  d e r  P i g u r e n t h a l t .  

Man kSnnte noeh zahlreiehe S~ttze fiber Speer-tripel~-qua- 
drnpel und -oktupel eines HZ I aufstellen~ die sieh aus den be- 
kannten S~ttzen fiber Punktgruppen einer Raumkurve 4. 0. 1. A. 
ergeben. Beaehtenswert ist aueh~ dag man dureh Spezialisierung 
dieser Satze merkwfirdige SKtze fiber Kegelsehnitte erhalten kann. 1) 

Nehmen wir jetzt einmal an, daft eine der Ebenen ~ etwa 
zl: auf { normal stehe. Dabei wollen wit zun~tehst noeh voraus- 
setzen, dag der uneigentliehe Punkt zo) der Normalen auf ," nieht 
auf F~ liege. Den zugehSrigen HZ I bezeiehnen wit mit HZ I~. 
Der Kegelsehnitt J~'~ artet in die Doppelgerade S 1 aus: beztiglieh 
weleher der Z H  I~ s y m m e t r i s e h  ~) ist. Die auf ~ normalen Tan- 
genten .~\ und N 2 treffen r in zwei aul?erordentliehen Brennpunkten 
ft und f,2 des HZ I~. Fafit man F 1 a|s Erzeugnis projektiver 
Punktreihen auf N, and 2V. z aui) so tblgt daraus dutch Minimal- 
projektion : 

Z w i s e h e n  den  A b s t s n d e n  d e r  t a n g i e r e n d e n  
S p e e r e  des  HZ I~ y o n  den  b e i d e n  B r e n n p u n k t e n  fl 
u n d / ~  b e s t e h t  e i n e  b i l i n e a r e  G l e i e h u n g :  

r 1 r ,~@Arl  d- Sr~-4- C=O.  

Die Umkehrung dieses Satzes ist wieder mit einer Anzahl 
yon Voraussetzungen verbunden. 

Betraehten wir jetzt den eben ausgesehlossenen Sonderfall~ 
dag ni~mlich z~o auf /~k liegt. Dann fallen die Punkte f l  in einen 

1) Vgl. E. v. W e  b e r :  l~ber die Beziehungen zwischen Kegelschnitten und 
Kre isen . . . ,  Monatshefte XVI~ S. 217--229. 

2) Vgl. die auf S. 15 gegebene Definition der Symmetrie. 



3 0  W. Blaschke. 

einzigen Punkt f zusammen und die Kegelsehnitte F~ und F ;  sind 
Kreise mit f als Mittelpunkt. Da alle aul~erordentliehen Brenn- 
punkte des H Z  in f zusammenfallen~ sind die absoluten Punkte 
Spitzen der Kurve. ~) 

Wenn zwei Ebenen ~ auf ~ normal stehen~ so ist der H Z  I 
eine orientierte Parallelkt~rve eines irreduziblen Mittelpunktskegel- 
sehnittes, der kein Kreisist. 

Werfen wir noeh einen Blick auf die analytisehe Darstellung 
des H Z  I. Seine Gleiehang in Speerkoordinaten hat die Form: 

3 

o 

oder naeh | geordnet: 
G @ p | -~ 0, 

wenn wir zur Abktirzung 
2 

0 

und 

o 

setzen. Es stellt d~nn G~-~-0 den Grundril3 der Flache r der 
konfokalen Schar [~ J]  dar~ die ~ beriihrt und 19~-0 ist die 
Gleichung des Beriihrungspunktes. Die Gleiehung der mit dem 
H Z  zusammenfallenden niehtorientierten Kurve lautet 

~ 2  G ~ - - p ~ 3  ~ 0, 

2 1 worin man | ~--- ~i  @ | setzen kann. 

Bisher haben wir auf Realit~ttsverhaltnisse gar keine Rtick- 
sieht genommen, wit wollen daher jetzt noch eine E i n t e i l u n g  
d e r  r e e l l e n  H Z I  o n a c h  d e r  Z a h l  i h r e r  r e e l l e n  Z i ige  
u n d  i h r e r  r e e | l e n  A s y m p t o t e n  angeben. Zur Abbildang 
von ~ auf den Raum verwenden wir bier zweckm~iNg an Stelle 
der Minimalprojektion die Z y k l o g r a p h i e .  In der zum H Z  I 0 
gehSrigen reellen ,pseudokonfokalen" Sehar [OJ]  gibt es dann 
unter den ~Pseudofokalkegelschnitten" immer mindestens eine 
Hyperbel, wie man leicht aus der Betraehtung der Kegelschnitt- 
schar entnimmt, die yon der Sehar [O J]  auf der uneigentlichen 
Ebene ausgesehnitten wird. Je nach den versehiedenen Lagen, 

1) 1Jber dlesen H Z h a t  schon C a y l e y  Untersuchungen angestellt. Ges. 
Werke II ,  S. 351. 
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die diese ttyperbel gegent~ber dem ,pseudoabsoluten" G-ebilde ein- 
nimmt, kSnnen wit tblgende vier Arten reeller H Z  1 o unterseheiden. 

1) Der H Z  I o ist nullteilig~ seine Asymptoten sind imagin~tr 
and yon den ~'~ ist einer eine Hyperbel~ die beiden anderen sind 
nullteilig. Es gibt nur zwei reelle Laguerresghe Spiegelungen, 
die einen solehen H Z  I o in reelle Kegelsehnitte~ ~nd  zwar in null- 
teilige transformieren. 

2) Der H Z  I o ist einteilig (vgl. Fig. 3), yon den 6 Asymptoten 
sind nut zwei reell and yon den /~  ist einer eine I-Iyperbel~ die 
beiden anderen sind konjugiert-imaginSr. Es  g i b t  k e i n e  r e e l l e  
L a g u . e r r e s e h e S p i e g e l u n g ~  d ie  e i n e n  d e r a r t i g e n  H Z I  o 
in e l n e n  r e e l l e n  K e g e l s e h n i t t  t t b e r f ~ i h r e n  wt t rde .  
W e n d e t  m a n  d a h e r  a u f  a l l e  r e e l l e n  K e g e l s e h n i t t e  
a l l e  r e e l l e n  L a g a e r r e s e h e n  S p i e g e l u n g e n  an~ so 
e r h g l t  man  d u r e h a u s  n i e h t  a l l e  r e e l l e n  H Z I .  

3) (vgl. Fig. 2 ) D e r  H Z  I o ist zweiteilig, es gibt keine reelle 
Asymptote und yon den F~ ist einer eine Ityperbel, die beiden 
anderen sind Ellipsen. Es gibt nur zwei reelle Laguerresehe 
Spiegelungen~ die den H Z  I o in reelle Kegelsehnitt% and zwar in 
Ellipsen transformieren. 

4) (Vgl. Fig 4). Der H Z  I o ist wiecler zweiteilig, alle seehs 
Asymptoten sind reell und alle drei F~ sind Hyperbeln. Es gibt 
nur zwei reelle Laguerresehe Spiegelungen~ die den H Z  Io in reelle 
Kegelsehnitt% und zwar in Hyperbeln transformieren. 

Da die H Z  I keine Wendepunkte besitzen~ so sind ihre 
reellen Zage stets ioaar. 

w 6. Die Hyperzykel  der I!. Familie.  

Wir halten uns an die in w 4 angewandte Bezeiehnungsweise 
nnd nennen ~'1 den Fokalkegelsehnitt, der in einer Minimalebene 
z~ liegt~ und F~ den anderen, der mit dem absoluten Kegelschnitte 
J einen Punkt i~ der in "1 liegt, gemein hat. Die konfokale Schar 
[qb J ]  gestattet bloi3 eine (Abelsche) Gruppe yon vier Bewegungen 
nnd Umlegungen, die zur sogenannten Vierergruppe isomorph ist, 
n~tmlieh auger der Identitat die Spiegelung an der Ebene z 2 yon 
]i~ die Umwendnng an der Polaren yon i beziiglich /~1 und die 
~piegelung an dem gemeinsamen Mittelpunkte der konfokalen 
Fl~tehen. Daraus folgt : 

J e d e r  H Z  II g e s t a t t e t  und  b e s t i m m t  e i n e  G r u p p e  
y o n  v i e r  L a g u e r r e s e h e n  T r a n s f o r m a t i o n e n ,  w o r u n t e r  
e i n e  L a g u e r r e s e h e  S p i e g e l u n g  e n t h a l t e n  ist .  

Wir wollen wieder einen H Z  ]I mit H Z  II o bezeichnen, wenn 
weder zl noeh % auf r normal stehen~ d. h. wenn sie nicht den nn- 
eigentlichen Punkt z o~ der Normalen auf ~ enthalten. Nehmen wir 
ferner zunachst an~ dal~ weder F 1 noch t;2 ~ bertthren. Es g ibt  
dann wie fr~ther zwei au/~erordentliehe Doppeltangenten, aber aueh 
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noeh eine ordentliche Doppeltangente~ ni~mlich die Minimalprojektion 
~ yon ~1. Die Zahl der Doppelpunkte ist 4, zwei davon sind 
die absoluten Punkt% die beiden anderen die Schnittpunkte yon ~ mit 
F,~. Die Ordnung der Gratlinie der der Schar [OJ] umsehriebenen 
Tangententliiehe ist 6~ 1) sie liegt nebenbei bemerkt auf einer Dreh- 
fli~ehe zweiter Ordnung. 6 ist daher auch die Zahl der Spitzen 
and die Ordnung der Evolute unserer H Z  II  o. 

Fassen wir die H Z  als Einhfillende der quadratischen Zykel- 
reihe auf~ welehe die Minimalprojektion der Punkte yon T' 1 ist. 
so kommen wir auf folgende ebene Erzeugungsweise: 

\ 

,/ 

�9 / //"*/ 

! ""\, 

'r Fig. 5. ',, \\ 
B e w e g t  s i ch  e in  v e r a n d e r l i e h e r  Z y k e l  3 so, dais 

e i n e  s e i n e r  o r i e n t i e r t e n  G e r a d e n  | l e s t  b l e i b t  u n d  
se in  ~ [ i t t e l p u n k t  e i n e n  r e g u l i t r e n  K e g e l s c h n i t t  F~ 
d u r c h l ~ u f t ,  (tier k e i n e  P a r a b e l  u n d  k e i n  K r e i s  i s t  
a n d  v o n d e s s e n  A c h s e n  u n d  A s y m p t o t e n  k e i n e  au f |  
n o r m a l  s t eh t , )  so u m h f i l l t  $ aul~er | e i n e n  H Z I I  0. 
Anders ausgedrt~ekt : 

S u e h t  man zu e i n e r  f e s t e n  o r i e n t i e r t e n  G e r a d e n  
| b e z t i g l i c h  d e r  T a n g e n t e n  e i n e s  K e g e l s c h n i t t e s ~  
der  d i e  o b i g e n  B e d i n g u n g e n  er f t i l l t ,  d i e  s y m m e t r i s c h e n ~  
so u m h t i l l e n  d i e s e  e i n e n  H Z I I  0. Oder endlieh: 

R o l l e n  z w e i  k o n g r u e n t e ~  i r r e d u z i b l e  M i t t e l -  
p u n k t s k e g e l s c h n i t t e  so a u f e i n a n d e r ~  da~  s ie  s t e t s  

1) Vgl. Enzyklopii.die III, C. 2, S. 239. 
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b e z t i g l i c h  de r  T a n g e n t e  in i h r e m  B e r i i h r u n g s p u n k t e  
s y m m e t r i s c h  l ieg 'en,  so b e s c h r e i b t  j e d e  mi t  dem be- 
w e g t e n  K e g e l s c h n i t t e  f e s t  v e r b u n d e n e  o r i e n t i e r t e  
G e r a d e ,  f a i l s  s ie  a u f  k e i n e r  s e i n e r  A e h s e n u n d A s y m -  
p t o t e n  s e n k r e e h t  s t e h t ,  e i n e n  HZ H o. 

Wir sind hier zu einer ein-eindeutigen Bertihrungstranstbrmation 
~l gekommen~ die einer Geraden einen Speer zuweist, so daft die 
Gerade }iittellinie zwisehen diesem Speere und ~ ist. Einer 
Kurve wird durch ~ eine R e f l e x i o n s a n t i k a u s t i k  ffir eine 
Parallelbeleuchtung normal zu ~l  zugeordnet~ die man sets aueh 
m aer soeben angegebenen Weise durch Abrollen symmetriseher 
Kurven erzeugen kann. 

Eine ander% weniger symmetrisehe Erzeugung des HZ II  o 
leitet man vermittels des Kegelschnittes F~ ab. 

D e r  H Z I I  o i s t  R e f l e x i o n s a n t i k a u s t i k  y o n  F~ u n d  
B r e e h u n g s a n t i k a u s t i k  y o n  /7'~. 

Es g i b t  n u r  2 L a g u e r r e s c h e  S p i e g e l u n g e n ,  d ie  
e i n e n  H Z I I  o in e i n e n  K e g e l s c h n i t t  t r a n s f o r m i e r e n .  

Wir wollen noch den HZ IX untersuchen, der entsteht, wenn % 
normal auf 5 ist und F, 2 den uneigentliehen Punkt zo~ der Normalen 
auf 5 enthilt. F~ ist dann ein Kreis und die absoluten Punkte 
sind Spitzen des HZ. Nehmen wir noeh an~ dag der Mittelpunkt 
m' yon F~ auf 6 i lieg% 
was man immer dureb 
eine Dilatation erreichen 
kann, dann ist, wie wir 
gleieh zeigen werden~ die 
HZ eine orientierte zwei- 
spitzige Epizykloide. ~) Es 
sei t ein beliebiger Punkt 
des Kreises F~ und T 
die Tangente in t an F~ ; 
spiegelt man | an T 
und kehrt den erhaltenen 
Speer ran, so erh~lt man 
eine Tangente ~ des HZ. 
Das Spiegelbild des 
Punktes m' an T nennen 
wir n. Es geht dann der 
Kreis K fiber t n  als 
Durchmesser dutch den 

Fig. 6. 

Berfihrungspunkt p yon ~ mit dem HZ, welcher Berfihrungspunkt 
auf dem Lote yon t auf ~ liegt, und der Winkel zwisehen 61 und 

1) D. h. mit zwei im Endlichen liegenden Spitzen. (Vgl. G. L o r i a ,  Ebene 
Kurvon, S. 665.) 

Monatsh, fiir ~Ia~hematik u. Physik. XXI.  Jahrg.  3 
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mt ist die Hi~lfte des Winkels top~ wenn wir o den Mittelpunkt 
von K bezeiehnen. Da abet aueh der Halbmesser yon K gleieh der 
Hiilfte des Halbmessers yon F~ isg so erzeugt der Punkt  p yon 
K den HZ~ wenn K auf 1#; rollt, w. z. b .w.  Daraus tblgt: 

S p i e g e l t  m a n  e ine  o r i e n t i e r t e  G e r a d e  an  a l l e n  
T a n g e n t e n  e i n e s  K r e i s e g  so e n t s t e h t  e i n e  o r i e n t i e r t e  
P a r a l l e l k u r v e  z u  e i n e r  o r i e n t i e r t e n ~  z w e i s p i t z i g e n  
E p i z y k l o i d e .  

Beztiglieh der R e a 1 i t i~ t s v e r h i~ l t n i s s e bei reellen HZ I I  o 
ist folgendes zu bemerken: Ein reeller HZ I I  0 hat immer einen 
reellen~ paaren Zng nnd entweder keine oder zwei reelle Asym- 
ptoten, je  naehdem _Fi eine Ellipse oder Hyperbel  (Fig. 5) ist, 
_F~ ist immer eine Hyperbel.  Es gibt keine reelle Laguerresehe 

Spiegelung, die einen HZ I I  o in einen reellen Kegelsehnitt tiber- 
ftihren wiirde. 

w 7. i-lyperzykel der IlL Familie.  
In der konfokalen Sehar [(P J]  gibt es hier nut- einen einzigen 

Fokalkegelschnitt F in einer Minimalebene % der den absoluten 

" .  

" " . .  "\\ 

�9 .,\ 

I 

', "-\ 

Fig. 7. 

Kegelschnitt S in einen Punkt  i sehneidet. Nennen wir die 
Minimalprojektion yon ~ | und den umgekehrten Speer - - |  so 
sehen wir (vgl. Fig. 7). 
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S p i e g e l t  m a n  e i n e  o r i e n t i e r t e  G e r a d e  - - 6  an  
a l l e n  T a n g e n t e n  e i n e s  i r r e d u z i b l e n  M i t t e l p u n k t s -  
k e g e l s c h n i t t e s  F '  y o n  d e s s e n  A s y m p t o t e n  e i n e  a u f  
- - ~  n o r m a l  steht~ so e r h a l t  m a n  e i n e n  H Z I I I .  0der:  

E i n  I t Z I I I  i s t  R e f l e x i o n s a n t i k a u s t i k  t i n e s  i r r e d u -  
z i b l e n  M i t t e l p u n k t s k e g e l s e h n i t t e s  F '  f a r  e i n e  Be- 
l e u e h t a n g  p a r a l l e l  zu e i n e r  A s y m p t o t e  A'. 

Es  g i b t  k e i n e  L a g u e r r e s e h e  S p i e g e l u n g ,  d ie  
e i n e n  HZ III  in e i n e n  K e g e l s e h n i t t  t r a n s f o r m i e r e n  
wi i rde .  

Daraus folgt: [ )b t  man  a t t f  a l l e  K e g e l s e h n i t t e  a l l e  
L a g u e r r e s e h e n  S p i e g e l u n g e n  atts~ so e r h S l t  m a n  
n i e h t  n i l e  HZ. 

Wenn wit voraussetzen~ dag F ~ nicht beriihrt, so kSnnen 
wit iiber die Singularititten unseres H Z  III  fblgendes aussagen: 
Doppelpunkte sind nur die absoluten Punkte, Doppeltangenten 
sind wieder die beiden E,'zeugenden in ~ der Fl~ehe (De aus der 
Schar [d)d]~ dig ~ berfihrt. Die Zahl der Spitzen und die 0rdnung 
der Evolute ist 4. Die Kurve hat einen Wendepunkt im Schnitt- 
punkte w ,,'an | mit A'. 

E i n  H Z  III  g e s t a t t e t  n u r  e i n e  e i n z i g e  v o n d e r  
I d e n t i t S t v e r s c h i e d e n e L a g u e r r e s e h e T r a n s f o r m a t i o n  
in s i eh  I n l i m l i e h  d ie  S p i e g e l u n g  an den  Z y k e l  m, d e r  
d ig  M i n i m a l p r o j e k t i o n  des M i t t e l p u n k t e s  m y o n  F~ 
d.h.  des  P o l e s  de r  u n e i g e n t l i e h e n  G e r a d e n  y o n  ~ be- 
z t i g l i c h  F i s t .  

Es gibt aber eine eingliedrig% gemisehte (aus zwei getrennten 
kontinuierlichen Seharen zusammengesetzte) Gruppe yon Ahn- 
liehkeitstransformationen, die T' in sich transibrmieren. Nimmt man 
ein gewShnliches Cartesisehes Koordinatensystem so an, dal~ die 
Asymptote A yon _~ die eine Euklidisehe Gerade ist, zur Achse 
der z and der Mittelpunkt m yon F zam Ursprung wird, so kann 
man F durch die Gleichnngen darstellen 

X ~ ) ~  
~- ip~ 

F a 2 

P 

worin p einen ver~tnderlichen Parameter und a .(a:V0) eine 
Konstante bedeutet. Die kontinuierliche Gruppe der Ahnlichkeits- 
transformationen~ die F als ganzes invariant lassen~ wird dann dureh 
die Formeln dargestellt: 

I x = elt ( Xo eos 2 t - -  yo sin 2 t } , 

~ t y = d t  {xo s in2 t  + yo COS 2 t } ,  

Z " ~  e it z 0 

3* 
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wo t ein komplexer Parameter ist~ der die einzelnen Transfbrmationen 
der Gruppe eharakterisiert. Diese (kontinuierliehe) Gruppe wird zur 
gesamten (gemisehten) automorphen Gruppe yon Ferweitert, wenn man 
noeh die Spiegelung am Koordinatenanfang m adjungiert. Ein 
Pnnkt des Raumes bewegt sieh bei den Transformationen der 
kontinuierliehen Gruppe im allgemeinen auf einer Kurve aus einer 
bemerkenswerten Familie rationaler Kurven vierter Ordnung: die 
man unter die konisehen Sehraubenlinien reehnen kann and die aueh 
unter die sogenannten -W-Kurven gehiiren. Krtimmungsradius und 
Torsionsradius der Kurve sind der ersten Potenz ihrer Bogenlange 
proportional. 

~Iit Hilfe der Minimalprojektion finden wit:  
G i n  t t Z I I I  g e s t a t t e t  s i n e  g e m i s e h t e  e i n g l i e d r i g e  

G r u p p e  y o n  T r a n s f o r m a t i o n e n  a u s  d e r  e r w e i t e r t e n  
L a g u e r r e s e h e n  G r u p p e  547. 

Wenn wir far die Differentialinvarianten yon 6~ die fraher 
eingeftihrten Bezeiehnungen [vgl. (16) und (17) auf Seite 16] an- 
wenden, so kSnnen wir die n a t a r 1 i e h e G 1 e i e h u n g des HZ I I I  
in der Form sehreiben: 

15 g ~  - -  - - .  

(/2 

Ein reeller HZ I [ I  hat stets einen reellen~ unpaaren Zug 
und eine reelle Asymptote. F '  ist bei reellen HZ I l I  eine Hyperbel. 

w 8. Die Hyperzykel  der IV. Familie.  

Die Sehar [d)J] ist jetzt sine gewtihnliehe Sehar konfokaler 
Paraboloide. Die Fokalparabeln wollen wir F 1 und F 2 nennen. 
Analog zu dem Friiheren ergeben sieh hier folgende Siitze: 

E i n  H Z I V  g e s t a t t e t  e i n e  d i s k r e t e  G r u p p e  y o n  
v i e r L a g u e r r e s e h e n T r a n s f o r m a t i o n e n ~  d a r u n t e r z w e i  
L a g u e r r e s e h e  S p i e g e l u n g e n .  Diese Gruppe ist isomorph 
zur sogenannten Vierergruppe. Die entspreehende Gruppe des 
Raumes besteht n~tmlieh aufter aus der Identitat noeh aus der 
Umwendung an der Aehse R von (I) und aus den Spiegelungen 
an den Ebenen z 1 and z~ yon F I u n d  K 2. 

E i n  H Z  IV i s t  in  z w e i f a c h e r  W e i s e  A n t i k a u s t i k  
e i n e r  P a r a b e l  /~'~ f t i r  P a r a l l e l b e l e u e h t u n g .  

Es  g i b t  v i e r  L a g u e r r e s e h e  S p i e g e l u n g e n ~  d i e  
e i n e n  H Z I V  in  e i n e  P a r a b e l  a b e r f t t h r e n .  

Gegenttber der projektiven Gruppe der Ebene ist die Ge- 
samtheit der H Z I I  aquivalent der Gesamtheit der HZ IV, so daft 
wir die Ergebnisse tiber die Singularitaten des HZ I I  hieher fiber- 
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tragen kSnnen. Wit machen wieder die Annahm% data keine 
der Ebenen at aaf ~ normal stehe (woran wit dureh die Bezeiehnung 
H Z  IV o erinnern wollen) und dal~ keine der Parabeln Fi ~ bertthre. 
Dann hat der HZ IV o drei Doppeltangenten: Erstens die un- 
eigentliche Gerad% die in den Schnittpunkten yon ~ mit den Tan- 
genteu Po, und P:, aus dem uneigentliehen Punkte vo~ yon R an das 
absolute Oebilde J den H Z  bertihrt, und zweitens die in ~ liegenden 
Erzeugenden D 1 und D~ der Fl~tehe (P; der konfokalen Sehar [O d-]~ 

\ 
Fig. 8. 

die ~ bertthrt. Die Kurve hat ferner vier Doppelpunkte in den 
Sehnittpunkten yon ~ mit den Fokalparabeln /<s und enthalt die 
absoluten Punkte als einfaehe Kurvenpunkte. Der Brennpunkt 
f der konfokalen Parabeln _/~ der Orundrisse der Fi, ist der 
einzig% und zwar aul~erordentliehe Brennpunkt der Kurve. Die 
Ordnung ist 6~ die Zahl der Spitzen und Ordnnng der Evolute 4. 

Bis jetzt haben wir nur Eigensehaften der H Z  IV aufgezghlt~ 
die den Eigensehaften der HZ I analog sind; jetzt wollen wir 
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dazu fibergehen, die von L a g u e r r e  angegebenen Eigenschaften 
der HZ IVo abzuleiten~ die sich, wenigstens in ihrer Einfachheit~ 
auf die frtiheron Familien von H Z  nieht iibertragen lassen. 

Wir treffen zun~tchst in der Sehar [O J] eine besondere Aus- 
wahl, deren Bedeutung allerdings erst sp~ttor klar werden wird. 
Es sei 4) das einzige in der Sehar vorkommende Paraboloid mit 
aut'einander senkreehten Riehtebenen~ dessen uneigentliehe Er- 
zeugende Toe und T~' also bezfiglieh J konjugiert sin& Alle Pa- 
raboloide der Sehar sehneiden n~mlieh die uneigentliehe Ebene 
in den Strahlenpaaren einer Strahleninvolution im uneigentliehen 
Punkte 1"o der Achse R und die Tangenten P,~ und P" an J bilden 
ein Paar dieser Involution. Diese Involution hat nun mit der- 
jenigen~ die J in r erzeugt, das Paar Y~ 2/~: gemein. Wir wollen 
mit Ro) die Polare yon r beziiglieh J oder yon R beztiglieh �9 be- 
zeiehnen. Die Minimalprojektionen der Minimalebenen [R Po~ ] und 
[RP'~] nennen wir ~ und ~'. Das Paar versehiedener orientierter 
Geraden ~ ' ~  d.i .  die Minimalprojektion der Aehse R, nennt 
L a g u e r r e  das Paar der Fundamentalspeere des HZ. 1) Den 
Schnittpunkt [~ ~'] ~---[R ~] bezeiehnen wit mit o. 

Dureh die Umwendung" an dem Speerpaare ~ '  wird der 
H Z  in sieh transtbrmiert und wit wollen zwei Speere des HZ, die 
durch diese Umwendung miteinander vertauseht werden~ g e p a a r t e 
Tan  g e n t e n des H Z  nennen. ~) Je zwei gepaarte Tangenten trennen 
die Fundamentalspeere ~3 und ~'  harmoniseh und bilden daher 
die Minimalprojektion einer Raumgeraden~ die auf R normal steht. 
Alle diese Geraden erfallen eine Regelflttehe Z~ die dem Normalen- 
netz yon R angehSrt. Projiziert man aus einem ver~tndeHichen 
Punkte ]c yon R ~ auf die uneigentliehe Ebene ~, so erh~lt man 
hier einen veranderliehen Kegelsehnitt K~, der das B~isehel (oder 
die Sehar) aller Keg'elsehnitte durehl~tuft, die die uneigentlichen 

' ~ " Erzeugenden To, nnd T,~ yon ~ in ihren <ehmttpunkten mit R~o be 
rtihren. K7r hat mit o r vier Tangenten gemein, die sieh paarweise 
auf Ro, treffen. Ein beliebiger der beiden Sehnittpunkte sei ]~o~. 
Die Reaelflgehe Z ist das Erzeugnis der ein-~ zweideutigen Punkt- 
reihen @) und (]co,)~ ist also eine Regelflgehe dritter Ordnung, die 
R als Doppelgerade hat. Da Z die Tangenten To, und T" aus to, 
an Jenthglt, so ist Z ein Z y l i  n d r o i d  (oder Plfiekersehes Konoid). 
Man kann Z aueh als Ort der Scheitelerzeugenden der Paraboloide 
der konfokalen Sehar definieren, a) 

Wit haben also gefunden: 
E i n  H Z  IV i s t  d i e  M i n i m a l p r o j e k t i o n  e i n e s  

Z y 1 i n d r o i d s, d. h. die Tangentenpaare des H Z  sind die Minimal- 
projektion der regulSren Erzeugenden des Zylindroids. A u f G r u n d 
d i e s e r  T a t s a e h e  e r g e b e n  s i c h  a l l e  E i g e n s e h a f t e n  d e r  

1) Sur les hypercycles, ges. Werke, II, S. 621. 
s) Bei L a g ' u e r r e :  une couple de tangentes conjug'des. 
a) Diese Erzeu~ung des Zylinclroids hat  sehon St.  J o l l e s  ang'eg. Fokal-  

theorie der Kong'ruenzon, math. Ann. 63 (1907). 
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H Z I V ,  die  L a g u e r r e  a n g e g e b e n  hat~ m i t  H i l f e  d e r  
~ [ i n i m a l p r o j e k t i o n  aus  b e k a n n t e n  E i g e n s e h a f t e n  
des  Z y l i n d r o i d s .  

Wir geben gleich einige Beispiele dafiir, wie sieh bekannte 
Satze fiber das Zylindroid auf den HZ IV abertragen lassen. Wit  
werden hiebei im folgenden mit ,Speerinvolution" die involutorisch 
gepaarten Speere eines eigentlichen Zykels bezeiehnen, d. i. die 
hIinimalprojektion der Strahlen eines Biisehels mit eigentlichem 
Seheitel. 

R a u m  : 
Ein Zylindroid kann auf 

~ Arten als Oft der gemein- 
samen ~ormalen seiner Doppel- 
geraden und der Geraden eines 
Btischels erzeugt werden. 

Die Seheitel der Bfisehd 
liegen auf dem Zylindroid. l) 

E b e n e  : 

Ein HZ IV kann auf cxz2 
Arten als Oft yon Speerpaaren 
konstruiert werden, die gleich- 
zeitig das Paar der Fundamental- 
speere und die Speerpaare einer 
Involution harmonisch trennen. 

Die Zykel dieser Speer- 
involutionen beriihren je zwei 
gepaarte Tangenten des HZIV.  

A l l g e m e i n e r  g i l t :  

Der Oft der gemeinsamen 
~ormalen einer festen Geraden 
und den regularen Erzeugenden 
eines Zylinaroids ist im all- 
gemeinen wieder ein Zylindroid. 2) 

Alle Speerpaar% die ein 
festes Paar und die gepaarten 
Tangenten eines HZ IV gleich- 
zeitig harmonisch trennen, bilden 
im allgemeinen die gepaarten 
Tangenten eines anderen H Z  IV. 

~aehdem wir den Begriff der gepaarten Tangenten entwiekelt 
und aueh verwertet haben, wollen wir die , P o l a r i t a t "  bezfiglieh 
eines HZ IV auseinander setzen, die aueh L a g u e r r e  angegeben 
hat. a) Es sei ~ eine eigentiiehe Minimalebene, die d)nieht berfihrt, 

ihre Minimalprojektion~ ferner 9.I9~' ein Tangentenpaar des 
HZ IV und a a' die ihnen dureh die Minimalprojektion zu- 
geordneten Minimalebenen. ~ sei der Speer, der dureh das Paar 
9/9.I' yon ~ harmoniseh getrennt wird, ~ die zugehSrige Minimal- 
ebene. Die vier Ebenen % a', ~ und ~ gehen dureh einen Punkt x. 

Wit behaupten nun: ~u geht dutch den Pol 2a von ~ be- 
ztiglieh des Paraboloids O. Um dies naehzuweisen~ projizieren 
wit �9 aus x auf die uneigentliche Ebene ~o in einen Kegelschnitt 
Ks, der der Sehar S angehSrt, welehe die uneigentliehen Erzeugenden 

1) Vgl. z. B. E. S t u d y :  Geom. der Dynamen, S. 57. 
2) Vgl. a. a. O., S. 330. 
3) Ges. Werke, II,  S. 623, bTr. 6. 
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T~o T" v o n � 9  and die Spuren Ao~ und A'~ yon ,~ and ~' auf ~s als 
Basistangenten hat. Diese Sehar S bestimmt nun bekanntlieh eine 
quadratiseh% involutorisehe, birationale Transformation der Geraden 
yon % wenn man namlieh einer uneigentliehen Geraden diejenige 
uneigentliehe Gerade zuordnet~ auf der die Pole der ersten bezttglieh 
aller Kegelsehnitte der Sehar gelegen sind. Yon dieser Trans- 
formation zeigt man nun auf Grand der Tatsaehe, dal3 die Geraden- 
paare P,. P') und T<o T" einander harmoniseh trennen - -  hier kommt 
also die besondere Wahl yon �9 zur Ge l tung- - ,  da~} sie den 
absoluten Kegelsehnitt J in sieh transformiert and jeder Tangente 
yon J die bezfiglieh Ao, und Ao'~ harmonisehe zuordnet. Daraus 
tblgt aber, dal3 die Spuren yon 8 und 8~ auf ~)~ die ja J berfihren 
und Ao A" harmoniseh trennen~ beztiglieh K~ konjugiert sind, so 
dal] aueh 8 and 8~ beztiglieh �9 konjugiert sind~ w. z. b. w. 

Halt man jetzt ~) lest und l~tlgt die gepaarten Tangenten 
9.1 9./' l~tngs des H Z  wandern, so besehreibt ~,x die Minimalprojektion 
p~ des Poles ps yon 8 bezaglieh (l). p~ wollen wit den P o l a r -  
z y k e l  yon ~ beztiglieh des HZ IV nennen. Zusammenfassend 
kannen wit feststellen: 

S u e h t  man  zu e i n e m  S p e e r e  ~ b e z i l g l i e h  a l l e r  
T a n g e n t e n p a a r e  e i n e s  H Z  IV den  v i e r t e n  h a r m o -  
n i s ehen~  so e r h a l t  m a n  d ie  S p e e r e  e i n e s  Z y k e l s  p~, 
d e s  P o l a r z y k e l s  y o n  ~3. D i e s e  P o l a r i t ~ t t  b e z i i g l i e h  
d e s  H Z I V  i s t  d i e  M i n i m a l p r o j e k t i o n  d e r  P o l a r i t ~ t t  
b e z t t g l i e h  de s  P a r a b o l o i d s  q~ mi t  n o r m a l e n  R i e h t -  
e b e n e n ,  d. h. ist 8 die zu ~) geh~rige Minimalebene, so ist t9~ die 
Minimalprojektion des Poles yon ~ bezt~glieh q). 

Den ersten Teil dieser Beziehung erhalt man aueh unmittelbar 
als Folge des bekannten Satzes fiber das Zylindroid: Wendet man 
eine eigentliehe Ebene mn die einfaehen, eigentliehen Erzeugenden 
eines Zylindroids ran, so erhalt man (x) 1 Ebenen, die alle dutch 
einen Punkt hindurehgehen (im allgemeinen die TangentiMebenen 
eines Drehkegels). 1) 

L a g u e r r e  hat die H Z  IV fblgendermal~en definiert. "~ 
A l l e S p e e r p a a r % d i e  g l e i c h z e i t i g  e in  f e s t e s  P a a r  

v e r s e h i e d e n e r  o r i e n t i e r t e r  G e r a d e n  ~ '  u n d  e in  
z w e i t e s ,  d e s s e n  e i n e  ~ l e s t  i s t  u n d  d e s s e n  z w e i t e  
e i n e n  e i g e n t l i e h e n  Z y k e l  p~ b e s e h r e i b t ,  h a r m o n i s e h  
t r e n n e n ~  b i l d e n  d i e  T a n g e n t e n p a a r e  e i n e s  HZ IV. 

Da dutch die Angabe der Aehse R and des Poles p~ einer 
eigentliehen Ebene 8 das Paraboloid (D eindeutig bestimmt ist, so 
erkennt man die ~Ybereinstimmung dieser Erzeugung mit der 
zuvor g'egebenen. 

1) G. D ~ r b o u x :  Sur les mouvements algr;briques, in den Legons de 
Cinem~tique yon G. K 5 n i g  s. 

2) a. a. O., S. 623, Nr. 6. 
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Es ist jetzt leieht~ die Eigensehafteu der Polarit~tt bezaglieh 
des H Z  IV~ die L a g u e r r e  angegeben hat,*) aus der r~tumliehen 
Deutung abzulesen. Heben wir z. B. for einen H Z  IV o hervor: 
Aile Pole p~ erftillen das polare Gebilde X yon J beztiglieh O, 
d. i .  ein Zylinder mit ro~ als Doppelpunkt. Da X die Geraden 
P~o P~' als Erzeugencle enth~t[t~ so ist X ein Drehzylinder mit R als 
Drehaehse. X sehneidet ~ in einem Kegelsehnitte H~ der die mit 
s~ uncl ~ '  zasammenfallenden Geraden als Asymptoten hat. Den 
Zykel, der die Minimalprojektion des Poles yon { bezt~glieh O ist, 
nennen wit {. Es gilt dann die Beziehung : D i e P o 1 a r z y k e I d e r 
S p e e r e  y o n  { s i n d  N a l l z y k e l ,  d e r e n  M i t t e l p u n k t e  
a u f  trI l i e g e n .  

Gehen wir jetzt yon der folgenden Erzeugung eines Zy- 
lindroids aus: Rollt ein Drehzylinder T in einem zweiten X ,nit 
doppeltem Dm'ehmesser ohne zu gleiten~ so besehreibt ein ebener 
Schnitt yon ~F~ dessen eigentliehe Ebene x zur Drehaehse R yon 
X weder parallel noeh normal ist~ ein Zylindroid Z~ und zwar 
besehreibt jeder Punkt des ebenen Schnittes eine einfaehe Er- 
zeugenr]e yon Z. 2) Zu dieser Erzeugung yon Z kann man als Ebene 

aueh eine beliebige eigentliehe Minimalebene verwenden~ die 
Z berahrt. Irgend zwei eigentliche einfache Erzeugende yon 
Z sehneiden die Minimalebene ~ in zwei Punkten; deren Entfernung 
sieh bei der Bewegung yon ~ nieht andert. Die MinimMprojektion 
dieser Beziehung" lautet: 

S i n d  9.IN' u n d  ~3~3' z w e i  f e s t e  T a n g e n t e n p a a r e  
u n d  ~; e i n e  v e r i t n d e r l i l e h e  T a n g e n t e  e i n e s  H Z  IV, so 
i s t  d ie  T a n g e n t i a l e n t f e r n u n g  d e r  Z y k e l  [9.I9.1'5g] u n d  
[~3~'5g] k o n s t a n t  o d e r  g e n a u e r ,  w e n n  wir  m i t  a 0 u n d  b o 
d ie  B e r t t h r u n g s p u n k t e  de r  b e i d e n  Z y k e l  m i t  5g be- 
z e i e h u e n :  d ie  S t r e e k e  aob o b l e i b t  de r  GrSl~e u n d  d e m  
V o r z e i e h e n  n a e h  u n g e a n d e r t .  3) 

Aus bekannten metrisehen Eigeusehaften des Zylindroids 
sehlielSt man, daft die einfaehen Erzeugenden von Z bez~glieh CO 
paarweise reziproke Polaren sind. Sind nun A und B zwei solehe 
polare Erzeugende, so sehneiden sie die veranderliehe Minimal- 
ebene �9 in zwei Punkten mit versehwindender Entfernung~ denn 
eine beliebige Tangentialebene yon Z sehneidet Z auger in einer 
einfaehen Erzeugenden noeh in einem Kegelsehuitt% dessen Punkte 
dutch die involutorisehe Anordnung der Erzeugenden yon Z aueh 
involutoriseh gepaart sind, und zwar ist das Involutionszentrum die 
orthogonale Proiektion des rmeigentlichen Punktes to, yon /~ auf 
die Tangentialebene; ist nun die Tangentialebene eine eigentliehe 
Minimalebene, so f~tllt die orthogonale Projektion yon ro) mit dem 

�9 ) a. a. O., Nr. 6, 7, 11, 12, 13. 
~) Vgl. etwa K. Z i n d l e r ,  Liniengeometrle~ Bd. 1. 
8) a. a. O., Nr. 3. 
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absoluten Punkte der Ebene zusammen~ so dag wirklieh die Ent- 
fernung zweier zugeordneter Punkte des Sehnittkegelsehnittes null 
ist. Die Tangentialentfernung a o b o der zugehsrigen Zykel ist also 
ebenfalls null. ~) 

Beweisen wir noeh den folgenden Satz: 2) 
Es  s e i e n  9 X ~  v i e r  T a n g e n t e n  e i n e s  H Z  IV, 

f e r n e r  ~' u n d  3 '  d i e  zu ~ u n d  ~ g e p a a r t e n ;  b e r f i h r e n  
n u n  d i e  v i e r  S p e e r e  9.1~3 ~ )  e i n e n  Z y k e l ,  so b e r i i h r e n  
a u e h  d i e  S p e e r e  9 ~ 3 ~ ' ~ '  e i n e n .  

Die entspreehende r~umliehe Beziehung lautet: Es seien 
G ~  und G ~  zwei Euklidisehe, sieh sehneidende Gerade, dureh 
die je zwei Minimalebenen hindureh gehen, dis dis ~ berfihren; 
die dureh Umwendung an R aus Gcs~ hervorgehende Gerade 
G' ~ sehneidet aueh G,~.  Das ist aber offenbar riehtig, denn die 
beiden Geraden G ~  und G ~  liegen auf einem Paraboloid ~' der 
konfokalen Sehar [(b J~, G' e~ liegt daher ebenfalls auf ~'  und 
sehneidet G~x~ als Erzeugende der anderen Sehar. 

Halten wir G ~  fest und lassen wir G ~  die eine Regelsehar 
von O' durehlaufen, so besehreiben die Sehnittpunkte [G~,~ G ~ ]  
und [ G ~  G ~ ]  Punktreihen, die bez~iglich des Schnittpunktes yon 
Gu~ mit der Scheiteltangentialebene yon ~'  symmetriseh sind. 
Dieser letzte Punkt liegt aber auf dem Zylindroid Z, das doch yon 
allen Seheitelerz..eugenden der Paraboloide der konfokalen Schar [q5 J]  
gebildet wird. Ubertragen wir dies auf die Ebene, so erhalten wir: 

H a l t e n  w i r  d i s  z w e i  S p e e r e  9/ u n d  ~3~ d ie  n i e h t  
g e p a a r t  s e i n  s o l l e n ,  f e s t  u n d  l a s s e n  w i r  g l e i c h z e i t i g  
d i e  S p e e r e  ~ u n d  ~ so l ~ n g s  des  H Z I V  w a n d e r n ~  dal~ 
s i e  m i t  9.1 u n d  ~3 i m m e r  e i n e n  Z y k e l  /~ b e s t i m m e n ,  so 
b e s t i m m e n  a u e h  d ie  v i e r  S p e e r e  9 A ~ ' ~ '  e i n e n Z y k e l  
$' u n d  d e r  M i t t e l z y k e l  ~0 yon  ~ u n d  ~' b l e i b t  l e s t  und  
b e r f i h r t  e in  P a a r  g e p a a r t e r  T a n g e n t e n .  

Durch besondere Annahmen kann man hieraus Beziehungen 
ffir die Krtimmungsmittelpunkte, Brennpunkte und aul~erordentlichen 
Doppeltangenten ableiten~ ~) worauf wir nicbt eingehen wollen. 

Wir haben jetzt alle wesentliehen S~[tze Laguerres fiber die 
H Z  IV nachgewiesen und ihre Zusammenh~tnge mit bekannten 
S~tzen der raamliehen Geometric aufgedeckt. 

Nehmen wir an, dab R auf { normal stehe und fiberdies 
Seheiteltangentialebene yon qb sei. Dann sind die aufeinander 

1) a. a. O., Nr.  4. 
e) a. a. O.. Nr.  14. 
z) Vgl .  a. a. 0 . ,  Nr.  14~ 15. 
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normalen Seheitelerzeugenden yon qb die aulSerordentliehen Doppel- 
tangenten des H Z  IV. Die Laguerresehen Spiegelungen des HZ 1V 
in sieh sind die Symmetrien bezi~glieh dieser Doppeltangenten and 
die Umwendung des HZ IV in sieh ist die Spiegelung beztiglieh 
des Seheitels yon ~. In den Doppeltangenten fallen daher je zwei 
gepaarte Tangenten gegensinnig zusammen. Eine ver~nderliehe 
Tangente 3; des I tZ  IV bestimmt mit diesen beiden Paaren naeh 
einem h'ttheren Satz% zwei Zykel~ bier Nullzykel, deren Tangential- 
entfernung konstant bleibt. Das heigt abet niehts anderes als: 
Eine ver/mderliehe Tangente sehneidet zwei aufeinander normale 
Gerade in Punkten konstanter Entfernung. Das ist abet die be- 
kannte Definition cler viergespitzten Hypozykloide 1) ocler Astroide. 
Wir haben also gefunden: 

D i e  d o p p e l t s y m m e t r i s e h e n  H Z I V  s i n d  o r i e n t i e r t e  
P a r a l l e l k u r v e n  o r i e n t i e r t e r  A s t r o i d e n .  

Beztiglieh der R e a l i t a t s v e r h a l t n i s s e  der reellen H Z I V  
ist folgendes zu bemerken: Jeder "reelle HZ IV hat einen reellen, 
paaren Zug. Im iibrigen sind drei Fi~lle zu unterseheiden: 

1. Die Fundamentalspeere ~ ~'  sind konjugiert imaginiir~ 
dann sind die F~ und S~ reell; 

2. die Fundamentalspeere sind reel|~ dann sind entweder 
einerseits die 2~'~ und anderseits die S~ ebenfalls konjugiert imagin/~r 
oder 

3. die F~ und Si sind reell  (vgl. Fig". 8 auf Seite 37). 

Im Falle 2. versagt im reellen Gebiete die Konstruktion 
vermittels der Bertihrungstransformation !~i. 

w 9. Die Hyperzykel  der V. Familie.  

In der zu einem HZ V geh~rigen konfokalen Sehar [q5 Or] 
gibt es nut einen einzigen Fokalkegelsehnitt F~ eine Parabel, die 
J in einem Punkte i schneider. 

A u s  e i n e r  Po . r abe l  av' e n t s t e h t  a l so  d a n n e i n H Z V  
d u t c h  e i n e  B e r t t h r u n g s t r a n s f o r m a t i o n  ~3~ w e n n  d i e  
A e h s e  d e r  P a r a b e l  (als P u n k t o r t  b e t r a e h t e t )  d u r e h  
~3 in e i n e  g e r a d e  B e r i i h r u n g s r e i h e  y o n  Z y k e l n  t r a n s -  
f o r m i e r t  w i r d  (siehe Fig. 9 auf der n/~ehsten Seite). 

Die konfokale Sehar bei einem H Z V  ist gegentiber der 
projektiven Gruppe des Raumes /~quivalent der konfokalen Sehar 
bei einem HZ III. Wit kSnnen daher einige Eigensehaften der 

1) D. h. mit vier im Endlichen liegenden Spitzon. 
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HZ III  hieher ttbertragen. Wir maehen hiebei die Annahme, dag 
F die Ebene ~ nieht bert~hre. 

/ 

�9 j / "  

Fig. 9. 

Doppelpunkte der Kurve sind nur die Schnittpunkte yon 
F m i t  ~, w~thrend die absoluten Punkte einfaehe Kurvenpunkte 
sind. Die uneigentliehe Gerade ist Wendetangent% ihr Berfihrungs- 
punkt der Sehnittpunkt yon ~ mit der Tangente in i an J. Doppel- 
tangenten sind die beiden in ~ liegenden Erzeugenden des Para- 
boloids (I)r der Sehar [(D J], welches ~ ber~ihrt. Die Zahl der 
Spitzen und die Ordnung der Evolute ist 4. 

E i n  HZ V g e s t a t t e t  n u r  e i n e  e i n z i g e  y o n  d e r  
I d e n t i t g t  v e r s c h i e d e n e  L a g u e r r e s e h e  T r a n s f o r m a t i o n  
in s ieh ,  n ' X m l i e h d i e L a g u e r r e s e h e S p i e g e l u n g ~  w e l e h e  
d i e  M i n i m a l p r o j e k t i o n  d e r  S p i e g e l u n g  an  d e r  E b e n e  

y o n  F i s t .  
J~' gestattet und bestimmt eine eingliedrige~ gemisehte (aus 

zwei getrennten~ kontinuierliehen Seharen bestehende) Gruppe yon 
Ahnliehkeitstransformationen. Nehmen wirden.jenigen eigentliehen 
Pankt  yon F~ dessen Tangente eine Minimalgerade ist~ als Ursprung 
und die Ebene s yon F als Ix yl-Ebene eines Cartesisehen Aehsen- 
kreuzes an, so wird F dureh die Gleiehungen dargestellt: 

F{ (*-iy)~-~-~z=(x-kiy)--O'O, 
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worin a eine yon Null versehiedene Konstante bedeute b un4 die 
kontinuierliehe Gruppe "con J~hnliehkeiten, die F in Ruhe lassen, 
dureh die folgenden: 

e ~ it { x0 sin t -@ Y0 cos t}, 

(~3 i t GO ~ 

wobei ~ einen Parameter bedeutet. Ein Punkt des Raumes bewegt 
sieh bei den Transformationen der Gruppe im allgemeinen auf einer 
rationalen l/V-Kurve vierter Ordnung, dig man aueh als allgemeine 
Sehraabenlinie eines parabolisehen Zylinders bezeiehnen kann. 
Ihre Krttmmung und Torsion sind ihrer Bogenl~tnge proportional. 

F~r die Ebene erhalten wit: 
E i n  HZ V g e s t a t t e t  e ine  g e m i s e h t e  e i n g l i e d r i g e  

G r u p p e  y o n  T r a n s f o r m a t i o n e n  d e r  e r w e i t e r t e n  
L a g u e r r e s e h e n  G r u p p e  G 7. 

D ie  n a t t t r l i e h e G l e i c h u n g d e r / - / Z V  h a t  d ie  F o r m :  

5 
9z~" 

Ein reeller HZ V hat stets einen reellen, unpaaren Zug und F '  
ist eine reelle Parabel. Es gibt keine reelle Laguerresehe Spiegelung~ 
die einen HZ V in eine reelle Parabel transformiert. 

DiG HZ V erseheinen als Grenzfalle der HZ IV. Trotzdem 
hat L a g u e r r e die HZ V nieht bemerkt, was dadurch zu erkli~ren 
ist, dag die Polarit~tt beziiglieh der HZIV~ die ja bei L a g u e r r e  
zur Definition beniitzt wird, bei ihrer Anwendung auf den HZ V 
v~llig ausarte% da zu jedem Speere des HZ V die uneigentliehe 
Gerade gepaart ist. 

w 10. Die Hyperzykel der VL Familie. 

Es sei F eine Par~bel in einer eigentliehen Minimalebene ~, 
deren uneigentlieher Punkt r nieht dem absoluten Kegelsehnitte 
J angehSrt. Die Mannigfaltigkeit yon Ebenen~ die man J und F 
gleiehzeitig umsehreiben kann~ ist, wenn man yon dem Ebenen- 
btisehel mit der uneigentliehen Oeraden So von z als Aehse ab- 
sieht, yon der dritten Klasse, d. h. Tangentenflaehe einer Raum- 
kurve dritter Ordnung C. Die Tangentenflaehe bertthrt die un- 
eigentliehe Ebene ~o lungs der Tangente Po~ die man aus r an 
J auger der Geraden So~ noeh legen kann und jede eigentliehe 
Tangentialebene der Fl~tehe oder~ was dasselbe is% jede eigentliche 
Sehmiegebene yon C sehneidet die Tangentenflaehe auger in einer 
doppelt zu zahlenden Erzeugenden noeh in einer Parabel F~. 1) Da 

I) Die  s o g e n a n n t e n  , ,Osku lan ten"  yon  C. 
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o) Sehmiegebene der C im Bertihrungspunkte i yon To, mit d ist, 
so kann man C naeh der iibliehen Ausdrueksweise als kubisehe 
Parabel bezeiehnen. Wit  setzen im folgenden voraus~ dal3 der 
uneigentliehe Punkt Zo) der Normalen auf ~ nieht auf Po, liege. 

Es gibt eine gemisehte (aus vier getrennten~ kontinuierliehen 
Seha~'en bestehende) eingliedrige Gruppe yon Bewegungen und Um- 
legnngen, bei welehen C in sieh transformiert wird. Stellen wir U 
in reehtwinkligen Koordinaten dureh die Gleiehungen dar: 

[ x = -  2 6 )'  

c y =  + ~ - / '  

I 
z =  i ~  

so wird die kontinuierliehe Bewegungsgrupp% die C gestattet, dureh 
folgende Formeln darstellt: 

I 
y----- /5-c-g l - r -  ~ X o ~ / ~ T f f /  yo--itZo, 

Z =  - -  t Xo@ i t  ~'o@ Z0 "1) 

Die eigentliehen Punkte des Zylinders, dutch welchen C aus 
dem absoluten Punkt% den wit oben i genannt haben: prqiiziert wird 
und dessen G-leiehung 

{ x - - i y ] ~ - - 2 i z = O  

lautet, beschreiben bei der Bewegungsgruppe Minimalkurven, die 
mit  C dureh Schiebungen in der Riehtnng i zttr Deckung gebraeht 
werden kbnnen. Jeder eigentliehe Punkt~ der dem Zylinder nicht 
angehSrt~ beschreibt offenbar eine unebene algebraisehe Kurve kon- 
stanter Krtimmung und Torsion, d. i. eine sogenannte L y o n s e h e 
K u r v e  d r i f t e r  O r d n u n g .  ~) 

Wir haben also gefunden: 
E i n  H Z V I  g e s t a t t e t  u n d  b e s t i m m t  e i n e  ein-  

g l i e d r i g e  g e m i s c h t e  G r u p p e  y o n  L a g u e r r e s e h e n  
T r a n s f o r m a t i o n e n .  

1) Um diese kontinuierliche Gruppo zur gemischten automorphen Gruppe 
zu erweitern, geniigt es z. B. die Bewegung { x ~  --x0~ y ~  - -  Yo, z - -  Zo~ und die 
Umlegung {x~yo, y~---xo, z=--zo} zu adjungieren. 

e) Vgl. L y o n :  Sur los courbes "s torsion constant. Annales de P E n -  
seignement supgrieur de Grenoble, T. II, 1890. 
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Beurteilt man die Sehtinheit eines geometrisehen Gebitdes 
naeh der Anzahl der automorphen Transformationen, so mtissen 
wit unter den H Z  denen yon der VI. Familie den Sehiinheitspreis 
zuerkennen~ denn wghrend die H Z  der Familien I his V nur 
endliehe diskrete Gruppen aus tier Laguerresehen Gruppe G~ ge- 
statten~ gestattet der HZ VI eine kontinuierliehe Gruppe aus G~. 

5Ian erkennt ferner aus dem frfiheren: 
E i n  H Z  VI i s t  a u f  ec 1 A r t e n  R e f l e x i o n s a n t i -  

k a u s t i k  j e  e i n e r  P a r a b e l F "  f t ir  P a r a l l e l b e l e a e h t u n g .  
Ocler: 
E i n  H Z V I  k a n n  a u f  cx~ 1 A r t e n  d a d u r e h  e r z e u g t  

werden~ dag  man  an a l l e n T a n g e n t e n  e i n e r  P a r a b e ]  _F" 
e i n e  f e s t e  o r i e n t i e r t e  Gerade~ dig n i e h t  zu r  S e h e i t e l -  
t a n g e n t e  p a r a l l e l  sk in  darf~ s p i e g e l t .  1) 

! 

Fig. 10. 
Oder endlieh : 
D i e M i t t e l l i n i e n  z w i s c h e n  e i n e r  b e l i e b i g e n  a b e r  

fes ten~ o r i e n t i e r t e n  G e r a d e n ,  d ie  T a n g e n t e  e i n e s  
H Z V I  ist, u.nd e i n e r  v e r a n d e r l i e h e n  T a n g e n t e  d i e s e s  
H Z V I  u m h t i l l t  s t e t s  e i n e  P a r a b e l  F;.  

l) Man kann diese :Erzeugung natiirlieh auch wieder dutch das Abrollen 
symmetrlscher Parabeln erk]~ren, vgl. S. 32, 33. 
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Die Parabeln ~;  haben ihren Brennpmlkt f gemeinsam~ der 
aaeh g!eiehzeitig augerordentlieher Brennpunkt des HZ VI ist~ 
ferner bertthren ihre Scheiteltangenten wieder eine Parabel .F~ die 
aueh dem System der F~' angehSrt. Der HZ VI kann dureh 
Spiegelung einer festen orientierten Geraden~ die zur Aehse yon F0' 
parallel ist~ an den Tangenten yon F '  0 erzeug~ werden. (Siehe Fig. 10 
auf der vorhergehenden Seite.) 

Der H Z  VI beziehungsweise die mit ibm zusammenfallende 
nieht orientierte Kurve ist yon der dritten Klasse und vierten 
Ordnung~ hat eine atll3erordentliehe Doppeltangent% geht einmal 
dutch die absolaten Pankte and bertihrt die uneigentliehe Gerade. 

Seine Evolute ist als Grundril3 yon C eine rationale Kurve 
dritter Ordnung-~ die die nneigentliehe Gerade als Wende- 
tangente hat. 

L a g u e r r e  hat die HZ VI eingehend untersueht ~) und sieh 
dabei besonders der Erw~tgung bedient~ dal3 ein HZ VI auf <x~ viele 
Arten als Grenzfall eines H Z I V  angesehen werden kann, so dal~ 
sieh aueh die Polarentheorie des t f Z I V  auf ~ viele Arten auf 
den HZ VI anwenden l~tl3t. 

Aus der Ffille yon Laguerres S~ttzen wollen wit nur noeh 
den folgendel~ herausgreifen: 

E i n  H Z V I  i s t  d u r e h  f f in f  v e r s e h i e d e n e  s e i n e r  
o r i e n t i e r t e n  G e r a d e n  e i n d e a t i g  b e s t i m m t .  

Nennen wir n~mlieh die ftinf orientierten Geraden 1L: (k~---1~ 
2,...5)~ so bestimmmen z. ]3. die vier Mittellinien der Speerpaare 
lIk 1I 5 (k-~-17 2~ 3 7 4) eine Parabel F'~ und der H Z V I  entsteht 
dureh Spiegelung des dutch Umkehrung aus 11~ entstehenden 
Speeres an den Tangenten yon /:'~. 

Die n a t t i r l i c h e  O l e i c h u n g  des HZ VI lautet 

J = 0 .  

Wit sehen : die HZ III~ V und VI gehoren einer Kurvenfamilie 
an~ die durch die natiirliche Oleichung 

a 
~2 

charakterisiert ist. Jede dorartige Kurve gestattet und bestimmt 
fttr a ~ 0  eine eingliedrige gemischte Oruppe aus G 7. Diese 
Karven haben also fiir die erweiterte Laguerresehe Oruppe eine 
analo.ge Bedeutung~ wie die logarithmischen Spiralen fiir die Oruppe 
der Ahnlichkeitstransformationen. 

Ein reeller H Z  VI hat stets einen reellen 7 paaren Zug. 
Es verdient noeh besonders hervorgehoben zu werden~ dal~ 

es in jeder der seehs Familien yon HZ, wie wir gesehen haben~ 
reelle und aueh mit reellen Ztigen versehene Kurven gibt. 

1) Vg'l. die zu Anfang (S. 2) genannten Abhandlungen 3, 4 und 7. 
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w 11. Einige Bemerkungen fiber die analytische Behandlung 
der Laguerresehen Gruppe und der Hyperzykel. 

Wir haben zu Anfang ein System yon Speerkoordinaten 
beniitzt, das jedoeh zur Darstellung yon G 7 nieht besonders geeignet 
ist. Wir ftihren daher jetzt ein neues Koordinatensystem 1) ein, 
das wir mit dem fi'tiheren System der ~k dureh die folgenden 
Gleichungen in Verbindung bringen: 

too -~ Co, 

(19) ] t~ = | - -  i | (i -~- V "  1) 

( tlt~-~- i | 

Die neuen Speerkoordinaten sind unabhi~ngig veriinderlieh 
und in dem Sinne homogen, dal3 die Substitution 

too ~--- p ~ too 

tl ~ p  t~, (p:~0) 

, t~ ~--- p t.2 

die identische Transformation darstellt. 
Die Gruppe G 7 wird dm'eh die Formeln gegeben: 

too = K~  too + ~ t~  + 2 ~1~ t~ % + ~ t~*, 

wobei K=~ 0 und ~-~- ~11 ~2 --  ~1~ ~1 =~ 0 ist. 
Die Gruppe der eigentliehen Laguerresehen Transformationen 

ist durch K ~ - 1 ,  die Sehar der uneigentlichen durch K ~ - - - 1  
charakterisiers. Sobald man nur geometrische Eigensehaften unter- 
suchen will, die gegenttber G 7 oder G 6 invariant sind, so kann 
man nattirlich die Substitutionsformeln (19) mit einer beliebigen 
Substitution (20) zusammensetzen, was man z. B. so einriehten 
kann, dai3 man vom System der ~ dureh eine reelle Substitution 
zu den t' tibergeht. 

Das D o p p e I v e r h • 1 t n i s yon vier Speeren U (~) (k ~ 1, 2~ 3, 4) 
ist gleieh dem Doppelverhiiltnis der zugehSrigen bin~ren Ver- 

,(k) ihre D o p p e l d i f f e r e n z  ist durch den Aus- ~nderliehen t(~ ) : ~ 3, 
druek gegeben (vgl. Formel (15) in w 3, S. 15): 

1) Dieses System yon Speerkoordinaten verdanke ich elner Mittoilung des 
t torrn  Prof. E. S t u d y .  

i~onatsh, filr Mathematik u. Physik. XXI. Jahrg. 4 
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(21) b' 
tT~ ti~ . 

t~ '~ t ? l  

Eine Gleichung 

Das Quadrat  
und t ist. 

t~l) $(1)2 ,~(1)§ ~(1)2 [ 
Ol Vl v2 t2 I 

~00 ~I ~1 ~2 t2 t 

'/00 Vl ~1 v2 ~2 I 

t~) ~(~)~ /(~)~(~) ~(~)~ I 

t?) t?~ . ti~) #) l. t?) ti~) I 

(92) ~ too + ~11 t~ + 2 ~1~ tl t~ + ~ t~ = o 

stellt einen Zyke l  dar. Dieser Zyke l  ist uneigentlieh, wenn k ~ 0 
und ausgezeiehnet uneigentlieh~ wenn gleiehzeitig k ~ 0  und 
kll  k2~ --  k~2 ~-- 0. Die Koeffizienten k yon (22)~ die man als Zykel -  
koordinaten bentttzen kann, substituieren sich bei der Transformation 
(20) folgendermal~en : 

k' ~ -  K ~ k~ 

]~12 = 512 k + ~11 ~12 kll +(~11 ~29 +~1.2 ~21)]~12 + ~2! ~22 k22, 

k22 = ~x22 ]c + ~ 122 ]~11 + 2 ~12 ~22 ]~1~ + ~2 ]~22" 

Die Spiegelung an dem Zyke l  (22) kann  man so darstellen: 

, 2 (k~ t~ 2 ' t~ -{- k22 t~), too = - -  too - -  ~ -~- 2 ]C12 t l  �9 

(24) t~ ~ t~, 

t2 = t~. 

der T a n g e n t i a l e n t f e r n u n g  zweier Zykel  

(25) t ~ - -  

k ~  

Eine irreduzible Gleichung yon der Form:  

f (too , tl, t~) ~--- a t~o --{- (an t~ --~ 2 a12 tl t2 -+- a22 t~) too -+- 
(26) 

-~- ao t~ -~- 4 a~ t~ t~ -~- 6 a2 t~ t~ + 4 a3 t~ t~ ~ -  a, t~ = 0 
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stellt, einen. Hype rzykd  der Familien I his V dar. Wir  schreiben 
dm Glemhung (26) noeh abkiirzend: 

(26;  /(to0, tl , t2 ) = .  + too + A = o. 

Die Gleichung des mit dem H Z  invariant verbundenen 
Zykels mr den wir oben als die Minimalprojektion des Mittel- 
punktes der zugeh~rigen konfokalen Sehar erkliirt haben~ ist: 

d f __ 2 a too -2;-f2 --~- O. 
t o o  - -  

Setzen wir zungchst a & 0 voraus~ dann ist der Zykel m 
eigentlieh and der H Z  gehtJrt daher einer der Familien I, I I  oder 
I H  an. Der H Z  hat mit m die Asymptoten gemein. Eliminiert 
man demnach aus (26)' and (27) too , so erhiilt man eino Gleichung 
vierten Grades 

(28) A - -  4 .y' ,  = o, 
die uns die Asymptotenriehtungen liefert, ae naehdem nun diese 
Gleiehung vier getrennte Wurzeln ergibt oder zwei oder endlich drei 
zusammens geh~Jrt der H Z  entspreehend der Familie I, 
I I  oder I I I  an. 

An zweiter Stelle nehmen wir jetzt a ~ - 0  an. Dann stellt 
unsere Gleiehung (26) einen H Z  der Familie IV oder V dar, je  
naehdem (an a~= - -  a~) # 0 ist oder = 0 ist. 

Eine irreduzible Gleichung 

(29) (al tl -J- 6~2 t2) too ~ -  bo t~ -J-- 3 ~)1 tl ~ ~2 + 3 52 tl t~ + b] t~ = 0 

stellt einen H Z  VI dar. 

Darch die ,,homogenen" Koordinaten too , tl~ t~ ist ein ab-  
g e s e h I o s s e n e s Kontinuum yon Speeren . dargestellt~ das man 
naeh der Terminologie des Herrn S t u d y als ein n a t ii r 1 i c h e s 
Kontinuum far unsero Gruppe G7 1) zu bezeiehnen hat. Unsere neuen 
Koordinaten haben ferner folgende bemerkenswerte Eigensehaft: ~) 

J e d e  i r r e d u z i b l e  a n d  f o l g l i e h  a u c h  j e d e  r e d u -  
z i b l e  o r i e n t i e r t e  ( a l g e b r a i s e h e )  K a r v e  in  u n s e r e m  
n a t t i r l i c h e n  K o n t i n t t u m  k a n n  rein d a r g e s t e l l t  werd~en 
d u r e h  e i n e  g l e i c h  N u l l  g e s e t z t %  im e r k l ~ r t e n  S i n n e  
h o m o g e n e  F o r m  in  too , ti~ t 2. 

Die friiher bentttzten Koordinaten ~k batten diese Eigenschaft 
night, denn z. B. konnte ein H Z  VI nieht rein dargestetlt werden. 

Wir wollen den Exponenten der hSchsten Potenz yon too in 
einer Kurvengleiehung mit ~ bezeiehnen und den Gesamtgrad der 

1) Uber den yon Herrn S t u d y  eingeftihrten Begriff des natiirliche~ Kon- 
tinuums vgl. etwa die Geom. d. Dynamen, w 27, oder aueh die Enzyklop~die III,  
AB, 4, b. G. Fano ,  Nr. 19, S. 333.: 

~) Vgl. den Beweis fiir eine analoge Eigenschai't in der Geometrie der 
Dynamen~ S. 274 u. f. 

4~ 
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Gleichung, wobei too mit dem Gewichte Zwei in Rechnung zu ziehen 
ist, mit v. Diese beiden Zahlen sind gegentiber G 7 invariant und 
ihre geometrische Deutung ist offenkundig: ~ ist die Zahl der 
Speer% welche die betrachtete orientierte Kurve mit einem be- 
liebigen Btischel gleichsinnig paralleler Speere gemein hat, und v ist 
die Zahl der Speere, welehe die Kurve mit einem beliebigen 
e i g e n t I i e h e n Zykel gemein hat. 

Ftir Btisehel syntaktischer Speere ist (~, v ) =  (0, 1), fiir un- 
eigentliche Zykel (~, v) = (0, 2) and flit eigentliche (~ v) = (1, 2). 
Fiir die sechs Familien yon H Z  ist der Reihe nach (~ v ) =  (2, 4), 
(2, 4), (2, 4), (1, 4), (1, 4), (1, 3). 

Mit Hilfe der Methoden yon S t u d y  1) finder man aus unserem 
letzten Satze: 

Es  g i b t  ftir  d i e  G r u p p e  G7 (und  e b e n s o  a u c h  
ff ir  G6) z w e i  a n d  n u r  z w e i  v e r s c h i e d e n e  natiirliche 
K o n t i n u e n .  

Das erste dieser Kontinuen ist das bis jetzt ausschliel~lieh 
betrachtete. Das zweite nattirliche Kontinuum enthalt cx~ ,un- 
eigentliche" Sperr% und zwar derart~ dal~ in jedem Biisehel gleieh- 
sinnig paralleler Speere ein einziger uneigentlieher Speer entha[ten 
ist und umgekehrt~ dureh jeden uneigentlichen Speer ein einziges 
derartiges Btisehel hindurehgeht. 

Geeignete Koordinaten fiir dieses zweite nattirliche Kontinuum 
erh~tlt man s Man setze 

too "~--'~oo~ tl--~-~Ti~ t2 ~ z z  2. 

Erk]~trt man nun die neuen Koordinaten (%o, T, ~1~ ~) in dem Sinne 
als homogen, dab die Systeme 

als aquivalent angesehen werden, wenn p und z unabMngige, 
yon l'~all versehiedene Proportionalit~ttsfaktoren bedeuten, so wird 
dureh diese Koordinaten~ wenn man aussehliel3t~ dal3 z 1 and z~ 
gleiehzeitig 5Tall werden~ das zweite nattirliehe Kontinuum um- 
kehrbar eindeutig dargestellt. Dem Werte z ~ 0  entspreehen die 
cx~ ~neigentliehen Speere. 

Die Speere des ersten natiirliehen Kontinuums kann man~ wie 
wir ausf~ihrlieh untersueht haben, so auf die Punkte eines irreduziblen 
Kegels ausnahmslos umkehrbar eindeutig abbilden, dag die G 7 dureh 
diese Abbiidungen die Gruppe tier automorphen Kollineationen des 
Kegels tibergeht. Dasselbe kann ,nan fiir das zweite nattirliehe Kon- 
tinuum dutch eine Abbildung auf eine rationale Mannigfaltigkeit M~ in 
einem ebenen Raume R 5 erreiehen~ die man folgendermagen kon- 
struiert: Man nehme eine Kurve dritter Ordnung in einem R 3 und 
eine gerade Linie, die den R 3 nieht sehneidet. Bezieht man die 
binitren Gebiete dieser beiden rationalen Kurven projektiv aufein- 

a) Geom. d. Dyn., w 27. 
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ander und verbindet entspreehende Punkte dureh Gerad% so erhglt 
man als Ort dieser Verbindungslinien die M~. Eine Parameterdar- 
stellung der ~ die aueh die Abbildung aut" das Speerkontinuum 
verdeutlieht~ erhglt man etwa~ indem man die homogenen Punkt- 
koordinaten xk im R5 der M~ folgenden Produkten aus Speerkoor- 
dinaten gleiehsetzt: 

Xl ---- ~00 ~1) X2 ~ ~00 "~2 

- 2 . 2 -  2 ~ 9 3 

w 12. 0 b e t  eine Familie orientierter Kurven, welche die 
zyklischen Kurven vierter Ordnung enth~lt. 

Setzt man an die Stelle der Gruppe GT~ die wit zur Grund- 
lage unserer bisherigen Untersuehungen genommen haben~ die 
Gruppe Glo aller orientierten Berfihrungstransformationen~ gegenfiber 
welehen die Zykel einen KSrper bilden, so wird man zweckmagig 
den Zykel als Element unserer Grundebene ~ einffihren. Die 
Minimalprojektion vermittelt den Isomorphismus zwisehen Glo in 

mit der konibrmen Gruppe 111o des Raumes. Als Koordinaten 
eines Zykels sind daher die pentasphgrisehen Koordinaten des 
Punktes geeignet, dessen Minimalprojektion der Zykel ist. Orien- 
tierte Kurven werden wir hier nieht mehr als Oft-con Speeren, 
sondern als Ort yon orientierten Linienelementen anzusehen haben. 

In der Geometrie der Gruppe Glo tritt an die Stelle der HZ 
eine andere Kurvenart~ die wir in Ermanglung eines besseren 
Aasdruckes verallgemeinerte HZ (VHZ) nennen wollen. E i n VHZ 
i s t  d e f i n i e r t  a l s M i n i m a l p r o j e k t i o n d e r e i n e r Z y k l i d e  
u m s e h r i e b e n e n T a n g e n t e n f l g c h e e i n e r M i n i m a l k u r v e .  
Dabei bezeiehnen wir als Zvklide wie fiblieh eine irreduzible 
Flache vierter Ordnung~ die zweimal dutch den absoluten Kegel- 
sehnitt hindureh geht. 

Wir kiSnnen fiber die VHZ leicht einige Satze aufstellen~ 
die unseren S~ttzen fiber die HZ analog sin& Vor allem folgt 
aus den Tatsachen~ dal~ jede Transformation yon 1"1o 1. eine 
Zyklide wieder in eine Zyklide, 2. die Tangentenflgche einer 
Minimalkurve wieder in eine solehe tiberffihrt : 

1 ) a r c h  j e d e  T r a n s f o r m a t i o n  aus  Glo g e h t  e in  
V H Z i m m e r  w i e d e r  in e i n e n  VHZf iber .  

Man kann eine gegenfiber Glo invariante Einteilung der VHZ 
wieder auf die bekannte Klassifikation der Bfischel yon Flgehen 
zweiter Ordnung gegenfiber Kollineationen auf folgendem Wege 
zurfiekftihren: Man bildet unseren R s dureh stereographische Pro- 
jektion auf die Punkte einer Kngel K~ in einem Re ab~ dann 
bilden sieh die Punkte einer Zykiide auf die Punktmannigfaltigkeit 
ab, die die Fliiehen eines Btisehels [K~ V~] gemein haben, und 
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die Gruppe 1~o geht in die automorphe projektive Gruppe der 
Kugel K~ fiber. 1) 

Die Fokalkurven einer Zyklide, d. h. die im Endliehen 
liegenden Doppelkurven der Tangentenfl~tche einer Minimalkurve, 
die der Zyklide umschrieben ist, sind im alIgemeinen Falle, den wir 
bier ausschliel~lieh betrachten wollen, in welchem ngmlich das 
zugeh~irige Bfischel i m / ~  ftinf getrennte einfaeh singul~tre V~ enth~lt, 
ftinf sphgrische zyklische Kurven vierter Ordnung Fi auf ffinf 
Kugeln (l)i. '~) Bemerken wir~ dal3 die Minimalprojektionen der Punkte 
einer Kugel eine s p h K r i s e h e  Z y k e l k o n g r u e n z  bilden I das 
ist im allgemeinen die Gesamtheit der Zykel: die von der Minimal- 
projektion des Mittelpunktes der Kugel konstante Tangentialentfer- 
nung haben und aueh den in beliebiger Weise zu einem Zykel orien- 
tierten Spnrkreis der Kugel auf ~ unter einem Winkel yon festem 
Kosinuswerte treffen: so k(innen wir folgende Beziehung feststellen: 

D i e  d o p p e l t b e r t i h r e n d e n Z y k e l  e i n e s  V H Z b i l d e n  
im a l l g e m e i n e n  f t in f  R e i h e n  y o n  ~c 1 Z y k e l n .  D i e  
Z y k e l  j . ede r  R e i h e  s e h n e i d e n  j e  e i n e n  f e s t e n  Z y k e l  
u n t e r  e l n e m  W i n k e ]  yon  k o n s t a n ~ e m  K o s i n u s  u n d  
i h r e  M i t t e l p u n k t e  e r f t i l l e n  e i n e  K u r v e  v i e r t e r  Ord-  
n u n g  F~ veto  G e s c h l e c h t e  1. D ie  K u r v e n  F~ h a b e n  
u n t e r e i n a n d e r  i h r e  64 ] 3 r e n n p u n k t e  g e m e i n .  D i e s e  
s i n d  a u e h  g l e i c h z e i t i g  d ie  a u l ~ e r o r d e n t l i c h e n  B r e n n -  
p u n k t e  des  VHZ. 

Nennt man die Transformation yon G~0 , welche die Minimal- 
projektion einer raumliehen Transformation durch reziproke Radien 
oder~ wm man auch sagt: der Spiegelung an einer Kugel ist, 
Spiegelung an einer sph'arisehen Zykelkongruenz: so folgt aus 
bekannten Eigenschaften tier Zykliden: Es g i b t  im all-  
g e m e i n e n  f t i n f  S p i e g e l u n g e n  a n  s p h ~ t r i s e h e n  Z y k e l -  
k o n g r u e n z e n ( I ) ~ ,  d i e e i n e n  V H Z i n  s i e h t r a n s f o r m i e r e n .  
D i e s e  f t i n f  S p i e g e l u n g e n  e r z e u g e n  d i e  d i s k r e t e  
G r a p p e  d e r  16 a u t o m o r p h e n  T r a n s f o r m a t i o n e n  des  
VHZ aus  G~o. 

Man k a n n  d ie  G r u p p e  G, 0 d u r c h Z u s a m m e n s e t z u n g  
d e r  L a g u e r r e s c h e n  G r u p p e  G~ m i t  den  s e c h s g l i e d r i -  
g e n  e b e n e n  I n v e r s i o n s g r u p p e  e r z e u g e n ~  doeh ist es nicht 
mSglieh~ jede beliebige VHZ durch eine Inversion aus einem H Z  
oder dureh eine Laguerresehe Transformation aus einer zyklisehen 
Kurve abzuleiten. 

Da es im a]lgemeinen zwei Transformationen dutch reziproke 
Radien gibt~ die eine Kugel O~ in die Ebene ~ tiberffihren, so 
folgt: Es  g i b t  im a l l g e m e i n e n  z e h n  S p i e . g e l u n g e n  an 
s p h ~ t r i s c h e n  Z y k e l k o n g r u e n z e n ~  d ie  e l n e n  VHZ in 
e i n e  z y k l i s e h e  K u r v e  t r a n s f o r m i e r e n .  

1) Vg'l. F. K l e i n ~  Vorl. fiber hOhere Geom., I~ S. 381 u. f. und C. S e g r e ,  
Stlrfaees du 4. ordre 'h conique double, Annalen B. 24. 

:) Vgl. z .B .  G. D a r b o u x :  Sur une classe remarquable de courbes et de 
surfaces algdbrlques, S. 119. 
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Im allgemeineu gelten fiir einen V H Z  folgende A n z a h l e n :  
das Gesehleeht ist 5; Ordnung und Klasse 16; die absoluten 
Punkte sind aehtfache Punkte; es gibt 20 Doppelpunkte in den 
5 X 4 Sehnittpunkten mit den Fokalkurven F,~ ferner 76 Doppel- 
tangenten, darunter 16 ordentliche and 60 aul~erordentliche; die 
Zahl der Rtiekkehrpunkte und Wendepunkte ist 2~. 

w 13. Die Laguerresche  Transformationsgruppe des Raumes  
und die zu den Hyperzykeln ana |ogen  Fl~ehen.  

Wir wollen jetzt noch zum Absehlusse andeuten~ wie man die 
bisherigen Ergebnisse der ebenen Geometrie auf die Geometrie 
des gewi~hnlichen Raumes iibertragen kann. Dug eine solche 
15bertragung mtiglich ist, darauf hat schon E. L a g u e r r e  in einem 
kurzen Berichte hingewiesen. 1) 

Als Raumelement in unserem R3, wir wollen ihn mit B be- 
zeichnen~ ffihren wir zunachst die o r i e n t i e r t e  E b e n e  ein, d.h. 
eine Eben% deren positive Normalenrichtung bestimmt ist. Eirte 
solehe orientierte Ebene a kann man durch ftinf homogene 
Koordinaten a~ (i ~- 0, 1 . . .  ~ 4) festlegen, die der Bediugungs- 
gleiehung gentigen : 

2 2 2 2 

Wir nehmen ferner einen Euklidisehen R~ an~ der B ent- 
h~|t, und bilden jede orientierte Ebene yon B au{ einen bestimmten 
,Minimalraum" des R~ ab~ d.h.  auf einen linearen R~, der das 
absolute Gebilde 1 ~ des R~ beriihrt. Wir nennen wieder eine 
erientierte Ebene die M i n i m a 1 p r oj e k t i o n des zugehSrigen 
Minimalraumes. 

Dutch eine lineare Gleiehung in den a~ wird ein Gebilde 
bestimmt, das wit o r i e n t i e r t e  K u g e l  nennen wollen. Die 
Minimalprojektion ordnet jeder orientierten Kugel yon B einen 
einzigen Punkt des R 4 zu und wir nennen die Kugel die Minimal- 
projektion des Punktes. T a n g e n t i a l e n t f e r n u n g  zweier orien- 
tierter Kugeln heil~t die Entfernung der Bertihrungspunkte einer 
gemeinsamen Tangentialebene. Sie ist auch gleieh der Entfernung 
der zugehtirigeu Punkte des R~. 

Die Minimalprojektion der Gruppe (Gll, Hll ) der Ahnlieh- 
keitstrartsformationea des B~ nennen wir die (r ~t u ml i  e h e) e r- 
w e i t e r t e  L a g u e r r e s c h e  G r u p p e  ((~ll: ~11)~ die Minimal- 
proiektion der Grunne (G~o-H~o ) H ~  ) rz(~)~ der Bewegungen und �9 ' I ~ V  \ 7 ~ u ~ = t L 1 0  } 

Umlegungen des R~ nennen wir die ( r t t u m l i e h e )  L a g u e r r e -  
o~,~o, ~g~0~. Aus dem friiheren folgt: 

D i e  T r a n s { o r m a t i o n e n  y o n  (~l~ 2)1~) s i n d  o r i e n t i e r t e  
B e r t i h r u n g s t r a n s f o r m a t i o n e n ,  d i e  o r i e n t i e r t e K u g e l n  
w i e d e r  in s o l c h e  t i b e r f t i h r e n .  

~) Sur la transformation par directions rdeiproques. C.r. 1881, Ges. W. lI, S. 604. 
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(@m ~11) ist also eine Untergruppe der Liesehen Gruppe 
(qr ~lv) aller raumlichen, orientierten Beriihrungstransformationen, 
die durch die angeftihrte Eigensehaft eharakterisiort sind~ ~) und 
(@n~ g211) ist in ((~15, g2t5) dadureh gekennzeichnet~ da$ die orien- 
tierten Ebenen gegentiber ( ~  5)~1) einen KSrper bilden. 

D i e  T r a ~ s f o r m a t i o n e n  y o n  t,~,~0, o~o, og~o~ 5)c~ )) l a s s e n  
d i e  T a n g e u t i a l e n s f e r n u n g e n  o n ~ s p r e e h e n d e r  o r i e n -  
t i e r t e r  K u g e l n  u n d  d a h e r  t t b e r h a u p t  e n t s p r e e h e n d e  
T u n g e n t i a l e n t f e r n u n g e n  o r i e n t i e r t e r  Fl~teher~ un- 
ge / tn  d err.  Alle Transformationen orientierter Ebenen, die diese 
Eigensehaft gabon; bilden~ wie E. S t u d y  angegeben hat~ ~) eine 
im Liesehen Sinne u n e n d l i e h e  G r u p p e .  

(| ~ )  ist (ira komplexen Gebiete)oine gemisehte Gruppe 
und zerf~llt in zw.ei ko.ntinuierliehe Seharen. (| $)~), ~ ) ,  gS~) 
zerNllt hingegen m vmr Seharen und enthalt zwei invariante~ 
siebengliMrige Untergruppen, deren Durehsehnitt eine invariame, 
viergliedrige Untergruppe ist. 

Zum Studium yon ( ~ ,  g ~ )  eignet sieh aueh ein System yon 
hOberen komplexen Zahlen, n~mlieh die Quaternionen~ worm man 
die orientierte Kugel als Raumelement einffihrt. 3) 

~Vir wollen hier kurz angeben, wie d i e  i n v o l u t o r i s c h e n  
~,(2) . (3)~ T r a n s f o r m a t i o n e n  yon  (g~o, g~o)~ wo, g~o) im allgemeinen 

Falle aussehen. Die involutorischen Transformationen yon 
(G~0~ H~o, Ha~ H ~ )  nennen wir in leichtverstandlicher Bezeieh- 
nungsweise (I) Spiegelung an einem (linearen, dreidimensionalen, 
Euklidische~) blaume, ([D an einer (Euklidisehen) Ebene~ (lII) einer 
(Euklidisehen) Geraden und (IV) Spiegelung an einem (eigent- 
lichen) Punkte. Bezeichnen wit die Minimalprojektion ~ler Punkte 
eines Iqaumes als ebenen Kugelkomplex~ der Punkte einer Ebene 
als ebene Kugelkongruenz und der Punkte einer Geraden als geracle 
Reihe orientierter Kugelu~ so k(5~nen wir die zugehSrigen Trans- 
formationen yon (| g2~ ), ~ff, ~(~)) (I) Spiegekmg an einem ebenen 

�9 o "  - -  - " Komplexe, (II) Spm~elung an emer ebenen Kongruenz, (III) an 
emer geraden Reihe orientierter Kugeln und (IV)Spiegelung art 
einer orientierten Kugel nennen. 

(I) Die Spur des Rs, an welehem gespiegelt ~ira, auf B sei 
eine eigentliehe Ebene e uud die ~[inimMprojektion eines eigentliehen 
Punktes des Rs, den wir als nieht in B befindlicb voraussetzen, 

1) Vg]. z.B.F. Klein: HShere Geom., S. 485, 
5) Sitz~mgsber. d. niederrheinischen Ges. f. Natur- und Heilkunde (1904). 

S. 50; siehe bes. S. 58, Nr. 6. Vgl. auch die Arbeit des Verfassers ,Uber einigo 
unendtiche Grnppen yon Transformafionen orientlerter Ebenen ~, die demni~chst im 
Archly f. Math. erschoinen wlrd. ]~ier ist auch am Schlusse eino analytische 
Darstellung der Grappe ((~m ~11) angegeben. 

"q) C. Stephanos: 8at la Thdorle des quatornions. AnnMen~ B. 22, S. 590. 
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sei eine orientierte Kugel (I). Man findet dann zu einer orientierten 
Ebene die entspreehende zufolge der drei Tatsaehen~ dal~ sieh 
erstens entspreehende orientierte Ebenen auf e sehneiden, zweitens 
gleiehsinnig parallele Ebenen wie bei jeder Transformation von 
(~11, g~11) wieder in solehe tibergeftihrt werden~ drittens, dal~ (I) in 
sich transformiert wird. Diese Transformation hat sehon L a g u e r r e 
angegeben~ wir wollen sie daher kurz (ritumliehe) Laguerresche 
Spiegelung nennen. 

(II) Dutch die Ebene R 2, an der gespiegelt wird~ gehen zwei 
versehiedene Minimalri~ume hindureh~ deren Ninimalprojektionen 
zwei orientierte Ebenen a und a' sind~ die wir als Euklidisehe 
Ebenen voraussetzen. Alle orientierten Kugeln der ebenen Kon- 
gruenz~ die die Minimalprojektion der Punkte des R~ ist~ enthalten 
die beiden orientierten Ebenen a und u'. Eine dritte orientierte 
Ebene ~ bestimmt mit a und ~' cine gerade Reihe orientierter 
Kugeln und deren Einhiillende einen ,orientierten Drehkegel". 
Die beziiglieh des Paares a q.' zu ~ harmonisehe orientierte Tan- 
gentialebene ~" des Kegels ist die entspreehende zu ~. Wir  sagen~ 
dag die Paare ~ u' und r ~* sieh harmoniseh trennen. Nennt man 
die orientierten Ebenen ~ ~' die Minimalprojektion yon R~ so er- 
k e n n t m a n :  S t e h e n  z w e i  E b e n e n  R~ u n d R 2 *  a u f e i n a n d e r  
g a n z  n o r m a l  u n d s e h n e i d e n  s i e  s i e h  in  e i n e r G e r a d e n .  
so t r e n n e n  s i e h  i h r e  M i u i m a l p r o j e k t i o n e n  a ~' un/[ 
~* a'* h a r m o n i s e h .  

(III) Al|e ~ t  Minimalr~tume, die dutch die Gerade R 1, an 
der gespiegelt wird, hindurehgehen~ umhttllen eine zweifuch singul~re 
Fliiehe zweiter Ordnung~ einen sogenannten Kegel zweiter Art~ 
dessen Minimalprojektion ein orientierter Drehkegel ist~ yon dem 
wir voraussetzen~ dag er nicht in eine Gerade ausgeartet sei. Eine 
orientierte Ebene r die night dureh die Spitze s des Kegels hin- 
durehgehen mSg% bestimmt mit ihm eine orientierte Kugel (I) und 
bertihrt diese in einem Punkte r. Die Verbindungslinie [r s] trifft 
(I) noeh in einem zweiten Punkte r ~ und die orientierte Tangential- 
ebene in r e an (I) ist die zu ~ zugeordnete Ebene ~*. 

(IV) Die Minimalprojektion des Punktes Ro, an welehem 
gespiegelt wird~ ist eine orientierte Kugel (I). Man findet zu einer 
Ebene ~ die entspreehende ~e, indem man zuerst die orientierte 
Ebene ~,~ yon (I) aufsueht~ die zu ~ gleichsinnig parallel ist~ ? liegt 
dann ebenfalls gleiehsinni~ parallel zu % und zwar s% dal3 ~ den 
Abstand yon ~ und r halbiert. 

Wir bespreehen jetzt kurz die zu den H Z  analogen Fl~tchen, 
die wit H y p e r z y k 1 i d e n nennen wollen. 

E i n e  H y p e r z y k l i d e  i s t  d e f i n i e r t  a l s  M i n i m a l -  
p r o j e k t i o n  d e r  M a n n i g f a l t i g k e i t  y o n  oo~ M i n i m a l -  
r ~ u m e n ,  d i e  e i n e  F l i ~ c h e  z w e i t e r  K l a s s e  V~ d e s  R~be -  
r t i h r e n .  
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Die gegentiber @11 invariante Klassifikation der Hyperzykliden 
wird dureh die Minimalprojektion auf die Klassifikation der Scharen 
yon konfokalen Fktchen zweiter Klasse [V~:I~] im R4 gegentiber 
Ahnlichkeiten zurtiekgeftihrt und diese Aufgabe wird in bekannter 
Weise mit Hilfe der Elementarteilertheorie gelSst. Ftir den all- 
gemeinsten Fall, der der Charakteristik [1 1 1 1 :l] entspricht~ er- 
halt man ohne weiteres folgende S~ttze: 

D i e a l l g e m e i n e H y p e r z y k l i d e  i s t  e i n e o r i e n t i e r t e  
F l g c h e  y o n  d e r  v i e r t e n  K l a s s e  u n d  12. O r d n u n g .  S ie  
i s t  in v i e r f a c h e r  W e i s e  o r i e n t i e r t e  H~il l f l~tche e i n e r  
o r i e n t i e r t e n  K u g e l ,  d i e  e i n e  f e s t e  o r i e n t i e r t e  E b e n e  
u n t e r  e i n e m  W i n k e l  y o n  k o n s t a n t e m  K o s i n u s w e r t e  
t r i ff t~ w~thrend  i h r  M i t t e l p u n k t  e i n e  i r r e d u z i b l e  
M i t t e l p u n k t s f l ~ t c h e  z w e i t e r  O r d n u n g  qbl b e s c h r e i b t .  
D i e  F l~ tchen  $i h a b e n  u n t e r  s i c h  a n d  m i t  d e r  H y p e r -  
z y k l i d e  d i e  F o k a l k u r v e n  g e m e i n s a m .  1) 

Es g i b t  e i n e  G r u p p e  y o n  16 T r a n s f o r m a t i o n e n  
aus  ~1o~ d a r u n t e r  v i e r  L a g u e r r e s e h e  S p i e g e l u n g e n ~  
d i e  e l n e  a l l g e m e i n e  H y p e r z y k l i d e  in s i c h  t r a n s -  
f o r m i e r e n .  

Es g i b t  a c h t  ~) L a g u e r r e s c h e  S p i e g e l u n g e n ~  d i e  
d i e  Fl~tche  in e i n e  F l ~ c h e  z w e i t e r  O r d n u n g  t r a n s -  
f o r m i e r e n .  

D i e K o n s t a n t e n z a h l i s t  13, d i e Z a h l  d e r  a b s o l u t e n  
I n v a r i a n t e n  g e g e n i i b e r  @11 a l so  2. 

Eigenschaften der (algebraischen) Kriimmungslinien auf 
unseren Fktchen leitet man aus folgenden Tatsachen her: 

1. Jedo Transformation yon g~10, ja sozar jede Transformation 
yon (~15, ftihrt Krtimmungslinien wieder in Krtimmungslinien ~iber, 

2. durch Minimalprojektion einer zweidimensionalen Punkt- 
mannigfaltigkeit M~ des R~ entsteht eine Kongruenz orientierter 
Kugeln~ die yon zwei orientierten Fl~tchen 4) umhtillt wird~ und 
den Minimalkurven der M~ entsprechen im allgemeinen die Kr~im- 
mungslinien der qb.3) 

Eine weitere Eigenschaft der Hyperzykliden~ die sie mit den 
Hyperzykeln in Verbindung bringt und die besonders analytisch 
leicht bewiesen werden kann~ ist die fblgende: 

~) Vgl. G. D a r b o u x ,  Comptes Rendus B. 92 (1881), S. 31. Es bezlehen 
slch auch einige Stellen in den ,Sarfaces"  auf die Hyperzykliden und die La- 
guerresche Gruppc des Raumes, so in Band I, S. 23~ u. f . ;  Band II, S. 294 
tmd S. 33~ u . f .  Auch L a g u e r r e  hat  die Hyperzykliden untersucht,  vgl.: 
Sur une surface du quatrieme classe . . . Ges. Werke,  II~ S. 432. Ferner  die 
schon oben genannte Abhandlung: Sur la transformation par directions rdciproques. 
Ges. Werke, II, S. 604. Auch in einer Abhandlung von E. M i i l l e r  (Wien) 
bezieht slch ein Abschnltt auf unsere Fl~tchen, vg]. Monatshefte, B. IX (1898), S. 269, 
bes. S. 294 bis 298 : Die Geometrie orientierter Kugeln nach Gral~mannschen Methoden. 

~) Nicht blo/~ 4, wie E. M i i l l e r  a. a. O. anffibt. 
a) Vgl. F. K l e i n ,  h~Shere Geometrie, S. 483. 
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J e d e r  ~ o r m a l r i f ~  e i n e r  H y p e r z y k l i d e  i s t  e i n  
H y p e r z y k e l .  ~) Dabei ist allerdings noeh ein einfaehes Uberein, 
kommen darttber zu treffen~ inwiefern man einen Normalrifi einer 
orieutierten Fl~che als orientierte Kurve auffassen kann. 

Zu den Hyperzyk|iden gehSren aueh die erientierten 
D u p i n s e h e n Z y k 1 i d e n. Sie entstehen~ wenn die konfokale 
Schar im R~ die Charakteristik [1 (1 1) (1 1)] hat. Eine orien- 
tierte Dupinsehe Zykiide gestattet im altgemeinen eine gemisehte 
zweigIiedrige Gruppe yon Laguerreschen Transformationen, die 
isomorph ist zur Gruppe aller Bewegungen und Umlegungen~ die 
zwei aufeinander ganz normale EukIidisehe Ebenen im R l in 
sich transformieren. 

Man kann nun aueh im Raume, geradeso wie wir dies in 
der Ebene getan haben~ noch einen Sehritt weitergehen und an 
Stelle yon q6 n die umfassendere Gruppe (~15 zur Grundlage der 
Untersuehungen machen. An die Stelle der Hy_perzyklide tritt 
dann eine allgemeinere orientierte Fl~tche W~ yon der wir folgende 
Satze leicht ablesen kSnnen~ wenn wir den R 4 stereographisch auf 
die Punkte einer Kugel d)~ im R~ abbilden: 

W i s t  d e f i n i e r t  a l s  M i n i m a l p r o j e k t i o n  d e r  M a n n i g -  
f a l t i g k e i t  y o n  c~2 M i n i m a l r ~ u m e n ~  d i e  e i n e  Z y k l i d e  
im R~ b e r f i h r e n .  Dabei ist unter einer Zyklide eine drei- 
dimensiona|e Punktmannigfaltigkeit vierter Ordnung zu verstehen: 
die dureh das absolute Gebilde I~ des R~ zweimal hindurchgeht. 

D u r c h  e i n e  T r a n s f o r m a t i o n  y o n  ((~15~ ~)15) g e h t  
e i n e  F l a e h e  q' w i e d e r  in e i n e  s o l e h e  F l a c h e  f iber .  

T w i r d i m a 11 g e m e i n e n (wenn niimlieh das zugehSrige 
Btischel yon Fli~ehen zweiter Ordnung im R 5 die Charakteristik 
[1 1 1 1 1 1] hat) in s e e h s f a e h e r  W e i s e  y o n  e i n e r  
o r i e n t i e r t e r K u g e l  umhfi l l t~  d i e  e i n e f e s t e o r i e n t i e r t e  
K u g e l  u n t e r  e i n o m  W i n k e l  y o n  k o n s t a n t e m  K o s i n u s -  
w e r t e  t r i f f t~ w a h r e n d  ih r  M i t t e l p u n k t  e i n e  F l i t c h e  
v i e r t e r  O r d n u n g  (hi b e s e h r e i b t .  D i e  F l i ~ e h e n  q ) i h a b e n  
u n t e r  s i e h  u n d  mi t  T d i e  F o k a l k u r v e n  g e m e i n s a m .  

E s g i b t  im a l l g e m e i n e n F a l l e s e e h s  S p i e g e l u n g e n  
an s p h ~ t r i s e h e n  K o m p l e x e n  o r i e n t i e r t e r  K u g e l n ,  d i e  
q~ in s i c h  t r a n s f o r m i e r e n .  S ie  e r z e u g e n  d ie  G r u p p e  
d e r  2 5 a u t o m o r p h e n  T r a n s f o r m a t i o n e n .  

F e r n e r  g i b t  es z w s l f S p i e g e l u n g e n  an s p h a r i s c h e n  
K o m p l e x e n o r i e n t i e r t e r K u g e l n ~  d i e q P i n  e i n e Z y k l i d e  
lib er f f ih ren .  

1) Einea besonderen Fall dieses Satzes haben wir schon in tier :Einleitung 
(S. 1) angeftihrt. Ygl. das Folgende. 
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D u r c h  d i e  b e k a n n t e  B e r ~ t h r t t n g s t r a n s f o r m a t i o n  
y o n  Lie~ d i e  o r i e n t i e r t e  K u g e ] n  in  G e r a d e  t r a n s f o r -  
m i e r t ,  g e h t  T in e ine  K u m m e r s c h e  F l i ~ c h e  v i e r t e r  Oral- 
h u n g  t iber.  1) 

Aul3er der Gruppe (~11 gibt es im Euklidischen Raume auch 
noch ein anderes Analogon zur Gruppe GT~ n~tmlich eine vierzehn- 
gliedrige Gruppe yon Transtbrmatioaen orientierter Geraden des 
Ratlines. Die Geometrie dieser Gruppe soll den Gegenstand einer 
tolgenden Arbeit bilden. 

1) Vgl. S. Lie: Uber Komplexe...- Annalen 5 (1872), wo auf Seite 178 
ein spezieller Fall dieses Satzes angef(ihrt ist. 


