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L'ber die Reihe der transfini~en Ordnungszahlen. 

Von 

FELIX BERI~STEIN ill Halle a./S. 

Die transfiniten Ordnungszahlen sind nach (L Cantor als die Ord- 
nungstypen der wohlgeordneten Mengen definier~. Sie bilden eine auf- 
steigende Reihe 

1 , 2 , - . - v , - - - c o , ~ + l , ~ + 2 , - - - ~ + v , - . - ~ - 2 ,  c o - 2 + l , -  -co~,, 
(1) 

. . . . . . . . . .  ~o , - - - a , . . - Q , Q + I , . - . / ' , . - . .  

Jede Ordnungszahl dieser Reihe ist zugleich der Ordnungs~ypus der wohl- 
geordneten Menge der vorangehenden Zahlen. 

Diese Reihe (1) is~ offenbar selbst wohlgeordnet und wird als wohl- 
geordnete Menge mit W bezeiehnet. 

Diese Menge W soll nach der Ansicht der Herren Burali-Fort i  
('Una questione sui humeri ~ransfini~i. Rend. del circolo mak di Palermo 
XI, 1897) und Ph. Jourdain:  On the Transfinite Cardinal Numbers of 
well-ordered Aggregaf~s (Philos. Mugaz. Vol. VII, 6. set., 1904 p. 61--75) 
zu einem Widerspruch fiihren. Dieser Widerspruch wurde beret,s 1895 
yon G. Cantor gefunden und 1896 an D. t t i lbert ,  1899 an R. Dedekind 
brieflich mitgef~flt. (of. Jourdain 1. c. p. 70, hnm.) Jourdain mad 
G. Cantor grfmden auf diesen Widerspruch den Beweis, dab jede Menge 
wohlge.ordnet werden kimne. Seif~lem ist dieser Widersprueh atff mehreren 
Na~'forscherversammlungen ohne endgtflfdges Ergebnis vielfach d~kufier~ 
women. 

Burali-Forti  s~ellt denselben in der folgenden Form dar. IM die 
Reihe (1) wohlgeordnet ist, so gehSx~ zu i_hr ein be~_.i~mf~r Ordnungs- 
typus, weleher die O r d n ~  fl defnier~. Diese Zahl/~ muB die ~r6flt~ 
Ordnungszahl seth. Es gibt jedoch keiae gr~Bf, e OrdnungszahI, dean der 
Typus der wohlgeordnet~n Menge (1,.--, ~) ist ~-l- 1 und ~ i~ 

Um diesen Widerspruch aufzul~sen, hsben die ver~c~edenen Auboren ~m 
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verschiedenen Mittmln gegriffen. B u r M i - F o r t i  sch!ieBt, dab G. Cantors 
Theorem, dab fiir zwei Ordnungszahlen a 1 und a s stets entweder a I ~ ,  
a I ~ e~ oder a 1 ~ e~ sei, nicht allgemein gelte. Ph. Jou rda in  beweist 
(1. c. p. 65--66), dab W eine woMgeordnete Menge ist, meint aber, sie 
besitze keinen Ordnungstypus (und keine Kardinalzahl). 

Er bezeichnet sie als inkonsistent und definier~ als inkonsistente Menge 
eine solche, welche nich~ ohne Widerspruch als ein Ding gedacht werden 
kann. Genau so is~ G. Cantor  vorher in den zi~ierten Briefen veffahren. 
Es ziehen beide Autoren den SchluB, dab es umnSglich sei, dab eine 
woMdefinier~e Menge~ z. B. das Kontinuum, die Menge W als Teilmenge 
enthalte. 

Wenn man diesen letzteren Schlug als berechtig~ ansieht, so kann 
man folgern~ dab das Kontinuum ein bestimmtes Aleph ist. 

Indessen l~gt sich der Widerspruch auf eine viel einfachere Weise 
beheben und dies so]] im foIgenden geschehen. 

Wir wollen zun~chst die Menge W unabh~ngig yon der Erzeugung 
der Reihe (1) definieren. Die einzelnen Ordnungszahlen der Reihe (1) 
sind durch zwei Eigenschaften charakterisier~: 

1) sie sind die Ordnungstypen wohlgeordneter Mengen; 
2) ist a eine yon ihnen, so gib~ es stets eine n~chs~ grSgere a + 1. 

Sie sind also zugleich 0rdnungstypen der Abschnitte wohlgeordneter Mengen. 
Die Eigenschaft 2) umfagt die Eigenschaf~ 1) und wir kSnnen dem- 

entsprechend die Menge W folgendermagen defmieren: 
Die Menge W ist die, Menge aller Ordnungstypen der Abschnit te  

wohlgeordneter Mengen. 
Die Menge W ist nu_u selbst eine wohlgeordnete Menge, wenn man 

die Elemente derselben nach der GrSge geordnet denk~. Der Ordnungs- 
~ypus yon W genfig~ der Bedingung 1), aber nicht der Bedingung 2). Es 
gilt n~imlich der Satz: 

Die Menge W selbst ist rdcht Abschnitt einer wohlgeordnvlzn Menge. 
In der Tat, w~re die Menge W Abschnits einer wohlgeordne~en Menge F, 

so wiirde der Ordnungstypus fl yon W der Bedingung 2) genfigen. Es 
wih-de also fl ein Element yon W selbs~ sein. Der durch fl in W be- 
stimmt~ Abschnit~ W" yon W wfirde den Ordnungstypus 3 besitzen, also 
w~re W' ~.hn!ich W. Nun is~ aber der Absch~itt einer wohlgeordne~en 
Menge niemals der ganzen Menge ~.b~]ich, also k ~ n  W nicht Abschnits 
yon 2'  seim 

Aus dem bewiesenen Satze mfissen wit folgerm 
JEs g~bt keir~ ~Te~r~ e~ welches auf a~rle ~Temente yon W zugle~h fdgt. 
In der Tat wiirde aus der hnnahme eines solchen Elementms folgen, 

da~ die-Menge W-ein ~Abscb~i~ tier Menge (W7 e) is~ was tmmSglich i~t, 
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Das scheinbar Paradoxe dieses Resultats liegt darin, dab man zun~ehst 
glaubt~ man kSnne wi!]kfirlich vorschreiben~ dab ein Element e auf alle 
Elemente yon W folgL Es I~B~ sich zwar festsetzen~ dab e auf ein be- 
liebiges Element f yon W folgen soll; ebenso l~iBt sieh welter festse~zen~ 
dab e auf ein zweites Element yon W folgen soil. Das gleiche l~iBt 
sich festsetzen fiir die Elemente eines Abschnitts yon W. Dagegen l~Bt 
es sich nich~ ffir alle Elemente yon W zugleich vorschreiben. Eine jede 
Beziehung, welehe ffir alle Elemente einer Menge gelten soll~ muB mit 
der Definition dieser Menge in Einklang stehen, falls sie widerspruehslos 
sein soll. 

In der obigen Darstellung yon B u r a l i - F o r t i  ist es also die Menge 
(1 , . . . ,  fl), deren Definition' einen innern Widerspruch enth~lt. Dagegen 
ist nicht zuzugeben, dal~ die Menge W irgendwie widerspruehsvoll de- 
finier~ sei. 

In diesem Punkte scheint mir daher die Argumentation yon P h. J on r d a i n 
nicht einwandfrei zu sein. 

Wenn man auf einen Widersprueh st5Bt, ist es nStig, auf die letzte 
Annahme zurfickzugehen. Diese letzte Annahme is~ aber die Existenz 
der Menge (1, . . - ,  fl), die wir formal mit (W, ~) bezeichnen wollen, m s  
Zusammenbestehen der Element~ yon W und fl in einer wohlgeordneten 
Menge (W, fl) wird dutch den Widerspruch in der Definition yon (W~ fl) 
ausgeschlossen. Man kann sich yon diesem Widerspruch auch direkt 
fiberzeugen. 

Jeder Typus einer wohlgeordneten Menge, welche ein Abschnitt einer 
wohlgeordne~en Menge sein kann, ist in W enthalten. Eine wohlgeord- 
nete Menge, welche nieht Abschni~ einer wohlgeordneten Menge sein 
kann, ist ~hnlich W und besitzt den Typus ft. Denn sie s~immt mi~ W in 
den Typen s~mtlicher Absehnit~e fibereim Also ist jede wohlgeordne~e 
Menge entweder yon einem in W enthaltenen Typus oder yore Typus ft. 

Die Menge (W~ fl) ist daher zu definieren als die Menge der Typen 
aller wohlgeordneten Mengen, die naeh der C~rSBe geordnet zu denken 
sind. Hier ist nun der Widerspruch un/nit~elbar. Denn ist 7 der Typus 
der Menge (e~  ~), so muB 7 in (W, fl) vorkommen. Der zu 7 gehSrige 
Abschni~t is~ also vom Typus 7 und somi~ ~hnlich der ganT.en Menge, 
was einen Widersprueh darstellt. 

Es sei ausdrficklich bemerkt, dab tier Widerspruch ~ur daraus ent- 
s~eht, dab ~ als auf alle Elemente yon W folgend angenommen w~rd. 
Wenn nur die Vereinigungsmenge (W; e) gebflde~ wird, o~,ne dab zwischen e 
und den E l e m e n ~  yon W eine Ordnungsbeziehung festgesetzt wird, ~ so 
fiihrt das zu keinem Widerspruch. Wit ziehen h~eraus den w ~ e ~ e n  
SchluB: 
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Die Menge W kann Teilmenge einer Menge M = (W, Z)  sei~,, doch 
kann l~i~  Ordnungsbexiehung zwischen den Etementen yon Z und denen 
yon W stattfinden, derart, daft ein Element yon Z auf alle .Elemente yon 
W folgt. 

Um die gemach~en Ausfiihrungen ganz scharf zu fassen~ is~ es niitig, 
sich dariiber zu einigen, was man unter der .Existenz eines mathemaiisch 
definierten Gebildes~ insbesondere einer Menge, zu verstehen hat. Es scheint 
auszureichen, dab man verlangt, es solle ein in sich widerspruchsfreier 
Bereich yon Operationen mSglich sein, welche ftir das betreffende Gebilde 
bestimmt sin& Die Gesamtheit der miiglichen Operationen definier~ ihrer- 
sells alas mathemafische Objekr vollkommen eindeutig. 

Wenn wit eine Menge, wie die Menge W, genetisch, wie dies bier 
gesehehen~ definieren, so ist dieselbe als ma~hemafisches Objek~ vSllig 
besfimmt, sobald ein in sich geschlossener Kreis yon widerspruehsfreien 
Operafionen angegeben werden kann, welche mit dieser Menge vorgenom- 
men werden kSnnen. 

Hieraus geh~ hervor, dab die Frage der Existenz oder Nichtexis~enz 
dex Menge W ersetzt werden mug durch die Frage nach den 0perationen, 
welche mit der Menge W vorgenommen werden kSnnen. 

Wir wollen daher im folgenden die positiven Eigenschaften der 
Menge W entwickeln, welche analog den Eigenschaften der tibrigen wohl- 
geordne~en Menge sin& Diese Eigenschaften sind, wie ich noch bemerken 
miiehte, logiseh ~quivalent den Eigenschaft~n, welehe jeder Ordnungszahl 
zukommen, und sie definieren die Gesetze der Menge W genau ebenso, 
wie die Eigenschaft~n, die jeder ganzen Zahl zukommen, die Gesetze der 
abz~hlbar unendlichen Menge definieren. 

Da es auf jede Ordnungszahl eine folgende gibt, so besitzt die 
Menge W eine Abbildung (p in sich, bei der jede Ordnungszahl einer 
folgenden entspricht. Es exisCieren ferner die Abbildungen cp ~, q~a,.... 

Die Abbfldung ~ isl ein Typus der tihnlichen Abbfldung mad wir 
kiinnen auch bier die Gru/oe der ~itmliehen Abbildungen betrachten. 

Der Gruppe der i~h~lichen hbbildung entspricht der Beg-Hff des 0rd- 
nungstypus fl der Menge W. Es ist~ wie die Betraehtung der Abbildung 

wogegen ein Typus fl + 1 nicht definier~ ist. 
Der Gruppe der umkehrbar eindeutigen kbbildungen entspricht der 

Begriff der Kardinalzahl W, welche bei allen diesen Abbildungen invariant 
bleibt. Hier kiinnen wir als Kardinalzahl der V ereinigungsmenge (W; e) 
schreiben W +  1 oder 1 -{- W. Es ist ferner 

W+ w=W; 
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denn sind L und M zwei Mengen yore Typus W, so kSnnen wit in der 
Vereinigungsmenge (L, M )  eine Ordnung festsetzen, so flag wiec!er eine 
Menge yore Typus W entsteht. Sind nimlich 1 und ~n zwei Elemente 
yon L und M, welche den Ordnungszahlen i und # entsprechen, so soll 1 
frfiher als m heiBen, wenn i ~ ~ ist, und 1 sparer als n~, wenn i ]> ~ ist. 
Auf diese Weise ist die Vereinigungsmenge wieder wohl geordnet und 
ot~enbar yore Typus W. 

Man beweist ferner den Satz: 
Es ist 

w. 

In der Tat, sind i, ~; l i ,  ~l irgend welche Ordnungszahlen, so treffen 
wit flit die Paare ( i ,  #) und (i~, ~l) folgende Ordnungsbeziehung, es son 

sein~ wenn 

ist, und es soll 

sein) wenD 

ist. 

(i, < (il, ,i) 

i Jr II > ii d- i~i 

Dagegen soU fiir i-[-I/----i i Jr ~i die Festsetzung 

gelten, sobald 

ist, mid 

wenn 
(i, > m), 

ist. 
Hierdurch ist die Menge der Paare (Z, ,4) wohlgeordnet und es ist 

diese Menge wieder yore Typus IV, womR die Behauptung bewiesen ist. 
Es ist insbesondere fiir jeden Abschnitt leicht mSglich, die Paare (Z, ~) 
den 0rdnungszahlen eines Abschnitb der Menge W mittels eines ein- 
fachen Gesetzes zuzuordnen. 

Aus diesen Untersuchungen, die sich leicht noch vermehren lieBen, 
erkennt man, wie gewisse Eigenschaften, die gleichm~igig allen Ordnungs- 
zahlen zukommen, als Eigenscha2ten der Menge W dargestellt werden 
k6nnen. 

Wir wenclen uns nun zu prinzipiellen Fragen. Wit kSm~m die 

Miichtigkeit W der Menge W als gr~ger bezeichnen, als die M'~ichtigkeit 

s~ irgend eines Absc1~nittes yon W. Es ist ~mlieh ~ nicht gleich t~,, 
dem~ es gibt stets einen Absch~itt yon W yon der M~chtigkeit t%+ i:>s~. Da 
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nun tr 1 nicht grSt~er als W ist, so ist W +  ~ ~ jedes a. Andrersei~s, 
falls m > tr ffir jedes ~z ist, so beweist man mittels eines Verfahrens, 

das im folgenden noch besprochen wird, dab m ~ W ist. Gibt es nun 
Mengen, welche yon hSherer Miichtigkeit sind als W? 

In der Tat eine solche ist die Menge Z der Teilmengen yon W. 
Es kaun n'~mlich der bekannte Beweis, dal~ die Menge der Tefl- 

mengen yon hSherer M~chtigkeit ist als die urspriingliche Menge, unver- 
~i, ndert auch im vorliegenden Falle benutzt werden. Es sei fibrigens 
bemerkt, daB die Menge der Teilmengen yon W in analoger Weise, wie 

die Menge 2 "x, wotr ein beliebiges Aleph bedeutet, als einfach geordnete 
Menge aufgefagt werden kann. Es gilt yon zwei solchen Teilmengen 
diejenige als die niederere, in der die erste abweichend lautende Ordnungs- 
zahl kleiner ist als die entsprechende Ordnungszahl in der anderen. 

Die Menge Z der Teilmengen yon W bildet das einfachste Beistriel yon 
Mengen, welche sich nicht wohlordnen lassen. Denn es ist ja Z weder W 
noch einem Abschnitt yon W iiquivalent. 

Wir fragen nun, ob eine der bekannten Mengen, etwa das Kontinuum, 
einer der bier behandelten Mengen iiquivalent ist. Obgleich es noch 

immer als das wahrscheinlichste gelten muB, dab 2 ~o = c = ~1 ist, so ist 

es doeh bisher nicht einmal gelungen~ zu beweisen~ dab 2So ~ 2 s~ ist. Es 
ist daher nicht einmal ausgescMossen, dab fiberhaupt allgemein 

2~o = 2 ~ 

ist, wo ~ ein beliebiges Aleph bedeutet. In diesem Fall wiirde 2~o alle 
Aleph als Tei!mengen enthalten, und man kSnnte dann auf Grund des 

fiber W Gesagten schliet~en, dab c =~ W ist. Vielleicht ist sogar c = ~, 
und in diesem Falle wtirde das Kontinuum keiner wohlgeordneten Menge 
iiquivalent sein~ eine MSglichkeit, auf die bereits Schii nf l i  es hingewiesen hat. 

Wenden wit uns nun zur Betrachtung der Beweise, daft eine jede 
Menge, z. B. das Kontinunm, wohlgeordnet werden kSnne. Der schon er- 
w~hnte sehr eingehende Beweis des Herrn Jou rda in  besteht aus zwei 
Teilen. Ersgens wird gezeigt, daft eine Kardin~ahl m, welche grSBer 
ist als tr notwendig grSBer oder gleich ist tr Dies ist yon Hardy 
(A Theorem concerning the Infini~ Cardinal Nnmbers, Quart. Journ. of 
Math. 1903, pp. 87 9 4 )  ausftihrlich gezei~. Ferner wird erschlossen, 
dab eine Kardinalzn.hl~ welche gr6Ber ist als alle Aleph, notwendig griiBer 

oder gleioh W ist~ Hieraus folgt da-- ,  dab jede Teilmenge m yon W 
entweder ~ c h  W odex ~nl ieh einem Abschnitte yon W ist. Es ist 

einr b d ' u ~  K~rdlna~lzabl en~weder gleich ~ odex grSth~r oder 

gleieh ~ ~I)ex zweite Teil des~ Beweises beruht auf  der Annahme der 
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Inkonsistenz yon W~ wodurch die letztere MSglichkeit for konsis~ente 
Mengen z. B. das Kontinuum ausgesehlossen wird. Dieser Tell des Be~ 
weises erscheint mir nicht einwandfrei. 

Neuerdings ha~ E. Zermelo in einer Note: Beweis, dab jede Menge 
in wolflgeordnete Form gebracht werden kann (Aus einem an D. Hilber~ 
gerichteten Briefe) (Math. Ann. Bd. 59),- an deren fnhalt zugleich E r h a r d  
S chmidt  beteiligt ist, in sehr durchsichtiger und schSner Form wesentlich 
den ersten Tell des Beweises dargetan. 

Dabei macht der Verfasser Gebrauch yon der Annahme, dab es in 
der Menge der Teilmengen einer beliebigen Menge M stets eine Zuord- 
nung zwischen ether Teilmenge S und einem ihrer Elemente s gebe. 

Diese Hypothese ist entbehrlich, wenn man den Begriff der vielwertigen 
J~quivalenz, wie er in der l~ote: Bemerkung zur Mengenlehre (GSt~. 
Nachr. Math. - Phys. Klasse. 1904. Heft 6) yon mir aufgestellt worden 
ist, benutzt. Es ergibt sich dann der Satz, dab jede Menge entweder 
vielwer~ig ~quivalent ist einem Abschnitt yon W, oder aber dab sie 
Teilmengen enthiilt, welche vielwertig ~quivalent beliebigen hbschnitten 
der Menge W sind. Die Multiplizi~t der Abbildung ist immer eine be- 
stimmt angebbare. 

Dagegen ist erstens die MSglichkeit, daB bet ether besi~imm~en Menge, 
z. B. dem Kontinuum, die Menge L r der 7-Elemente ~hu]ich W sein kSnne, 
nicht widerlegt (1. c. 7)). Der SchluB in 7 V), es sei M-~ Lr, ferner ist 
nur zul~ssig, wenn L r =~ W ist, da die geordnete Menge (Lr, ml" ) nur ffir 
Lr ~ W existier~. Die MSglichkeit der Wohlordnung des Kontinuum 
scheint mir dahex nicht bewiesen. 

Es ist vielleicht niitzlich, das Ergebnis der Betraehtung der Menge W 
unter Einfiihrung ether anschaulichen Bezeichnung noch eimnal 7m pr~zi- 
sieren. Wir woUen jede wohlgeordnete Menge, welehe Abschnitt einer 
wohlgeordneten Menge sein kann, als forisetzbare wohlgeordne~ Menge 
bezeichnen. Wit k~innen dann sagen: 

Die Tyloen aller for~etzbaren wohlgeordneten M engen bilden die ~inzige 
nicht fortsetzbare wohlgeordnete Menge W. 

Die nicht fortsetzbare wohlgeordnete ~Ienge W kann als Teilmenge 
ether andern Menge auftreten, sobald eine Fort~tzung der Menge W in den 
t~st der Menge ausgeschlossen wird. 

Dic Menge der Teilmengen yon W bildet das einfact~ste l~ispiel ein~r 
Menge, welche nicht wotdgeordnet werden kann. 


