Grenzwerthe von Reihen an der Convergenzgrenze.
Vou

Orro HoLper in Tibingen,

1.

a,z*~! sei eine Potenzreihe mit dem Convergenzradius 1; =
v=1

denke ‘man sich veell und positiv, < 1, und dem Werth 1 sich be-
liebig nihernd.

n

Wenn die Summe E ay fir # = oo einen Grenzwerth hat, so

y—=1
ist bekanntlich:

M | lim {2 ayx”—l} = Z‘a,.

1

Auf der andern Seite kann die Potenzreihe auch einen Grenzwerth
haben, wenn die Coefficientenreihe schwankt. Z. B. die Function
1 . .
‘“_I-_"x =1—x+xl—x"‘+‘
hat die Grenze 42 , withrend die Reihe der Coefficienten 1 —1-4+1 — 14 -.
divergirt, und zwar so, dass sie stets zwischen -} 1 und O hin- und

herschwankt. Es fillt hier sofort auf, dass jener Grenzwerth ; das

arithmetische Mittel ist zwischen den Grossen 0 und 1, zwischen denen
die Coefficientensumme schwankt.

Die Verallgemeinerung dieser Bemerkung fiihrt zu einer Kette
von Sitzen,

2.

- Wenn Zay =5, mit n=co keinen Grenzwerth hat, aber dic
1

Grissen s,, Sy, + - - einen Durchschnitt ¢ haben, so dass
S5 + 2 +---+s,

ln L B S
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o
ist, so hat auch die Function 2 ax* ! fir © =1 eine Grenze, und

diese ist auch == ¢*).
Weiter:
setze man:

n

.
‘5'1 =

&
L3

Wenn kein Dure

5ty

und nun gilt: Wenn lim s

n-=cw

1

n

n

_51+32+i"+5,t

hschnitt der s, s,, - - -

)

vorhanden ist,

Lr—1) Lr—1 y—D
REIN '_f“}y + A e a4

0

li M @, 07 = e
fi | e =

1

"

¢, Su ist:

H

Diese Kette von Sitzen gilt auch tiir complexe Coefficienten.

Kine Verallgemeinerung des Satzes (I) nach einer andern Seite
hin, die fiir reelle Coefficienten gilt, ist folgende:

Wenn die Grosse s, schwankt, aber zwischen endlichen Grenzen
bleibt, so miissen bekanntlich zwei Grissen &, und H, existiren,

H, > @, so dass zu jedem beliebigen Werth &
- - gefunden werden kann, von der

Sis 89, 83, ¢

Glieder

Gy, —e<su < H + ¢

Wenn dabei die Grenzen G, und H; so eng
sind, so sind G, und H, das, was Herr P. du
Unbestimmtheitsgrenzen von s, nennt**). Dann

elne Stelle der Reihe
ab fiir alle folgenden

als moglich bestitmmt
Bois-Reymond die
ist stets auch

G, — ¢ <20.vx"1 < H + ¢,
1

wobei die Ungleichung fiir ein beliebig kleines & muss giiltig ge-
macht werden kbnnen, indem wir z in einer geniigend kleinen Strecke
bei # = 1 annebmen. G, vud H, sind aber dann fiir die Potenzreihe
nicht nothwendig die engsten Grenzen. Es muss dann fir jhre

*) Dieser erste Satz ist bereits von Hrn. Frobenius aufgestelit und be-
wiesen worden: siehe dessen Arbeit ,,iiber die Léibnitz'sche Reihe* im 89. Bande
von Borchardt’s Journal, p. 262—264.

*¥) Siehe dessen allgem.” Functionentheorie, pag. 269.

.
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Schwankung in der Nihe von 2 ==1 noch zwei Grenzen geben,
G, und H,, die unter Umstiinden zusammenfallen, wenn nimlich die
Function einen limes hat. HEs ist dann:

G, <G, < H,<H,.
Den Fall, dass s, einen lim hat, kann map hierin auch mit ein-

schliessen ;
Dann folgt aus G, == H,

51 i
G,=H, =G, =H,.
Dieser Satz gilt auch, wenn man s, setzt statt s,; ihn weiter zn verall-
gemeinern, gestatten wenigstens unsere Beweise nicht.

4.

Wir beweisen im Folgenden die Sitze zusammen und setzen reelle
Coefficienten voraus. ,

Dabei werden wir uns stets der bekannten Formel fiir partielle
Summation bedienen:

nA’ nj 1[7 , R
(1) Z Prtly = Z {(qv — ¢vt1) Z m} + It 2179‘
v=1 r—=1 e=1 o=
5.

Die Grossen $,, S,y Sn,- -, die in Art. 2 definirt wurden, ge-

niigen den’ Gleichungen: ‘
R MR A
n n

und
s — s (0 — 1)1,
n

n—1
Kommt einmal eine Reihe s, s, ..., die zwischen endlichen Grenzen
schwankt, so ist
]sf}’]] < A

(dem absoluten Betrag nach) fiir jedes #»; also, da
y—1

s = nsﬁ"” —(n—1) s;"ll,
18t
is‘n"‘”{ <nd4+m—14
< 2nAd;
ferner:
|7 < m s+ o — 1|
<2nA4+n—1)2n4
< 4n%A

Su| < 2rmr A
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allgemein :
(111) |77 < 2%ni 4,
d=07]721' c Y.
Ferner ist
Ay == 8 — Sp—1,
also:
|a,| < 2rtigr A4,

woraus ersichtlich ist, dass unter den gegebenen Bedingtingen die
o

Potenzreihe Za, 2*~1 fir alle o <1 divergirt. Wenn ferner dic

1
8y, S5, - - - keine Grenze habén, ist auch klar, dass die Convergenz
nicht dtber 1 hinausgeht.

. 6.
Nach Formel (II) Art. 4 ist:

n

n
Seei= e — a4,
1

1
nach (1II) Art. b ist:
lim (a"s,) =0,
also: n==

o o
E ay 't = (1 — z) E Sy av—1
1 1

und, wenn die s, zwischen endlichen Grenzen bleiben:

= (1 — ) {S 8 21+ [8.]) i’ ar"—l}

= (1 — T) ZS,, x4+ [Sm] am=t;

[s.] ist. ein Werth zwischen der oberen und unteren Grenze von
Smy Smi1y *
Durch passende Wah! von m macht man
Gy — & < [sn] < H; + ¢,
wenn G und H, die Unbestimmtheitsgrenzen sind fiir die s,. Nun
kann durch passende Wahl von z, geniigend nahe bei 1, der Werth von

m

z"~t g0 nahe an die 1, und der von (1 —x) Esyx'“l so nache an die
1

0 gebracht werden, als man will; so dass dann:

¢ —¢ < D owt <H 46
1
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& wird mit 1 — 2 oo klein. Ist speciell

G,=H, =c¢,
so 1sb
s o
lim { E a,x"—‘} =,
x=1 1 .
1.
Werin die s,, s,, « - - schwanken, setze man:
19

(1-—-2x) 2 yar—l = (1 — x) {2 vs, (z" ' —a") + ns, }

]

= (1 — z)? 21/3;:6”“ (wie oben)

1

= (1—z) {Svs‘ 14 [%n] 2 » .T’“‘}
= (1 - x)* {S’vs vt — [sn] S var -t [sn JZV.T”“ }

m~1

m——1 ’ .
=(1—ap {2 st — (5] X vt} 4 ).
1 1

Man kann nun die Schliisse wiederholen und findet dieselben
Sitze fiir s,. Bei weiterer Verwandlung kommt:

o a©

9 , - - .
(=2 D vsiart= (1—a o fvar=t — (407},

1 1
indem

[

E S, = NSy

1

dies ldsst sich @hnlich behandeln, wenn man es gleich

(1 —a)® v+ st — (1—2x)? v, x¥=?
Ades >

8.

Um die in Art. 2 gegebenen Siitze allgemein beweisen zu kibnnen,
schicken wir einige andere voraus.
Sei :

setzt.

@) = D o)s,a-1,

v=1
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p(v) eine rationale ganze Fuanction »'* Grades mit dem hichsten Coef-
ficienten ¢, also:

Py = evr -
Die s, sollen wieder im Unendlichen zwischen den Grenzen G,
und H, schwanken, so ist:
Groeorl—s<(l—ay¥Hifle)y < H, ¢ .r!+ s,

wo wieder & unendlich klein, wenn 2 unendlich nahe bei 1.
Speciell ist:

G =H, =r¢,
lims, = ¢,
n—xN
so ist:
im S — 2y = el
il;r!ll\(] Yy P fla)) =rc-c.rl.
Beweis:

(1—ar /()
m ~1 »
= (1 — )+ {Z(p (¥)se 221 [Sm @ (m) , :l er-l & (70)7
T

m(m—1) - (M—r41)_| a’

|
L=="13 J
. . @ (m) dr( (& wl
(»)sa ' —z 1‘[8"’ m(m—1).. (ipa—r—l—l)]z ]

' @ (m) —1
+[S’" m(méll)"'(ht»l¢'+l)]m bl

@ (m)
m{m—1) - (m—r-41)

m~1

oS

1

wobel

lim = ¢.

Wir machen dieselben Schliisse wie oben und erhalten so den be-
baupteten Satz.

9.

Ist wieder:
St + S + -_{_ S ’

—— V\_._,n,_ — Sn’
848 4+, Sn ”
e _7,,_;__.’, —_— s"’

s0 ist:
Eq) (1) "t = sz(f‘m {p()7" " — p(v+1)2"},
1 1

vorausgesetzt, dass die s, die'in Art. 5 erwihnte Bedingung erfiillen.
Alsos
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S N p=1 e (] — g Y, O+ y—1
Tp(v)s) & (1=2) By g (1)

_gvs:""*") {p(r+1) — @)}

Aber ¢ (v) soll, wie oben, vom ‘v Grade seln, e(v 4+ 1) — p(v) ist
vom # — 1t und zwar

v+ 1) — @) =c-r vt ...
p(v)=-¢ev" 4 ..

wenn

10.
Sei nun:

I(x) =2 p()s,x*1, @ (wie oben);
1

aber die s, mogen schwanken, und es sei
lim s
Y= 4
dann folgt zuniichst aus dem in Art. 8 bewiesenen Satz:

lim { 1——x)'+12(p(1/)s‘7) z 1} =c.e.rl.

=1

Aber nach Art. 9 ist

w_7 (y—1) »-1 - (r) r—1
p)s) a = (1 —ux) s/ vop(v)x

=c,

— - 5’ sP (q)(v +1) — q;(v))x”l,

1

und es ist vermdge Art. 8 und 9, weil

vo(v)=cvt | ..

und
v((p(v—f—1)-—q)(1;))=e.r.1;r+...’
. _ . < @) v—1 —_p . . .

| :1211{(1 x)+22s, v o) @ } ¢ (r+ 1)k
und

im {1 — o+ ST 50 (p(v 4 1) — () S R
=1 21(’ ( . )
Also:

Mathematische Annalen. XX. 36
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z=1

lim {(1 — gyt Z(p(v)sff—l)x"_l} =cc{r+ D —rrl} =c.crl;
1
ebenso beweist man nun, dass

e-¢c-rl= hm {(l x)"’”lzq)(?,)sy—?) 1—1[

u. s, f.
Also 1st stets:

li 1 — z)#! Satl=—c.c.r!,
xx;nl{( x) th(v) x } e.cer

lim s = ¢

Y=o

(p(y):g.qﬂ‘_}.....
11.

Specialisiren wir den Satz des vorigen Artikels, indem wir ¢(v)=1,
r = 0 setzen, so kommt:

1 _ Qg’ Y—1{
11=ml{(1 x)zlls,x }--c.

Definiren wir die s, hierin wieder als Summen der a,, so kommt:

[ o]
lim { E’awx’—l} =c,
r=1

1

wenn

und

der Satz des Art. 2 in seiner allgemeinsten Form. Setzen wir:

0
P(z) = E's,x’—‘,
1
lim s =¢,
4

y—w

pgv)=@—: - @—r+ 1 —r),

so kommt:

lim {(1 zyH ——2 G P@ } c-r!

=1 ; ax 4

12.
Der Satz:
hm {(1 — ) Zs,x” 1} =c,
wenn
lim Sit&t- -+

n==w n
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zeigt eine auffallende Analogie mit dem Satz von Dirichlet:

5 Zw’ g
im {w — L == ¢,
w=—0 T 1,1+w
weni

lim @ t®t -+a,

n=w n ’

der in der Zahlentheorie eine Rolle spielt. Man kann also vermuthen,
dass auch dieser einer Verallgemeinerung fihig sei.

13.
Fiir unendlich grosse n sei wieder

G — &< a, < H + ¢,
so ist fiir unendlich kleine 2 (positiv reell)

Beweis: Zuniichst ist die Convergenz gesichert, wenn die «
zwischen endlichen.Grenzen bleiben. Ferner ist, nach bekannter Methode

1

1 1’+ 1
(y+l)l+w </ 14w < ,”1+u) ’

woraus folgt:

WO
0<o <l
ist, Also:
. <1 1
tim fo St =1
Nun ist:

") a T m~1 a . ) N
v o i "’A
w 21 e =W zl, 1w T+ [an] w Z g

m

woraus die Behauptung folgt.

36%
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14.

Die a seien unter einer endlichen Grenze; und es sei auf irgend
eine Weise bewiesen, dass zu jeden & ein 0 gefunden werden kann,
so dass fiir alle w < ¢

_e<w2 < H4 s

Die G und H sind feste Grossen, aber night nothwendig die Unbestimmt-

heitsgrenzen der a.
Dann gilt auch

a, w) ,
’—e<w2 tpl_:w < H-+} ¢

wo & unendlich klein fir unendlich kleine w, wofern ¢ (v, w) folgende
Bedingungen erfiillt:

Fir jeden ganzzahligen Werth von » (v ==1,2,3...) und fiir
jeden reellen positiven Werth von % unter einer gewissen Grenze sei
¢ (v, w) definirt; fiir jedes specielle v sei

ii;ni) {wo(v,w)} =0

Wenn ferner —11; und w unendlich klein werden (unabhingig von
einander), so soll ¢ dem Werth 1 sich unbegrenzt nihern:
lim (v, w) = 1.
w=0
Beweis:

 nd

wﬁ? % Wi(:;)’lf{) = w2 hid ‘pl:_wm + 2“1-{—@0

+ ’WZ y(q’(z:}w — 1)

m—1 ; ©

" v ( ? ) v v
—w { Zz+w - ;??w‘} +w e
+ [am ((P (m7 w) - 1)] wi v:*.w' ‘

Man wihlt M und & so, dass fiir
v > M,
: w<d _
@ (v, w) — 1 so klein ist, als man will; die a sollen unter einer
Grenze sein. Man setzt m > M fest und wihlt dann w so, dass
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w 2 ;T}T-TF geniigend nahe an 1, w 2 — zwischen G — & und
H - & fillt, und der erste Theil genugend kleln wird. Dann ergiebt
sich der bebauptete Satz.

15.
Wir fithren die Definitionen ein:

GAset o e

n nr
ay+ a4 a, 0
Lt g_h_F et = a,),

8o ist, wenn a, unter einer endlichen Grenze bleibt, auch a,, @, - - -
unter derse]ben7 aber nicht die @, im Allgemeinen. Doch convergirt

in diesem Kall stets 2 ———— und es ist

'?3_7 agd) e (1(d+1)
Titw T 2, = (v, w),
1 1

wo ¢ die im vorhergehenden Artikel bezeichneten Eigenschaften hat.
Beweis: Durch partielle Summation erhilt man:

n ” ’
V) a, , 1 1 'na,‘
> e =2 vei (e — M s
v=1

1 v+t (41t
aber
1 1 i t
g FL i el R A e
. k4
1
:7';;1 Lrp i Odwede 1

A+we+tw I
= — 1+w {l—,—w —]-—.—E————‘——i-...sn

v

Der Ausdruck in der Klammer-hat die Eigenschaft von ¢(v, w),

er lisst sich sogar fiir kleine —, w nach diesen Grossen entwickeln.

Hitten wir namlich v( L e ) entwickelt statt
’Vl+w (’V _ 1)1+w

Y { vl'l*'w - (v +11)l+“’ $’
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so hitten wir dieselben Glieder erhalten in der Entwickelung nach
%—, nur alle mit demselben Zeichen. Jeder Coefficient wird dann ent-

wickelt eine ganze Function von w mit gleichzeichigen Coefficienten,
wodurch jede Umwstellung der Glieder gerechtfertigt ist. Man kann

desshalb die Reihe auch nach w und 11} ordnen:

=1dw— L.

v

Dass die obige Bedingung fiir jedes specielle v erfiillt ist, 1ist
evident.

Also:
ITRE .._‘. . S v}Mm R Q. ,{p (’V,’LU)
v1+w ) + 1)1—}—«: - vl—(—w ’
ferner
nan
li =40, w>0,

M ——e—e
az=w (M1 )1+w

da a, unter einer festen Grenze, und w bei diesem Grenziiber-
gang als constant zu betrachten ist.
Hieraus und aus

2757 @, —’Zwa' 1 1 )+ na,

- yl—i—w - v ( vl—}r-w. (v + 1)1-}-11) (n + 1)1+w
R

Y 3 2} i N7 al’

folgt die Convergenz von Z T
1

und die Gleichung

o BNy, SR L
l+w l-Fw o
3} .
> pop
e PO = & i
1

(v, w) bedeutet hier genau dieselbe Function.

Ebenso

16.

‘Jetzt konnen wir den Satz in voller Allgemeinheit beweisen.
Sei
G, —s<a < H, + ¢,

& und n wie oben, so ist nach Art. 13.
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ki (y)
G——£<w2 1+ -~ < H + ¢,
& unendlich klein mit unendlich kleinem w, also nach Art. 14.

” S a’i?l) @ (‘V,u)) 4
G1 - E < 10 2 - "1’/71—*;“;“”’”‘ < .H] —I'_ 8 .
3

aber nach Art. 15,
< @ (v,w) - (y n
S ele =2 i
1

edd (y—l)

also auch

u. s, f.

Man hat also allgemein: Wenn

a+a+---4a, —al
p” == Qn,
a’l+a2+ +a "
e e =y,

und wenn a, endlich bleibt, und
G, —es <o < H + ¢
¢ unendlich klein mit unendlich grossem =, so kann auch zu jedem

¢ eine Grenze der w gefunden werden, derart, dass fiir alle w unter
dieser Grenze

, m 1 av 2
Gy —&<w 21 pe=ry < H, + ¢.
Speciell: Fiir

G, = H, =,
d. h.

. "
lim ¢ = ¢

n=—w

. .
im yw ———— == (,
w=0 1’1+w

1

kommt

Der letzte Satz gilt auch fiir complexe @,. Dann muss mod. a,
unter einer festen Grenze bleiben. Der Mittelwerthssatz ist direct
dann nicht anwendbar; man setzt (in Art. 13.):

Oy = ¢ 4 0y, lim 6, =0,

Y=
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o m—1

aon o
7 a, 1 dv
WZ i -—WCZI , e T W 1 l+w +w 2

1
2 H_w 2 mOd % == [mod. 6,,,]2

773 m

u. s. f,

Beispiele.
17.
Wir haben oben schon das einfachste Beispiel erwihnt:
V—z 4+ 2 —234 .- .
Die Ableitung dieser Reihe

. '--‘(‘1—_/;—1‘:)2‘:——1+2$—3x2+4x3—'5x1+'
giebt ein Beispiel fiir den Fall, dass auch die s, schwankeun, und die
s, einen Grenzwerth haben, denn:

Syy Sy Syy Syy S5y oy =~—1, 41, —2, 42, 3 )
' ’ ' ’ ’ 2 3
8yy 89,83, 8,8, oy =—1, 0, -3 0, — % )
allgemein
82, =0,
’ ——(n—{— 1)
Sentt == 5, Fi
Also
lim s, = —
n==—a " 4,

es stimmt also mit der allgemeinen Theorie.

18.

;: {sin (na) - o) =R[2 RA J
(R bedeutet den reellen Theil).
i enaiwn _ Bai-.’L' B
I 1= ea)’
< Moigh ¥ N eu:‘x(l . e—av‘m) —_]
R[_Z : J_R[i(1—2(cosu)w+w’)
 sin o :
=2z cosafar’
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lim = = x.
z—1 l—2xcosa+a? 2(1 — cos &) 2 2

2 sin o sin o 1
5

Aber

ne—1 o 2n — 1

n ] cos 6 cos g «
Sy == 2 ay == E SIN V@& == e o e
1 0

o
cos — rv=n
2 1 R By —1
S e e €08 ——— 0}
2 sin — 2nsin < = 2
2 2

o
5y = —

die Summe wird wieder endlich, desshalb

. 1
lim s, =?cotg—;-

=0

Tibingen, Mirs 1882.

Nachtrigliche Berichtigung.
In der Arbeit im XX. Band dieses Journals 8. 138 sind unter die Beispiele
im Art. VI Functionen gekommen wie tg —% und cotg "515’ die in unendlicher Nihe

des Nullpunktes Pole besitzen. Solche Functionen waren urspriinglich von der

Betrachtung ausgeschlossen; doch gilt auch fiir sie der betreffende Satz, und der
Beweis bleibt im Wesentlichen derselbe,



