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E i n l e i t u n g .  

Den Inhalt der vorliegenden /krbeit bildet die ~bertragung der Zer- 
legungssdtze der ganzen rationalen Zahlen, bzw. der Ideale in algebraischen 
Zahlk6rpern, au] Ideale in beliebigen Integritdt~-, allgemeiner tting- 
bereichen. Zum Verst~ndnis dieser Ubertragung seien vorerst fib die 
ganzen rationalen Zahlen die Zerlegungss~tze etwas abweichend yon der 
iiblichen Formulierung angegehen. 

Fa~t man in 

a ~ . ,  ~ . . .p~  - q l q ~ ' " q o  

die Primzahlpotenzen q~ als Komponen~en der Zerlegung atff, so kommen 
diesen Komponenten die folgenden eharakteristisehen Eigensehaften zu: 

1. Sie sinci paarweise teiler/remd; abet kein q is~ als Produkt paar- 
weise teileffremder Zahlen darstellbar, also besteht in diesem Sinne Ir- 
reduzibilitit. Aus der paarweisen Teileriremdheit Iolg~ noch, dal~ das 
Proclukt q~. . .  qa gleich clem kteinsten gemeinsamen Vielfachen [q~... qo] 
wird. 

2. Je zwei der Komponenten, q~ und q~, sind relativprim; el. h. ist 
b.qi durch q~ teilbar, so ist b dutch q~ teilbar. Auch in diesem Sinne 
besteht Irreduzibilit~t. 

3. Jedes q ist primiir; d.h.  ist ein Produkt b.c (lurch q teHbar, 
abet b nicht teilbar, so ist eine Potenz 2) von c teilbar. Die Darstellung 
ist ferner eine solche durch gr6fite prim(ire Komponenten, da das Produkt 
zweier verschiedener q nicht mehr pr im~ ist. Auch in bezug auf die 
Zerlegung in grSttte primate Komponenten sind die q irreduzibel. 

4. Jedes q ist irreduzibel in dem Sinne, dal~ es sich nicht als kleinstes 
gemeinsames Vielfaches von zwei echten Teilern darstellen 1/il]t. 

Der Zusammenhang dieser primiren Zahlen q mit den Primzahlen p 
besteht darin, dal~ es zu jedem r ein und (vom Vorzeichen abgesehen) 
nut ein p gibt, das Teiler von q ist und yon dem eine Potenz dutch g 
teitbar ist: die zugeh6dge Primzahl. ][st pe die niedrigste derartige Po- 
tenz -- ~o der Exponent yon q --,  so wird ]tier insbesondere pe gleich q. 
Der Eindeutigkeitssatz lil~t sich nun so aussprechen: 

Bei zwei verschiedenen Zerlegungen einer ganzen rationalert Zahl in 
die irreduziblen, gr6fiten primSren Komponenten q stimmen die Anzahl 
der Komponenten, die zugeh6rigen Primzahlen (5/s au] das Vorzeichen) 
und die Exponenten 4herein. Wegen p e = q  ]olgt hieraus auch das 
Ubereinstimmen der q selbst (bis au] das Vorzeichen ). 

~) Ist diese Potenz stets die erste, so handelt es sich bekanntlich um Prim~ 
zahten. 
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Die durch das Vorzeichen gegebene Unbestimmtheit wird bekanntlich 
aufgehoben, wenn man start der Zahlen die aus ihnen abgeleiteten Ideale 
(alle dutch a teilbaren Zahlen) betraehtet; dann gilt die Formulierung 
genau so fiir die eindeutige Zerlegung der Ideale der (endlichen) algebraischen 
ZahlkSrper in Primidea]potenzen. 

Im folgenden wird nun (w 1) ein allgemeiner Ringbereieh zugrunde 
gelegt, der nur der Endlichkeitsbedingung geniigen muB, dal3 jedes Ideal 
des Bereichs eine endliche Idealbasis besitzt. Ohne eine solche Endlich- 
l~eitsbedingung brauchten n~imlieh keine irreduziblen und Prim-Ideale zu 
existieren, wie der Bereich aller ganzen algebraischen Zahlen zeigt, in 
dem es keine Zerlegung in Primideale gibt. 

Es zeigt sich, da~ -- entsprechend den vier charakteristischen Eigen- 
schaften der Komponenten g -- im allgemeinen vier getrennte Zerlegungen 
existieren, die ]eweils dutch Unterspaltung auseinander hervorgehen. Dabei 
handelt es sich bei der Zerlegung in teilerffemd-irreduzible Ideale um 
eine Produktdarstellung, bei den iibrigen drei Zerlegungen um eine redu- 
zierte (w 2) Darstellung als kleinstes gemeinsames Vielfaches. Auch der 
Zusammenhang zwischen primiirem Ideal -- auch die irreduziblen Ideale 
sind primer -- und zugehSrigem Primideal bleibt erhalten: Zu jedem 
prim~en Ideal ~ ist eindeutig ein zugehSriges Primideal ~ bestimmt, das 
Teilex yon ~ ist, und yon dem eine Potenz dutch ~ teilbar wird. Ist 
~e die niedrigste derartige Potenz -- ~ der Exponent von ~ --, so braucht 
aber bier ~e nicht mit ~ iibereinzustimmen. Der Eindeutigkeitssatz sprieht 
sich nun so aus: 

Die Zerlegungen 1 und 2 sind eindeutig; bei zwei verschiedenen 
Zerlegungen 3 oder 4 stimmea die AnzaM der Komponenten und die 
zugehSrigen Primideale itberein ~"); die unter den Komponenten au/treten- 
den isotierten Ideale (w 7) aind eindeutig bestimmt. 

Zum Beweise der Zertegungss~tze wird aus der Endlichkeitsbedingung 
der zuerst yon Dedekind ~dr endliche ZaMenmoduln ausgesprochene ,,Satz 
yon der endlichen Kette" gefolgert und daraus die Darstellung 4 eines 
jeden Ideals als kleinstes gemeinsames Vie[laches yon endlich vielen 
irreduziblen Idealen abgeteitet. Dutch Umformung des Begrif[s der Re- 
duzibilit~it einer Komponente ergibt sich daraus der grtmdlegende Ein- 
deutigkeitssatz /fir die Zerlegung 4 in irreduzible Ideale. Durch Zu- 
sammenfassen yon je endlich vielen Komponenten wird zu den iibrigen 
Zerlegangen aufgestiegen, deren Eindeutigkeitss~tze sich als Folge yon 
Eindeutigkeitssatz 4 ergeben. 

~) Vermut~ch gil~ darfiber hlnaus auch das ~bereinstimmen der Exponenten, 
und noch allgemeiner die Isomorphie entsprechender Komponenten. 
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SchlieBhch wird gezeigt (w 9), dab die Darstellung dutch endlich 
viele irreduz~7~le Komponenten auch unter geringeren Voraussetzungen 
statthat; die Kommutativit~it des Ringbereiches ist night erforderlich, und 
es genfigt, an Stelle eines Ideals einen Modul in bezug auf den Bereich 
zu betrachten. In diesem allgemeineren Fall gilt noch die Anzahlgleichheit 
der Komponenten bei zwei verschiedenen Zerlegtmgen, w ~ e n d  die Be- 
grille prim und primer an Kommutativit~it und Idealbegrifi: gebunden 
sin d; dagegen bleibt der Begriff teilerfremd bei Idealen in nichtkommuta- 
riven Bereichen erhalten. 

Der einfaehste Ringbereich, fiir den tats~chlich die vier getrermten 
Zerlegungen auftreten, ist der Bereich aller Polynome yon n Variablen 
mit beliebigen komplexen Koeffizienten. Die einzelnen Zerlegungen lassen 
sich bier irrational durch das Verhalten der algebraischen Gebilde deuten, 
und der Eindeutigkeitssatz fiir die zugehSrigen Primideale entspricht dem 
Fundamentalsatz der Eliminationstheorie yon der eindeutigen Zerlegbarkeit 
der algebraischen Gebilde in irreduzible. Weitere Beispiele sind gegeben durch 
alle endlichen Integrig4tsbereiche aus Polynomen (w 10). Abet auch der ein- 
fache Bereich aller geraden Zahlen, allgemeiner aller dutch eine feste Zahl 
teilbaren Zahlen, bietet schon ein Beispiel von teilweise getrennten Zer- 
legungen (w 11). Ein BeispieI der Idealtheorie in nichtkommutativen Be- 
reichen liefert die Elementarteilertheorie (w 12), wo eindeutige Zertegung 
in irreduzible Ideale, bzw. Klassen besteht. Diese irreduziblen Klassen 
charakterisieren vollst~indig die irreduzibIen Bestandteile der Elementartefler, 
kSrmen vielleicht fiir Bereiche, wo die gewShnliche Elementarteilertheorie 
versagt, als deren Xquivalent angesehen werden. 

Uber die vorhandene Literatur ist das Folgende zu bemerken: Die 
Zerlegung in grdfite ~rimdire Ideale ist flit den Polynombereich mit be- 
Iiebigen kompIexen bzw. ganzzahligen Koeflizienten yon Lasker gegeben, 
yon Macaulay in einzelnen Punkten weitergefiihrtS). Beide stiitzen sich 
auf die Eliminationstheorie, benutzen also die Tatsache, dab ein Polynom 
sich eindeutig als Produkt von irreduziblen Polynomen darstellen l~Bt. 
Tats/ichlich sind die Zerlegungss/~tze ffir Ideale von dieser Voraussetzung 
unabh~ingig, wie die Idealtheorie in algebraischen ZahlkSrpern vermuten 
1/i~t und wie die vorliegerrde A_rbeit zeig~. Auch das primEre Ideal ist bei 
-Lasker und Macaulay unter Zugrundelegung von Begriffen aus der Elimi- 
nationstheorie definiert. 

Die Zerlegung in irreduzible Ideale und die in relativ~rim-irreduzible 

8) E. Lasker, Zur Theorie der Moduln und Ideale. Math. Ann. 60 (1905), S. 20, 
Satz VII und XIII. - -  F. S. Macaulay, On the Resolution of a given Modular System 
into Primary Systems inetuding some Properties of Hilbert Numbers. Math. Ann. 74 
(1913), S. 66. 
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scheint in der Literatur auch flit den Polynombereich nicht hemexkt; mtr 
bei Macaulay findet sieh eine Beme~kung fiber die Eindeutigkeit der iso- 
lierten prim~en Ideale. 

Die Zerlegung in teiler]remd-irreduzible Ideale ist fiir den Polynom- 
bereich von Schmeidler ~) gegeben, unter Beautzung der Eliminationstheorie 
fiir den Endtichkeitsnachweis. Doch ist bier der Eindeutigkeitssatz nut 
flit Klassen yon Ideaten, nicht fiir die Ideale selbst ausgesprochen. Dieser 
letztere Eindeutigkeitssatz finder sich in einer gemeinsamen Arbeit'~), woes 
sich um Ideale in nichtkommutativen Polynombereiehen handelt. Hier wird 
mtr yon der endlichen Idealbasis Gebrauch gemacht, S~tze trod Methoden 
bleiben also fii~ allgemeine Ringbereiche bestehen, lassen sich durch die 
vorliegende Arbeit in bezug auf die Anzahlgleichheit versch~irfen (w 11). 
Die vorliegenden Untersuchungen stelten eine starke Verallgemeinerung 
und Weiterentwicklung der diesen beiden Arbeiten zugrunde liegenden 
Begriffsbildungen dar. Das Wesentliche der beiden Arbeiten ist der Uber- 
gang yon der Darstellung als kleinstes gemeinsames Vielfaches zu einer 
additiven Zerlegung des Systems der Restklassen. Hier wird der ein- 
facheren Darstellung halber wieder beim kleinsten gemeinsamen Vieliachen 
geblieben; der additiven Zerlegung entsprieht dann die Umformung des 
Begrif[s der Reduzibilit~t in eine Eigensehaft des Komplements (w 3). 
Doch tassen sich nach Uberlegungen, die wesenflich denen der gemeinsamen 
Arbeit entsprechen, alle angegebenen S~itze auch als additive Zerlegungs- 
s~itze ~dr das System der Restklassen und gewisser Teilsysteme auffassen. 
Dieses System der Restklassen bildet einen Ring yon gleicher Allgemein- 
heit wie der urspriinglich zugrunde gelegte; es kann n~mlich jeder Ring 
aufgefaBt werden ats System der Restklasser, desjenigen Ideals, das der 
Gesamtheit der identischen Relationen zwisehen den Ringelementen ent- 
spricht; oder aueh einem Teilsystem dieser Relationen, indem man die 
fibrigen Relationen aueh im Bereieh als erfiillt annimmt. 

Diese Bemerktmg gibt aueh die Einordnung der Arbeiten yon Fraenkel 6). 
Fraenkel betrachtet additive Zertegungen von Ringen, dis solchen ein- 
s eh r~enden  Bedingungen unterworfen werden (Existenz regul/irer Ele- 
mente, Division dutch diese, Zerlegbarkeitsbedingung), da]~ flit das ent- 

4) W. Sehmeidler, Uber Moduln und Gruppen hyperkomplexer GrSl]en. Math. 
Zeit~ehr. 3 (1919), S. 29. 

5) E. Noe~her-W. Schmeidler, Moduln in nichtkommuta~iven Bereichen, ins- 
besondere aus DifferentiaJ- und Differenzenausdrticken. Math. Zeitschr. 8 (1920), S. 1. 

~) A. Fraenkel, Uber die Teller der Null und die Zerlegung yon Ringen. J. f. M. 
145 (1914), S. 139. Lrber gew~se Teflbereiche und Erwe~ngen  yon PAngen. Itabili- 
tationsschff_'~%, Leitrzig ~ Teubner, 1916., Uber einfache Erweiterungen zerlegbarer Ringe. 
J. f. M. 1~1 (1920), S. 121. 
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sprechende Ideal die vier Zerlegtmgen zusammenfallen. Wegen dieses Zu- 
sammenfallens bedeutet auch seine Endliehkeitsbedingung, da$ alas Ideal 
nut endlich viele echte Teller besitzen soll ~ vonde r  iibrigens teilweise 
abgesehen wird --,  keine st~kere Einschr~h~kung als unsere. Der Ausgangs- 
punkt Fraenkels ist dutch die andersartigen, im wesentlichen algebraischen 
Ziele seiner Arbeiten bedingt; dutch algebraische Erweiterung gelangt er 
dann zu allgemeineren Ringen mit weniger einschr~nkenden Bedingungen. 

w 

Ringbereieh, Ideal, Endliehkeitsbedingung. 
I. Der zugrunde gelegte Bereich 2 sei ein (kommutativer) Ring in 

abstrakter DefinitionT); d.h. ~ bestehe aus einem System yon Elementen 
a, b, c, ..., f, g, h, ..., in dem eine den iiblichen Bedingungen geniigende 
Relation als Gleichheit definiert ist; und in dem dutch zwei Operationen 
(Verkniipfungsarten), Addit ion und Muhipl ikat ion,  aus je zwei Ring- 
elementen a und b stets eindeutig je ein drittes als Summe a - ~  b und 
als Produl~ a .  b gewonnen wird. Der Ring und die sonst ganz willkiir- 
lichen Operationen miissen dabei den folgenden Gesetzen genfigen: 

1. Dam assoziativen Gesetz der Addition: ( a -~ b ) -~ c ~ a-b ( b -~- c ). 
2. Dem kommutativen Gesetz der Addition" a ~- b ~ b ~- a. 
3. Dem assoziativen Gesetz der Multiplikation: (a. b). c =- a. (b. c). 
4. Dem kommutativen Gesetz der Multiplikation : a-b ~ b .a .  
5. Dem distributiven Gesetz : a. (b -~ c) ~ a. b ~- a .c .  
6. Dem Gesetz der unbeschrdinkten und eindeutigen Subtraktion. 

Es gibt in _~ ein einziges Element x, das die Gleichung a - ~  x ~ b 
befriedigt. (Man bezeichnet x ~ - b -  a.)  

Aus diesen Eigensehaften fol~t die Existenz dffr ~11;  ein R_ing_ 
braucht a b ~ ~ j n h e i t _  z ! ~ = ~ u n d  es kann alas Produkt zweier 
E l e ~ v e r s c h w i n d e n ,  ohne da~ ein Faktor versehwindet. Ringe, flit 
die aus dem Verschwinden eines Produktes stets das Versehwinden eines 
Faktors folgt, und die au~erdem eine Einheit besitzen, werden als eigent- 
liche Integrit~tsbereiche bezeichnet. Fiir die endliche Summe a ~- a . . .  -~- a 
fiihren wit die iibliche abk~irzende Bezeichnung n a ein, wobei die ganzen 
Zahlen ~ lediglieh als abkiirzende Zeichen, nieh~ als Ringelemente zu 
betrachten sind, und dutch a = l . a ,  n a - ~ a = ( n + l ) a  rekurrierend 
definiert sind. 

7) Die Defim'tion ist der Fraenkelschen Habilitationsschrift entnommen, unter 
Weg/assung dessen einschr~nkender Beddngungen 6, I u n d  H;  daf/ir mu/~te das 
kommutative Gesetz der Addition mit aufgenommen werden. Es handelt sich also 
nm die den K6rper deffnierenden Gesetze unter Weglassung der Umkehrbarkeit der 
Multiplikation. 
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2. Unter einem Ideal 9~ s) in Z werde ein System von Elementen 
aus ~v verstanden, das den beiden Bedingungen geniigt" 

1. ~ enthdlt neben f auch a . f ,  w o a  ein beliebiges Element aus v ist. 
2. ~ enthiilt neben [" und g auch die Di//erenz f - -g ;  also neben f 

auch n f flit jede ganze Zahl n. 
Ist  fE lemen t  von ~ ,  so driicken wit das wie iibtich dutch f~0 (93~)  

aus; und sagen, f i s t  dutch ~J~ teilbar. Ist  jedes Element  yon ~}~ zugleich 
Element von ~ ,  also teilbar dutch ~ ,  so sagen wir" ~ ist dutch ~ tell- 
bar; in Zeichen: ~ 0 ( 9 ~ ) .  ~)~ hei] t  echter Teller von ~ ,  wenn es von 

verschiedene Elemente enth~lt, also nicht umgekehrt dutch ~ teilbar 
ist. Aus ~ 0 ( ~ ) ;  9Y~_~0(~)folg t  ~ = 9 Y ~ .  

Auch die iibrigen bekannten Begrif~e bleiben wSrtlieh erhalten. Unter 
dem gr6fiten gemeinsamen Teiler zweier Ideale ~A und ~ --  ~ = (9~, ~ )  -- 
verstehen wir die Gesamtheit tier Elemente, die sich in der Form a + b  
darstellen lassen, wo a alle Elemente aus ~A, b alle aus ~ durehlguft; 
~) wird wieder ein Ideal. Ebenso ist der grSSte gemeinsame Tefler von 
unendlich vielen I d e a l e n -  ~ = (9/1, ~ ,  . . . ,  ~ A ~ , . . . ) -  definiert als Ge- 
samtheit der Elemente d, die sieh darstellen lassen als Summe der EIe- 
mente yon jeweils endlich vielen Idealen: d = a~ + a/, -+- . . .  + a~,; aueh 
hier wird ~ wieder ein Ideal. 

Enthgl t  das Ideal ~Y~ insbesondere eine endliche Anzaht von Ele- 
menten f~, l,., . . . ,  fe derart, dal~ 

~ = ( f ~ . . . f ~ ) ;  d .h .  f = a x f ~ - + - . . . - ? a o G § 2 4 7  

wird fiir jedes f ~  0 (93~), wobei die a~ GrSSen des Ringbereiches, die n~ 
gaxme Zahlen sind, so wird 9Y~ als endtiches Ideal bezeichnet; f ~ , . . . ,  f o 
als eine Idealbasis. 

Wir Iegen nun im folgenden nur solche Ringe Z zugrunde, die die 
E n d l i c h k e i t s b e d i n g u n g  er/iillen: Jedes Ideal in Z ist ein endliches, 
besitzt also eine Idealbasis. 

3. Aus der EndIichkeitsbedingung folgt direkt der allen folgenden" 
Uberlegungen zugrunde liegende 

S a t z  I (Satz yon der endlichen Kette)9): Ist  ~ ,  ?)~, ~ ,  . . . ,  ~ ,  . . .  

s) Ideale werden mit groi~en deutschen Buchstaben bezeichnet. ~ soll an das 
Beispiel des gewShnlich als ,Modul" oder Formenmodul bezeichneten Ideals aus 
Potynomen exinnern. ~brigens benutzen die w167 1--3 nur die Modul- und nicht die 
Idealeigenschaft; vgl. dazu w 9. 

s) Zuerst ausgesprochen fiir Zahlenmodutn yon Dedekind: Zahlentheorie, Suppl. XI, 
w 172, S~tz VHI (4. Auflage); unsex Beweis und die Bezeichnung ,Kette" ist yon 
dort iibernommen. ~iir Ideale aus Polynomen bei Lasker, ~. ~. O. S. 56 (ttilfssa~z). 
Der S~tz finder aber in beidea Ffi]len nur vere[nzelte Anwendung, Unsere Anwen- 
wendungen berahen durehweg uuf dem AuswaJd3?ostulat. 
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ein abz~ihlbar unendliches System yon Idealen in Z ,  yon denen ~edes 
dutch das /olgende teilbar ist, so sind yon einem endlichen Index n an alle 
Ideale identisch, ~ -  ~n+ l . . . . .  ~ .  a.W." Bildet ~ ,  ~J~l, ~)~.~,.'., ~)~,"  " 
eine ein/ach geordnete Kette von Idealen derart, daft ]edes Ideal ein 
echter Teller des unmittelbar vorangehenden ist, so bricht die Kette im 
EndIichen ab. 

Es sei n'~mlich ~ == (O)~I, ~ e , . . . ,  ~ ,  . . . )  der grS~te gemeinsame 
Teller des Systems und [~. . .  f~ eine in~olge der Endlichkeitsbedingung 
s~ets existierende Basis yon ~ .  Dann ~olgt aus. der Teilbarkeitsvoraus- 
setzung, dal~ jedes Element yon ~ zugleich" Element eines Ideals der 
Kette ist; denn aus 

folgt g ~ 0 ( T J ~ )  und also Entsprechendes gilt, wenn fSumme 
von mehreren Bestandteilen ist. Es gibt also auch einen endlichen In- 
dex n, derart, dal~ 

. . . ;  

Da umgekehrt 9)~ ~_ 0 (~ ) ,  so wird 9 ~  ~ ~ ;  und da welter 

= 

so wird auch O~+~--r~ ~ ~O~ fiir jedes i, womit der Satz bewiesen ist. 
Es sei bemerkt, dab aus diesem Satz umgekehrt wieder die Existenz 

der Idealbasis folgt, so da~ die Endlichkeitsbedingung auch in dieser 
basis/reien Form h~tte ausgesprochen werden kSnnen. 

w 

DarsteUung eines Ideals als kle'mstes gemeinsames Yielfaches Yon end- 
lich vielen irreduziblen Idealen. 

Das kleinste gemeinsame Viel/ache [9~i, ~ , . . . ,  ~k] de~ Ideale ibm, 
~ , . . . ,  ~ sei wie iiblich definiert als Gesamtheit der Elemente, die so- 
wohl dutch !B1, wie dutch ~ 2 , . - -  wie dutch ~ teilbar sind; in Zeichen: 

aus f ~ O ( ~ , ) ,  ( i =  1, 2, . . . ,  It), fo]gt: f~0([ !B1,  ~ ,  . . . ,  !B~]) 

und umgekehrt. Das kleinste gemeinsame Vielfache wird wieder ein Ideal; 
die Ideale ~ bezeichnen wit auch als Komponenten der Zerlegung. 

D e f i n i t i o n  I. Eine Darstellung ~J~ ~ [ ~  . . .  ~k] heiflt reduzierte 
Darstellung, wenn kein ~ ira Ideinsten gemein~amen Fid/achen 91~ der 
i~rigen Ideale au/geht, u~.d wenn kein ~ sich dutch einen echten Teller 
ersetzen l[iflt~~ Sind die Bedingungen nut  ]i~r das Ideal !B i er]4llt, 8o 

~o) Eiu BeispieI einer nicht reduzierten Darstellung ist: 
(x.o, xy )=  [(x), (~'~, xy ,  yZ)] 
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heifit die Darstellun9 reduziert in bezug aul ~ .  Das kleinste gemein- 
same Viel]ache ~ - ~  [78~, . . . ,  ~ - 1 ,  ~i+1, . . . ,  ~ ]  wird als Komplement 
yon ~i bezeichnet. Darstellungen, bei denen nut die erste Bedingung er- 
](dlt ist, heifieu kiirzeste Darstellungen. 

Es geniigt nun, sich bei der Darstellung eines Ideals als kteinstes 
gemeinsames Vielfaches auf reduzierte Darstellungen zu beschr/i~ken, nach 

H i l f s s a t z  I.  Jede Darstellung eines Ideals als kleinstes 9emein- 
s~tmes Viellaches yon endlich vielen Idealeu 16fit sich au/ mindestens 
eine Art dutch eine reduz.ierte Darstellung ersetzen; eine solche Dar- 
stellun9 1613t sich insbesondere erreichen dutch sukzessive Zerlegung. 

Sei n~imIich ~ ~ [ 1 . - .  ~ l  ] eine beliebige Darstellung yon ~ ,  so 

lassen wit der Reihe nach diejenigen ~ fort, die im kleinsten gemein- 
samen Vielfachen der stehen gelassenen aufgehen. Da die iibrigen Ideale 
noch ~ ergeben, ist in der so entstehenden Darstellung: 

dann die erste Bedingung erfiillt, sie ist also eine kiirzeste Darstellung; 
und diese Bedingung bleibt erfiillt, wenn man irgendein ~i dutch einen 
echten Teller ersetzt. Die zweite Bedingung abet ist nach dem Satz yon 
der endlichen Kette (Satz I) stets erfiillbar. Denn sei gesetzt: 

= = . . . =  . . . ,  

wo jedes ~,~-(~) ein echter Teller des unmittelbar vorangehenden ist, so 

mu$ nach diesem Satz die Kette ~i, ~/(~), . . . ,  ~ ) ,  . . .  im Endlichen ab- 

breehen; in der Dars~ellung" 9)2=[9~, ~n)]  1/iSt sich also ~ n ) d u r e h  
,~einen echten Teiler ersetzen; und dies gilt a fortiori, wenn man 9~ dutch 
einen echten Teller ersetzt. Wendet man also das Verfahren der Rei/ae 
naeh auf jedes ~ ,  an, indem man jeweils das Komplement mit den sehon 
reduzierten ~ bildet, so entsteht eine reduzierte Darstellung~). 

Um eine solehe Darstellung sukzessiv zu gewinnen, ist zu zeigen, 
daft aus den einzelnen reduzierten Darstellungen: 

. . . ,  

iolgt, da$ auch die daraus entstehende Darstellung: 9 3 ~ = [ ~ . . . ~ ]  

fiir jeden Exponenten 2 > 2; die 2 = 1 entsprechende Darstellung [(x), (x ~, y)] ist 
eine zugehSrige reduzierte. (Diese Darstellung gab mir der im Krieg gefallene 
K. ttentzelt als einfsmhstes Beispiel einer nicht eindeutigen Zerlegung in pri_m~rb 
Ideale an.) 

x~) Dag eine solche dutch die gegebene Darstellung nicht eindeutig defrniert ist, 
zeigt alas vorige Beispid. Fiir (xZ, xy)=[(x), @~,zy, y~.)], wo ~>2, ist neben 
[(z),(z~, y)] auch [(x), (z z, ~tx+y)] ffir beliebiges g eine reduzie~e Darstetlung. 
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reduziert ist. Dazu geniigt es zu zeigen, dab mit den reduzierten Dar- 
stellungen: 

reduziert ist. In der Tat geht hier nach Voraussetzur~g kein ~ in seinem 
Komplement auf; w~re dies f iir ein ~i der Fail, so w~re gegen die_ Vor- 
aussetzung in der ersten Darstellung @ dutch einen echten Teller ersetz- 
bar, da wegen der zweiten reduzierten Darstellung @1 mad @~. eehte Teller 
yon @ sind; die Darstellung wird also eine kiirzeste. Ferner l~Bt, sich 
nach Voraussetzung kein ~ dutch einen echten Teller ersetzen; w~ire dies 
fiir ein @~ der Fall, so entspr~che dies gegen Voraussetzung dem Ersetzen 
yon ~ durch einen echten Teiler, da die Darstellung fiir ~ reduzier~ ist. 
Somit ist der Hilfssatz bewiesen. 

D e f i n i t i o n  II. Bin Ideal ~ hei/3t reduzibel, wenn es als kleinster 
gemeinsames Viel]aches yon zwei echten Teilern darstellbar ist; im ent- 
9egengesetzten Fall hei[3t ~ irreduzibel. 

Wir beweisen jetzt vermSge des Satzes I yon der endlichen Kette 
unter Benutzung der reduzierten Darstellung 

Satz  II. Jedes Ideal ist darstellbar als kleinstes gemeinsames Viel- 
/aches yon endlich vielen irreduziblen Idealenl~). 

Es ist n~imlich ein beliebiges Ideal 9~ entweder irreduzibel; dann 
ist ~})= [ ~ ]  eine Darstellung, wie Satz II verlangt; oder aber es wird 

= [~1, @x], wo ~ ,  (~ echte Teller yon ~ sind, trod wo die Dar- 
stellung nach Hilfssatz I als reduziert angenommen werden kann. Fiir 
@~ gilt die gleiche Alternative; entweder es ist irreduzibel oder es gibt 
eine reduzierte Darstellung: ~ 1 = [ ~ ,  ~ ] .  

So fortfahrend erh/ilt man die Reihe reduzierter Darstellungen: 

( I )  @~----- [ ~ ,  (~ ] ;  ( ~ =  [~e, (~z]; . . . ,  (~,,_~ = [~,., Q~,]; . . . .  

In der Kette ~ ,  ~.~, . . . ,  ~ , , . . .  ist also jeweils ~ ein echter Teiler 
des unmittelbar vorangehenden, und folglieh bricht die Kette im End- 
lichen ab; es gibt einen Index n, so da$ ~ ,  irreduzibel wird. Nach Hitfs- 
satz I ist ferner die Darstellung: ~ ) ~ = [ ~ . . . ~ , ]  reduziert; @, kann 
also nicht in seinem Komplement ~ ,  aufgehen, mad in der Darstellung: 
~ - ~ - [ ~ , ,  ~ , ]  ist ~ durch keinen echten Teiler ersetzbar. Ersetzt man 

12) Dat~ eine solche Darstellung im allgemeinen nicht eindeutig is~, zeigt alas vorige 
Beispieh (x~, zy)  = [(x), ( ~ , / x ~  + y)]. Die beiden Komponenten sind bei beliebigem/x 
irreduzibel. Alle Teller yon (z) sind n~mlich yon der Form (x, g(y)) ,  wo g(y) ein 
l?oIynom in y bedeutet; also hat auc.h das kleinste gemein~me Vielfaehe yon zweien 
diese Form, wird also ein echter Teller yon (x)~ (z ~,/xz+y) besitzt nur den eine~ Tefler 
(~,y), ist also notwendigerweise ebenfalls irreduzibel. 

Mathematische A n ~ l e m  83. 3 
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nSfigenfalls 2~ durch einen echten TeilerXa), so da$ die Darsteltung re- 
duziert wird, so ist damit gezeigt, dat~ jedes reduzible Ideal eine redu- 
zierte DarsteUung~ als kleinstes gemeinsames Viel/aches eines irreduziblen 
und eines dazu komplementdren Ideals zuldflt. In der Reihe (1) kSnnen 
also ohne Beschr~nlrung der Allgemeinheit alle ~ als irreduzibel ange- 
nommen werden; die Wiederholung der obigen Schlu/~weise ergibt, die 
Exi~tenz eines irreduziblen ~ ,  womit Satz II "bewiesen ist. 

w 

Anzahlgteichheit der Komponenten bei zwei versehiedenen Zerlegungen 
in irreduzible Ideale. 

Zum Beweise der Anzahlgleichhei~ ist vorerst die Reduzibilit&t bzw. 
Irreduzibilit~it eines Ideals durch Eigensehaften seines Komplementes aus- 
zudriicken nach 

�9 Satz III14). Die kiirze~te Darstellung 9~ ~ [9~, ~] sei reduziert in 
bezug au] ~.  Danrt ist die notwendige und hinreichende Bedingung da- 
]iir, daft ~ reduzibel ~st, die Existenz van zwei Idealen 921 und 92~, die 
echte Teller yon 992 sind, derart, daft 

( 2 )  = 

Hieraus folgt noch: Sind die Bedingungen (2)er]iillt, und ~ irreduzibel, 
so ist mindestens ein 9~ kein echter Teiler van ~)~; 9~ = ~)~. 

Es sei ~ = [ ~ i ,  ~o], wo ~1, ~o. echte Teiler von ~ seien. Dann 
kommt: 

= = = 

Hier sind die Ideale [9i, ~i] echte Teller yon 992, da sonst [~, ~] nicht 
reduziert in bezug auf ~ w~ire. Da auch die Teilbarkeit dutch ~ erfiillt 
ist,. ist die. Bedingung (2) als notwendig erwiesen. (Die Darstellung (2) 
ist nicht reduziert, da ein [2,  ~i] durch ~ ersetzbar ist.) 

Sei nun umgekehrt (2) erfiillt. Wit bilden die Ideale: 

~t = (~, 9~1); ~.~ = (~, 9~); ~* = [~1, ~ ]- 

Dann ist {~ sowohl durch 1~, wie dutch ~e, also auch dutch das kleinste 

gemeinsame Vielfache ~* teilbar. Um die Teilbarkeit yon ~* (lurch 
zu zeigen, sei 

is) Tats~chlieh ist die Darstellung auch in bezug auf 9/~ reduziert, wie in w 3 
(Hilfssatz IV) ~ls Umkehrung yon Hitfssatz I gezeigt werden wird. 

t~) Satz HI  entspricht dem t~bergang yon den ]~foduln zu den Restgruppen in 
don Arbeiten yon Schmeidler und Noether.Sch~neidter (vgl. die Einleitung). Es ent- 
spr/eht ~ der Re~g~appe, 9~ und ~9~ den Unterg~appen, in wolche die Restgruppe 
zortegt wird. 
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f=--0((~*); also f ~ 0 ( ~ l ) ;  f _ ~ 0 ( ~ )  o d e r a u c h f = c @ ~ i ;  f----~@n~, 

wo c, ~, n~, n.~ GrSBen aus ~, ~ ,  ~ sind, also insbesondere n~ dutch 9/ 
teilbar ist. Somit ist die Differenz 

sowohl dutch ~ wie dutch 91, also .durch 92 teilbar. Wegen n~ = n~ @ m 
ist ~erner n 1 (ebenso he) sowohl dutch ~ wie dutch ~e, also (lurch ~)2 
teilbar. Also wird 

f = c @ m ;  f ~ 0 ( ~ ) ;  ~ * = ( ~ .  

~ und E~ sind dabei echte Teller von ~; denn fiir ( ~ =  (~, ~ ) =  (~ 
wiire ~ (lurch ~ teilbar, also ware ~ wegen der Teilbarkeit durch 9/ 
gleich 92 gegen die Voraussetzung. Somit ist @ = [g  i, ~ ]  als reduzibel 
erkannt; Satz III bewiesen. 

Es sei bemerkt, daI~ fast die gleiche Uberlegung noch das folgende zeigt: 

Hi l f s sa tz  II. Ldfit sieh in einer ki~rzesten Darstellung ~)2 ---- [9I, g], 
das Ideal ~ dutch einen echten Teller ersetzen, so ist ~ reduzibel. 

Sei also: 

und sei gesetzt: 

dann ist wieder ~ dutch ~*  ~eilbar. Aus f ~  0(~*)  folgt ferner: 

f -----cl =a- -~  c. 

Die Differenz a = c I - - c  ist also sowohl durch 91, wie durch ~1, folglich 
durch ~J~ teilbar; also wird cl = c @ m; f ~  0 (~); ~* = ~. 

Da sowohl ~" wie (91, ~) nach Voraussetzung echte Teiler yon 
sind, ist somit ~ ~ ~* als reduzibel erkannt. 

Ein irreduzibles ~ l~igt sich also nicht durch einen echten Teiler 
ersetzen, 

Es seien jetzt zwei verschiedene ki~rzeste Darstellungen van ~J~ als 
kleinstes gemeinsames Viel]aches vo~ (endlich) vielen irreduziblen Idealen 
gegeben : 

= = 

Diese Darstettungen sindo nach der Bemerkung zu Hilfssatz II zugleich 
reduziert. Dann beweisen wir vorerst 

Hi l f s sa tz  III. Zu ]edem Kompleme~.t 92Q = [ !~i . . .  !~_~ !~+1. . .  i~k] 
gibt es ein Ideal ~ j  derart,, daft ~ = [9I~, ~ . ]  wird. 

Setzt n~an nimlich: ~ =  [~ l ,  (~l], ~ l = [ ~ ) ~ ,  ~l~] usf., so kommt; ~ 

= = [ 9 1 ,  = 
:5" 
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m e t  sind fiir 9~ I = [ 0/i, ~1 ], 9~ = [9/i, @i ] die Bedingungen (2) yon 
Satz ~ e r f f i l l t ,  da ~ = [~i,  !~] reduziert in bezug auf !l$i ist and die 
Darstellung eine kiirzeste ist. Da nun ~ als irreduzibd vorausgesetzt 
war, mug notwendig ein ~i  gleich Y)~ werden. 

Fiir !P~ = - ~  w~re der Hilfssatz bewiesen; fiir Tt~-----~ kommt ent- 
spreehend: !)X= [ [ 9 / ~ ] ,  [9/i~1~] ], wo nach dem gteichen SehluB wieder 
eine Komponente gleich ~ werden mul3. So fortfahrend, kommt ent- 
weder: ff)~ --  [~A i, ~j ] ,  wo ] < l; oder es wird ~ = [gXi, ~ . . . z - 1 ] ;  wegen 
@1 . . . l -1-~ ~)z ist damit der Hil/ssatz bewiesen. 

Hieraus ergibt sieh nun 

S a t z  IV. Bei zwei verschiedenen kiirzesten Darstellungen eines 
Ideal~ als kleinstes gemeinsames Viel]aches yon irred~ziblen ist die An- 
zahl der Komponenten die gleiche. 

kus dem Hilissatz ergibt sich n~mlich fiir i -~  1" 

= [%, ~ ]  = [ ~ ,  ~+,] = [~+,, ~ , . . . ,  ~ ] .  

Betrachtet man nun die beiden Zerlegungen: 

~ =  [~J~, ~ , - . . ,  ~ ]  = [~1, ~ . , . . - ,  ~ ] ,  

und wiederholt den obigen Schlut~ in bezug auf das Komptement 
9 /~= [~1~, ~ 8 , - - - ,  !Bk] von ~o, so kommt: 

und dutch Fortsetzung des Veffahrens: 

~ =  [~r ~r . . . ,  ~r 

Da nun naeh "Voraussetzung die Darstetlung 93t -~ [ ~ . . .  ~ ]  eine kiirzeste 
ist, also kein ~) weggelassen werden kann, miissen die verschiedenen unter 
den ~6  alte ~ ersc'hSpfen; somit kommt: k ~> 1. Vertauscht man im 

, Hilfssatz und den anschliel~enden Sehliissen durehweg die ~ mi$ den ~), 
so kommt entsprechend: 1 > k, und somit k ~ l, womit die Anzahlgleich- 
/~ ' t  bewiesen ist. ~ Daraus ergib$ sich noch, da~ die Ideale ~)6 alle 
untereinander verschieden sind, da sonst in einer ldirzesten Darstellung 
dutch die c ~  weniger als k Komponeuten auftrete n warden; man kana also 
die Bezeiehnung so w~blen, dafl %6 = ~ wird. Aus dem gleiehen Grunde 
sind aueh alle ZwisehendaxstelIungen ~3~ = [ ~ . . .  ~6 ,  ! ~ + ~ . . .  !~]  ktir- 
zeste und naeh der Bemerkung zu Hilfssatz II  somit reduzierte. 

Die Anzahlgleiehheit fiihrt zu einer Umkehrung yon HiIfssatz I dutch 

H i l f s s a t z  IV. Faflt ma~ in einer reduzierten Darstellung die Kom- 
~menten zu Gruppen zusamme~ und ~ bildet deren kleinstes 9emeinsames 
Viel/aches, e~ wird die entsteh~nde Darstellu.ng reduziert. M.a.W." Aus 
einex reduzierten Darsteltung 



Ide~ltheorie in Ringbereiehen. 37 

= [~11- . -~1 . ,1 ; . -  .; ~ol . . .  ~,,,,o] 

/olgt, da~ auch ~ = [ ~ 1 . . .  ~ ]  = [ ~ ,  ~i] reduziert ~t ,  wenn 
~ = [ ~ .. . ~i~,] gesetzt ist. 

Zuerst ist zu bemerken, dab 9~i nicht in seinem Komplement ~ auf- 
gehen kann, da dies fiir keinen seiner Teiler ~ j  der Fall ist; die Dar- 
stellung ist also eine kiirzeste..Urn zu zeigen, dab ~ dutch keinen echten 
Tefler ersetzbar ist, 15sen wit die ~ in ihre irreduziblen Ideaie ~ auf~'~), 
so dal~ die (nach Hilfssatz I) reduzierten Darstellungen enstehen: 

~ = [~i~ . . .  ~1.;,; . . . ;  ~ . . .  ~,~.,]; ~ =  [ ~ . . .  ~ . , ] .  

Es sei nun ~3~ = - [ ~ ,  ~ ]  reduziert in bezug auf 97~*, und ~*  ein 
echter Teiler von ~i- Nach Hilfssatz II wird- 

~ = [~?, (~,, ~,)]; 

und diese Darstellung ist notwendig reduziert in bezug auf ~*, da sich 
sonst ~*  auch in 9)~ dutch einen echten Teiler ersetzen liel~e. Man er- 
setze nun gegebenen~alls auch ( ~ ,  ~ )  dutch einen echten Teiler, so dab 
eine reduzierte Darstellung fiir ~ entsteht. LSst man jetzt die beiden 
Komponenten yon ~ in irreduzible Ideale auf, so setzt sich die Anzaht 2~ der 
irreduziblen Ideale yon ~ additiv aus der der Komponenten zusammen; die 
Anzahl der dem echten Teiler ~*  ent~prechenden irreduziblen Ideale wird 
also notwendig kleiner als )~. Dann fiihrt abet auch die AuflSsung yon 

9~ = [~*, ~] in irreduzible Ideale zu weniger als ~ i  Ideale, im Wider- 

s~uch  mit  der Anzahlgleichheit. Als Spezialfall o-----2 folgt noch, dab 
die Darstellung ~---- - [~,  ~ ]  auch in bezug auI das Komplement ~ 
reduziert ist. 

w  

Primate Ideale. Eindeutigkeit der zugeh~rigen Primideale bei 
zwei verschiedenen Zerlegungen in irreduzible Ideale. 

Es handelt sich im folgenden um den Zusammenhang zwischen pri- 
m~ren u_nd irreduziblen IdeaIen. 

Def in i t ion  III. Ein  Ideal ~ heifit primdr, wenn aus a .b  ~ 0 (~);  
a =_i-~ 0 ( ~ )  notwendig ]olgt: b ~ ~ 0 ( ~ ) ,  wo der Exponent ~ eine endliche 
Zahl ist. 

Die Definition l~l~t sich auch so aussprechen: Ist ein Produkt a.b  
duzch ~ teflbar, so ist entweder ein Faktor teilbar oder eine Potenz jedes 
Fak~rs. Is t  insbesondere ~ stets gleich 1, so heiflt das Ideal ein Primideal. 

~) Darunter ist immer eine kfirzeste~ also reduzierte Darstellung durch die 
ZU V~rS~eJ~. 
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Aus der Definition des prim~en (bzw. Prim-)Ideals fotgt vermSge 
der Basisexistenz die nar von Produkten yon Idealen 1,) handelnde 

D e f i n i t i o n IIIa .  Ein Ideal 9 heifit Wi~n~r, wenn aus 9I. ~ ~ 0 (9 ) ;  
91 .~i_~ 0 ( ~ )  no~wendig ]olgt: ~ z ~ 0 ( 9 ) .  Ist ;~ ste~, gleich 1, so heifit 
das Ideal ein Primideal. Fiir ein Primideal ?~ ]olgt also aus 9i. ~ ~ 0 (?~ ), 
91-  

Da n~mlich in III a fiir 9 / =  (a), ~B= (b) die Definition III ats 
Spezialfatl enthalten ist, ist jedes nach III  a prim~re Ideal auch primer 
nach III. Sei umgekehrt ~ primgr nach III ,  und sei die Voraussetzung 
yon I I I a  erftillt: 9/- ~ ~ 0 ( 9 ) ,  so da$ also entweder 91 ~ 0 ( 9 )  folgt, 
oder aber dal~ es mindestens eine GrSfie a--~ 0 (91) gibt, so dab a - ~  ~-- 0 (~ ) ,  
a__ ='= 0 ( ~ )  wird. Ist nun b 1 . . .  b~ eine Idealbasis yon ~ ,  so kommt nach 
Definition III ,  da a- b~ ~ 0 ( ~ )  wird: 

b ; ~  0 ( 9 ) ;  . . . ;  b ; ' ~  0 ( ~ ) .  

Wegen b = f ~ b  x + . . . + f . b ~ + n  l b x + . . . - } - n ~ b ,  wird also flit 
= Y'I-+- . . -+ x, das Produkt yon je 2 GrSl]en b dutch ~ teilbar, womit 

flit nach III primate Ideale das Ediilltsein der Definition I I I a  bewiesen 
is~. Speziell fiix Primideale ~ /olgt abet aus: a - ~  ~ 0 (~) ,  also auch 
a . b ~ O ( ~ )  fiir jedes b ~ 0 ( ~ 3 )  und a - ~ 0 ( ~ ) ,  dal] b ~ 0 ( ~ )  und da- 
mit ~ ~ 0 (~) .  Damit ist die Kquivalenz der beiden Definitionen gezeigt. 

Der Zusammenhang zwischen prim~ren und Prim-Idealen wird her- 
gestetlt dttrch die Bemerkung, da~ die Gesamtheit ~ aller Elemente. ~o 
yon der Eigenschaft, da]3 eine Potenz von ~o dutch ~ teitbar ist, ein 
Primideal bildet. Zuni~chst ist klar, dal~ ~ ein Ideal ist; da neben Pz 
und ~o. 2 auch a Io 1 und (~o~ -- 10.2) die genannte Eigenschaft mlkommt. Naeh 
dem bei der Definition von III  a angewandten Basissehlul~ ergibt sich 
ferner die E~i,~tenz einer Zahl 2, derart, dat~ ~ z ~  0 (~ )  wird. 

Sei jetzt: 
a . b - - =  a : :  _ _  

so kommt nach tier Definition von ~" 

aZ.b ~ ~ 0(9) ' ,  a z-:-~- 0 ( 9 ) ;  

also nach der Definition yon ~ :  

bX*_ --  0 ( 9 )  und folglich b ~  0 (~ ) ,  

womit ?~ als Primideat nachgewiesen isf. ~ ist auch definiert als grSl~ter 
gemeinsamer Teiler aller Ideale ~ yon der Eigenscha~t, dal] eine Potenz 
yon ~ dutch 9 teilbar ist. Denn jedes solche ~ ist nach Definition 

~) Unter dem Produkte 9/ .~  zweier Ideale wird, wie fibtich, das aus der Ge- 
samthoit der GrSi~en a.b und ihren endlichen Summen bestehende Ideal verstanden. 
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dutch ~ teilbar; also anch der grSl~te gemeinsame Teiler ~ dieser ~ .  
Umgekehrt ist ~ selbst ein Ideal ~ ,  also dutch ~ teilbar, womit ~ = 
erwiesen ist. ~ ist also ein Primideal, das Teiler yon ~ ist und von 
dem eine Potenz dutch ~ teilbar is~; dutch diese Eigenschaft ist es ein- 
deutig definiert. Denn aus: 

folgt" 

o($); 
also nach der Eigenschaft der Primideale: 

Zusammenfassend haben wir 

S a t z  V. Zu ]edem prim~ren Ideal ~ existiert ein und nut  ein 
Primideal ?~, das Teller yon ~ ist und von dem eine Potenz dutch 
teilbar ist; ?~ soll als ,,zugeh6riges Primideal" bezeichnet werden ~:). ~ ist 
definiert als gr6fiter gemeinsamer Teller aller Ideale ~ yon der Eigen- 
scha]t, daft eine Potenz yon !3 durch ~ teilbar ist. Ist  ~o die kleinste 
Zahl derart, daft ~e~_ 0 ( ~ ) ,  so 8oll o als Exponent yon ~.~ bezeichnet 
werden xs). 

Wit  beweisen j etzt, als Zusammenhang zwischen prim/it und irreduzibel: 

S a t z  VI. Jedes nichtprimiire Ideal ist reduzibel; m . a . W . :  ]edes 
irreduzible Ideal ist primiir ~). 

Es sei ff ein nichtprimdres Ideal, so dab naeh Definition I I I  min- 
destens ein GrSBenpaar a,  b existiert, derart, dal~ 

(3) a . b ~ _ O ( ~ )  a=_=O(~) b ~'-~- ; ; ==0(~)  fiir jedes z .  

1~) DaB die Umkehrung nioht gilt, zeig~ das Beispiel ~J~ = (x ~-, zy). Das Prim- 
ideal (x) erfiillt alle Bedingungen, aber ~YX ist nicht prim/~r. 

is) DaB im allgemeinen nicht, wie im Bereich der ganzen rationalen, bzw. alge- 
braisohen Zahlen, ~e = ~ wird, zeigt clas Beispiel: 

~=(x~, y); ~ = ( x , y ) ;  ?~'~=(x~ xy, y~)-~O(~); aber ~_~--0(~);  

also ~ yon ~ verschieden. 

19) DaB hier die Umketa-ung nieht gilt, zeigt etwa das Beispiel: 

~ = (~ ,  xy, y~)= [(~, y), (~, y~)], 

wo ~ > 2. tiier ist ~ prim/it, aber reduzibel. (Da~ ~ prime ist, folgt daraus, dat3 
es alle Potenzprodukte 2-ter Dimension yon x, y enth~lt; fiir jedes'Polynom ohne 
konstantos Gliod is* also eine Potenz dutch ~ teflbar. Enth~lt aber in a.b~O(~)  
das Polynom b ein kons t~f~ Glied -- also b ~ -=I-~ 0 (~)  f/it jedes x --, so mull, da 
wegen der Homogenit~t tier Basispolynome yon ~ jeder homogene Bes*andtefl yon 
a. b dureh ~ teitbar ist, a (lurch ~ teilbar sein.) 
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Wit bitden nun die beiden Ideale: 

2o = (~, a); ~o= (~, b), 
die nach (3) echte Teiler yon ~ sind und flit die nach (3) gilt: 

(4) ~o~o =-- o(~) .  
Fi~ die Elemente f des kleinsten gemeinsamen Vielfachen ~o ~ [s No] 
gilt nun die Alternative: 

Entweder es folgt aus 

f -~  0(20); f~__ 0(~o) , d.h. f -~  a l . b ( ~  ) 
stets eine Darstellung: 

f=- lo-5(~); to-= O(2o); 
also nach (4): f _~ 0 (~) ,  somit ~o ~ 0 (~),  and wegen ~ _~ 0 (~o) auch 

~ ~o, womit ~ als reduzibel nachgewiesen ist. 
Oder es gibt mindestens ein f ~_ 0 (~o), flit das kein solches t o existiert. 

Wit bilden dann mit  dem zu diesem f gehSrigen al:  

2 1 : ( 2 o ,  a ~ ) = ( ~ , a , a ~ ) ;  ~ - - - ( ~ , b ~  

Dann wird wegen a~. b ~ 0 (2o) nach (4) auch: 

(~') ~1-~i- o(~); 
und ~1 wird ein echter Teiler yon ~o- 

Fiir die Elemente f yon ~ = [ ~ ,  971] gilt die gleiche Alternative: 
Entweder es folgt aus 

f ~  0 (2~); f_~ 0 (Y~); 
d .h. :  f _~ a+ . b ~" ( ~ ) stets: 

f-~.b"; ~,-- 0(e:); 
und damit naeh (4'):  

~ = ~ .  

Oder f~dr mindestens ein f gibt es kein sotches 11, was zu~ Bildung 

yon e~--(e~,a~),  % = ( ~ , b  ~)/~hrt; mit 2 ~ - ~ - - 0 ( ~ ) ,  wo ~0. ein 
e~hter Teiler yon ~ i s t . -  So ~orffahrend, definiere,u wir allgemein: 

~ o = ( ~ , a ) ;  ~ = ( ~ o , a ~ ) ;  . . .;  ~ = ( 2 , _ ~ , a ~ ) ;  ...; 
~ o =  (~, b); ~---- (~, b~); . . . ;  ~ =  (~, b~); . . . ,  

wo die a~ dadureh definiert sind, 

& k  

w~r& 

f~O(~_~); 

f _~ ai.b ~i-1 (~);  

dab es ein f gibt, derart, da~ 

f~: o(~_1), 

abe~ a~-i- o (~_1) 

Danach wird allgem~in ~i" ~ ~- 0 (~) ,  ~ naeh (3) ein ~ht~w TeiI~ 
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von 2 ,  und s ein echter Teiler yon s Nach Saf~z I yon der end- 
lichen Kette muB also die Kette der ~ im Endlichen, etwa mit ~ ,  ab- 

brec,hen. Fiir jedes f ~ 0 ( ~ ) ;  f ~ 0 ( ~ . )  wird also f ~ l n . b ~ " ( ~ )  mit 
l~, ~ 0 (s and folglich kommt nach dem obigen Schlu$: ~ ~ [s  ~ , ] ,  
womit ~ als reduzibel nachgewiesen ist. 

Aus dem eben Bewiesenen ergibt sich die Eindeutigkeit der zugehSrigen 
Primideale wie folgt" 

Es seien 
= = 

zwei Idirzeste, also reduzierte Darstellungen yon ~ aIs kleinstes gemein- 
sames Vielfaches yon irreduziblen Idealen, deren Anzahl nach Satz IV 
iibereinstimmt. Dann sind nach diesem Satz auch die dort auftretenden 
Zwischendarstellungen (wo, wie dort bemerkt, der Index ]i ~ i gesetzt 
werden kann): 

kiirzeste Darstellungen. Es kommt also: 

Da nun nach Satz VI die irreduziblen Ideale ~ ,  und ~ primer sind, 
folgt daraus die Existenz zweier Zahlen )~i und ,u~, derart, dab 

Bezeichnen nun ~i bzw. ~i die zugehSrigen PrimideaIe von ~i  bzw. ~'i; 

also ~ * ~ 0 ( ~ i ) ;  ~ / , ~ 0 ( c ~ ) ,  so kommt nach (5): 

und daraus nach der Eigenschaft der Primideale: 

Damit ist bewiesen: 

Satz VII. Bei zwei verschieclenen kiirzesten Darstellungen eir~es 
Ideals als kleinstes gemeinsames Viel]aches vor~ irreduziblen Idealen 
stimme~ die z~ttge,~6rigen Primideale, unter denen auch ff/e/che ~~ and 
zwar bei ieder Zerlequ~g gleich o/t au/treten kSn~en, i~erein. Die Ideale 
se.lbst tassen sich ]olglich au] min~Iestens eine Art derart l~zarweise zu- 
ordnen, daft ]eweils eine Potenz des einen Ideals ~ dutch das zugeord- 

~o) Das zeigt etwa das Beispiel yon ~9): 
(x~, z y ,  y~) = [(~, y), (~, y~)], 

wo ~>_2. Die beiden zugehSrigen Primideale sind bier: ( x , y ) .  
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~ete ~)~ teilbar ist und umgekehrt. Ihre Anzahl stimmt nach Satz IV 
iiSerein ~i). 

w 

Darstellung eines Ideals als kleinstes gemeinsames u yon griiBten 
prim~en Idealen. Eindeutigkeit der zageh6rigen Primideale. 

Def in i t ion  IV. Eine kiirueste Darstellung 9)~ ~ [~i . .. ~ ] soU als 
kle~nstes gemeinsames Viel]aches yon grSfiten primdren Idealen bezeichnet 
werden, wenn aUe ~ prim~ir sind, abet daz kleinste gemeinsame Viel- 
]ache zweier ~ nicht mehr primdr ist. 

Da$ mindestens eine soIehe Darstellung stets existiert, folgt aus der 
Darstellung yon ~)~ als klei,astes gemeinsames Vielfaches yon irreduziblen 
Ideaten. De`a.a diese Ideale sind primer; entweder li~gt nun schon eine 
Darstellung durch grS~te primiize vor, oder abet das kleinste gemeinsame 
Vielfache irge,ad zweier Ideale wir4 wieder primer. Da bier die Anzahl 
der Ideale um eins abge,aommen hat, fiihrt die Wiederholung des Ver- 
fahrens nach endlich vielen Schritte,a zu der gewiinschten Darstellung. 

Diese Darstellung ist nach Hilfssatz IV reduziert. Umgekehrt ent- 
steht ~ede reduzierte Darstellung dutch grS~te primS~re Ideale auf diese 
Art, wie die AuflSsung der ~ in irreduzible Ideale zeigt. 

Um bier aus Satz VII einen entsprechenden Ei,adeutigkeitssatz zu 
/olgern, ist der Zusammenhang mit den zugehSrigen Primideale.a zu unter- 
suchen nach 

Satz VIII. Besitzen die primgren Ideale ~ , - ~ . , . . . ,  ~.  alle das- 
selbe zugehdrige Primideal ~, so ist auch ihr kleinstes gemeinsames Viel- 
/aches ~ = [ ~ ,  ~ , . . . ,  ~z ] primdir und hat ?~ zum zugeh6rigen Prim- 
ideal. Ist umgekehrt ~ = [ 9 ~ . . .  ~.] eine reduzierte Darstellung ]i2r das 
primdre Ideal ~ ,  so sind alle ~i primdr und besitzen als zugehSriges 
Primideal das zugehSrige Primideal ?~ yon ~ .  

Zum Nachweis des ersten Teiles der Behauptu,ag sei zun~chst bemerkt, 
dal~ aus ~ ~ 0 (~i) fiir jedes i auch folgt: ~ ~ 0 (Q), wo z den grS~ten 
der Indizes ~)i bedeutet. Da ~ ferner auch Teiler yon Q ist, ist ~ ,aot- 
wendig das zugehSrige Primideal, wenn ~ prim~ is~. Aus 

!K-iS =~ 0 (~ ) ;  ~-~i~ 0 (~)  (flit jedes k) 

folgt somit ~=-~_0(~); also ~*~e(~,) (fiir jedes k); 
and somit 9 / ~  0 (~,) ; also 9 / ~  0 (~ ) ,  

womit ~ als prim~, ~ als zugeh6riges Primideat erwiesen ist. 

~) Ffir die Eindeutigkeit der unter den irreduziblen Idealen enthaltenen .iso. 
liorten" Idoale vgl. w 7. 
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Sei umgekehrt vorers~ 

eine kfirzeste Darstellung yon ~-~~/Fu~rch primdre Ideale ~t i und seien jeweils 
~, die zugehSrigen Primideale. Aus 

= _  0 - = -  0 

(wegen der kiirzesten Dars~ellung) kommt dann: 

~ [ '  ~ 0 (~)" oder ~e,~, ~ 0 (~)  

Da ~i zugleich Teiler yon ~ ist, stimmt also ~ fiir jedes i mit dem 
zugehSrigen Primideal ~ yon ~ iiberein. 

Es ist noch zu zeigen, dab bei ]eder reduzierten Darstellung 
= [ ~ 1 . . .  ~t;.J die 9~ prim/ix sind ~). Dazu ISse man die ~ in ihre 

irreduziblen Ideale ~ auf; in der so entstehenden kiirzesten Darstellung 
= [ ~  . . .  ~ , ]  ist dann jedes Ideal primgr and besitzt nach dem 'eben 

Bewiesenen ~ als zugehSriges Primideal. Dann gilt abet nach dem oben 
bewiesenen ers~en Teil des Satzes das gleiche flit jedes ~ ,  womit Satz VIII 
vollsttindig bewiesen ist. 

Zusatz.  tIieraus Iolgt noch, da~ ein Primideal notwendig irredu- 
zibel ist. Denn aus der reduzierten Darstellung ~-~-[~t, ~] kommt nach 
Satz VIII: ~t ~ 0 (~) ;  also wegen ~ ~ 0 (~t) auch ~ ~ ~ and ebenso ~ = ~. 
Die Irreduzibilit/~t yon ~ ergibt sich auch direkt: denn aus ~ ~ [~ ,  ~] 
folgt: ~ - ~ _ ~ 0 ( ~ ) ;  ~--I--(~); ~---=-0(~)im Widerspruch zu der Deft- 
nitionseigenschaft des Prim/deals. 

Seien jetzt 
= . . .  = . . .  

zwei reduzierte Darstellungen yon ~]t als kleinstes gemeinsames Vielfaches 
von grSf~ten prim/iren Idealen. Indem man die ~ in ihre irreduziblen 
Ideale ~, die ~ entsprechend in die irreduziblen Ideale ~ auflSst, kommen 
zwei reduzierte Darstellungen fiir ~ als kteinstes gemeinsames Vielfaches 
yon irreduziblen Idealen, bei denen nach Satz VII sowoM die Anzahl der 
Komponenten wie die zugehSrigen Primideate iibereinstimmen. Nach Satz VIII 
besitzen dabei alle bei einem festem G~ auftretenden irreduziblen Ideale 
dasselbe zugeh6rige Primideal ~ ;  w~hrend das zu ~ gehSrige ~ not- 
wendig davon verschieden isv, da sonst nach Satz VIII keine Darstellung 

~ Da~ bier die reduzierte Darstellung wesentlieh ist, zeigt das Beispiel der 
nichf,-reduzierten Davstelltmg: ~G=[~ ~, a:y, y~] = [(x ~, a:y, y~, VZ), (z ,  V~)], wo ~ 2 .  
Hier ist (~,  ~y, y~, y z ) =  [(x ~, y), (x, y~, z)] nach dem oben Bewiesenen nioht 
pr;ma~r; denn letztcre Darstellung ist eine l~2rzoste (lurch prim/ire Ideale, aber die 
zugoh6rigen ~imideale @, y) und (x, y, z) sind verschieden. ( ~  ist nach ~9) primer.) 
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dutch grSl~te primate Ideale vorl~ge. Die Anzahl a der ~ ist also gleich 
der .~mzaht der verschiedenen zugehSrigen Primideale ~ der ~;  diese ver- 
schiedenen ~ bitden die zugehSrigen Primideale der ~ .  Das gleiche gilt 
von den ~ in bezug auf ihre Aufl5sung in die ~ .  Aus Satz VII folgt 
aIso die A nzahlgleichheit der ~ und ~,  und das Obereinstimmen ihrer 
zugehSrigen Primideale. Zugleich zeig~ sich, dal~ die am Anfang des 
Paragraphen angegebene Zusammenfassung der irreduziblen Ideale zu 
gr61~ten prim~ren darin besteht, alIe mit demselben zugehSrigen Primideal, 
und nut diese, zusammenzufassen. Satz VIII zeigt weiter die Irre- 
duzibitit~tseigenschaft der grSBten prim~ren Icleale: Sie lassen keine redu- 
zierte Darsteltung als kleinstes gemeinsames Vielfaches von gr5~ten pri- 
m~ren zu. 

Zusamenfassend is~ bewiesen: 

Satz IX..Bei zwei reduzierten Darstellungen eines Ideals als kleinstes 
gemeinsames Viel]aches yon grS/3ten primdren Idealen stimmen die An- 
zahl der Komponenten und die zugeh6rigen Primideale, die alle von- 
einander verschieden sind, iZberein. M. a. W.: Jedem ~ l~i[3t sich einein- 

"deutig ein ~ zuordnen, derart, daft eine Potenz yon ~ durch ~ teilbar 
ist, und umgekehrt ~8). ~ Die ~ urat ~ haben IrreduzibilitStseigen~cha]t in 
bezug au] die Zerlegung in grSflte primSre Ideale. 

Zusatz. Es sei bemerk~, dal~ Satz IX im wesentlichen erhalten bleibt, 
wenn man anstatt reduzierter nur ki~rzeste Darstellung voraussetzt. Ist dann 

etwa ~j~ = [~x .. .  ~ "  . . .  ~-~a] reduziert in bezug auf ~ ,  und ~ ein echter 
Teller yon ~i,  ~i das Komplement von ~i ,  so kommt nach Hi[fssatz IV: 
~ :  [ ~ ,  (~,, ~ ) ] ;  und diese Darstellung ist reduziert in bezug "auf ~ .  
Nach Satz VIII, bei dessen Anwendung nStigenfalls (~ ,  ~ )  dutch einen 
echten Teller zu ersetzen ist, ist glso ~* primer und hat dasselbe zu- 
gehSrige Primideal ~ wie ~ .  Die Fortsetzung des Verfahrens zeigt, da~ 
jede~ solchen Daxstetlung eine reduzierte dutch grSBte primate Ideale 
zugeordnet werden kann, derart, dab die Anzahl der Komponenten and 
die zugehSrigen Primideale iibereinstimmem Es gilt also auch bei ki&- 
zester Darstellung, daft bei zwei verschiedenen Darstellungen die Anzahl 
der Kampon~nten und die zuge~rigen Primideale i~ereinstimmen. 

Die derart eindeutig definiexten zugehS~igen, voneinandex v~rschiedeaen 
Pri_mideale sotlen kurz als ,,die zugehSrigen Primideale yon ~J~" bezeichne~ 
werclen. 

e3) Ein Be/spiel verschiedener Darstellungen ist das in le) zu Satz II gegebene: 
~x~ xy )  = [(x), (~ , / zx  + y)] fiir beliebiges #.  Da" die zugehiirigen Prlmide~le ~ = ( x ) ;  

= (x, y)  vonein~der  vemehiexlen sind, b~ndelt es aich nm grSl3te primate Ide~le. 
~-- F~ir die E!ndeutigkeit .der .isolierten" grSi~ten prim~ren Ideale vgI. w 7. 
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w  

Eindeutige Darstellung eines Ideals als kleinstes gemeinsames Vielfaches 
yon relativprim-irreduziblen Idealen. 

Def in i t i on  V. Ein Ideal ~ heifit relativprim zu ~ ,  wen~ aus 
~ .  9~ ~ 0 ( ~ )  notwendig ]olgt: ~ ~ 0 (| Ist  sowohl ~ zu | wie 

zu ~ relativprim, so hei/3en ~ und ~ gegenseitig relativprim~ 
Ein  Ideal heiflt relativln'im-irreduzibel, wenn es 8ich nicht als kleinstes 
gemeinsames Viel/aches van gegenseitig relativprimen echten Teilern dar- 
stellen ldfit. 

Nimmt, man insbesondere anstatt ~: den grS~ten gemeinsamen 
Teiler ~:o aller ~ ,  fiir die ~ - ~  ~ 0 (~) ,  so wird auch ~:o" ~ -~ 0 (~)  
und |  Es wird also ~ 7 o = ~ ,  wenn ~ relativprim zu ~ ;  
~o ein echter Teile~ yon ~ ,  wenn ~ nicht relativp~im zu ~ .oa). 

Dem Eindeutigkeitsbeweis ]iegt zugrunde 

S atz X. 1. Ist ~R relativprim zu den Idealen ~ j . . .  ~ . ,  so ist 
auch relativprim zu ihrem kleinsten gemeinsamen Viel/achen ~.  

2. Sind die Ideale ~ . . .  ~ .  relat@prim zu ~ ,  so ist auch ihr 
kleinstes gemeinsames Viel/aches ~ relativprim zu ~R. 

3. Is t  ~ relativprim zu ~ und ist ~ ~ [ ~ . . .  ~;.] eine retluzierte 
Darstellung liar | so ist ~R auch relativprim zu ]edem ~ .  

4. Is t  | relativprim zu ~ ,  so ist auch ]eder Teiler ~ van 
relativprim zu ~ .  

1. Da aus ~ - ~ 0 ( ~ ) n o t w e n d i g  folgt- ~ . ~ 0 ( ~ ) ,  so wird 
nach Vo~aussetzung: ~: _~ 0 ( ~ )  und damit ~ ~ 0 (~) .  

2. Es sei ~ = [ ~  "" �9 | ~ = [~s .--| ; -. . ; ~L~...~.-~ = ~ 
gesetzt. Aus ~ . ~ _ ~ 0 ( ~ )  folgt dafin ~ . ~ . ~ 0 ( ~ ) ;  also nach 
Voraussetzung: ~ . ~  0 (~) .  Daraas folgt wieder: ~ - ~ o - ~ . , ~  0 (~ ) ;  
also nach Vo~aussetzung %. ~ ~ 0 (~ ) ,  and schlieglich- ~ .  ~ . . . ; ._~ 
Z - ~ - ~ 0 ( ~ ) ;  also ~-~0(~). 

3. Es bedeute ~ dss Komplement yon ~ ;  aus ~ o ' ~  ~ 0 ( ~ )  folgt 
dann wegen ~ , - ~ - ~ 0  ( ~ )  auch [~:o, ~ ] - ~  0 ( ~ ) .  

Wii~e nun 5E o ein echter Teller yon | so w~e wegen der ~edu- 
zierten Darstellung ~ _  [ ~ ,  ~.] aueh [~o, ~ ]  ein echte~ Teiler von 
gegen die Voraussetztmg. 

~4) Die Bedingung des relativprim ist nicht symmetriseh. Z.B.  ist ~ = (~ ,  y) 
relativprim zu ~=(ar  abet ~ ist nicht relativprim zu ~ ,  da ~ 0 ( ~ ) ,  abet 

= ~ --_l=_ 0 (~) wird. 
~) D/esea so definierte IEo stimmt iiberein mit dem ,Residua/modut ~ yon 

Lazker; und in seiner Ausdehnung auf Zahlenmoduha start  Ideale mit dem ,Quotien~ ~ 
zweier Moduln hoi Dedeklnd. Lasker, a. a. O. S. 49, Dedekind (Za~lentheorie), S. 504~ 
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4. Aus ~o" ~ ~-- 0 (~ ) ,  wo ~o ein echter Teller yon ~ ,  folgt auch 
~:o '~ ~ 0 (~ ) ;  also w~ixe ~o echter Teiler von ~ gegen die Voraussetzung. 

Definition V zeigt insbesondere, da~ jedes Ideal relativprim zu dem 
aus allen Elementen yon ~Y bestehenden Einheitsideal ~ wird~6); die folgen- 
den S~tze gelten abet nu~ fiir yon ~ ve~schiedene Ideale. 

Aus dem eben bewiesenen Satz X ergibt sich zun~dast 

H i l f s s a t z  V. Jede Darstellung eines Ideals als kleinstes gemein- 
sames Viel/aches yon gegenseitig relativprimen, vo~ ~ verschiedenen 
Idealen ist reduziert. 

Sei O~= [ ~  ~ . . . .  ~ ] = [ ~ ,  ~,] eine solche Darstellung. Nach SatzX,2 
ist dann auch ~i relativprim zu ~ ;  ~ kann also nicht in ~ aufgehen; die Dar- 
steltung wird eine kiirzeste. Dean aus ~ ~ 0 ( ~ ) ,  wo ~ relativprim zu ~ ,  
wiirde wegen ' ~ - ~ 0 ( ~ )  auch folgen: ~ 0 ( ~ ) ;  also ~ = ~ ,  was 
nach Voraussetzung ausgeschlossen ist. Sei nun ~ durch den echten 
Teiler ~* ersetzbar, dann wird nach Hilfssatz i I  ~ reduzibel und es 
kommt: ~ = [ ~ * , ( ~ , ~ ) ] .  arsetzt man hier gegebenen~alls ( ~ , ~ , )  
dutch einen echten Teiler ( ~ ,  ~ * * ~ )  , ebenso ~ i  durch einen echten Teller, 
so dab eine reduzierte Darstellung flit ~ entsteht, so zeigt Satz X, 3, 
da~ ~i auch relativprim zu ( ~ ,  ~ ) *  wird, und dieses ist wegen der kiirze- 
sten Da~:stetIung yon ~ verschieden. Da abet ( ~ ,  ~ ) *  in ( ~ , ~ )  und 
( ~ ,  ~ )  in ~, aufgeht, ist damit ein Widerspruch nachgewiesen. 

Aus Satz X ergibt sich ferner der den Zusammenhang mit den zu- 
gehSrigen Primidealen vermittelnde 

Satz  XI. Ist  ~ relativprim zu ~ und ~ yon �9 verschieden, so 
ist kein zugeh&iges Primideal yon ~R ~)  dutch ein zugehSriges Primideal 
van ~ teilbar, l~indet umgekehrt keine solche Teilbarkeit start, so ist 
relativprim zu ~,  und natiirlich ~ yon ~ verschieden. 

Seien 
= . . .  

reduzierte Darstellungen von ~ and ~ dutch grS~te primate Idea]e; 
~ . . .  ~ ,  ~ * . . .  ~$ die zug.ehSrigen Primideale. Wit zeigen die Behaup- 
tung in der Form: Ist ein ~ dutch ein ~ *  teilbar, so kann ~ nicht 
relativprim zu ~ seia, und umgekehrt. 

Sei also ~t, ~ 0 (~*)  und r aueh: ~ s~. _~ 0 (~.*), woraus naeh 
. . r r o 

Def tio= $ ;  folg : = 0 a l s o  a oh - -  0 E s  

~) ~) spielt nur in bezug auf Teilbarkeit und kle'mstes gemeinsames Vielfaches, 
~nicht in beT~g a~f-Produktbildung die Rolle der Einheit. Es wird etwa ~)=(x) f ~  
den Bereieh a~ler g ~ l i g e ~  Polynome yon x otme konstantes Glied; ~ = (2) flit den 
~e~eich aller geradcn Zahhim 

~) Define/on der zugehSHgett P~aide~le yon ~R in. w ~, Schlul}. 
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nun ~ die niedrigste Potenz yon ~ ,  die dutch ~*  teilbar ist. Fiir ~-~ 1 
wird ~ dutch ~ teilbar; da abet nach Voraussetzung ~ yon ~ verschieden, 

~ .  wird ~ also nicht relativprim za Fiir ~ ~ 2 wird ~ - ~ -  ~ ~ 0 (~*) ,  
~ - ~ z ~  0 (~*) ,  also ~ nicht relativprim zu ~ *  .~s); und folglich ist in 
beiden Fi~llen nach Satz X, 3 auch ~ nicht relativprim zu ~.  

Ist umgekehrt ~ nicht relativprim zu ~ ,  so ist nach Satz X, 1 
auch ~ nicht reIati~prim zu mindestens einem ~C~*. Es gilt also: 
~ o - ~ 0 ( ~ ) ;  ~ o ~ - ~ 0 ( ~ ) ,  ~ d  da~aus, d a r 2  primer ist: ~ ' ~ 0 ( ~ * ) ,  
also auch ~ 1 . . . ~ ,  ~ 0 ( ~ * ) .  Daraus folgt aber fiir die zugeh6rigen 
Primideale" ~ e l  . . .  ~:e~ _~ 0 (~*) ;  und nach der Eigenschaft der Prim- 
ideale geht folglich ~* in mindes~ens einem ~ au~, womit Satz XI  be- 
wiesen ist. 

Aus 8atz X und XI ergibt sich nun die E~istenz ~'~) und Eindeutig- 
keit der Zerlegung in relativprim-irreduzible Ideale wie folgt" 

Sei ~ = [ ~ . . .  ~ ]  eine reduzierte (oder wenigstens kiirzeste) Dar- 
stellung yon ~ durch g~,5/~te primiire Ideale; ~ . . .  ~ die zugehSrigen 
Primideale. Wit fassen die ~ derart in Gruppen zusammen, dal~ kein 
Ideal einer Gruppe $eilbar wird dutch ein Ideal einer davon verschie- 
denen Gruppe, w5hrend die einzelne Gruppe sich nicht in zwei Teil- 
gruppen spalte~ ldflt, denen beiden diese Eigenscha/t zukommt. Urn eine 
solche Gruppeneinteilung zu konstruieren, ist zu bemerken, dal~ nach 
Definition die einzelne Gruppe G neben jedem Ideal ~ auch alle seine 
in ~ . . .  ~ vorkommenden Teiler und Vielfachen (d. h. dutch ~ teil- 
baren) enthalten mu$. Seien etwa ~(i') alle Vielfaehen yon ~ ,  ~-~') alle 

ca(. ~1-.-h) Teller yon ~(~), ~i~)~ alle VieLfachen yon ~(~')~i~ usE', al]gemein ~. . .~x_,  
~u (~'''./~.) D a  es ~(il""i~-~) ~(i~"'i~') alle Teller yon ~- - .v . -1  alle Viel{aehen von ~ . . . ~ . _ ~ ,  ~i~...~ 

sich im ganzen nu~ um endlich viele Ideale ~ handelt, mu~ das Yerfahren 
naeh endlich vielen Schritten abbrechen; d. h, kein von allen voran- 
gehenden versehiedenes Ideal liefern. Der so gewonnene Inbegriff yon 
Idealen ~ bildet nun tats~ichlich eine Gruppe G yon den gewiinschten 
Eigenschaften. 

Denn na~h Definition enthglt G neben jedem ~(i,.--h-D auch alle "b~ix - , .  ~ 2 - -  1 

~(~...~ ) w~.',.--~) 
Vielfachen ~,...i~'_~, neben jedem ~(.~---h)~,...~z_~ auch al]e Teller ~],.--h " 

Darunter sind abet auch alle Teller der ~(h"-iz-~) enthalten, w~hrend 

~s) ~o ist nicht definier~, da Z die Einhei~ nich~ zu enthal~en br~ucht; dahor 
mu6te der Fall ~ = 1 vorweggenommen werden. T = 0 ist aueh in dem Fall, wo ~v 
eine Einheit enthglt, durch die Voraussetzung fiber ~ ausgesehtossem 

~) Die F~istenz der Zerlegung lgl]t sich auch d i re~  beweisen, in genauer 
Analogie mit der in w 2 nackgewiesenen Existenz der Zerlegung in endlich viele 

irreduzibte Ideale. 
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m(-~'"'~z) selbst wieder ~a,...!x) die Viet_fadhen der :vs,...Jx-1 *i, . . .h-1 sind. Die nicht in 

G enthaltenen Ideate khnnen also weder Teller noch Vielfache der in G 
enthaltenen sein. G erfiillt aber auch die Irreduzibilit~itsbedingung. Denn 
liegt eine Einteilung in zwei Teilgrappen G a) mad G ~) vor, und enthi41t G (~) 

-(~ ~) (bzw. ~(~--.9.) etwa ~i~.'.'~ ~, . . .~_~/,  so enth~lt es auch alle vorangehe~nden, 

da diese abwechselnd Vielfache und Teller (bzw. Teiler und Vielfache) 
sing, also auch ~ und damit die ganze Gruppe G. Verf~hrt man mit 
den nicht in G enthaltenen Idealen entsprechend, so kommt dam{t eine 
Gruppeneinteilung G~. . .  Go alle~ ~,  der die gewiinschten Eigenschaften 
zukommen. Eine solche Grappeneinteilung ist eindeutig; denn sei 

, . . .  , ~(~...ii) (bzw. ~(i~...ii) G~ G~ eine zweite Einteilung trod ~.. .] ; .  ~i~...i~_~/ ein Ele- 

ment yon G~, so enth~b nach dem obigen G~ die ganze Gruppe G und 
ist also wegen der Irreduzibilit~tseigenschaft mit G identisch. 

Becleuten nun ~{. (wo /~ yon 1 bis 2{ t~uft), die in einer Gruppe G{ 
zusammengefat~ten Ideale ~ ,  so sind, da die ~ alle voneinander ver- 
schieden sind, die einer ldirzesten Darstellung entsprechenden primiixen 
Ideale ~{, eindeutig bestimmt. Setzen wir 

3{{ : [~{~... ~{.~,], so kommt 9~ = [3{~... 3{~]; 

wir zeigen, daf~ dadurch eine Zerlegung yon 93~ in relativ~im-irreduziMe 
Ideale erreicht ist. Zun~ichst ist zu bemerken, da~ Satz XI anwendbar bleibt, 
auch wenn ~i  = [~~- - -~L~ t] aur eine kiirzeste Darstellung ist, 'da nach 
dem Zusatz zu Satz IX die zugehhrigen Primideale dadurch schon ein- 
deutig definiert sind. Da nun kein zugehhriges Primideat ~ , ,  von ~i  dutch 
ein zugehhriges Primideal ~i~ yon ~1 teilbar ist, und umgekehrt, sind 
nach Satz XI ~i  und ~j  gegenseitig relativprim; und jedes einzelne ~ 
ist nach Satz XI wegen, der IrreduzibiIit~itseigenschaft der Gruppe G~ re- 
lativprim-irreduzibel, da bei ReduzibiIit;4t stets von ~ verschiedene Ideale 
in Betracht kommen. Nach Hilfssatz V handelt es sich ferner um eine 
reduzierte Darstellung, auch wenn man urspriLnglich nut yon einer kiir- 
zesSen DarstdAung dutch die ~ ausgegangen war. Umgekehrt ffhrt nach 
Satz XI jede Zerlegung in relativprim-irreduzible Ideale auf die angegebene 
Gruppeneinteilung der ~is-  

Sei nun ~J~---~ [ ~ 1 - - - ~ ]  eine zweite Darstellurg] yon ~2~ dutch 
"rehrtivTrrim-irredu$ible Ideale, die nach HiIfssatz V rectuziert ist. Da 
dan~, wie die Auflhsung der ~ in grhl~te primate Ideate zeigt, die zuge- 
hhrigen PrimideaIe iibereins6mmen, stimmen also auch die Gruppenein- 
teilungen diesex Pr~m~deale, deren Eindeutigkeit oben bewiesen, iiberein. 
Es wird somi~ ~= a; und die Bozeictmung l~iBt sigh so w~hlen, .da~ 
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9t~, 9~-~ zu derselbea Gruppe gehSren. Sei dann 

= [m,,  6 , ]  = [m,,  6,]  

die Darstellung dutch Ideal und Komplement. Dann wird, da ~i der- 
selben Gruppe zugeordnet ist wie ~ ,  nach Satz XI auch 6i relativprim 
zu ~i, und 6i relativprim zu ~ .  Wegen 

kommt somit 
- :  

Damit ist bewiesen: 

Satz XII. Jedes Ideal lgfit sich eindeutig darstellen als kleinstes 
gemeinsames Viel]aches. yon endlich vielen gegenseitig relativprimen und 
r elativprim-i rr eduziblen Idealen. 

w 

Eindeutigkeit der isolierten Ideale. 

Def in i t ion  VI. Ist  die kiirzeste Darstellung ~)X ~- [~ ,  ~] reduziert 
in bezug au] ~, so heiflt ~ isoliertes Ideal, wenn kei~ zugeh6riges Prim- 
ideal yon ~ in einem zugeh6rigea Primideal yon 6 au]geht, m. a. W. ,  
wen~ ~ relativ prim zu ~ ist. 

Danach erfiillt die Darstellung 9X = [~,  ~] die Bedingungen der 
Darstellung ~ = [!~i, 6~] in Hilfssatz V, und mit Hilfssatz V ist be- 
wiesen: 

Hilfssatz  VI. Ist  ~ isoliertes Ideal der in bezug au/ ~ redu- 
zierten, kiirzestea Darstellung ~ = [~ ,  ~],  so ist die DarsteUung auch 
reduziert in bezug au/ ~ .  

Da es sich also bei isolierten Idealen um reduzierte Darstellung 
handelt, ergiinzen sich die bei der Zerlegung yon 9~ und ~ in irreduzible 
Ideale auftretenden zugehSrigen Primideale zu den eindeutig bestimmten, 
bei der entsprechenden Zerlegung von 9X auftretenden zugehSrigen Prim- 
idealen. 

Es geht somit kein zu der Zerlegung in irreduzible I~teale gehSriges 
Primideal-yon ~ in den iibrigen, zu der entsprechenden Zerlegung yon O)~ 
gehSrigen Primidealen auf. Ist umgekehrt diese Bedingung erfiillt, und tritt 

in mindes~ens einer ia bezug auf 9~ reduzierten Darstellung ~ = [~,  ~], 
also auc:h in einer reduziexten Darstellung ?;X = [~,  ~*] auf, so ist 
nach Definition VI isoliert. Daraus ergibt sieh die yon dem speziellen 
Komplement 6 unabh~ngige 

Def in i t ion  Via. ~ heiflt isoliertes Ideal, wean die ~u der zerte- 
yung in irred~zible Ideede geh6rigea Primideale van ~ nicht in den 

Mathematische Annalen. 83. 4 
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iibrigen, zu der entsprechenden Zerlegung vor~ 9)~ gehdrigen Primidealen 
au/gehen, und wenn ~ in mindestens einer in bezug au/ ~ reduzierten 
Darstellung 9)~ = [ ~ ,  ~ ] au/tritt so). 

Seien nun 

zwei Darstellungen yon ~ dureh isolierte Ideale ~ und ~ und Komple- 
mente ~ und ~; derart, da!~ die zugehSrigen Primideale von ~ und 
iibereinstimmen. Ersetzt man ~ und ~ dutch solehe Teiler ~* und ~*, 
dal~ die DarstetIungen reduziert werden, so stimmen also auch die zuge- 
hSrigen Primideale von ~* und ~* iiberein; naeh Satz XI wird also ~* 
relativprim zu 9~, o* relativprim zu ~ .  Wegen 

kommt somit 

isotierte Ideale sind also eindeutig dureh die zugehSrigen Primideale be- 
stimmt. Dies ergibt insbesondere eine Verseh/irfilng der Siitze VII und IX[ 
fiber die Zerlegung in irreduzibte bzw. grSl]te prim~ire Ideale, wobei naeh 
dem Zusatz zu Satz IX nut kiirzeste Darstellung vorausgesetzt zu werden 
braueht. Zusammenfassend kommt: 

Satz XIII. Bei ]eder kiirzesten Darstellung eines Ideals als kleinstes 
gemeinsames Viel/aches yon irreduziblen bzw. gr6fiten Irrimdren Idealen 
sind die isolierten irreduziblen bzw. gr6flten primdren Ideals eindeutig 
bestimmt; die Vieldeutigkeit bezieht sich nut  au/ die nicht-isolierten 
irreduziblen bzw. grSfiten primdren Ideale sl). Allgemein sind die iso- 

"lierten Ideale eindeutig dutch die zugeh6rigen Primideale bestimmt. 
Sind in einer solchen kfirzesten Dar~teltung durch irreduzible, bzw. 

grSBte prim~e Ideale die Ideale ~ bzw. ~j  nieht-isoliert, so sind naeh 
Definition die Komplemente 9~ bzw. ~. dureh ~ bzw. ~j teilbar. Es 
kommt also 

Aus dem Erfiilltsein dieser Relationen folgt umgekehrt, da~ ~ bzw. ~ 
in mindestens einem zugehSrigen Primideal des Komplements,. also nach 

a0) Wiirde man gewShnliche zugehSrige Primideale (w 5 SchluI3) einffihren, so 
w~re als besondere Bedingung zuzufiigen, dab diejenigen yon ~ alle yon denen yon 
verschieden sind. Nach der Definition V ia  braucht also die Darstellung nicht mehr 
reduziert in bezug auf das Komplement vorausgesetz~ zu werden. 

3t) Dieser Satz ist ffir Ideate aus Polynomen im Fall der Zerlegung in gr/~te 
prim~re schon ohno Beweis yon Macaulay mitgeteilt; seine Definitio~ der isolierten 
und nicht~-isotierf~n (imbedded) prim~iren Ideate kann ats irrationale Fassung der 
union mitgeteilten angesehen werden. 
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Zusatz zu Satz IX auch in einem zugehSrigen Primideal des eine redu- 
zierte Darstellung in bezug auf ~i vermittelnden Teilers ~i yon ~i, auf- 
geht; ~ bzw. ~ sind also nicht-isoliert. Insbesondere sind: irreduzible 
Ideale ~ ,  deren .zugehSriges Primideal 5iter als einmal bei der Zerlegung 
yon ~ auftritt, stets nicht-isoliert. Nicht-isolierte primdre Ideale sind 
also auch dadurch charaIcterisiert, daft eine Potenz ~edes Komplements 
dutch sie teilbar wird; isolierte primdre dadurch, daft dies nicht er/i~llt 
sein kann. 

w 

Eindeutige Darstellung eines Ideals als Produkt yon teileriremd- 
irreduziblen Idealen. 

Besitzt der zugrunde gelegte Ringbereich ~ eine Einheit, d.h. ein 
Element e, deraxt, dab e . a  ~ -a  wird fiir jedes Element aus ~,3~), so 
lassen sieh die teilerfremden Ideale definieren durch 

De f in i t i on  VIII. Zwei Ideale ~ und ~ heifen teiler]remd, wenn 
ihr gr6fter gemeinsamer Teiler gleich dem aus allen Elementen yon 2 7 
bestehenden Einheitsideal ~ - ~  (e) ist. E in Ideal heif t  teiler/remd-irr_v.e- 
duzibel,, wenn ~ i c h t  _al.~_.r k l e i n ~ t ~ _ _ g ~ m . . _ ~  y je l j_~ . . . . uon  
T.aarweig.e tr " Idealen~ .c darstellen / d ~ t - ~ z ~  ~ , ~ Z ~ r  o K,,-;,". 

Es ~ei bemerkt, dab zwei teilerfremde Ideale immer-gegenseitig"~re-/~ 
lativprim sind. Nach Definition gibt es n~imlich zwei Elemente" r ~ 0 (3~), ~ i  
s - - : 0 ( ~ )  derart, dal3 e = r - ~ s  wird. Aus ~ : - ~ 0 ( ~ )  folgt aber:~. 
~:- r ~ 0 (~) ,  also ~:- ~ = ~: ---- 0 (~) ;  und entsprechend kommt aus 
~ -  ~ ~ 0 (~)  auch ~ :-- 0 (3~) aa). Aus Hilfssatz V folgt also, dal~ jede 
Daxstellung durch paarweise teileffremde Ideale zugleich reduziert ist. 

Dem Eindeutigkeitsbeweise liegt zugrunde der Satz X entsprechende 

Satz  XIV. Ist ~ teiler/remd zu ~edem der Ideale ~ . . .  ~ . ,  so 
ist ~ auch teiler/remd zu ~ = [ ~ . . . ~ ]. UmgeIcehrt ]olgt aus der 
Teiler/remdheit yon ~ und ~ auch die yon ~ mit ~edem | Ist 

~ [~R~... ~ ,~ und ~edes ~ teiler/remd zu ~edem ~j ,  so sind ~ und 
teiler/remd; auch hier gilt die Umkehrung. 

Ist n~imlich ~ teilerffemd zu jedem ~i '  so existieren Elemente si, 
derart, dab 

o 

ao.) ~ kann bekanntlieh wegen der Kommutativi~t der Multiplikation nleht 
mehr als vine Einheit besitzen, denn fiir irgend zwei Einheiten, el und e2, gilt: 

aa) Die Umkehrung gilt dagegen nicht; z. B. sind die Ideale ~ - - ( x ) ,  ~ = (y) 
gegenseitig relativprim, aber nicht teilerfremd. 

4* 
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wixd. Folglich wird 

sl-s  . . .  8,-8  . . .  

Da aber (~ ,  ~ )  dutch jedes (~ ,  |  ist, gilt auch die Umkehrung. 
Die mehffaehe Anwendung des Schlusses ergibt den zweiten Teil der Be- 
hauptung. Ist ngmlich ~i  flit festes i teileffremd zu ~1 . . .  ~ . ,  so wird 
~ i  teilerffemd zu ~ .  Gilt dies fiir jedes i, so wird, da der Begriff der 
Teileffremdheit ein gegenseitiger ist, ~ teileffremd zu ~ .  Umgekehrt 
folgt aus der Teileffremdheit yon ~ und ~ die Teileffremdheit yon 
zu ~i ,  und folglieh von ~ zu ~j .  

Der Beweis flit Existenz und Eindeutigkeit ~) der Zerlegung in teiler- 
fremd-irreduzible Ideale kommt, wie der entspreehende Beweis bei den 
relativprimen Ideaten, auf eine eindeutige GruppeneinteiIung heraus. Da 
aber die relativprim-irreduzibIen Ideale ~ . . .  ~o yon ~/~ nach Satz XII  
eindeutig definiert shad, ist hier ein Zuriickgehen auf die zugehSrigen 
Primideale unnStig. 

Wir fassen die eindeutig definierten relativprim-irreduziblen Ideale 
~ . . .  ~o yon ~)~ derart in Gruppen zusammen, da~ jedes 1deal einer 
Gruppe teiler]remd zu ]edem Ideal einer davon verschiedenen Gru9pe 
wird, wahrend die einzelne Gruppe sich nicht in zwei Teilgruppen spalten 
ldfi$, derart daft jedes Ideal einer Teilgruppe teiler]re~d zu ~edem Ideal 
der andern Teilgruppe wird. Eine solche Gruppeneinteilung ergibt sich 
wie folgt: Naeh Definition m ~  die einzelne Gruppe G neben jedem Ideal 

auch alle zu ~ nicht teilerfremden Ideale enthalten. Seien diese etwa 
gegeben dureh ~i~; zu diesen seien ~ nicht teilerffemd; sei allgemein 

~ ' " ~ z  nieht teiterfremd zu }R~...i~_ . Da es sich im ganzen nut um 

endlieh viele Ideale handett, mu~ alas Verfahren nach endlich ~5elen 
Schritten abbrechen, d .h .  keine voa allen vorangehenden verschiedenen 
Ideale liefern; der so gewonnene Inbegriff yon Idealen bildet eine Gruppe G 
yon den gewiinschten Eigenschaften. Denn alle nicht in G enthaltenen 
Ideale sind naeh Konstruktion von G teilerfremd zu allen in G enthaltenen. 
Liegt ferner eine Einteilung in zwei Teilgruppen G ~) und G (~ vor; und 
sei etwa ~fi ... ~z Element von G r Da die Eigensehaft der Teilerfremd- 

heir eine gegenseitige ist, muJ~ G (~) dann auch }R~... ~_~, . . .  ~ ,  also auch 

und folglich die ganze Gruppe G enthalten, womit die Irreduzibilit~t 
bewiesen ist. Verf~hrt man mit dea nicht in G enthaltenen Gruppen 

~) Die E~istenz der Zerlegung l ~ t  sich wieder in Analogie zu w 2 direkt be- 
wei~en; auch der Eindeutigkeitsbeweis 1RBt sieh direkt fiihren (vgk das in tier Ein- 
leitung fiber Schmeidler und Noether-Schmeidler Gesagte). Der bier gegebene Beweis 
gibt zug~ich Einblick in die Struktur der teiterfremd-irreduziblen Ideale. 
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entsprechend, so kommt somit eine Gruppenein~eihmg G1...  G~ aller ~. 
t t 

Diese Gruppeneinteilung ist eindeutig; denn sei G~... G~, eine zweite 
t t 

Einteilung und ~q...i;. ein Element von G~. Dann enth/ilt G~ aueh 

und folgIich G~ und kann wegen der Irreduzibilitgtsbedingung keine yon 
G 1 verschiedenen Elemente enthalten; es wird G' gleieh G 1 . 

Es sei jetzt 34 das kleinsSe gemeinsame Vielfache der in einer Gruppe G~ 
vereinigten Ideale ~ .  Wit zeigen, dag ~J~-~ [31 ...  ~ ]  eine DarsteUung 
yon ~ dutch teiler/remd-irreduzible Ideale wird. Vorerst zeigt die Auf- 
15sung der ~: in die ~,  da$ [31 . . .  ~ ]  wirklich ~ darstellt. Nach 
Satz XIV sind ferner die 3 paarweise teileffremd, and jedes ~ is~ teiler- 
fxemd-irreduzibel. Damit ist also die Existenz einer solehen Darstellung 
bewiesen. 

Zum Eindeutigkeitsbeweis sei 9~ = [~x . . .  ~ eine zweite derartige 
Darstellung. LSs~ man die 3 in ihre relativprim-irreduziblen Ideale 
auf, so sind die bei verschiedenen ~ auftretenden ~ nach Satz XIV zu- 
einander teilerfremd, also auch gegenseitig relativprim; sie stimmen also 
mit den eindeutig definier~en relativ-prim-irreduziblen Idealen ~ yon 
/iberein. Die ~:i erzeugen ferner nach Satz XIV eine Gruppeneinteilung 
G~ der ~ mit den angegebenen Eigenschaften. Da aber diese Gruppen- 

- -  G / '  

einteilung eindeutig ist und jedes ~ durch die Gruppe i--G~ eindeutig 
bestimmt ist, wird 3 r  ~:~, womit die Eindeutigkeit bewiesen ist. 

Fiir paarweise teilerfremde Ideale wird ferner das kleinste gemein- 
same Viel/ache gleich dem Produkt. 

Denn nach Satz XIV is$ fiir ~)~= [~:~ .. .  ~ J  auch das Komple- 
ment s teilerfremd zu ~ ;  es gibt also Elemente 

Aus f~_O(~,); f=_O(s folgt also wegen 

f =  f~= ft, + fl, auch f ~  0(~,- 3,). 

Da umgekehr$ s 3, dnrch [~,, 3,] teilbar, kommt [~,, 3 , J = ~ , . 3 , ;  
und dutch Fortsetzung des Verfahrens auf ~ schliel~lich: 

. . .  = �9 . . . .  

Damit ist bewiesen: 

Satz XV. Jedes Ideal ldfit sich eindeutig darstellen als Produkt 
van endIich vielen paarweise teiler/remden und teiler]remd-irreduziblen 
Idealen. 
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w 

Ausdehmmg der Untersuchung au/ Mod.l.. Anzahlgleichheit der 
Komponenten bei Zerlegungen in irreduzible Modulu. 

Wit zeigen jetzt, dal~ der !nhalt der drei ersten Paragraphen, der 
sich auf irreduzible, nicht auf prims und Prim-Ideate bezieht, unter ge- 
ringeren Voraussetzungen bestehen bleibt. Diese Paragraphen benutzen 
ns das kommutative Gesetz der Multiplikation nicht und beziehen 
sich nu~ a-~ die Eigenschaft d~r Ideale, Moduln zu sein, bleiben also er- 
halten g~ Modutn in bezug auf nicht-kommutative Bereiche, die jetzt zu 
de~n~eren sind. Der Definition de r Moduln ist ein D o ~ l b e r e i c h  ~ )  
zugrunde zu legen yon ~ e n d e n  Eig~l~aha~en: 

--~'~s{~e'in~"~strakt-de/inierter nicht-kommutativer Ring, d.h. 2" ist 
ein System von Elementen a, b, c , . . . ,  flit die zwei Verkniipfungsarten 
definiert sind, die Ringaddition (=~=) und die Ringmultiplikation ( X ) ,  die 
den in w 1 aufgestellten Gesetzen geniigen, mit Ausna]~_me des kommuta- 
tiven Gesetzes 4. der Ringmultiplikation. 

T ist ein System yon Elementen a, fl, r , - - - ,  fiir alas in Verbindung 
mit X ebenfalls zwei Verkniipfungen definiert sind, die Addition, die aus 
je zwei Elementen a, fl eindeutig ein drittes a + fl erzeugt; die Mult i -  
plikation eines Elementes ~ aus T mit  einem Element c aus 2 ,  die ,~< 
eindeutig ein Element c,a aus T erzeugtSS). ~ : ~ , / t F ~  

Fiir diese Verkniipfungen gelten die folgenden Gesetze: ~ \ / . ~  

1. Das assoziative Gesetz der Addition" (a -~ fl) + 7 -~ e ~- (fl + 7)- �9 
2. Das kommutative Gesetz der Addition: a ~ fl = fl ~ a. 
3. Das Gesetz der unbeschrs und eindeutigen Subtraktion: es gibt 

in T ein und nut ein Element ~, das die GIeichung r ~ ~ ~ fl befriedigt 
(man bezeichnet ~ -~ fi -- e~). 

4. Das assoziative Gesetz der ]Kultiplikation: a- (b. 7) : ( a x  b). 7- 
5. Das distributive Gesetz" (a=~=b) .7=a.7-~b.7;  c . ( a - ~ f l ) ~ c . a ~ - c . , 8 .  

Aus diesen Bedingungen folgt bekanntlich die Existenz des Null- 
elements, und die Giittigkeit des distributiven Gesetzes auch fiir die Ver- 
kniipfung von Subtraktion und Multiplikation: 

( a - -  b ) . 7 =  a .7  --  b.7; c . (a  --  fl) = c.er -- c.fl; 

wo (--)  die Subtraktion in 2 bedeutet. Enth~tt ~ eine Einheit e, so soU 
�9 r  a getten fiir jedes Element r aus T. 

a~) Es handelt sich also hier um eine .rechtsseitige" Multa'plikation, einen ,rechts- 
s~is Bereieh T und folglich um ~rechtsseitige" Moduln und" Ide~le. Wiirde man 
~Sr 2'  eZme linksseitige Mult ip | i~t ion a-c zugrunde legen, so k~me eine entsprechende 
Theorie der ~ t S g e ~  Modula u~cl Ideate; M enth~It neben a auch a.c. Das 
assoziative Gesetz w~re bier yon der Fomn (7 .b  ) .  a = 7" (b x a). 
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Unter einem Modu /M in (2`, T) sei ein System yon Elementen aus 
T verstanden, das den beiden Bedingungen geniigt: 

1. M entMilt neben a auch c.er wo c ein beliebiges Element aus Z i~t. 
2. M entMilt neben t~ und  fl auch die Di]erenz  ~ -- fl ; also neben ~ auch 

na  fiir jede ganze Zahl n36). 

Naeh dieser Definition bildet T selbst einen Modul  in (2", T). Fi~llt 
insbesondere der Bereich T und die dort festgelegten Verknfiphmgen mit 
dem Bereich _~ und den dort geltenden Verkniipfungen zusammen, so geht 
der Y/odul M fiber in ein (rechtsseitiges) Ideal 9)~ in ~v. Wird 2" noch 
als kommutativ angenommen, so entsteht der gewShnliche Idealbegriff, der 
sich somit als Spezialfall des ~Iodulbegriffs ergibtST). 

Ffir Moduln bleiben alle Definitionen des w 1 erhalten: So bedeutet 
a ~ 0  (M) bzw. N ~ 0  (M), dal~ r bzw. jedes Element yon N Element 
von M i s t ;  anders ausgedrfickt, ~ bzw. iV ist durch M teilbar. M wird 
ein echter Teiler yon N, wenn M von N verschiedene Elemente enthi~lt; 
aus *u (M),  M ~ 0  (N) folgt M----- ~V. Auch die Definition des grSl~ten 
gemeinsamen Tellers und des kleinsten gemeinsamen Vielfachen bleibt 
wSrttich erhalten. Enth~ilt der Modul M insbesondere eine endliche 
Anzahl yon Elementen ~1--'t~e, derart, da~l M==- (~1--- %), d .h .  
a = clr 1 ~ . . .  ~ ~r -~ n l ~  -~-- -  -~ nece wird f ~  iedes ~ ~ 0 (M), wo- 
bei die ci GrSl~en aus 2`, die n i ganze Zahlen sind, so heii~t M ein end- 
licher Modul,  a l . . .  a e eine Modulbasis. 

Wir legen nun im folgenden, analog wie in w 1, nur solche Bereiche 
(2`, T )  zugrunde, die die E n d l i c h l c e i t s b e d i n g u n g  er]i~llen: Jeder Modul  
in (2`, T )  ist ein endlicher, besitzt also eine Modulbasis. 

Dann gilt fiir dieson Bereich (_~, T) Satz I yon der endlichen Kette 
auch fiir Modutn, wie der dortige Beweis zeigt, und damit sind alle Voraus- 
setzungen fiir die w167 2 und 3 erfi~lt. Es t~i~t sich Definition I und Hilfs- 
satz I fiber kfirzeste und reduzierte Darstellung direkt fibertragen; ebenso 

36) Die ganzen Zahlen sind wieder als abkfirzende Zeiehen, nicht als Ring- 
elemente zu betrachten. 

~) Das einfachste Beispiel eines Moduls bildet der Modul aus ganzzabligen 
Linearformen; ~" besteht hier aus allen ganzen rationalen Zahlen, T aus allen ganz- 
zahligen Linearformen. Ein etwas allgemeinerer Modul entsteht, wenn man in ~ und T 
ganze algebraische Zah]en start der ganzrationalen Zahlen nJmmt, oder etwa alle 
geraden Zahlem Be~rachtet man start der Linearformen jewefls den Komplex aller 
Koeffizienten als e~n Element, so sind die Y erkniipfungen in ~" und T tats~chlich 
versehiedene. Ideale in nioht~kommutativen Ringbereiehen aus Polynomen bilden den 
Gegenstand der gemeinsamen Arbeit Noether-Schmeidter. Von I0ealen in weiteren 
speziellen niehtkommutativen Bereiehen handeln die Vorlesungen fiber die Zahlen- 
theori~ dec Quatemionen yon Hurwitz (Berlin, Springer 19t9) und die dort ~itierten 
Arbeiten yon Du Pasquier. 
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Satz II fiber die Darstellbarkeit jedes Moduls als kleinstes gemeinsames 
Vielfaehes yon endlich vielen irreduziblen Moduln, wobei Hilfssatz II zeigt, 
da~ jede solche kiirzeste Darstellung zugleich reduziert ist. Welter bleibt 
Satz III erhalten, der die Reduzibilit~t eines Moduls durch Eigenschaften 
seines Komplements ausdriickt; und daraus folgt Hilfssatz III und scMiel]- 
lich Satz IV, der die Anzahlgleichheit der Komponenten bei zwei ver- 
schiedenen ki~rzesten Darstellungen eines Moduls als kleir~stes gemein~sames 
Viel]aches yon irreduziblen Moduln aussagt. Satz IV ergibt noch den 
I-IiIfssatz IV als Umkehrung yon Hitfssatz I tiber reduzierte Darstellung. 

Zusatz. Dieselbe Uberlegung zeigt, dal] alle diese S~itze und Deft- 
nitionen erhatten bleiben, wenn man ffir zweiseitige Bereiche T, d. h. solche, 
die sowohl reehts- wie linksseitig sind, unter Modul durchweg einen zwei- 
seitigen Modul versteht, d. l~ einen solchen, der neben a auch c - r  und 
~-c  enth~tt; neben a und fl auch ~ - / ~ .  

W~ihrend all diese S~tze sich nut auf den Begriff der Teilbarlceit und 
des kleinsten gemeinsamen Viel/achen stfitzen, beruhen die weiteren Ein- 
deutigkeitss~itze wesentlich auf dem Produktbegri~ und lassen deshalb eine 
direkte Ubertragung nicht zu. So l ~ t  sich die Definition des prims 
und Prim-Ideals nieht auf Moduln iibertragen, da das Produkt zweier 
GrSt]en aus T nicht definiert ist. Die formal mSgliche Ubertrag'ang auf 
nicht-kommutative Ringe verliert abet ihren Sirra, da bier die Existenz 
des  zugehSrigen Primideals sieh nicht beweisen l~,l]t as) und auch der Be- 
weis, dal] ein irreduzibles Ideal primer ist, versagt. Diese beiden Tatsachen 
bilden abet die Grundlage der folgenden Eindeutigkeitss~tze. ~ Dagegen 
lassen sich, wenn der nichtkommutative Ring eine Einheit besitzt, die 
teilerfremden und teileffremd-irreduziblen Ideale definieren, und die zum 
Beweise von Satz II benutzten Uberlegungen lassen erkennen, dab jedes 
Ideal sieh als kleiastes gemeinsames Vielfaches von endlich vielen paar- 
weise teilerfremden und teilerfremd-irreduziblen Idealen darstellen l~I]ts~). 

Schtiel]lich sei noch ein hinreichendes Kriterium dafiir erw~ihnt, da$ 
in (~v, T) die Endlichkeitsbedingung erfiitlt ist: EntMilt ~Y eine Einheit 

~) Es foIgt n~mli~h aus 

/~1~-0(~); p ~ 0 ( ~ )  hier nicht: (pl--p~)~+~2~0(~) 
und ebenso folgt aus 

(a.b)z~O(~) nicht: a;'.b;.~O(~). 

Dadurch 1~t~$ sich also $ weder als Ideal nachweisen, noch kommt ibm die Eigenschafr 
tier Primideale zu. ~ Ffir zweiseitige Ideale 1-~l~t ~ sich zwar als Ideal, nicht aber als 
Primideal nachweisen. 

~) I~_r spezielle, ,vollstdindig reduzible" Ideale lassen s~ch auch bier Eindeutig- 
keiCasi~t~e a~fat~en;  vgt. gemein.qame Arbeit l~/oe~er-SchmeidIer. 
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und er/iiUt die Endlichkeitsbedingung, und ist T selbst ein endlicher 
Modul in (.S, T),  so ist jeder Modul in (5 ,  T)  ein endlicher. 

Aus der Existenz der Einheit in X folgt n~mlich fiir 

~ = (f~--- 5) ;  f =  blf~ + .. .  + be f~ + nlf~ + . . .  + % 5 ,  

wo bi Elemente aus 5 ,  n i ganze Zahlen sind, auch eine Darstellung: 
f =  b~ fl  + . . .  + heft, wo b, Elemente aus _r sind. Dem~ wegen s = ~_f, w~d 
n~f~ = n~ e f~, and da n~e = (s ~ - . . .  + e) zu 2" gehSrt, wird b~ = b~ -4- n~e 
ein Element aus ~v. Die Voraussetzung fiber T sagt nun aus, alas ]edes 
Element a a u s  T eine Darstellung zul~l~t: 

a = ~ ~ + . . .  + ~ ~ + nl  ~ + . . .  + n ~ ,  

und folglich: a = a~ ~ ~ . . .  + a~ ~k, 

wo die zweite Darsteltung wegen e** =- z, sich wie oben aus der ersten ergibt. 
Durehlaufen nun die a die Elemente eines ~Ioduls M aus (X, T), 

so durcMaufen die Koeffizienten a k yon ~ ein Ideal 9)~ k aus 2 ;  nach dem 
Obigen wird also fiir jedes a k ~ 0 (9Xk) auch a k b~ a~ I) + . . .  -~ b e ~k - 

(i) 
Bezeichnet a (i) ein Element aus M,  ffir das der Ko'effizient yon ~k glelch a~ 
wird, so wird a ~ bxa(~)... -- boa (e) ein zu M gehSriges Element, das nu~ 
yon z i , . . . ,  ~-1  abh~ngt. Auf die Gesamtheit dieser z~ nieht mehr ent- 
hattenden Elemente, die einen Modul M '  bilden, l~$t sich das Veffahren 
wiederholen, so dab durch endlich oftmalige Wiederh61ung die ~Behauptung 
bewiesen ist. 

w ~0. 

Spezialfall des Polynombereiehs. 

1. Der zugrunde gelegte Ringbereich ~" bestehe aus allen Polynomen 
yon x ~ . . .  x~ mit belieMgen komplexen Koeffizienten, flit den nach dem 
Itilbertschen Theorem yon der Modulbasis (Ann. 36) die Endlichkeits- 
bedingung erfiillt ist. Es handelt sich am den Zusammenhang unserer 
Sdtze mit den bekannten S~tzen der Eliminations- und Modultheorie. 

Dieser Zusammenhang wird hergestellt dutch den folgenden SpeziaI- 
fall eines bekannten Hilbertschen Satzes4~ 

Verschwindet f fiir jedes (endiiehe) Wertsystem von x~. . .  x, ,  das Null- 
stelle aller Polynome eines Primideals ~ (NuUstelle yon ~ )  ist, so ist f 
dutch ~ teilbar. M.a .W. :  Ein Prim]deal ~ besteht aus der Gesamtheit 
der Polynome, die in seinen Nullstellen verschwinden~X). 

4o) Uber die vollen Invariantensysteme. Math. Ann. 42 (1893), w 3, S. 313. 

41) Dieser Spezialfall l~flt sich, wie Lasker !Math. Ann. 60 (1905), S. 607] ge- 
zeigt hat, im Fall homogener Formen auch direkt beweisen, and es folgt daan um- 
gekehrt hieraus wieder tier Hilbertsche Satz (ira homogenen und inhomogenen Fall), 
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Verschwindet somit ein Produkt f .g  ff~r alle Nullstellen von ~,  so 
verschwindet mindestens ein Faktor; die Nullstellen bilden ein irreduzibles 
algebraisches Gebilde. Legt man umgekehrt diese Definition des irredu- 
ziblen Gebildes zugrunde, so zeigt sich, da~ die Gesamthei~ der in einem 
irreduziblen Gebilde verschwindenden Polynome ein Primideal bilden; Prim- 
ideal und irreduzibles Gebilde entsprechen sich somit eineindeutig. Wegen 
~ 0 ( ~ ) ,  ~ e ~ 0 ( ~ )  stimmen ferner die Nullstellen eines prim~iren 
Ideals mit denen seines zugehSrigen Primideals iiberein4~). Die Darstellung 
eines Ideals als kleinstes gemeinsames Vielfaches von grSi~ten prim~ren 
Idealen ergibt also eine Aufl6sung atler Nullstellen des Ideals in irredu- 
zible Gebilde; und wie Lasker gezeigt hat, gilt auch das Umgekehrte. 
Der J~indeutigkeits-nac.hweis der zugeh~igen Primideale entspricht also 
bier dem ~'undamentalsatz der Eliminationstheorie yon der eindeutigen 
Zerlegbarkeit eines algebraischen Gebildes in irreduzible Gebilde ; kann flit 
spezieUe Polynombereiche, wo keine eindeutige Produk~arstellung der 
Polynome dutch irreduzible Polynome des Bereichs und folglich auch keine 
Eliminationstheorie besteht, als J~quivalent dieses Satzes der Eliminations- 
theorie gelten. 

Die den isolierten prim~ren Idealen entsprechenden irreduziblen Ge- 
bilde sind genau die bei der ,,Minimalresolvente ''*s) auftretenden; denn 
die Nullstellen jedes nicht-isolierten grSBten primEren Ideals sind zugleich 
Nullstellen mindestens eines isolierten; n~imlich eines solchen, dessen zu- 
gehSriges Primideal dutch das des nicht-isolierten Ideals teilbar ist. Die 
Eindeutigkeit der isolierten prim~ren Ideale ergibt also in den Exponen- 
ten neue invariante ]YIultiplizit~tszahlen. Auch die Eindeutigkeitss~itze bei 
der AuflSsung der prim~en Ideale in irreduzible kSnnen als Erg~i~zung 
der Eliminationstheorie im Sinn der Multiplizit~t angesehen werden. 

den wit so ausspreehen kSnnen: Versehwindet ein Ideal ~ m allen Nullstellen yon ~ ,  
so ist eine Potenz yon ~ durch ~ teilbar. Dieser Satz, und ebenso der Spezialfall, 
gil~ aber nut, wenn tier Wertevorrat der x aZgebraisch abgesc~ssen ist, kaan daher 
aus unsern S~tzen allein nicht folgen, sondern muff die Wurzelexistenz benutzen; 
etwa an der Stetle, dab ein Ideal, dessen NulIstellen nur aus x ~ - - 0 . . ,  x~--0 be- 
stehen, alle Potenzprodukte der a: yon einer gewissen Dimension an enthElt. Der 
iibrige Beweis I~l]t sich unter Benutzung unserer S~tze gegenfiber Lasker etwas ver- 
einfachen. Lasker muI3 nEmlich aueh zum Nachweis der Zerlegung eines Ideals in 
grSBte primEre den Hilbertschen Satz heranziehen. 

42) Diese Eigensehaft eines larim~ren Ideals, ein irreduzibles Gebilde zu besitzen, 
nimmt Macaulay (vgl. Ein!eAtung) zur DefiniC~ou, wEhrend Lasker nur den Begriff 
der Mannigfaltigkeit eines Gebildes in die Definition aufnimmt, im iibrigen abstrak% 
definiert. Die nur fiir x I --- 0 . . .  x~ = 0 verschwindenden prim~ixen Ideale nehmen bei 
Lasker eine Sonderstellung ein. 

�9 a) Vgl. etwa J.  K~inig, Einleitung in die altgemeine Theorie der algebraischen 
GrSlhm (Leipzig, Teubner, 1903), S. 235. 
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Nach diesen Bemerkungen lassen sich die verschiedenen Zerlegungen 
in ihrem Verhalten zu den algebraischen Gebilden deuten. Den paarweise 
teilerfremden Idealen entsprechen solche Gebilde, die keine gemeinsame 
Nullstelle besi~zen; bei den gegenseitig relativprimen Idealen ist kein 
irreduzibles Gebilde des einen Ideals zugleich gemeinsame Nullstelle; die 
grSt~ten prim~ren Ideale verschwinden nut in irreduzibeln Gebilden, die 
alle voneinander verschieden sind; bei der Zerlegung in irreduzible Ideale 
kSnnen dieselben irreduziblen Gebilde auch mehrfach auftreten. 

Bemerkt sei noch, dab an Stelle des allgemeinen Polynombereichs 
auch der Bereich aller homogenen Formen zugrunde gelegt werden kann, 
denn man iiberzeugt sieh leicht, dab auch bei den dort geltenden Ver- 
kniipfungen - -  die Addition ist nur fiir Formen gleicher Dimensionen de- 
finiert - -  die allgemeinen S~itze erhalten bleiben~4). 

Ein ein/achstes Beispiel der vier verschiedenen Zer legungen-  fiir das 
die Formeln unten folgen - -  ist nach dem obigen etwa gegeben dutch 
eine Gerade und zwei dazu windsehiefe, sich schneidende Gerade, yon 
denen eine einen vom Schnittpunkt verschiedenen Punl:t in hSherer Mul- 
tiplizit~it enth~lt. Der Zerlegung in teilerfremd-irreduzible Ideale entspricht 
die Zerlegung in die Gerade und das dazu windschiefe Gebilde; dies Ge- 
bilde zerfiillt bei der Zerlegung in relativprim-irreduzible Ideale in die 
beiden Geraden; der Zerlegung in grSBte primate Ideale entspricht eine 
AblSsung des Punktes hSherer Multiplizi~it, wi~hrend die Zerlegung in 
irreduzible Ideale eine AuflSsung dieses Punktes bedingt. 

Nimmt man diesen Punkt zum Aafangspunkt, die durchlaufende Ge- 
fade zur y-Achse, die diese schneidende Gerade der x-Achse parallel, die 
dazu windschiefe Gerade der z-Achse parallel, so wird eine solche Konfi- 
guration etwa dargestellt dutch die folgenden irreduziblen Ideale45): 
~ l = ( x - - l , y ) ;  ~ = ( y - -  1, z); ~s : (x, z); ~,=(x~,y ,z ) ;  

!~ 5 : (x 2, y~, z). 

Die zugehSrigen Primideale werden: 

Die grSflten primdren Ideale werden: 

Die relativprim-irreduziblen Ideale werden: 

~) DaB bier abet im Falte der Mehrdeutigkeit neben homogenen auch inhomo- 
gene Zerlegungen existieren kSnnen, zeigt das Beispiel: 

(w~, xy, y~) = [(x a, y); (y~, x)  ] = [ ( x y ,  x a, y~, x + y~); ( x y ,  x a, ya, y +  x~)]. 

4a) ])avon sind die drei ersten als Primideale irreduzibel; !~ da e s  n u t  die Teiler 
( ~ , y , z )  und ( x , y , z )  bedtzt; ~ da jeder Teiler das Polynom x y  enth~lt. 
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Die ~eiler/remd-irredu~ibeln Ideate werden: 

~ : ~ ;  ~ : [ ~ . , ~ ] = ( ( y - - 1 ) x ~ , ( y - - 1 ) x ~ y , ( y - - 1 ) x y ~ " , z ) .  

Daraus kommt das Gesamtideal: 

= 

=:- ((x -- 1 ) (y - -  I ) x ~ , ( y  - 1 ) x ~ y , ( y  - 1)xy~' , (x  - 1 ) z , y ( y - -  1 )x~ ,y z ) ,  

wobei 1 -~ -- (y -- 1 )x s -~ (y -- 1) (x ~ -- 1) -~ y, 

Dabei sind die Ideale ~ ,  ~ ,  ~a isolierte, also aueh bei den 
Zerlegungen in irreduzible und grSBte prim~ire Ideale eindeutig be- 
stimmt. Die Ideale ~ trod ~5 bzw. ~ ,  sind nicht-isolierte; sie sind nicht 
eindeutig bestimmt, sondern etwa ersetzbar dutch ~ ~ (x  ~, y -~ )~x ~', z),  
~)~ ~ (x ~ ~ - /~xy ,  y~, z); ebenso ist ~ ,  ersetzbar dutch 

2. Ebenso wie der aIlgemeine (und tier ganzzahlige) Polynombereieh 
erfiillt auch jeder endliche Integrit~tsbereich aus Polynomen ~ wie das 
Hilbertsche Theorem yon der Modulbasis zeigt--  die Endlichkeitsbedingung*~), 
wobei die Koe~ienten  einem beliebigen KSrper zugewiesen werden kSnnen. 
Wir geben noch ein Beispiel fair den Bereich aller geraden Polynome, als 
dem einfachsten Bereich, wo wegen x ~. y~ = (x y)e keine eindeutige Produkt- 
darstellung der Polynome dutch irreduzibte Polynome des Bereiehs existiert. 
Es handelt sich um die gleiche Konfiguration wie in dem obigen Beispiel, 
die jetz~ gegeben wird dutch die irreduziblen Ideale" 

?~1 ~-(  x ' ~ -  1, x y ,  y:, ~]z); 

~8 ~ ( xe, x y ,  x z ,  yz ,  z~ 
!~ 5 -~ (x ~, y~, xz ,  yz ,  z~). 

~ ~ (y~ -- 1, xz ,  yz ,  z~); 

!8~ ~ (x ~, z y ,  y~", xz ,  yz ,  ze); 

Die zugehSrigen Primideale werden: 

DaB ~1 Primideal wird, folgt daraus, dab jedes Polynom des Bereichs 
yon der :Form wird: 

f -  + 
Sei also 

~) L~ umgekehrt fiir einen Potynombereich di~ Endlichkeitsbedingung erffillt, 
und l~d~t jedes Polynom mindestcns eine Dars~llung-zu, wo die Multiplikatoren yon 
geringerem Grad in x sind, so ist der Bereich ein endlicher tntegrit~tsbereich. 
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so folgt aus fl" f~ ~ 0  (~1) das Bestehen der Gleichungen: 

~1 ~s + z ~ W~ ~p~ = 0; ~ Y~I + ~1 YJ~ ~- 0 

= 0 o d e r  0 

Genau so zeigt sich, dal~ ~.. Primideal wird; ~s wird Primideal, da 
jedes Polynom des Bereichs rood ~3 einem Polynom yon y ~ kongruent wird; 
~ besteht aus allen Polynomen des Bereichs. Es werden also auch !3~; 
!3~ und !~ 3 als Primideale irreduzibel; !~  und !~ besitzen aber je nur 
den einzigen eehten Teiler ~ ,  sind also notwendig irreduzibel. 

Aus den irreduziblen Idealen ergeben sich die gr@ten Irrimgiren: 

die relativprim-irreduziblen ]deale : 

die teiler]remd-irreduziblen Ideale : 

-~ ( (y~--  1)x ~, (y~ -- 1)x~y, (y~-- 1)x~y ~, (y~--  1 )xy  ~, xz,  yz ,  z~). 

Es wird wie im ersten Beispiel: 

wo ~ , - = ( x ~ , x y ~ , t x ~ , . . . ) ;  ~ . ~ = ( x ~ ,  # x y , . . . )  , i . ,u+ 1; 

Die iibrigen irreduziblen bzw. grSSten prim/iren Ideale ~ ,  ~.~, ~a 
sind als isolierte Ideale eindeutig bestimmt. 

w 11. 

Beispiele aus der Zahlentheorie und der Theorie der Differentialausdriicke. 

1. Der zugrunde gelegte Bereich • bestehe aus allen geraden, gan- 
sen rat~nalen Zahlen. Z l~i~t sich also eineindeutig dem Bereich aller 
ganzen rationalen Zahlen zuordnen, indem man jeder Zahl 2a aus _~ 
die Zahl a entsprechen 1/i~t. Daraus folgt sofort, dal~ jedes Ideal in 
ein Haup~ideal (2a)  ist, wobei in der Basisdarstellung 2 c ~ n . 2 a  ffir 
jedes Elemen~ 2c des Ideals die ungeraden n nur Abkiirzungen flit die 
endlichen Summen bedeuten. 

Die Primideale des Bereichs sind gegeben dutch ~o = ~ = (2) und 
~ - ~ ( 2 p ) ,  wo P eine ungerade Primzahl bedeutet; es ist also jedes 
Primideal (lurch ~o, aber durch kein weiteres Primideal teilbar. Die 
primdren Ideale sind gegeben durch Beo = (2- 2 e~ und B e =  (2pe);  sie 
sind zugIeich irreduzible ldeale, und nach dem fiber die Primideale Ge- 
sagten sind je zwei zu versehiedenen ungeraden Primzahlen gehSrige gegen- 
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seitig reIativprim, abet kein ~ ist zu irgendeinem ~Oo relativprim~7), 
die Bee sing also die einzigen nicht-isolierten prim~iren Ideale. Der ein- 
deutigea Zerlegung von a in Primzahlpotenzen entspricht die eindeutige 
Darstellung des Ideals (2a) dutch grSl3te primSre, zugleich irreduzible 
IdeaIe: 

( 2 a )  = ( 2 p l )  . . . ,  

es sind also hier im Gegensatz zu den Beispielen aus dem PoIynombereich 
auch die nicht-isolierSen grSl~ten prim~ren Ideale eindeutig bestimmt. Fiir 
~o ~ 0 tmndelt es sich zugleich um eine Darstellung dureh gegenseitig 
relativprime Ideale, wShrend fiir Qo ;~ 0 das Meal relafivprim-irreduzibel is~. 

W~hrend also im Bereich aller ganzen Zahlen die vier verschiedenea 
Zerlegungen zusammenfallen, ist dies bier nut der Fall fiir die beiden 
Zerlegungen in grSl~te prim~re trod irreduzible einerseits, und bei ~o o ~ 0 
fiir teilerfremd-irredtmible (jedes Ideal ist teflerfremd-irreduzibel, d a d e r  
Bereieh keine Einheit besitzt) und relativprim-irreduzible andererseits, 
wShrend bei ~o = 0 die teileffremd-irreduziblen "and relativprim-irreduziblen 
Zerlegungen voneimunder versehieden werden. Zugleieh bietet sieh bier 
sehon ein Beispiel dafiir, dal~ tin Primideal dutch ein anderes ~eilbar sein 
kann,_ohne damit identisch zu sein; allgemeiner dafiir, dab aus der Teil- 
barkeit nicht die Produktdarstetlung ]olgt. Das letztere -- eine Folge 
davon, dal~ der Bereieh keine Einheit enth~il~ -- ist aueh der Grand daftir, 
dal~ keine eindeutige Produktdarstellung der Zahlen des Bereiehs dureh 
irreduzible Zahlen des Bereiehs existiert, obwoM jedes Ideal ein Hauptideal 
wird; die Einfiihrung des kleinsten gemeinsamen Vielfaehen erweist sieh 
a/so bier als notwendig. Es sei noeh bemerl~t, da/~ die Verh~.ltnisse genau 
die gleivhe~ bleibon, wenn start aller geraden ZaMen alle dutch eine ]este 
Primzatd oder Primzahlpotenz teilbaren Zahlen zugrunde getegt werden. 

Dagegen werden aueh noeh irreduzible und prim(ire ldeale verschieden, 
wenn X nus allen dutch eine zusammengesetzte Zahl g = p~ . . .  ~,~ teil- 
baren Zahlen besteht. Es wird wieder jedes Ideal ein Hauptideal (g.  a) ,  
and die Primideale sinG wieder gegeben dutch ~ o - ~  = (g); ~=---(g- p), 
wo Jo eine von den in g aufgehenden Primzahlen p versehiedene Prim~hl 
bedeutet. Dagegen sind die irreduziblen Ideale gegeben dutch ~z~= (g-P~'0; 

den irreduziblen versehiedenen ~ . . . ~  = (g-p~*. . .  p~'), wobei die ~ und 
~, . . .z~ nile dasselbe zagehSrige Primideal ~o = (g) besis Aueh bier 
besteht Eindeutigkeit de~ Zerlegang in Lr~eduzible Ideale, and folglieh 

�9 2 b - ~ 0 ( 2 ~ ) ;  aus 2 b * 2 ~ e ~ O ( 2 . 2 e o )  aber aur 2 b ~ 2 . 2 e o - l ( 2 - 2 e o ) .  
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auch fiir die Zerlegung in grSBte primgre Ideale, es sind also wieder aueh 
die nieht-isolierten Ideaie eindeutig bestimmt. 

2. Ein Beispiel eines nicht-kommutativen lCingbereichs bietet die in 
der Arbeit Noether-Schmeidler behandelte Idealtheorie in nicht-kommu- 
tativen Polynombereichen. Es handelt sich insbesondere um ,,vollst~indig- 
reduzible" Ideale, d. h. solche, bei denen die Komponenten der Zerleguug 
paarweise teileffremd sind und keine echten Teller besitzen; die Kompo- 
nenten sind also a fostiori irreduzibel. Es ergibt sich somit in Erg~nzung 
des dort bewiesenen Isomorphie nachw 9 noch die Anzahlgleichheit der 
Komponenten bei zwei verschiedenen Zeslegungen. Damit ist fiir die als 
Spezialfall der Arbeit sich ergebende Zerlegung der Systeme partieller 
oder gewStmlieher linearer Differentialausdriicke ein Resultat gewonnen, 
das selbst in dem bekannten Fall eines gewShnlichen linearen Differential- 
ausdrucks nicht bemerk~t gewesen zu sein scheint. 

Zugleich liefert das System T alles Restklassen eines festen Ideals 
zusammen mit dem nicht- kommutativen Polynombereich ~" einen Doppel- 

bereich (~ ,  T) ,  wo T Moduleigenschaft in bezug auf 2" hat. Denn die 
Differenz zweier Restklassen ist wiede~ eine Restklasse, und ebenso das 
Psodukt einer Restklasse mit einem beliebigen Polynom, w~hrend das 
Produkt zweier Restklassen nieht existiert (a. a. O. w 3). Die dort als 
,,Untergruppen" bezeictmeten Systeme yon Restklassen bilden somit Bei- 
spiele yon Yloduln in Doppelbereiehen (2", T) ,  wo des zugrunde gelegte 
Ringbereieh Z" nicht-kommutativ ist. 

w 12. 

Beispiel aus der Elementarteilertheorie. 

Es handelt sich um eine dutch die allgemeinen Entwicklungen be- 
dingte Atuffassung der Elementarteilertheorie, die abet selbst Ms bekannt 
vorausgesetzt wird. 

Sei ~ der Bereich aller ganzzahligen Matrizen aus n ~" Elementen, 
flit die Addition und NIultiplikation in dem flit Matrizen gebrguchlichen 
Sinn definiert sei. ~ wird also ein nicht-kommutativer Ringbereich; die 
Ideale sind somit im allgemeinen einseitig, die zweiseitigen nut als Spezial- 
fall darin enthalten 4s). 

Wit zeigen zuerst, da/~ jedes Ideal ein Hauptideal wird. Dazu ordnen 

~) Die Idealtheorie dieser Bereiehe bildet den Gegenstand der Arbeiten y o n  

Du Pasquier: ZaMentheorie der Tettarionen, Dissertation Ziirich, Vierteljahrsschr. d. 
l~aturf. Ges. Ziirich, 51 (1906). Zur Theorie der Tettarionenideale, ibid,, 52 (1907). 
Der Inhalt der zweiten Arbeit ist der t~achweis, daft jedes Ideal ein Hauptideal wird. 
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wi~ (bei rechtsseitigen Idealen) ieder Matrix A ~ (ai~) einen Modul 

A = ( a l l ~  1 + . . .  + a ~ , ~ , . . . , a , ~ + . . .  +a, ,$=) 

aus ganzzahligen Linearformen zu. Umgekebxt entspricht diesem Modul 
jede Matrix, die eine Basis yon A liefert, also neben A auch UA, wo 
U unimodular ist. Allgemeiner entspricht dem Produkt P A  ein Modul B, 
der Vielfaches yon A wird. Eine einzelne Linearform aus A wird dutch 
solche P gegeben, die nut ein6 you Null versehiedene Zeile enthalten. 

Seien nun A1, Ao, . . . ,  A ~ , . . .  alle Elemente eines Ideals 9~; At, 
A.2,..., A , , . . .  die ihnen zugeordneten Moduhn, A d eren grSl~ter gemein- 
same~ Teller und UA die allgemeinste, diesem Modul A zugeordmete 
Matrix. ffeder einzelnen Linearform aus A entspricht dann nach der Defi- 
nition des grSBten gemeinsamen Tellers eine Matrix P~ A~I + . . .  + Po A~,  
wo nach dem obigen die P nut eine yon NuI1 verschiedene Zeile besitzen. 
Daraus folgt, da$ auch die einer Basis yon A entsprechende Matrix A 
eine solche Darstelhng, jetzt mit allgemeinem P, zul~Bt und folglich ein 
Element aus ~ wird. Da ferner jeder Modul A~ durch A teilbar ist, 
wird jede Matrix A~ (lurch A teilbar; A und allgemein UA bildet eine 
Basis yon 9:E. Handelt es sich am linksseitige Ideale, so sind ent- 
sprechend die Spalten jeder Matrix als Basis eines Moduls zu betrachten; 
jedes Ideal wird ein Hauptideal, fiix das neben A auch A V eine Basis 
wird, unter V eine beIiebige unimodulare Matrix verstanden. 

Wit legen nun im foIgenden zum Zusammenhang mit der Elementar- 
teilertheo~ie zweiseitige Ideale zugrunde, bei denen also insbesondere neben 
A auch P A  Q zum Ideal gehSrt. Dann ist die allgemeinste Basis eines 
solchen Ideals nach dem obigen gegeben dutch UA V, wo U und V 
unimoduhx sind. Die Basiselemente ersch6pfen also eine Klasse dqui- 
valenter Matrizen4~ und es besteht eineindeutige Beziehung zwischen 
Ideal und Klasse, folglich auch zwischen Ideal und Elementarteilersystem 
(a~ t a.~ L.-- i a~) der Klasse, wo die a~ bekanntlieh nicht-negative ganze Zahlen 
sind, von denen jede in der folgenden aufgeht. Die in der dutch die Ele- 
mentarteiler bedingten Normalform auftretende Matrix der Klasse l~it~t sieh 
somit "als spezielle Basis des Ideals auffassen; aus der Teilbarkeit der Ideale, 
bzw. Klassea folgt die der Elementarteiler, und umgekehrt. 

Nun hat abet Du Pasquier a. a.O. w 11 gezeigt, dal~ bei ]edem zwei- 
seitigen Ideal der Rang n ist und alle Elementarteiler iibereinstimmen. 
Um den Fall allgemeiner Elementarteile~ betrachten zu kSnnen, miissen 
wi.r daher nicht yon den Idealen, sondern direkt von den zweiseitigen 
Klassen ausgehen (die ebenfalls durch grol~e deutsche Buchstaben bezeicimet 

�9 o) Den Basiselomenten dot einseitigen Ideate entsprechen Rechts- bzw. Links~ 
kJassen. 
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werden sotlen). Eine Klasse 91----UA V ist dabei also dutch eine andere 
~3 teilbar, wenn A = P B Q  wird. 

Allgemein gilt: Das ldeinste gemeinsame Viel]ache (der grSfite ge- 
meinsame Teiler) ~weier Klassen wird erhalten dutch Bildung des kleins~en 
gemeinsamen Viel]ac,~en (des grSfiten gerneinsamen Teikrs) der ent- 
sT~'echenden Elementarteilersysteme ~o). Denn seien (a 1 I a, 1 --.  a~); 
(blib, . . .  bn); (cx ice[. . ,  c~), wo c~= [a i, be], bzw. die Elementarteiler- 
systeme von ~ ,  ~3, ~*,  und sei ~ = [92[, ~ ] .  Dann ist ~* dutch ~ mud ~ ,  
also dutch ~ teilbar, umgekehrt sind die Elementarteiler yon ~ durch die 
yon ~* teitbar, also ist ~ dutch ~* teilbar und somit ~ = ~*.  Ent- 
sprechend ergibt sich der Beweis fii~ den grSl3ten gemeinsamen Teiler, 

Der eindeutigen Darstellung cler Eiementarteiler ai als kleinstes ge- 
meinsames Vielfaches yon Primzahlpotenzen entspricht somit eine Dar- 
stellung von 92[ als kleinstes gemeinsames Vielfaches yon Klassen ~ ,  deren 
Elementarteiler gegeben sind dutch die Potenzen einer Primzahl, in Zeichen 

0:...!0); 
Ist insbesondere de~ Rang ~ gleich n, so hat man bier eine Zerlegung 
in teilerffemde und teiteffremd-irreduzible Klassen, die trotz des nicht- 
kommutativen Bereichs eindeutig ist. 

Die Klassen ~ lassen sich welter ze~legen in Klassen, die dem EIe- 
mentarteilersystem ensprechen: 

' ~  ,,~ (p~ : . . .  p~);  ~ ,'~ (1 p'~ ... pr~); ...; ~,o "~ (1 i""  1 p~e ... p~e); 

~o+1~,~(1 ...110 I ,  . . .0), 
wo in ~3~ jeweils ( r -  1)-mal die Zahl 1 auftritt. Ist dabei etwa 
r, = r~ -~ . . .  -~ r~ ~- 0, so werden ~ , . . .  ~,, gleich der Einheitsklasse 
und sind folglich bei der Zerlegmug wegzulassen; das gleiche gilt flit 
~o + , ,  wenn ~ --~ n ist. Ist  r etwa r~ -~- r~ + ~ -----... = r, + ;., so werden 
~ , + , , . . .  ~,+~. echte Teller yon ~3,, sind also gleich/alls auszuscheiden. 
Bezeichnen ~ i , . . .  ~i~ die iibrigbleibenden, .die jetz~ eine kiirzeste Dar- 
stellung ergeben, so wird ~ ~ [~i,  . . .  ~3i~] die eindeutige Zerlegung yon 

in irreduzible Klassen. Sei ngmlich ~ ~ ( 1 [ . . .  l ! p  ~" i . . .  p "~) darstell- 
bar als kleinstes gemeinsames Vielfaches yon g ~ (1 ! . . .  1 I p '* ! . . .  p~) 
und ~- ,~(11  . . .  l:pt*t ... pt~): dann mu~ im Elementarteilersystem von 

50) In der Arbeit." Zur Theorie der Moduln, Math. Ann. 52 (1899), S. 1 definiert 
E. Steinitz das kleinste gemeinsame Vietfache (den grgl~ten gemeinsamen Teller) yon 
Kla~sen dutch kleinste gemeinsame Vielfaehe und grSBte gemein~me Teiter der Ele- 
ment~rsystcme. Unabhiingig davon findet sich das kleinste gemeinsame Vielfa~he yon 
Klassen als ,,Kongruenzkomposition" bei H. Brandt, Komposition der bin~reu qua- 
dratischen Formen relativ einer GruncIform, J.'f. M. 150 (1919), S. ], 
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and ~ an den ersten (~ -- 1) Stellen die Zahl I stehen; an v-ter Stelle muiii der 
Exponent s 1 oder t~, etwa sx, gleich r, werden. Da abet r, ~- s 1 ~ s~ ~ sz ~_~ r, 
wird, so kommt ~ = ~ , ,  also ist !8~ irreduzibelSX). Dasselbe gilt flit ~e + x, 
wo p dutch 0 zu e~setzen ist. Jede dieser irreduziblen Klassen gibt abet, 
wie die Bildung des kleinsten gemeinsamen Vielfachen zeigt, einen be- 
stimmten Exponenten, and die Stelle, wo dieser Exponent im Elementar- 
teilersystem yon ~ ,  bzw. 9~ zum erstenmal auitritt, w~hrend ~e+l  den 
Rang angibt. Da diese Zahlen dutch das Elementarteilersystem yon ~ ,  
bzw. 91 eindeutig festgelegt sind, und da die Beziehung zwischen Elementar- 
teilern and Ktasse eineindeutig ist, ist somit die Zerlegung yon ~ ,  und 
ebenso die einer beliebigen Klasse, in irrreduzible Klassen, eindeutig. 
Zusammer~fassend l~l~t sieh sagen- Jede zweiseitige Klasse 91 aus ganz- 
zahligen Matrizen yon beschrdnkter Elementenzahl ld/3t sich einde~ltig 
darstellen als kleinstes gemeinsames Viel/aches yon endlich vielen irredu- 
ziblen zweiseitigen Klassen. Jede irreduzible Klasse reprdsentiert dubei 
einen /esten Primteiler des Elementarteilersystems yon 91, einen zugehSrigen 
Exponenten un~l die Stelle, wo dieser Exponent zum erstenmal au/tritt. 
Die dem Teller 0 entsprechende irreduzible Klasse gibt den Rang yon 91 an. 

51) Dagegen sind die ~ noeh in einseitige Klassen reduzibel; hier besteht keine 
eindeutige Beziehung mehr zwisehen Elementarteilern und Kla~se, and clamit auch 
keine eindeutige Zerlegung in irreduzible einseitige Klassen. ']:)as zeigt etwa das fol- 
gende mir yon H. Brandt angegebene Beispiel der Zerlegung in rechtsseitige Klassen 
(wo die Kla~sen durch eine Basismatrix daxgestellt sind, bzw. dutch den entsprechen- 
den Modul): 

= [~ , ,  ~ ]  = [U~, ~ ] ;  
] 0  

0 

In der Tat besitzen die Moduln (~, io ~/); (p ~, y); (p ~, (p--  1) ~ T ~) jeweils ala 
echten Teller nur den Modul (~, ~]), sind also irreduzibel und sind ferner von- 
einandor versch~edem 

E r t a n g e n ,  Oktober 1920. 

(Eingegangen am 16. 10. 1920.) 


