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Uber  e inon  Beweis  des ~ q u i w l e n z s a t z e s .  

Von 

A. KORS~mT in Plauen i./V. 

flegenwirt/g ist under den Mengentheoretikern die irrige Meinung 
verbreite~, der Cantorsche Aquivalenzsate 

sei 1898 ziemlieh gleichzeigig yon F. Bernst~in (in Borel, Lo~. sex la N. 
des fone~ions~ S. 103ft.) una E. Sehrgder (Nova Aeta Leop. 71, S. 337ff.) 
bewieson worden. Der SchrSdersche Beweis enthilt jedoeh einen his jetz~ 
yon den Mathema~ikern nieh~ bemerkbn SehluSfehler. Er benutz~ nlm- 
lieh (S. 339 ebendor~) zwei tmendiiehe Reihen 

(55) a~ ~ bl ~ aS ~.o b s . . . .  a~z ~o b~l+l ~ a~i+~ . . . .  , 
bo ~o a~ ~ b~ ~ a~ . . . .  b~ ~ a~+~ ~ b~+~ . . . .  

yon Mengen~ in denen 

(1) a~+~ ~ a~+~ ~ a~ ,  b.~+~ ~ b~+~ ~ b~i, 

mad nimmt S. 341 stillsehweigend an, jede Reihe babe eln Gren~zglied 

lira a~21+l = a~| lira b~+~ = b~+~, 

lim a~i = ae| ~ a~(~+l>, lira b~ = b~. = b~(~+i). 

D..nn ist ~ c h  (1) ae~ ~ a~+i ~ a.~, mithin a~+i ---- a~2~, ebenso 
b~+i  = b ~ ,  weshalb man beide kfirzer mit a~. bezw. b~ darsbllen mag. 
Auf derselben Sei~e wird ferner angenommen, diese gemeinsamen Gronz- 
mengen a| und b| seien auch Glieder der I~ihen (55). ,1)a mit ae~+l 
abet alle ungeraden a, d. h. oZle a~+~, mit a ~  alle geraden a, d. h. alle 
a~ glvichmtiClig sein muflten, so ist mi~ ae~+l = a| = ae~ auch die 
Gleichmii$igkei~ jener mi~ diesen, somit die s~mflicher a~ bewiesen, was 
n~eh dem oben ~mbr (55)Ergr~erbn zum Beweise unseres Satzes hin- 
reieh~." In den yon mir hervorgehobenen Worten steck~ dot FeMer. 
Die C~renzmengen" a~ oder b~ kSnnen yon niedrigerer M~ch~igkei~ sein 
als ihre vorangeheaden Mengen a~l~ b~, wie folgendes Beispiel zeig~ 



Beweis des ]quivalauz~es. ~95 

Es sei ao und b o die Menge (1, 2, 3,-- -, in inf.), und fox X~ 0, 1,-.., 

a~  = b~x = (1 -~ 6X, 2 + 6Z, -- -), 

a2~+1 = (3§  4-t-6Z, 5 + 6 ~ , - . . ) ,  

b-2~+~ = (5-~6X, 6 §  . . . ) .  
Dann ist 

a~(~+~)~ a~+~ ~ asz, b~(~+~):~ bs~+~ ~ bsz, 

und daher nicht fiir irgend ein endliches X 

wie es nach SchrSder sein soll~e. Die ,,transfinite Induktion" versagt bier. 
Dies schrieb ich Schr~der am 8. Mai 1902, woraaf er mir am 25. Mai ant- 
wortete: , . . .  Ihre Auss~ellung gegen meinen (vermeintliehen) Beweis is~ 
richtig. D ~  L e t z t e r e r . . .  nicht stiehhaltig ist, war mir ebenfalls schon 
vor l~ngerer Zeit klar geworden, ohne dal~ ich jedoch Zeit und Gelegon- 
heir gewinnen konn~, publice darauf zurfickzukommen. Ich bemerk~e 
es . . . zuers~ daran, dat~ such in meiner Figur (S. 338) die Grenzmengen 
a~, b~ in einelementige Punktmengen - -  die Ful~punkte der dortigen 
Normalen ~ degenerieren mfissen, sobald man 
links davon die Figur s.yTnmetrisch zur rech~en 
Seit~ w~hlt. Es is~ ungefiihr so, wie wenn 
man ffir eine lineare Punktmenge auf einer Ge~ 
radon zwischen den Schenkeln eines Winkels 
dutch Parallelversehiebung dieser Geraden bis 
in den Seheitel h i n -  die Gleichm~igkeit derselben mit diesem Sehei~l- 
punkt~ beweison wollte. 

. . .  Da~ ich Herrn F. Bernstein die Ehre, den G. Cantorsehen Satz 
bewieson zu haben, allein fiberlasse, haste ich eins~weilen einem Frounde 
desselben, Herrn Dr. Max Dehn (jetzt in Miins~er) sehon vorigen Herbst 
resp. Sommer - -  natiirlich zum Wei~ergeben - -  gesag~, desgleichen fiber 
diese Angelegenheit (unspezifizie~, als due meinerseits zu erledigende 
Gewissenssache) Herrn Cantor einen Brief in Aussicht ges~ellt und Sept. 01 
angefangen, jedoch leider noch nicht zu Ende geb r~ch t . . . "  

In demselben Bride erwies ich den mit dem ~quivalenzss~ze gleieho 
gel~endeu Satz 

folgendermaBen. Es sei 9 ~ eine (hath Vorausse~zung vorhandene) dout~- 
liche Abbildung yon a o in a~, also ~p(ao)= a~, ~ die Umkehrung des 
b i t t e n  Rela~ivs 9~, a 0" die Menge derjenigen (Anfangs-)Elementm yon ao, 
flu" welche ~(ao~ = 0. Zu jedem Elemont~ odor jedor Menge ~n aus a o 
geh6r~ dureh r eine ,,~-Folge a r ~  (Summo endliehor odor unendlie-her 
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,Zyklen" oder abz'ghlbar unendlicher ,Ketten'r). Die ~-Folgen verschie- 
dener Elemente sind infolge der 1 -  1-Deutigkei~ yon ~ dementefremd. 
Jedes Element yon a o bestimmt also entweder (als Anfangsglied yon ~) eine 
unendliche ~-Ke~e, oder (als inneres Glied yon ~) einen ~-Zyklus. 

Es gib~ dann eine umfassends~e Teilmenge d yon a o (mag sie auch 
leer sein), die dutch ~ in Zyklen zerigll~, und es is~ 

d ~ a ~  ~ a l  ~ a .  

Die Menge a s besteh~ daher aus den inner~ Kettenelementen lind den 
Zykluselementen, und diese zusammen mit gewissen Anfangsgliedern der 
~-Ketten bilden die Menge a~. Die deutllehe Abbildung 9' yon a 1 a u f a  o 
kann daher mit Hilfe der vorausgesetzten Abbildung ~ so zusammen- 
gesetzt werden: 

Alte Glieder yon d entsprechen sich selbst, ebenso jedes Glied einer 
Kette, die eir~ a 1 als Anfangsglied hat. Dagegen wird jedem Gliede irgend 
einer anderen Kette (in der also nut die inneren Glieder Elemente yon a i 
sind) das n~ichstfolgende ETement zugeordnet. 

Dureh bin~re Relative lgl3t sich das viel ktirzer ausdriieken. Durch 
Zerlegung in Ke~en erhiel~ ich damals auch, innerhalb des festgesetzten 
Denkbereiehes, den yon SchrSder (ebeador~ S. 326) vergeblich gesuehten 
Beweis des Satzes 

(a ~ d =~ b) =~ ~ (a ~ e ~  b), (m) 

d. h.: ist a gleiehm[teh~ig einer Teilmenge d yon b, so gib~ es eine a um- 
fassende mit b gleichmiiehtige Menge e.*) 

Eine etwas andere Form des oben gegebenen Beweises sandte ich am 
30. Mai 1902 an die Redaktion dieser ,,Annalen". Sparer haben Zermelo 
und Peano ~hnliehe Beweise gefunden. Sie haben alle gemeinsam, den 
Begriff der ganzen "Zahl mid der volls~findigen Induktion nieht voraus- 
~usetzen. 

P l a u e n ,  Ende April 1910. 

*) Sei nimlich ~ eine deutliche Abbil&mg yon a auf d, ~' die ~-Kette yon 
ab. Dann erffillt diejenige Abbildung ~, welche ~' umfatit und alle nich~ in ~p" 
vorkommenden Elemente yon b sich selbst zuordnet, die gestellaen Bedingungen. Es 
ist e ~ a + b .  


