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Ober M6glichkeiten im Rela~ivk~llrtM. 

Yon 

L~OPOLD LSWE~F-~ in Berlin-Lichtenberg. 

w  

D e f l n i t i o n e n .  

Wir setzen 1~.~ = l ' j  zt- l~-k + lj~, O'j.~ = O~jO~Ojk; allgemein: 

l~j~z.., l~j + 1' 1 . . . .  �9 = ' ~ +  ~ ' ~ + 1 ~ + 1 ~ - , +  l k z '  ", 

o~j~ . . .  = o ; j  0;~ 0}~ o h  o}~ o h  �9 �9 -. 

Man k~nnte fibrigens auch weiter setzen: 
p! t t i t  l r  

�9 i )  " y  

. �9 . . . . . . . . .  . P ~  

dual entsprechend ffir 0", 0'"~ . . - .  
Dann w~re z. B. 

" 1' 1" 1' 1" 

K5 = o. 

l~:d, und 0;~, kann vielleicht wiehtig sein, wird abet in dieser Ab- 
handlung nicht benu~zt werden. 

Es sei noch nebeubei bemerkt, dab sich aus dem En~wicklungssats die 
Definition ffir a' ergibt: 

a ' =  a .  l 'q -  ~. 0'. 

Wit woUen im folgenden mater einem ,,_P~elativausdruek" stets einen 
Ausdruck [zwisehen Relativen oder (nich~ not-wendig bin~tren) Relativ- 
koeffizienten vers~ehen, in welchem 2~ m a d / / n u t  endlieh viele Male vor- 
kommt, und wo jedes 2~ bzw. / /  sieh ersteeck~ entmeder fiber die Ind iz~  
d. h. fiber s~.m~liche Individuen des Denkbereiehs erster 0rdnung, den wit 
mi~ Sehr~der 11 nennen, oder aber fiber ~mfliehe Relative, die sieh mit 
Hilfe des Denkbereiehs bilden lassen. Alle Summen und Pro&tkte, welche 
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nicht fiber die Individuen yon 11 ershceekt sind oder fiber s~nfliche Re- 
lative, warden als endlich vorausgese~zt und stets dutch + u n d .  bzw. 
Nebeneinanderstellung der Fak~oren bezeiehnef~ nie dureh 2? oder //. 

Dutch Gleiehse~zung zweier Relafivausdrfieke ents~eht eine ,.P,&ttiv- 
gl~ichm~f', die wit uns s~ets auf 0 gebraeht denken woUen. Auf solche 
Relativgleiehungen lassen sieh, wie es sdaeint, alle wichtigen Fragen der 
~Iathemafik and des Lo~kkalkiils zuriiekF~hren. 

Ein Rela~ivausdruek, in welehem jedes X und T/ fiber die Indizes, 
d.h. die Iudividuen yon 1 i, erstreekt ist, also keines fiber die Relative, 
heiSe ein ,ZiiblausdrucIds Dutch Gleiehsetzung zweier soleber en~steh~ 
eine ,,Ziihl!t~eichung". Beispiel einer solchen: 

oder , ~ s { ~  ~, d. h. in eine Gleiehmag zwisehen Relativen, nieh~ X~- 
lativkoeflizien~en verwandelt: 

O ,  { [ r +  ( ~ , ~ ) ] ( 0 , ~ ) . ~ ;  1 } , 0 =  O. 
Einen gelativausdruck ,,kondensieren u heil3t, ihn so umwandeln, dab 

kein 2? mad T/ mehr vorkommt. Zum Beispiel gibl ~a~bar kondensier~ 
(a ; ~,),~. 

Eine Relativgleiehung kama sein 
a) eine iden~isehe Gleiehung; 
b) eine ,rFluctdg~4chung" d.h. eine, die nicht ~ r  jedes, wohl aber 

flit jedes endliche 1 ~ eff~llt ist (oder ausffihrlicher: eine Gleichung, die 
nieht identiseh efffillt is~, die aber stets erFti]l~ is~, falls die Indizes, fiber 
die summier~ oder produktiert wird, ein endliehes 1 x zu durchlaufen haben); 

c) eine ,,Haltgleichung" , d.h. eine, die nieht einmal fiir jedes endliche 
1 ~ ffir beliebige Werto der Indizes effffil~ ist. 

w 
Z~hlgleichungen. 

Satz 1: ~s gibt unko~de~ivrbare Glei&u~en, z.B. 

2 '  O'~,j~ = 0 oder 1, 

.~ '  0~,-~,= 0 oder 1, 
~,~',g~ 

also ers~ re&t unko'ad~sierbare Z~ihlausdriieke. 
Dutch obige Beispiele hat Herr Korsel~ in einer briefliehen Mit~i- 

lung an reich den Sa~ (bis auf unwesenfliche Lficken) bewiesen und daze 
bemerl~ da$ sieh kondensieren I~B~: 
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2 , 0 ; , .  = o in o ' ( o ' ; o ' )  = o.  
~,j,k 
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.~o;,~ = [ i ;  o" (o';o'); i t , .  

Was dagegen die Gleichung 

~ , , ~  = 0 
h,i, j ,k 

betrifft, so ist sie, wie leicht zu sehen, eine Haltgleichung, die d~n- und 
nur dann erf/illt ist, wenn iI  hSchstens drei Etemente enthRlt. (Die Gleichung 

_~oL,, = i 

besagt daher in Worten: ,11 enth~lt mindestens vier Elemente". Ebenso 
besagt 

.~ 0"~,,~, = 0 

,1  i enthRlt hSchstens vier Elemente'~ usw.) 
Liegen sich nun die Gleichungen in Satz 1 kondensieren~ so wRrde~ 

nachdem sie kondensiert und auf 0 gebracht sind~ links kein l~a t ivkoe~-  
zient vorkommen, sondern nur die ,Moduln" 1, 0, 1', 0", verkn~pft dureh 
irgendwelche der sechs logischen Operationen + ,  -, ~, ;, -- ,  ~. Negation 
und Konversion lassen sich all Modulausdrficken immer ausffihren; man 
kann also erreiehen, dab links nur  die Kn~ipfungen -{-,., ~, ; vorkommen. 

Der Ausdruck links liege siEh dann ausrechnen mit Hitfe des Schr6der- 
schen ,,Abacus der Relative" in SchrSders Algebra der Logik HI, S. 122 
his 123, 13) bis 19). 

Nun i~ abet (vgl. 19)): 

0 =  0'~ wcnn 11 ein Element enkhNt, 

0' ; 0' = 1'~ wenn 11 zwei FAemen~e entlff~l~, 
1, wenn 11 mehr als zwei Elemen~e ent~ai3l~ 

Auch ist, was SchrSder falsch angibt, 

0, wenn 11 ein Element en~t~lt~ 
1 ; 0" = 0 ' ;  1 ~ 1, wenn 11 mehr als ein Elemen~ e n ~  

Dual en~sprechend 1'~ 1" mad 0 ~ 1"~  1'# 0. 
Die ~brigen Modulkn~ip .fu~_gen sind ,m~-bh~gig yon dex AnzahI tier 

Elemente yon ll. Also is~ das Ergebnis "jeder Kn~ipf-~mg zw~sehen zwei 
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Moduln bei einem dreielementigen 11 genau dasselbe wie bei einem vier- 
elementigen~ Daher muB auch bei der Ausreehnung der linken Seite das 
Sehluflergebnis bei einem dreielementigen und vierelementigen 1 ~ dasselbe 
sein; ist also die durell Kondensation erhal~ene Gleiohnng bei einem drei- 
elementigen I z erfRllt~ so ist sie es auch bei einem vierelementigen. Sie 
kaun d~her nicht dutch blofle Unfform~mg (Kondensation) der Gleichungen 
in Satz 1 entstanden sein, da bei diesen das Gegenteil der Fall ist. 

SehrSder erkl~irt in Bd. III, S. 551 die Kondensation fiir stets aus- 
ftihrbar, benutzt aber dabei die Formel a ~  (~; a ;  2)o. , bei der die Ele- 
mente des 1 t als Relative gedeu~t werden. Betraehtet man abet das als 
zul~sig, so ist die Kondensation eine so tri~iale Sache, dab sie diesen 
Namen nieht verdient und gauz wertlos ist.. 

Ich mSehte bei dieser Gelegenheit bemerken, dab sieh die Bedingung 
daffir, daft clas System a h56hstens drei Elemente ent)S~lt, iibersiehtlieher 
als bei SehrSder in der Form sehreiben 1~$t: 

DaB die yon Schr6der versuehte Kondensation der Bedingung unmSglJeh 
ist, folgg f~r a = 1 aus dem Vorhergehenden. Entspreehend I~Bt sieh -.ueh 
ausdriioken, dab das System a h6ehstens 4, 5, - - .  Elemente besitzt. ,Das 
System a besitzt mindestens drei Elemen~e", wird ausgedriiekt dureh 

+ § o, 

mad die Vereinigung der beiden ie~zten Gleiehungen besagt~ dab das 
System a genau drei Elements besi~zt. 

Satz  2: Jede Fluchtzghlgleichung ist bereits in einem abztihlbaren Denk- 
bereich ~icht mehr fiir beli~bige Wer~e der ttdativkoeffizienten erfiillt. 

Wit denken uns zum Beweise die Gleichung auf 0 gebraehf. ~ Wit 
beweisen zuniichst, dab sieh jede Zi~hlgleichung auf eine bestimmte Nor- 
malform bringen l'd~t, die auf S. 453 unter (3) steh~. Zun&hst suction wit  
zu ~reicl~on, daft unter einem (ein- oder mehrfachen) Jr/ n/ema/s e/n H 
oder X, vorkommt. Setzen wir voraus, dab ein Produlr~and mindestens ein 
T/oder  2~ enth~lt, so k~innen wir vier F~lle unterscheiden: 

1) Der Produktand ist ein - Produkt. Dies ~l~t sieh vermeiden durah 
Anwendung der Formel 

HA,.B,= HA, 

(Spezien ist z.B. HA, = HA, Ht , 
~d ~ i ~,~ 

2) Der Produktaad ist ein H Produkr ( ~ / - / A ~ ,  we die A~ Funk- 
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~ionen yon P,~la~ivkoeffizien~n sind). D~-~ 1 ~  sich diases ~sus de~a 
Produ]danden herausschaffen mi~ Hilfe der Formal 

3) Der Produktand is~ eine -}- Summe, also e~wa gleich 

A -t- B + C + -- �9 nich~ in inf. 

Wir unterscheiden bier zwei UnterT~lle: 

a) Eins oder mehrere der A, B, - - .  sind (. o d e r / / )  Produk~. Dieser 
Fall l'~ig~ sieh durch das sog. ,Ausaddieren ~ mit~' Hilfe der Formel 
a ~ bc = (a- .[-b)(a-~.c)  auf 1) und 2) zuriic~iihren. 

b) Keines der A~ B~ - . -  is~ ein P r o d u ~  FAne -k Snmme ka,  n anah 
keines sein, wenn wirldich die A, B , - . -  die /~-ten Summanden sind~ in 
die sich der P r o d ~ d  ohne Anwendung yon 2: zerlegen l ~ k  Also isr 
jedes der A, :B, - . -  entweder ein (negierter odex unneglerter) Relafiv- 
koeffizient oder ein ~. Sind alle diese Summanden Relativkoeffizienten, 
so sind wir schon am Ziel; is~ abet z.B. 

A = B 
k 

so 1EBt sich der P r o d ~ d  in der Form sehreiben: 

+ + c + . . . ) ,  

womi~ dieser Falt auf 4) zuriickgeffihr~ ist. 
4) Der Prod-aktand ist eine ~ Summe. Unsere /ufgabe bes~eh~ dann 

darin, das I / 2  in 2 I /  zu verwandeln, d. h. das Produl~ auszumulfipli- 
zieren. Dies gesehieh% dureh die Formel: 

Hier soll alas k~ mater dem ~ bedeu~en, dab k~ a~e Indize~, & h. 

alle Elemen~ yon 1�89 durchlaufen soll, und das X rec]a~s yore ~ soll 

deuten, dab jedes yon den ]~ diese Indizes durchlaufen soil, da~ wit also, 
wenn 1 ~ n Elemente besitzt (wo n auch eine hShere ]ts be* 
zeichnen kann), eine n~che  Summe haben. ])ie A sind Funlddonau yon 
(nich~ noiwendig bin~ren) Rela~ivkoefilzienten. 

Um die obige Formel dem~ Vers~ndais n ~ e r  zu bringea, will ich 
~inm~l die dar~n vorkommenden 2: und T/z .  T. ausff~hren~ d, t~ ~ch will 
bier einmal ausnahmsweise (ent~gegen~der Vorse]n4t~ auf S. 448) ~lY~x 
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�9 elben das Zeichen -}- sowie Nebeneinanders~llung mad Punk~e benutzen. 
Die Indizes will ich mi~ I, 2, 3 , . - -  bezeiclmen. Da~-n laute~ die Formeh 

H(~,+~ ,~+~- ,+ . . . )=  ~ A ~ A ~ . . .  

_~ _~ ~ ~ . . .  ~ , , ~ - . - .  
ki=l,~,8,--- k2=I,~,$,.., k~=l,~,$,... 

Unsere Formel muB bei mehrfaehem ~: und T/ folgendermaBen verallge- 
meiner~ werden: 

. . . .  . . . . . . .  

Dutch das Verfahren under 1) bis 4) l~B~ sieh nach und nach jedes 1 
u n d / / a u s  dem Produk~nden enffernen. Dabei kann es wold vorkommen, 
dab die Umformung under 4) mehrere Male hin~ereinander angewendet 
werden muB, und wit wollen noeh angeben, wie dies gesehieht: 

~ h k h i h k l k h "  
h i k ~ " ~k ~ ih ~kh ' 

DaB man nieht ~(ta) sehreiben mu$ s~att l~,  is~ zwar fiir den Fortgang 
des Beweises unwesen~lieh; trotzdem abet will ieh es dadureh ersiehtlieh 
machen, dab ich die Formel far einen l ~ mi~ nut zwei Elemenien 1, 2 
ausftihre, indem ieh wieder einmal ausnahmsweise (entgegen der Vorsehri~ 
auf S. 448) das A- und die Nebeneinanderstellung benutze. Aueh will ieh 
an Stelle yon A~k, kurz (hikl) sehreiben: 

h i k 

//.~[(~H)(~a~l) + ( ~ n ) ( ~ )  + (~a~)(~l) + (~i~)(~i~)] 
h i 

= / / [ ( ~ m ) q , l ~ )  + (~n~)(~12~) + (~ne ) (~ l )  + (~n~)(~1~2) 
h 

+ (~n)(~2~l) + (~2n)(~2) + ( ~ l ~ ) ( ~ l )  + (~12)(~2)] 

= ~ ( l ~ ) ( l ~ ) ( 2 ~ l O ( ~ q ~ ) .  

Ffir 1 ~ -- (1, 2~ 3) e r t ~ t  man 

~,~,~, ,,,~,,,...,~=~,s,~ (3ia11~)(3i~21~)(3i~3~a.~). 

Nadadem die Produktanden aUe yon 2: and / /  befreit sind, bleib~ 
nur noeh iibrig, alle Klamvnern aufzul~sen~ sowei~ sie nieht direlr~ hinter 
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einem ~ und 11 s~ehen~ und die Produk%e der ~ sus~ul~pl iz ie rem 
Dies geschieht mi~ ~ilfe der Formel 

eu~spreehend bei mehffachen Snmme vL 

Genau ebenso kann auch ein ~ mit einem anderen odor mi~ el]~em 
2; multipliziert werden, desgleichen auch mehrfache Summen. 

Es en~stoh~ zuletzt eine Gleichung yon der Form 

+ H E ~  + H ~ ,  + - - -  nioh~ m ~ .  
+ 2 / / ~  + ~ / / F ~  + night in i ~ . - - 0 ,  

we die Summon und Produkto im allgemeinen mehrfaehe sein werden 
und die C~ D,, ~7~ / ; '  iden~ische Fun~ionen yon Rela/fivkoeflizienten 
ohno 27 und / I  sin& In unserem Beispiel auf S. 448 entsteht dureh die 
angedeute~en Umformungen 

Nun" kann man in (1) zun~ichs~ dafLir sorgen, dab unter allen 2; genau 
die gleichen Summationsindizes stsehen~ indem man fetLlende einfach hinzu- 
f~g~ (da ~ ' a , = - 2 a ~ ) .  Bei den Glieclern ohne 27 k~n~ man ein 2~ einfaeh 

hinzufiigen (da a ~ ~ a ) .  Darauf kann man alle 2; in ein einziges 2; zu- 

sannnenfassen Ida . ~ ,  + .~b, ~ ...~(a, + ~,)]. Es en~sf, eh~ eine Gleichung 

yon der Form 

(2) ~ ' ( F o  + I / - ~  + / ' I ~  + - ' '  nich~ in inf-) -= 0 

oaor ~s~a~ie~ n~r aor ~o~zo~//~, + / / ~ , = / ! ( ~ , +  ~)" 

2 H ( ~ o  + ~ + ~ + . . -  nie~ ~ ~f.) -- 0 
odor kurz 

Wollen wir nun en~scheiden, ob (3) in irgendeinem Denkbereich identisch 
effiill~ is~ odor niche, so kSnnen wir bei nnserer Be~rachtung das 2~ weg- 
lassen und die ~leichung un~ersuehen 

(4) / / ~ "  = o 
.oder in unserem Beispiel 

/ / ( ~ ,  + ~ + 1;~) ~,, z~;, = o.~ 
~,~,~ 
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Denn dat~ diese Gleichung identisch erfiiltt sei, bedeutet doeh nichts an- 
deres, als dab sie flir bdiebige Wer~e yon (z und) l sowie yon den k~ 
(d. h. yon kz, k s , . - . )  erffillt sei. Etwas anderes besag~e abet das weg- 
gelassene I auch nicht, war also ffir uns wenigstens iiberfliissig. (Man 
t~tte besser auch schon in (1) die 2: weglassen kSnnea, ebenso in un- 

serem Beispiel auf S. 448 das ~ schon vvr Herstellung der Normalform~ 

abet nicht in diesem Beispiel das ~ ,  allgemein kein ~ das unter einem T/ 
k 

vorkommt, da bei einem solchen die obigen Betraehtungen nicht gelten.) 
F kann drei Arden yon tndizes enthalten: 

1) ,~Konstantg' Indizes~ d. h. solehe, die in jedem Fak~or des T / immer  
dieselben sein miissen (1 in unserem Beispiel). Wir wollen sie in irgend- 
einer Relbenfolge clutch die ersten Zahlen 1, 2 , - - . ,  n bezeichnen. Wir 
setzen also l ~ 1 in unserem Beispiel. 

2) ~_P~,oduktionsindizes t~ (i~ j~ l~ in unserem Beispiel). Sie durchlaufen 
unabh~ngig voneinander s~mtliche Elemente des Denkbereichs~ so dag also 
jedem Wertsystem derselben eln Faktor de s / / en t sp r i ch t  und umgekehrt  

3) zF~uchtindizes" (wie ~ in unserem Beispiel sowie il, und l~ auf 
S. 452). Ihre ,Subindizes" (i bzw. h bzw. k, h) sind Produktionsindizes~ 
und die Fluchtindizes sind (nieht notwendig eindeutige) Funktionen ihzer 
Subindizes, d . h . z . B .  ~a bezeiehnet in allen denjenigen Faktoren des T/ 
ein und dasselbe Element, in denen die Produktionsindizes k und h die- 
selben Werte haben (abet in anderen Faktoren bezeichnet l~a nicht not- 
wendig andere Element@ 

Wit  sehreiben nun yon den Faktoren d e s / / i n  (4) zun~chs~ nut alle 
diejenigen bin, in denen die s~izntlichen Produktionsindizes keine anderen 
als die oben untex 1) definierten Werte 1, 2~ . -- ,  n haben, oder sollten 
konstante Indizes fehlen, so nehmen wit irgendein Element des Denk- 
bereiehs, bezeichnen es mit: 1 und schreiben den Faktor hin~ in dem alle 
Produktionsindizes den Weft 1 haben. Wir setzen in diesem Fa l len  ~ 1.~ 
In F werden aber aueh Fluchtindizes vorkommen, etwa 

In jedem der bisher hingeschriebenen Faktoren haben j~ l, m~ . - .  als Pro- 
duktionsindizes irgendwelche yon den Werten 1, 2 , - - . ,  n; wir werden 
also in diesen Faktoren als Fluchtindizes haben: 

Dies sind keine ~ank-tionen yon ][ndizes mehr, sondern bezeichnen ganz 
bests Elemen~e, die wit auch in irgendeiner Reihenfolge mit den 
Zahlen n + 1, n + 2 , - - - ,  n 1 bezeichnen wollen. (Ausdriieklich sei be- 
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merkt~ dab zwei Elemen~e, die dutch versehieJene tier Zalden yon ! his ~a 
bezeichne~ sind, weder als gleich noeh als i~ersehieden vorausge~e~t .werden.) 

Das bis jetz~ hingeschriebe~e Produk~ nennen wit B 1. In unserem 
Beispiel wire also 

(Hier dnrfte 1 n = 1 gesetzt werden~ wiire abet la~ vorgekommen, so 
hiitte dieses nicht gleich 0 gesetzt werden .dtirfen, da ja nieh~ voraus- 
gesetzt wird, dab 2 ein anderes Element bezeichneg als 1. Man h~tte 
vielmehr 1~ stehen Iassen mfissen.) 

/ / /~ wird zum mindesten dann in jedem Denkbereich iden~isch ver- 
se.hwinden, wenn P1 dies rut, & h~ wenn iP i sowohl verschwinde~, falls 
s~hnfiiehe Elemente 1, 2, �9 --, n~ untereinander verschieden sind~ als auch, 
wenn beliebig viele derselben einander gleieh sind. Um zu sehen, ob aUes 
dies der Fall ist, gehen wit alle diese MSgliehkei~en dutch; bflden also 
aus B 1 alle diejenigen (endlieh vielen) Spezialiaierungen/%'~ ]Pl'; 21",  "" ,  
welche enlstehen, wenn man unter den Elementen 1~ 2~- . . ,  n i beliebig 
viele oder wenige als gleieh be~raehtet (wobei dann aueh die Relativ- 
koeffizien~en yon 1" und 0" ausgewertet werden). 

Versehwinden also alle lPx(~) identiseh, so ist (4) identiseh erffill~. 
Wenn nieht, so sehreiben wit je~zt yon dem / / f f  alle diejenigen noch 
nicht in B~ aufgenommenen Fal~oren zu den schon in iPl aufgenommenen 
hinzu, in denen die simttiehen Produlr~ionsindizes keine anderen als die 
Wer~ yon 1 his n~ haben. Das so ents~ehende Produkt (das also die 
alien Faktoren yon ~P~ aueh enihal~en sell,) nennen wir iP~. "In 2P~ werden 
die Fhchtindizes i~, k~,, -- .  die Werte haben: 

~1, i , . . . ,  Q, ~1, ~.~, ~1,- - . ,  ~. . , . , - . . ,  

yon denen wir diejenigen, die niehl sehon dutch eine Zahl benannt sin(l, 
dutch die Zahlen nx + 1, n x + 2~ .--,  n~ benennen. (&ueh yon diesen wird 
nieht vorausgesetzt, dab sie versehiedene Elemente dars~ellen~ oder Ele- 
mente, die sich yon den alien unierscheiden.) 

In unserem Beispiel ist~ wenn man start z~l kurz ~ i  sehreibt: 

P.= P~ (Ii + 1~ + 1;,) (12 + ii + 1;~ (I~ + i~ + i~) [21 +21 + 1;i ) 

(21 + 22 + i~.) (22 + 21 + 1'.~) (~,2 + 22 + I~) i-2.32 
= + + i . )  + ii . i i .  

Wit" setzen je~z~ in P~ (wie fr/iher in Pi) die benut~en Indizes au~ sUe 
erdenkliehen Arden einander gleich und ungleieh. Die so aus ~P~ ent- 
stehenden Produkte nennen wir 

~, ,  ~ . , , ~ , ,  . . . . .  . . . .  
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Verschwinden sic sue,  so is~ die Gleichung (4) ident~sch erfiill~. Wean 
niche, so bilden'wir Ps, indem wir ~mtlidhe Faktoren des ir/F hin- 
schreiben, in denen die Produktionsindizes zwisehen 1 und ~2 liegen. Die 
neuen Fluehgindizes nennen wir n 2 + t, ~ + 2, . - . ,  ha- 

In unserem Be]spiel isg 

ps =,, ~(-~2-+ l~.J (2-~ +l ;s)  (29 --F 23 + 1;s ) (.31 -l--1;~) (B1 -l- 33 --]-- 1;s) 3(33 -'r-l~) 
�9 1 1  �9 12.13-  '21.32- 4 : 3 .  

Dureh Oleich- bzw. Ungleichse~zung der Indizes bilden wir wieder 
t g  H s  , . . -  

usf. Da sich hiernach leicht besol~eiben l~Bt, wie man aus dem P~ das 
/).+1 und die P,:+I, P~+I,/)~'+1, "-" bilde~, so ist die abz~ldbar unend- 
lithe Reihe der /)~ hiermit als definier~ anzusehen und ebenso die P~(~). 

Verschwinden Fdr ein ~ (und daher auch f'dr alle darauffolgenden) 
s~mfliehe :P~('), so ist die Gleichung iden~iseh erFfill~. Wenn niche, so is~ 

�9 die Gleichung/schon in dem soeben konstruier~en abz~hlbaren Denkbereich 
eraser Ordnung nich~ mehr erFfillt. Es gibt dann n~mlich unter den 

�9 t $  , ' 1 . "  * �9 /)1, /)1 , /~ , �9 mindestens ein Q1, welches in unendlieh vielen der 
nieht verschwindenden P,(~) als Fak~r  auf~ri~t (weft ja jedes der unend- 
lieh vielen nich~ verschwindenden P~(~) eins der" endlieh vielen /~ als 

p t  t p t  Faktor enchain). Ferner gibt es unter den P~, P~ , P~ , . - .  mindes~ens 
ein Q~, welches Q1 als Fak~r  enth~ilt mad in uneudlieh vMen der nicht 
verschwindendeu P~(') als Faktor auf~rit~ (well jedes der unendlieh vielen 
nieh~ versehwindenden und Q1 als Fak~or enthaltenden P,(') eins der end- 
lieh vielen P~(~) als Faktor en~Nitt). Ebenso gib~ es unter den Ps', P~', 
Ps"', " '" mindestens ein Q~, welches Q~ als FaVor enth~l~ und in unend- 
lich vielen der nieht verschwindcnden P~(~) als Fak~or auftrit~ usf. 

Jedes Q, ist = 1, also is~ aueh 
1 = Q1Q~Qs"" in iuf. 

Nun is~ a b e r / ~ F  flit diejenigen Werte der Summationsindizes, durch 
deren Einsetzung die Q1, 0~, Qs, " '" entst~mden sind, = Q~Q~Qs'" ", also 
~- 1. Daher versehwindet H F  nichl iden~isch. Die Gteichung (4) is~ also 
schon in einem abziildbaren Denkbereich nidnt mehr efftillt, q.e.d. 

Anwendung :  Alle Frage~ iiber AbMingigkeit oder U n a b ~ k e i t  d~r 
Sehr6derschen oder Miillerschen odor Huntingtonschen Gebietsaxiome sind, 
(wenn ii~erhau~t,) schon in einem abziihlbaren 1)enkbereich entscheidbar. 

Die Axiomsysteme far den Gebietekalkiil yon SchrSder, Miiller u. a. 
lassen sieh als Relativgleichungen schreiben, wenn man den Denk'~reieh 
ers~er Ordnung 11 alle Gebiete umfassen lKg~ mad die Beziehung sub 
zwischen Gebie~en als ein Relativ s bezeichnet (Hier is~ also wold za 
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untarseheiden: einm~l die Beziehungen der Subsumi~on, Addition/Isw. fiir 
die Geb/ete~ und andererseits die Beziehungen flit die / ~ / a t ~ v l r ~ f f i ~ .  
Erstexe Subsumtion ,a sub b" wird mi% S,b = 1, le~ztere Subsumtio~, etws 
,,s=b sub so~' mit S=b =( So~ bezeictmet.) 

Die Mallerschen Axiome I a =~ a ,  II  (a ~ b) (b =~ c) =~ (a =~ r 
HI (a=~b)(b=~a)-~(a=b),  IV.  0=~a ,  IV+ a = ~ l ,  V 14~0  geba~ 
wenn man in diesen ffir 0 und 1 lieber n und e schreib~ zur germetdung 
yon Verwechslungen: I sa==l , H s=bs~a=~s=, , HI S, bSb===l'~ Ig .  S,~,~==I~ 
IV+ s~. = 1, V s~= = 0. Da aber die Axiome ~ir beliebige a~ b~ r gel~n 

sonen, so , i i re  noch iiberall H bzw. H ,  / 1  hinzuzuffigen, und vOr 
a a~b a~5,c  

IVy, IV+ noeh, dora Sinn dieser ~+ome gem~,  . ~ ,  . ~ .  

VI kSnnte ausgedriickt werden mit Hilfe yon terngren Relativen z, a~ 
indem man set.t: 

Man kana aber auch u  ausdriicken~ ohne diese tern~ren Relative zu VIil~e 
zu nehmen. VI~ fordert, dat~ es zu je zwei Gebie~en a, b ein gr6B~es~ 
d. h. allen anderen Un~ergebie~e~. fibergeordnetes Untergebiet c gib~ (das 
man Produkt yon a und b henna), ein Gehiet c also, ~'tir das in der 
Schr~ider-Mfillerschen Schreibweise: 

ag 

d.h.  also in der neuen bier anzuwendenden Schreibweise: 

1) so~So~= 1, 

$ 

Demnach is~ 

oder 
(==.o= 1) = (s .o so, = 1) 

x 

dual entsprechend ~=b~. 
Es ist 

H =o o= 1, 1,  

wo fiir ~=b, und ~=~~ obige biniixe Ausdrtteke einzusegzen sind, & h. 

a~b o 

dual en~sprechend V'I.. 
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VII laute~ bei M ~ e r  (a + z) (~ + z) = z = az  + ~z und fordert die 
Existenz eines ,,Negats" zu a, das eben dieser Gleiehung geniigt. Schrei- 

ben wir also b start ~, so ist vet die gauze Gleichung noeh ~ zu setzen 
b 

und dann noch vor das Gauze ] - ] .  Um die an dieser Stelle unzul~issige 
a~z 

Bezeichnung yon Produkt und Summe yon Gebie~en dutch ~ und ~ er- 
setzen zu kSnnen, zerlegen wir VII folgendermaBen: 

] / ~  H [ ( a+z=~)  ( b + z =  ~ ( cd=f )  (az=g)  (bz=~) (g+ h = ~) = ( f =  z = ~)]. 
a,z b r  

So wird dutch Benutzung yon ~ und a 

VII H - -  ~ H ( ~ ~  ~ 1L,), 
ehz b c d f g h l  

we noeh ffir die Relativkoefilzienten yon ~r und 6 die obigen Werte auf 
S. 457 einzusetzen sin& 

Bei den Unabhii~gigkei~smltersucJaungen ist nun zu entscJaeiden~ ob 
aus gewissen Axiomen ein anderes folgt. DaB dieses der Fall ist~ I~B~ 
sieh aber dutch eine Relativgleichung ausdriicken, die man primer maehen 
kann. Es kommt also bei den Unabh~ngigkei~suntersuehungen darauf 
hiaaus, zu entseheiden, ob eine gewisse Relativgleichung und zwar naeh 
dem Vorhergehenden eine Z~hlgleichung identiseh eff-iillt is~ oder nicht. 
Ist es aber nieht der Fall, so l~iSt sicJa nuch Sa~z 2 berei~s ei~ Gegen- 
beislMel in einem endliehen oder abziihlbaren Denkbereich geben, qed. 

Auf Grund dieser (Tberlegungen habe ich die Unabhi~ngigkeit der 
einzelnen Axiome untersuchl und denke die Resultate bei anderer Ge- 
legenheit za veriiffentlichen. Die Arbeit yon Huntington dartiber halte ich 
ffir verfehlt, well er bei unbequemen Axiomen einfach in ihrer Fomulie- 
rung hinzufiig~: ,,Wenu die vorhergehenden Axiome erf'fillt sind'; eia 
billiges Mit~l, mn naeh Belieben Schwierigkeiten aus dem Wege zu gehen! 

Satz 3: D/e Auswertung eines ~roduktes oder einer Summe iiber t~e- 

�9 lative ist mcht immer mSgtich. 
Es l~Bt sich n~mlieh mit den SehrSderschen Hilfsmitteh ohne wei- 

fetes eine Gleichung aufst~llen, welehe besagt, dab der Denkbereich end- 
lich oder abz~hlbar sei, d .h.  dab jedes System a ; 1  endlich oder ~ 1 
(dem Denkbereich w sei: 

(a ; 1 endlich) + (a ; 1 ~ 1). 

'DaB a ; 1  endlieh is~, bedeutet~ dab keine Abbfldung z alas a ; 1  ~iJanlieh 
a~f eiaen ecJa~ Tell b selner selbsi abbfldei. DaB abet z ein System a 
~h~l~eh a a f  b abbilde~, wird naeh SchrSder, Algebra der Logik, Bd. IlI, 
S. 605, (10) ausgedrfiek~ dureh 

(1) (z ; + ; :r)(b < ; a)ia'  ; b), 
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und da$ b echter Teil yon a is~, dutch 
(2) (b ~ a) (b + a) (b + 0), 

a ; 1  ~ 1 n ~ h  (1) dutch 

~ ' ( z ;  z-l- z ; $ ~  l ' ) ( l ~ z ; a ; 1 ) ( a ;  1 = ~ ;  1). 
g 

Dal~ also 11 endlieh oder abz~hlbar ist, wird ausgedrfiek~ dutch 

z b 

$ 

Dies ist, wie jede SekundSrgleichung, leich~ in eine Prim~rgleichung zu 
verwandeln (vg]. Schrbder, Bd. III, S. 150--151) und diese wieder in eine 
Koeffizientenbeziehung. W~ren nun ! / ~ n d  . ~  auswertbar~ so m ~ t e  die 

Gleiehung nach Satz 2 idenfisch erf~ll~ oder berei~s in einem endliehen 
oder abz~.hlbaren Denkbereich nieh~ erffill~ sein, was alles nieht der 
Fall ist. 

Der Leser wird fragen, warum sich nicht der Beweis yon Satz 2 
Wor~ ffir Wor~ auch auf die obige Gleiehung fiberia~gen D~, die doch 
gewil~, nieh~ in einem endliehen oder abz~a/baren 11 er~il]~ is~. Allerdings 
l~i$~ sich naeh der Methode jenes Beweises ein Denkbereieh konstruieren~ 
in dem die Gteichung nieh~ identiseh erffill~ ist; nur erweis~ sieh dieser 
Denkbereieh nieht ats abz'~hlbar. Da n'~mlich aueh fiber t~el~ive ~ produk- 
tier~ wird, ~re~en aueh Fluch~ndizes yon der Form i, auf, wo z kein 
,Subindex u, sondern ein ,,Subrelativa ist, so dab zu jedem z e'm Index 
geh5r~. 1~iher~ sich aber die Indexzahl dem Unendlichen, so nY~her~ sich 
die Zahl der mSgliehen z dem Kontinuum und dami~ auch die Anzahl 
der nS~igen Flueht~udizes, d. h. die ~[~htigkeit ~les efforclerlichea Denk- 
bereiehs. (Dadurch wird abet wiederum die Menge der m ~ c h e n  ~ yon 
noeh hSherer M~eh~igkei~, als die des Kon~inuums is~, und folglich ebenso 
die Menge tier nStigen Flueh~indizes usw. in inf.) 

w 
Unin~re Gleiehungen. 

Satz  4: Zwische~ u~n~ren t~vkoe f f i z ien ten  gibt es ke{ne F l ~ -  
gleichunge% nicht einmal dann, wenn die ~lz~ivl~effir ~ n  1" ~ O" 
a~s einzige bin&re noch dazu treten. 

Wenn letztere fehlen, so 1Kilt sieh sehr leicht zeigen; daft Fluchtindizes 
fiberhaupt zu umgehen sind und daher bei der Konstnak~on des Den~k- 
bereichs auf S. 454ff. fiberhaupt gar kein Anlal~ vorliegt, oitm unendlieh 
zu maehen. 
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Kommen abet Koeffizienten yon 1" oder 0" vor, so s~ellen wit eine 
bes~immte Normalform her. Die linke Seite der auf 0 gebrachten Glei- 
chungen ist symmet-risch in bezug auf alle Indize% d. h. in bezug auf alle 
Etemente des 11 mit Ausnahme einer endliehen AnzaM gan,z bestimmter~ 
die ich die ,,ausgezeichneten I~dizes" nennen will. Die zu diesen Iudizes 
gehSrigen Retativkoefflzienten sowie etwa die vorkommenden indexlosen 
Gebiete will ich die ,ausgezeichnete~ Gebiete" nennen. Sie kSnnen iibrigens 
auch feMen. Alle in der Glelchung hingeschriebenen Indizes sind ent- 
weder Summations- oder Produk~ionsindizes oder ausgezeichne~e Indizes. 

Wit denken uns nun die linke Seite der Gleichung in der Booleschen 
Weise entwickelt nach den ausgezeichneten Gebiehen. Die in Rede stehende 
Normal_form, deren Hexstellbarkeit ich oben behauptote, will ich nun zu- 
ni4chst einmal beschreiben. Sic ~st 

1) dadurch gekennzeichnet, dal~ die Entwicklungskoeflizienten Funk- 
tionen sind, die symmetrisch sind in bezug auf alle, (auch die ausgezeich- 
neten) Indizes, 

2) dutch eine Eigenschaf~ eben dieser symmetrischen Funktionen, die 
wir jetzt eriirtern wolten. 

Wit kSnnen zun~chst anne]amen, dab diese symmetrischen Funktionen 
(die ja En~wic-ldungskoeffizienten waren bei der Booleschen Entwicklung 
nach den ausgezeichneten Gebie~en), keine indexlosen Gebiele mehr ent- 
halten (da diese ja mit zu den ausgezeichneten Gebie~en gehSren, nach 
denen eni~ickel~ wurde). Die symmetrischen Funk~ionen eni~haltmn, wie 
wit behaupten, keine Koeffizienten yon 1' und 0". Sie lassen sich nach 
Boole in der Weise entwickeln, dab nut die Koeffizienten 0 mad 1 vor- 
kommen. Obgleich wir uns nut die Glieder mit dem Koeffizienten 1 hin- 
geschrieben denken wollen, so k~innen es doch unendlich viele Glieder 
sein, so ~ wit an eine Abkfirzung denken mfissen. 

Kommr in der Entwicklung z. B. das Glied vor 

ala~asa~asa~ a la~obl I (~  ~ 1' . . . .  + ~,8,), 
i 

so kommen auch alle Glieder vo~ welche aus diesom durch Indexver- 
h~uschung hervorgehen. Deren Summe will ich bezeiclmen mit (3, oo),, also 

(3, oo), =~a~,a,a~O'k, ~ I I (g , i  + l~,sk ) 
h2t~.~ k 

und die Summe der Glieder, welche aus 
ax a~ a, a ~ as a~ a ~ . . .  

dutch Indexvertause~ung hervorgehon, will ich bezeichnen dutch (oo, 3)a. 
Allgemein sefaam wit 

a~,~. - .,~ 
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Entsprechend ents~eht (c~, n)~ h~eraus (lurch Ver~auschung yon a~ trod ~ 
ffir jedes L 

Kommen mehrere Relieve vet, z.B. a ~nd b, so bezeichnen ~ z~ B. 
die Summe der Glieder, welche aus 

(~b~b~) (~bs~b,~bs) (~sb~) ( ~ b ~ j ~ . - - )  

dutch Indexvert~uschung hervorgehen, durch 

C2, 3, 1, 
Ebenso bezeichnen wir z. B. die Summe der durch Indexverfauschung aus 

(a~bxa~b~...a,b,) ( / / aebe  + li,~,--'.,+~+~,e) (a,+~ b,+ 1 a'+' b,+~- .-~,+~ b,+~) 
r 

hervorgehender Summe dureh 

(i, 0% k, 

Hiernach ist das aUgemeine Bildungsgese~ wohl klar. DaB iiberhanpt an 
allen Sf~llen bis auf eine stets lauter endliche Zahlen stehen, wird als das 
eine Kennzeiehen gerade unserer symmeh-ischen Funktionen a~zusehen sein. 

Aber auch bei dieser abgekiirzten Schreibweise kann die En~wicklung 
noch unendlich viele fllieder enthalten. Wir bezeiehnen nun beispiels- 
weise mit 

~ ,  _~5)o 

die Sum_me aller derjenigen Olieder, in denen mindes~ens zwei unnegierte 
und mindestens ffinf negierfe a.~ vorkommen~ d. h. es ist 

~ 2 ,  => 5),= (2, ~ ) , +  (3, ~ ) o +  (4, ~ ) , + . - .  + ( ~ ,  5),+ ( ~ ,  6),+ (or 7), +-.. 

Allgemein: 

t . ~ , .  - . , ~  

.h,J~," " ",Jq 

DaB sich nun bei Anwendung dieser Schreibweise die ganze symmeh'isehe 
Funk~ion ate Summe e~//c3~ vieler Glieder darsfellen 1-.at~, is~ ein zweif~ 
Kennzeiehen gerade unserer symme~rischen FunkCionen und iiberhaup~ der 
Kernpunkt des ga~.en Beweises. 

Die tIerstellungsme~hode einer solehen Normalform will ich nut an- 
deut~n. Jeder Reta~ivausdruck bani sich ans solchen Rela~ivausdriicken, 
welche kein 2~ oder H enthal~en und daher schon die verlang~ Normal- 
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form besitzen, dutch wiederhol~e Anwendung der vier Operationen 1) +,  
2) . ,  3) l ,  4) H auf: Man wixd also jeden Relafivausdruck auf die Normal- 
form bringen kSnnen, wenn man einen solchen Ausdruek auf die Normal- 
form briagen ka~m, weleher aus bereits Normalform besiteenden Aus- 
drficlren entsh~h~ dutch einmalige Anwendung eiaer jener vier Operalionen. 
Die Ausarbeitung elner Methode ftir jede einzelne dieser vier Operationen 
ist nich~ sehwer und sei dem Leser iiberlassen. 

Die Normatform l~$t sich also herslellen. Sie ist eine Boolesche 
Entwiektung. tlat bei ihrer tterstellung sich alles weggehoben, so ist die 
Gleichmag in jedem beliebigen Denkbereich iden~iseh erfiill~. Ist abet aueh 
n~r ein einziges Glied stehen geblieben, so kann man sofort einen end- 
l/chert Denkbereieh angeben, in welehem dieses (]lied uad fotglich die gauze 
linke Seite der Gleiehung nieht identisch verschwinde~. Ist z. B. eln Glied 

p@_2, 1, 
stehen gebtieben, we p Produkt ausgezeichneter Gebiete ist~ so versehwindet 
das Glied nichl in eiaem Denkbereieh mi~ seehs Elemen~en, in welehem 

ist. 

a =a  as=l, 

a s = 0  , b 6 = 1  

F o l g e r u n g :  Fluchtgleichungen entha~ten aufier den Moduln auch ~vch 
andere Rdative. 

Satz 5: Die Auswertung ein~s I I  oder Z iiber a~le l~el~tive ist stets 
meglich fiir einen Ausdru&, der nut unin~ire l?dativ~effizienten oder h S c ~  
no& die Koeffizienten yon 1' oder O" entl~ilt und endlich vide l oder 11 ~er  
siizmtZiche Indizes. 

Es sei ein ~ fiber Relative auszuwelJsen; beim H verf~trrt man dual 
en~spreehend. 

Man entwiekle in die Normalform des vorigen Satzes. Daun kann 
man die Glieder einzeln auswerten. Es ist z. B. 

~Y(5, 7, 3, ~)o.~ = (5 + 7, 3 + ~)~ = (12, ~ )o ,  
b 

_Y(5, 7,>= 3, 4)o,b = 5 + 3 ,  7 + 4 L  = (2_s, I1)o 

Kommt ua~er eiaem . ~  ein ausgezeichne~er Koeftizient a~ vor, so is~ er 

bei tier A.uswer~ung zu s~eiehen (d. h. = 1 zu se~en), ebenso w~re ~ zu. 
st~eidaen. 
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Es bleib~ nut  noch die Aufgabe~ das Ergebnis aus der Normalform 
in einen gewShnlichen Relativausdruck zuriickznverwandelm Die Metho~le 
hierfiir-zeige folgendes Beispieh 

(2, 1, 3, o~),,~ =.~(a~,b~a,b,) (ajb~) (a~b~,b,5,~b~,)0~,~,,AY/(a,b,-5 l~,~i,~.). 
~ L k j ,  m a 

w  

Zurf ickf i ihrung des h~iheren Relat ivkalkil ls  au f  binltrem 

S a tz 6: Jede t~ativgleichung bzw. Z~hlgleichung i~t einer binY~'en 
5quivalent~ d. h. ist eine behebige Relativgleichung bzw. Z~hlgleichung 
f =  0 gegeben, so kann man eine biniire Relativgleiehung bzw. Z~lglei-  
chung F ~ - 0  angeben, welche dann und nur dann identisch bzw. nicht 
identisch bzw. niemals (ffir kein Wertsystem der Parameter) er~tillt is~ 
wenn das entsprechende yon f~-0 gilt; ebenso eine b inge  Gleichung bzw. 
Z~hlgleiehung F ' -~  0j welehe dann und nur dann ffir einlge Wer~systeme 
effiillt ist, falls es f ~  0 ist. Dieses ]~fll sich ja auf jenes zuriiclfffihren. 
�9 " stimmt aber nicht mi~ • iibereim 

Dieser Sa~z hat im Relativkalkiil die Bedeutung, die in der Algebra 
der WeierstraBsche Satz hat, claB alle Probleme, die sieh mi~ solchen kom- 
plexen Zahlen mit mehr als zwei Grtmdeinheiten l~isen lassen, fiir welche 
dieselben Formeln gelten wie ffir unsere Zahlen, sich auch mit den bfig4ren 
komplexen Zahlen 15sen lassen. Ebenso ~ind auch alle Probleme~ die sich 
mit Hilfe des ~erni4ren und hSheren Retativkall~ls 15sen lassen, auch schon 
im biniixen zu erledigen. (Eiafaeher kann freilieh unter Ums~aden die 
Heranziehung tempter und hSherer Relative sein.) 

Die Bedeutung unseres Sa~zes kann man dax~us ermessen, dal~ jeder 
Satz der Mathema~ik oder irgend eines Kalkiils~ der sich erfinden l~i~, 
sich als eine Relativgleichung schreiben rat, mit deren Effiilltseia tier 
mathematische Sa~z s~eh~ und fi]l~. Diese Umwandlung beliebiger ma~he- 
matisc~er Siitze in Rela~ivgleichungen wird, wie ich deake, wohl jeder 
ausfiihrea kSnnen, der die Arbeiten yon Whitehead and Russel kennt. Da 
nun zufolge unseres Satzes sich aller Relafivkalkfil auf biniiren Relativ- 
kalkiil zurfiekffihren liil~t, so folg~ daraus, da~ man die Ridatigkei~ jedes 
beliebigen mathema~isehen Satzes entscheiden kann, wenn man nut  eaC- 
scheiden kana, ob eiae biniire Relativgleichtmg iden~iseh exfffll~ i~  oder 
nicht. 

Es set nun zun~chsi eine qua~.xn~re Rela~vglaich-,g vorgeleg~; die 
tern~e 1 ~  sich als ein Sonderfall hiervon a ~ n .  Dean sind terniixe 
Relativkoeffizienten ao~ gegetaen, so kaun man quaterni4re d_a4~n~eren dutch 
die Gleiohangen a~j~ = a,.~. 

M a t h ~ m ~  A--~ea.  LXXVL ~0 
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Wir betrach~en einen neuen Denkbereich, dessen Elemen~e die E/e- 
~ ~ a r e  des at~en 11 sind, den wir also 13 nennen mfissen. Is~ also 

V -- (i, j, ~, . . .) 
so ist 

I , =  

Der neue Denkbereich $ ,  den wir im folgenden zugrunde legen wollen, 
entsteh~ nun aus 12 indem man (i, i) dutch ij (j, j) durch j, usw. ersetzt. 
Es ist also 

j, 

Die Elemente benennen wir zweckm~i~ig mi~ einzelnen Buchstaben, etwa 
I , K ,  L, . . . .  Ist I~- ( i ,3 ) ,  so nennen wit i das Vorderglied, j das Hinter- 
glied yon I. i wollen wit  aZs sein dgenes Vorder- und Hintvrglied be- 
trachten. 

Jedem qua~ern~en Rela~iv a, dessen Indizes 11 zu durchlaufen haben, 
ordnen wit nun ein binges Relativ A zu, dessen Indizes $ durchlanfen 
sollen, und zwar in der Weise, dag ffir I =  (i, j) K ~ (k, 

ist. Damit is~, wenn a als gegeben be~rachte~ wird, A vollst~ndig deft- 
niert als bin~res Relativ mit ~ als Denkbereich erster 0rdnung. 

~u f  Grand dieser Zuordnung erse~zen wit nun in f =  0 alle quater- 
n~ren Relative durch die zugeordne~en bin~iren. Da die Relativkoe:[fizienten 
nicht mehr durchweg Elemente yon 11, sondern Elemen~e yon ~ sind, so 
sind auch die Summations- und Produk~ionsindizes so abzu~ndern, da~ sie 
sich fiber das ganze ~ erstrecken. Kommt z. B. in f vor 

(1) ~ a ~  b~,,, 
i 

und wird a ~  dutch Az~, b ~  dureh ~ erse~z~, so komm~ der Summations- 
index i vor in I =  (i, j)  und in L ~ (l, i); daher erse~zen wir die Summa- 
tion fiber i zun~ehst durch eine solehe fiber i und L u n d  schreiben 

I .L 

Wit miissen nun aber bedenken, dag diese neue Summe mehr Summanden 
enthfilt ats die alte (da sieh I und L je~zt fiber das ganze ~ erstrecken 
und nich~ nur fiber 11). Diesem Ubelstande mfissen wit abhel~en, denn 
wit wollen ja eine Gleiehung herstellen, welehe genau soviel Summanden 
und Faktoren en~h~lt, wie die alte, ja, welche sich yon der alien durch 
nichts unterseheidet Ms dutch die Bezeielmung (mit einer Ausnahme 
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freilich). Wit  erreichen unsern Zweck, indem wit jedes Ar~r Bjz mit je 
einem Faktor mulfiplizieren, welcher gl~ich t i s t  bei denjenigen Summan- 
den, welche auch in der al~en Summe auf~e~en, bei den fibrigen aber 
gleieh 0. Wir definieren n~.mlich zwei Relative V und H dutch 

t ( V ~  = 1) ~ ( I  ist Vorderglied zu J ) ,  
(3) ~(H~s = 1 ) =  (1 ist Hinterglied yon or). 

Diese Definitionseigensehaften yon V und H sind sparer auch noch in die 
Oleichung aufzunehmen; einstweilen be~rachten wit t r u n d  H als gegebone 
Relative, deren Indizes Elemente yon ~ bodeu~en. Denn auch die Vorder- 
und Hinterglieder sind ja Elemen~e yon ~. Es gil~ 

I((V; r ) . =  = (Voraerg e  Z= orde  nea J),  
! 

(4) /((Y; H)zj = 1) -- (Vorderglied yon I =  Hintergtied yon J ) ,  

~((/~; H)~  -~ 1) = (Hinterglied yon 1 = Hinterglied yon or). 

Die Summe 

(5) 

ist nut der" Form nach eine Summation fiber ~ ,  in Wirklichkeit ist es 
nur eine Summation tiber 11, da die zu (2) hinzugeF~igten Falr~ren alle 
Glieder wegfaIlen lassen auBer denjenigen, in denen die Summa~ionsindizes 
die Hin~erglieder bzw. die Vorderglieder yon j bzw. 1 haben. Trotzdem 
enth~lt auch diese Summe immer noch mehr Summanden als (1); und es 
sind nur diejenigen Summanden beizubehaRen, ftir die das Vorderglied 
v~ 1 fibereins~immt mit dem Hinterglied yon 2~ & h. es ist noch der 

Fal~or (~; H)• h~n~.uzu~igen. 

(6) 
s L 

enth~lt nun genau so viel Summanden wie das vorgeleg~e (1), doch ist 
(6) allgemeiner als (1), well die ~lbereinstimmung der beiden Indizes j~ 
der beiden k, der beiden l, welche in (1) zu sehen ist, nicht in (6) zum 
Ausdruck hommk Dies muB noch geschehen mi~ Hilfe yon (4): 

I J5 

ist an S~lle yon (1) zu se~zen und yon derselben Allgemeinheit wie (1). 
Das Produk4deren geschieht dual ent~prechend wie das Summieren. 

Wie in diesem Beispiel dutch die letz~en Falr~orea die Gleicl~eit 
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ge~visser Indizes der vorgelegten Gleichtmg zum Ausdruck gebraeht wird 
(eine Gleichhei~ die bei der Einflihrung der neuen Rela~ivkoeffizienf~n 
zun~chs~ nich~ mehr zum Ausdruck kam), so ha~ man fiberall zu suchen, 
wo in f -~  0 gleiche Indizes vorkommen odor wo die G]eiehhei~ bzw. Un- 
gleichhei~ yon Indizes dutch Koeffizien~en wie 1;s odor 0~s zum Ausdruck 
komm~; und wo dann dutch Einfiihrung der neuen Rela~ivkoeffizien~en 
diese Gleichhei~ bzw. Ungleichhei~ nich~ mehr zum Ausdruck kommt, ha~ 
man sie wieder durch Einfiihrung en~sprechender Fak~oren bzw. Summan- 
den wie in dem letz~on Beispiel zum Ausdruck zu bringen. Nur dann 
kann man sicher soin, dal~ die neue ~leieh'ung genau die en~sprechenden 
Umformungen gesfa~e~ wie f ~  0 und folglich genau dann iden~isch er- 
ffill~ is~, wenn f -~  0 es is~, da ja danu beide Gleichungen genau dieselben 

Funk~ionen yon Rela~ivkoeffizien~en en~hal~en, nut dab die Argumen~e, 
d. h. die gela~ivkoeffizion~en, anders benann~ sin& 

Je~z~ sind noch die Eigensehaf~en yon V und H in die neue Glei- 
chung aufzunehmen. Ich will im folgonden Relative s~e~s in Form einor 
Tabelle schreiben, d. h., wenn e~wa a, fl, ~,~... die Elemente elnes Donk- 
bereichs ers~er Ordnung sind, so will ich das Relaliv a folgendCrmal~en 
schreiben: 

are 

fl 7 �9 �9 �9 

aa~ aa r - - .  
~ ~ - - "  
~ % ~ " "  

Jeder Un~ermenge des Denkbereichs "erster Ordnung entsprieh~ dann eln 
,System" im Schr~derschen Sinne, z. B. clef Menge 

en~spricht das System 

~, ~, r, ~, ~ , ' "  

J1 

~[___!0011 

in welchem die zu don EIemen~on a, ~,, ~ yon ~ geh~renden Zeilen lauter 
Einsen ent~alten, die fibrigen Zeilen dagegen laut~r NuUen. 

1 1 1 I . . -  

0 0 0 0 . . -  

1 1 1 1 . . .  

1 1 1 1 . - .  

0 0 1 0 - - -  
�9 . ~ ~ . . ~ 
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Der Untermenge 11 yon ~ en~st)richt nun ein System q, ~ m l i c h  

Ferner ist 

i i 

(i,y) 
~-- (j,j~) 

(~, ~) 

q,j) ( j , ~ ) j  q , k ) - . .  

1 1 I 1 1 . . .  

0 0 0 0 0 . . .  

0 0 0 0 0 . . .  

1 1 1 1 1 . . .  

0 0 0 0 0 . . .  
. . . . .  o . . . .  * 

i ( i , j )  ( j , i )  j ( i , k ) . . .  

1 1 0 0 1 . . .  

0 0 0 0 0 - . .  

0 0 0 0 0 . . -  

0 0 1 1 0 - - .  

0 0 0 0 0 . . .  

i i 

i (i, j) (j,i) j q , ~ ) . . .  

1 0 1 0 0 . . .  

0 0 0 0 0 . . .  

0 0 0 0 0 . . .  

0 1 0 1 0 . . .  

0 0 0 0 0 . . .  
�9 �9 . ~ , ~ �9 , 

Wir wollen nun die Eigensehaf~en yon V und H d~;xch bloBe-Relafiv- 
gleichungen ausdrfieken. Diese Eigensehaf~n bestehen lrarz gesag~ darin~ 
da~ sie die Elemente yon ~ in ein quadra~.sches Schema ordnen. Diese 
Eigenschaft ist nun im folgenden logisch zu zergliedern and in Retativ- 
gleichungen zu fibersegzen. 

Zun~hst  sind V und H das, was Schr~ler eine Flm]rtion im engeren 
Sinne nennt, d. 1~ V und H ordnen jedem Element I yon ~ ein und nut 
ein Element zu (n~.mlich das Vorder- bzw. Hinterglied yon 1). Diese 
Eigensehaf~ wird ausgedrfickt dutch 

(2) v; Y ~ I ' <  ~; r, 

(vgl. SchrSder tkt. III, S. 587, 17)). 
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Die Menge sgmflieher Vorderglieder ist das frfihere 1�89 das System 
s~mtlicher Vorderglieder ist also q (vg!. S. 467), d. h. es ist q ~ V; 1; da 
abet ebenso q ~ H; 1 ist, so ist 

(~) r ;  I - -  ~ ;  1. 

Eine weit~re Eigenschaft yon V und H bes~eh~ darin, dab jedes 
Element yon i t sein eigenes Vorderglied ist, d. h. 

q . l ' ~ V . l "  
oder 
(4) v; i. r< v. i. 
e~enso 
(5) H; i .  i ' ~ .  l'. 
Wegen V ~  V; 1 daft sta~ ~ aueh ~ stehen in (4) und (5). 

Man denke sich nun ein quadratisches Schema hergestellt yon -folgen- 
der Art 

J s  

we i,j, k , . . .  die s~imtliehen Elemente yon 11 sind, d. h. die s~mtliehen 
Vorder- und l=flnt~erglieder. Wir schreiben nun ein Element yon ~, welches 
das Vorderglied . m u n d  das Hinterglied n besitzt, in das Feld der m ~ 
Zeile and n **~ Spalte unseres Schemas. Durch (1), (2), (3) ist zum Aus- 
druck gebraeht, da6 jedes Element yon ~ genau ein Vorder- und ein 
~interglied besitzt, d. h. also naeh unserer Vorschrift in genau ein Feld 
unseres Schemas hineingesehrieben wird. Es ist nun zum Ausdruek zu 
hringen, dab jedes Feld ein und nur ein Element enfda~ilk 

DaB jedes Feld h~ehstens ein Element enth~lt, bedeutet folgendes: 
Haben zwei Etement~ I und J dasselbe Vorder- und Hinterglied, ist also 

so sfimmt I und J tiberein, d. h. I ~ - ~  1; es ist also 

und d~ dies fiir beliebige I ,  J g~ilt, ist 

(6) Y; v.  2~ ; H <  r. 
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Dag endlick jedes Feld des Schemas m { ~ . ~ s  ein Elemen~ yon 
enfl~l~ bedeute~ folgendes: Wenn 1 und J zu 11 geh~ren, wenn also 
qr.r= 1, q.rz~--~z.r= 1, so mul~ eLu Element ~: existieren, welches I sum 
Vorderglied und J zum Hinterglied hat, es muB dann also sein 

x 

mhe  SeneSige z, #, d. h. 

oder 
(7) r ;  1. R v; 
Der Gleichung E ' =  0 ist "also noch (1) bis (7) als Voraussetzung reran 
zuschicken: 
(8) (1) bis (7) ~ ( F ' =  0). 

Dies gibt, in eine Prim~rgleichung verwandelt und auf 0 gebraeht, die 
gesuchte Gleiehung F = 0. 

Ist in der Tat f = 0 nieht identisch erf'dllt, so gibt es einen Bereich 
11 und ein Werbsystem der Relativkoeffizienten yon den in f vorkommen- 
den Relativen a, b, . . . ,  f~r welche sie nich~ erfflll~ ist. Konstrruiert man 
d,n~ aus 11 dutch Paarbildung den Bereich @ wad definiert V und H wie 
auf S. 465, so is~ f'tir diese V und H die Vor. (1) his (7) erfiillt, kann also 
wegbleibefi, und F - ~  0 kann dutch F" = 0 ersetzt werden. Jedem Koef- 
fizienten aber, der in f =  0 vorkommt, en~sprieht ein Koeffizient~ der in 
E ' ~ - 0  vorkomm~; und mit einem Wertsystem~ das f== 0 nieht erfiill~, 
ist auch eins gegeben, das F" ~ 0 und damit E----0 nich* erffialt, qed. 

Ist umgekehrt ein Bereich ~ mad ein Wertsystem der Relativkoef- 
fizienten der in F ~- 0 vorkommenclen Relative A, B ,  �9 . . ,  H, V gegeben~ 
welches E-- - -0  nich~ efffillt, so geh~ren zu diesem Wertsystem auch 
WelC~e yon V und H,  und zwar solche, welehe (1) his (7) effiillen; denn 
f a r  andere Wertsysteme ist ja F ~  0 nach (8) identisch erfdll~. 2" -~  0 
kann daher nach (8) durch das gegebene Wetdssystem nicht erfiillt sein. 
Wit kSnnen nun einen Bereich S x und ein zu diesem geh~riges Werb- 
system der in f ~ - 0  vorkommenden Relativkoeffizienten linden, far das 
auch f =  0 nicht erfRllt ist. Setzen wir nRmlich V; 1 ~-q, so entspricht 
diesem System eine Menge, die wit als Bereich 11 f'dr f =  0 zugrunde 
legen wollen. Kommt  in E ' =  0 ein Koeffizient Azx  vet, so gibt es nach 
(1) his (7) genau je ein Element i, j, lc~ l, so dab 

Y , z = l ,  . H ~ = I ,  V,~x=l ,  / Z x - = l .  

Naeh Bestimmung dieser Werte i, j) k) I l~ssen wit dem A.zx ein a~:~ enb- 
sprechen und er~eilen dem a~)~ denselben Wer~ der f~r Azx gegeben isk 
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So gelange~ wit zu einem Wertsystem, welches f -- 0 nich~ erFtill~, da es 
~"  ~ 0 nich~ erfiiU~. Mi~ f ~ 0 is~ daher auch _~ ~ 0 iden~isch erffilt~ und 
umgekehr~. 

Liegt nun eine hShere Rela~ivgleiehung vor, e~wa eine sen~re mi~ 
Koef~zien~en a~**~,~, so kann man diese nach derselben Methode in eine 
t~rn~re verwandeln, (deren Umw~ndlung in eine bin~re wit berei~s kennen), 
indem man seize: 

(i,j)=I, (k,/)----K, (m,n)=M, 
oder man kann sie mit unwesenflieher Ab~inderung der Methode aueh 
gleich in eine b inge  verwandeln, indem man setzt 

(i,j,k)-=I, (1, m,n)=L. 
Qulnii~e~ septeniire usw. Gleichungen ]assert sich auf seniire, ok~oni~re usw. 
zur tickftihren. 


