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]Einleitung. 

Gegenw~irtig stehen zwei Probleme innerhalb der Mengenlehre im 
Vordergrund des Interesses. Das eine bezieht sich auf das Kontinuum, 
d. h. die Menge, welche aus allen reellen Zahlen besteht, das andere be- 
zieht sich auf die Gr~ndlagen der Mengenlehre. 

Das erste ist bereits im Jahre 1873 yon dem Sch~pfer dieser Disziplin 
G. Cantor*) in seiner ersten Arbeit tiber diesen Gegenstand gestellt 
worden. Es beruht auf der dort gezeig~en Tatsache, dab es zwar mSglich 
ist, jeder reellen algebraischen ZaM eine bestimmte, fiir sie vSllig charakte- 
ristische natfirliche Zahl zuzuordnen, dab es abet unraSglich is~, auf diese 
Weise alle reeUen Zahlen mit den ganzen rationalen Zahlen in eine um- 
kehrbar eindeutige Beziehung zu setzen. Bezeichnet man zwei aus irgend 
welchen Dingen bestehende Mengen, welche aufeinander umkehrbar ein- 
deutig abbildbar sind, als ~iquivalent oder yon gle~clwr M~htigk~it, und 
rechnet man alle ~luivalenten Mengen in eine Klasse, so dr~ngt sich 
sofort die Frage auf: 

,,Wieviel v e r s c h ~  Klassen dieser Ar t  kann man aus 
reellen ZaM, en bilden ?" 

Das is~ das Cantorsche Kont~nuumproblem. 
Es ist f'tir einen groBen Tell der bisherigen Forschungen in der 

Mengenlehre der Leitstern gewesen. Zur Inangriffnahme desselben boten 
sich na~urgem~ zwei verschiedene Wege dar. 

Erstens konnte man hoffen, durch Untersuchung der speziellen ver- 
schiedenaxt~igen Mengen, die sich im Kontinuum daxbieten, fiir immer 
nmfassendere (]ebieh~ yon Mengen die Frage nach der Zahl der Klassen 
zu lSsen, und so durch eine Art  vollstiindiger lnduktion des Problems 
Herr zu werden. 

Das wichtigste Resultat naeh dieser Richtung ist der Satz yon 
G. Cantor:  

Alle abgeschlossenen Mengen, d. h. al]e diejenigen Mengen, welche 
ihre Grenzelemente enthalten, sind en~weder abzRhlbar oder yon der 
Miichtigkeit des Kontinuums. 

11. Cantor  hat die Vermut~mg ausgesprochen, clag flit alle Mengen 
im Kont~-uum das gleiche Resaltat zu erwarten sei. Es hat dies jedoch 
bis jetzt nicht bewiesen werden k6nnen. Die ttauptschwierigkeit der 
Untexsuchung bieten die /n .s/ch d/cMe~ Mezlgen, diejenigen, bei denen 

*) Hi~gichtlich tier Literatur verweise ich sowohl auf die Originalabhandlungen 
G. Cantors als auf das zusammenf~sende Referat yon A. SchSnflies, Jahres- 
bexichte d. & Mathvgg. 1900 BA 8, H. 2. 
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jeder Punk~ Grenzpunkt yon Punk~en der Menge ist. Hier hat eine 
neuerdings yon Baire getroftene Unterscheidung in Mengen erster und 
zweiter Kategorie mannigfaches Interesse. 

Der zweite Weg, der ebenfalls yon G. Cantor  eingeschlagen wurde~ 
geht yon der Menge der natfirlichen Zahlen aus. Es gelin~ yon bier aus 
neue Mengen zu konstruieren, welche sich in bezug auf ihre M~chtigkeif, 
a!s die unmittelbare Fortsetzung der erstgenannten Menge erweisen. Man 
gelang~ zu einer g~nzen Reihe von ansteigenden Miichtigkeiten, die sich in 
liickenloser Folge unbegrenzt aneinander schlieSen, der Reihe der sog. Al~h. 
Das Kontinuumproblem spitzt sich bier insbesondere auf die Frage zu, 
die Beziehung der auf die abz~ihlbare M~chtigkeit zuniichst folgenden, mit 
Aleph-Eins bezeiehneten Menge zum Kon~inuum festzustellen, m 

Die Untersuehung der Grundlagen der Mengenlehre ist aus verschie- 
denen Griinden zum Bedfirfnis geworden. 

Mit alien Disziplinen, die sich im Anfang ihrer Entwicklung befinden, 
teilt die Mengenlehre das Sehicksal, da$ der Fortschritt in ihr mehr 
dureh sinnreiche Einf~lle als durch systematisehe Methoden erzielt wird. 
Zwar sind auch in der letzteren Richtung bemerkenswerte Ans~tze vor- 
handen~ Die Einfahrung des _Potenzbegriffes, der Beweis des sp~iter noch 
zu erwiihnenden Aquivalenzsatzes haben es gestattet, Schlfisse, die friiher 
nur auf mfihsamen Umwegen erreichbar waren, jetzt in einem fast ele- 
mentaren Kalkfil zu erlangen. 

Um diesem Kalkiil die wfinschenswer~e Abrundung zu verleihen, ist 
es notwendig, diejenigen voneinander u~2abhiingigen Siitze in mSglichst voU- 
sttindiger Zahl aufzustellen und zu beweisen, welche fiir a lle Mengen Giiltig- 
~ t  haben. 

Die in die neueste Zeit fallende EntAeckung yon Mengen, wie z. B. 
der Menge aller Ordnungszahlen, welche sich in wesentlichen Punkten 
den fiir alle Mengen bisher als richtig angesehenen Gese~zen nicht fiigen, 
verleibt den Siitzen, welche fiir alle Mengen oh',~e Ausnahme gel~n, ein 
wichtiges tk~oretisches Interesse. Besonders f~llt hierbei ins Gewieht, da$ 
die Frage noeh often ist, ob das Kontinuum zu den jiingst untersuch~en 
Mengen hinzugehSr~ oder nicht. - -  

Die vorliegende Arbei~ zeffK|lt in drei Teile. 
Im ersten Tefl beschiiftige ich reich mi~ Fragen, welehe den Grund- 

lagen angehSren. ]_usbesondere beweise ich den allgemeinen Sa~, da~ 
die Te~Tung der Menge in eine e~zdliche AazaId yon gleichen T~7~ im Sinne 
der Miichtigkeit e indeut ig ist. Hieraus ftieSt die Erkenn~ais, dab alas Kon- 
~inuum dutch forf~esetzte endliche Teilung nicht verkleiner~ werden kann. 
Femer 1~$~ sich die Frage nach der Addition der U~gleidsu~len-hierans 
fiir vergleicld:~are Mengen erleel'w~er~. 
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Die Frage nach der Vergleichbarkeit yon Mengen bie~et aul]erordent- 
liche Schwierigkei~en. Ftir gewisse Gebiete yon Mengen, innerhalb deren 
Mengengleichungen gel~en, liil3t sich jedoch, wie ich ausffihre, die Ver- 
gleichbarkeit allgemein zeigen. 

Im zwei~en Tefl handelt es sich darnm, das Kontinuum mit der Menge ~r 
in nNaere Verbindung zu setzen. Dies geschieht durch einen Satz, welcher 
eine vollkommen l~rallele 1)efinitio~ beider Mermen aufzustellen gestattet. 
Die Zahlen der zweiten Zahlenklasse effahren dabei eine geometrhch-an- 
scha~/ehe Deutung. 

Im drit~en Tefl wird die Gesamtheit der Mengen, welche dem Kon- 
tinumn augehSren und ffir die die Frage nach der M~ichtigkei~ gelSst 
werden kann, mit der Gesamtheit aller Teilmengen des Kontinuums ver- 
glichen. Es wird der Satz abgeleitet, daft die Gesamtheit der abgeschlossenen 
Mengen mit Hilfe der reellen Zahlen abgez~hlt werden kann. Das Resultat 
des angestellten Vergleichs ergibt einen MaBstab der Beurteilung, wie welt 
man bisher in der L5sung des Kontinuumproblems auf diesem Wege 
gekommen ist. 

Die Konstruktion eines hSheren Typus ftir das Kontinunm soil zeigen, 
wie eine Erweiberung der bisherigen Resultate gewonnen werden kann. 

Ers tes  Kapitel.  

l~ber  d ie  a l l g e m e i n e n  E i g e n s c h a f t e n  d e r  M e n g e n .  

w 

Der Aquivalenzsatz. 

Erkli i rung.  Zwei Mengen M und N heil~en dann ii~luivalent oder 
yon gleicher M~vhtigkeit, wenn es ein umkehrbar eindeutiges Beziehungs- 
gesetz ~ gibe, welches sie Element ffir Element aufeinander abbildet 
(G. Cantor*)). Unter einer Teilmenge einer Menge M versteht man eine 
Menge, deren Element~ siimtlich der Menge M angeh5ren. Sind M und 
N zwei beliebige Mengen, so sind logisch die folgenden vier Fiille m5glich: 

1) Es ist M r~quivalent einer Teilmenge N 1 yon N, dagegen N 
keiner Teilmenge yon M, in Zeichen: 

N > M .  

2) Es ist N" ~quivalent einer Teilmenge M 1 yon M, dagegen M 
keiner Teilmenge yon 27, in Zeichen: 

M > h  r. 

*) G. Cantor, Journ. f. Math. Bd. 84, S. 242. 
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3) Es ist M iiquivalent einer Teilmenge M 1 yon N und ebenso 
N i~quivalent einer Teilmenge N 1 yon M. 

4) Es ist M iiquivalent keiner Teilmenge yon N und N keiner 
Teilmenge yon M. 

Hinsichtlich des dritten Falles gilt der folgende Satz: 
Sa tz  1. Ist M iiquivalent einem Teile M 1 yon N und N einem 

Teile ~ yon M, so ist M ~quivalent N. 
Dieser Satz is[ zuerst yon G. Cantor*)  behauptet worden und wird 

auf seinen Vorschlag als Aquivalenzsatz der Mengenlehre bezeichnet. Be- 
wiesen wurde derselbe unabh~ingig yon E. S c h r S d e r * * ) u n d  mir.***) 
Einen Beweis gibt ferner E. Ze rme lo . t )  Auf eine Besonderheit des Be- 
weises sei noch hingewiesen. Ist (p die Abbildung yon M auf M 1 mad 
~p die Abbildung yon N auf _N~, so wird die Abbildung % yon M a u f  N 
eindeutig aus 9> und ~ hergeleitet. Ist eine Menge q)~-{cp} und eine 
Menge W = {~p} yon Abbildungen ~ und ~ gegeben, so en6spricht jeder 
Kombina~ion yon r und ~ eine Abbildung Z, so dab eine Menge X ~- {:~} 
entsteht, yon der Ar~, dal~ ftir die Kardinalzahlen die Beziehung 

w  

Die  D i v i s i o n  der  Mengen durch  e n d l i c h e  Z a h l e n .  

Vorbemerkung .  Es gelten die folgenden Definitionen und Siitze 
(G. Cantor): 

1. Sind M und N zwei Mengeu und nennt man diejenige Menge, 
welche sowohl die Elemente yon M als die yon N enthiilt, die Summe 
M + N dieser Mengen, so ist 

(1) M +  N = N q -  M. 
2. Sind M und N zwei Mengen, so nennt man diejenige Mengo, 

welche a!le Kombinationen (m, n) der Elemente m und n der beiden 
Mengen enth~ilt, das _Produkt M .  N dieser Mengen; es ist 

(2) M - N =  N .  M. 

3. Sind M und N zwei Mengen, so nennt man diejenige Menge, 
w e l c h e -  im Sinne elner bekannten Ausdracksweise ~ alle Komblna- 

*) G. Cantor,  Zgsehr. f. Philosophie Bd. 91. 
**) E. SchrSder,  Jahresb. d. d. Mathvgg. Bd. 5 (S. 81). 

***) Vgl. Bore l ,  Lec~ons sur la thdorie des foncfions. Eine Darstellung meines 
Beweises finde~ sieh in dem Referat yon SchSnf l i e s ,  Jahresb. d. d. Ma~hvgg. 
Bd. 8, Kft. 2. 

T) E. Zermelo ,  GStt. l~'achr. 1901, p. 1--5. 
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tionen yon Elementen aus M zur N re" Klasse enth~ilt, die t)otenz M x 
(M hoch N ) . -  

Es gelben hinsiehtlich des aufgestellten Additions-, Multiplikations- 
und Potenzbegriffes das assoziative find kommutative Gesetz, wie bei end- 
lichen Zahlen. 

Wir untersuchen jetzt die inversen Operafionen lind stellen den folgen- 
den die Division betreffenden Satz auf. 

Satz 2. Aus der Gleichung 

2 M = 2 N  
folgt 

M = N .  
Dem Beweise schicken wir eine Reihe leicht zu beweisender Hflfs- 

siitze tiber nmkehrbar eindeutige Abbildungen voraus. 
l l i l f s s a t z  1. Die mnkehrbar eindeutigen Abbildnngen eines Systems S 

in sich bilden eine Grut'qoe r  
Hi l f s sa tz  2. Es sei eine Reihe yon umkehrbar eindeutigen Ab- 

bildungen vorgelegt, 
(1) 1, Zl, Z~., Z~, " " " 

und es m6gen dieselben eine Gruppe bilden, d. h. es sei 

(2)  z ~ - z ,  = z~; 

ferner mSge es zu jedem %~ ein und nut e/n Z~ geben, so dab 

(3)  z,," z~ =- 1 

ist (wo 1 die iden~ische Abbildung bedeutet). 
Ist nun s ein Element yon S, ftir welches 

s # z , ( s )  ( v - = 1 , 2 , 8 , . . . ) ,  (4) 
so is~ 
(5) 

Hi l f sa t z  3. 

(6) 
so fist auch 
(7) 
Denn a11s 

(8) 

Sei s ~ s' und sei 

s + z , ( s 3  r ~  ~ =  1 , 2 , 3 , . . . ,  

z,,(s) + x, (s3 0,,  ,, = 1, 2, 8 , . . . ) .  

z~(~) + z,(s3 
I folgt dutch Multiplikation mit Z~ 

ErkIRrung. Sind 
r~, r~, r,... 

eine Reihe yon Teflmengen des Systems S, yon denen keine mit einer 
andern ein Element gemeinsam hat, so nenne ich sie ein ge~rcn~s System 
yon Teilmengen. 
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Hilfssat~z 4. Ist T =  (t) eine Teilmenge yon S, und ist stef, s 

(9) t ~ z , ( t ' )  ( v = 1 , 2 , 8 , . . . ;  t # r  

so bflden die ~iquivalenten Teilmengen 

(10) r ,  Z, ( r ) ,  z~(T), ' �9 �9 
ein getrenntes System. 

Hil fssa tz  5. Unter den Voraussetzungen des vorigen Satzes ist 

(11) S =  S-}- T. 

Denn bezeichnet man mit tr o die Miichtigkeit der Menge der nat[ir- 
lichen Zahlen, so entsteht durch wiederholte Anwendung der Gleichung (11) 
eine Zerlegung yon der Form: 

S =  T.  t%+ R; 
also isis 

mi~hin 

Beweis 
F o r m  

02) 

T + S = T(tt o + 1) -4- R ---- Ttto A- R,  

S = S + T .  

des Satzes 2. Wir schreiben die Voraussetzungen in der 

a) S-= xl-4- x~= x~ + x4, 
b) x1=x~ ,  

Die den Gleichheitszeichen entsprechenden Abbildungen kSnnen als 
umkehrbar eindeutige Abbildtmgen des Systems S in sich aufgefaBt werden, 
wir bezeichnen sie mit ~ ,  (Pb, r162 Wie unmittelbar ersichflich, ist 
(18) (p~ = r = (p~ = i. 

Wie die nachstehende Figur veranschaulicht, zerf_al!en gem~B der 
Gleichnng (12a) die x in der folgenden Weise- 

xl = xls + x14, 

(14) x~ = x~s A- x~, wo x,~ = x~,. 
xs = xs~ + x3~, 
x~= x~ + x~, 

--.T. 
.d. 

z~, Z 

I ~ . L  

n "  

"7" 

n "  

~ r  
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Bedeutet T 1 irgend eine Teilmenge yon x I -und T~ eine ~iquivalente 
yon x2, SO kann man x I u n d  xe dadurch transformieren, da~ man die 

Elemente yon T I gegen die yon T~ austauscht. Es gelten fiir die trans- 
formierten xl* und x2* die Beziehung (12) sowie die Gleichungen 

(14") x l * ~  xl '  und ebenso x3*~ x~, 
X~ r ~ X 2 ;  X4 ~ r X 4 . 

Es is~ also ausreichend, den Satz 2 ffir die xl* , x..,* zu beweisen, um 
den R, iickschluB auf die x 1 und x~ machen zu k5nnen. In gleicher Weise 
gestatten auch die Mengen x 3 und x 4 solche Austauschtransformationen. 

Das Ziel des Beweises ist, zu zeigen, dab wir nach geeigneten Trans- 
formationen eine solche Zerlegung der Form (14) bekommen, dab x13 so- 
wohl gegen xl~ als gegen x23 zu vernachl~ssigen ist, d. h. daft 

Xl = Xl3-J- X I 4 ~ Z l t  
u n d  

x3 = x~s + x~3 ~ x~s 

ist. Denn hieraus folgen die Gleichungen 

X 1 ~ X 2 -~- X14 ~ 

X 3 ~ X 4 -~- X 2 3 .  

Damit sind aber ftir die Mengen x. 2 und x 4 die Voraussetzungen des 
_~quivalenzsatzes gegeben. Es kann daher der Schlu$ 

X~ ~ X4~ 

welcher die Behauptung enth~ilt, gezogen werden. 
Wir suchen zu unserem Zwecke die Menge x13 mit x14 und x2~ in ge- 

eignete Beziehung zu setzen. Hierzu bilden wit aus den Abbildungen % 
und 9vr alle mSglichen Zusammensetzungen, die wit in zwei Reihen so 
a ,nordnen :  

(15) 1 = Z0, ~vb =- Is, r ~r = 14, ~% ~r r = Is, " " " 

r162 xa, % % =  Zs, r162162 "=- %7, " " " 
Zu jeder Abbildung Z gibt es eqne und nut  eine inverse, denn es ist unter 
Berfieksichtigung yon (13) 

I 4 , + e Z 4 ~ + ~  = 1 ,  

(16) l ~ I ~ . + l  = 1, 

1 4 ~ + a ~ 4 . + s  = 1 .  

Im tibrigen liefert die Zus~mmensetzung yon irgend welchen kbbildungen 
Z wiedar eine Abbfldung derselben R e ,  e, die yon 1 versehieden is~. 

Es bflden infolge il~rer Entstehung die ~: eine (]ruppe yon umkehr- 
bar eindeufigea Abbildungen des Sys~m~ S = x I + x~ in sich. 

Es sind zwei F~l!e hi,.~ichtlieh der Abbfldung eines Elementes els 

yon z~t m a g l i ~ :  
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1) e~z wird durch eine Abbildung ~ mit endlichem Index in ein 
Element yon x2, tibergefiihrt. 

2) eas wird niemals dutch die Abbildungen der Reihe (15) in ein 
Element yon xe, iibergefiihrt. 

Der wesentliehe Gedanke besteht nun darin, durch Austausch von 
Elementen aus x~a gajen Elemente von x~4 as zu erreicl~m, daft lediglich der 
zweite Fall  eintritt. 

Gesetzt n~.m_lieh, es trete fiir alle Elemente e~3 der zweite Fall ein, 
so behaupte ieh, dab die Bilder Z~,(Xl3)(resp. Z2,+l(X~3))abwechselnd in 
x,3 und xx4 liegen, und dort ein getrenntes System yon einfaeh tmendlieh 
vielen Teilmengen bilden. Hieraus folgt dann aber naeh Hilfsatz 5, dal~ 

xl~ + xl4 = xl~ , 

x~3 + x~3 = x2s 

ist, woraus, wie oben gezei~, uaser Satz resultiert. 
In der Tat, dureh die Abbildung ;~ geht im zweiten Falle x~s g~nz- 

lich in x~3 fiber. Durch x~ gehen dann die Elemente yon x.~s in solehe 
yon xl~ oder x~.~ abet, mithin geht naeh 2) ~4(x~) in x~ ausehlie$1ich fiber. 

Indem man so fortf~ihrt zu sehlieBen, gelangt man dureh vollst~indige 
Indu~ion damn, da$ bei jeder Abbildung mit dem Index 4n  die Menge 
x~ g~inzlieh in x~3 , bei jeder Abbildung mit dem Index 4n -4- 2 die Menge 
x~3 in x~ fibergeht. Das ganz Analoge aber finder bei den Abbildungen 
~ + ~  mad %~,+~ start. 

Die Reihe der Abbildungen Z erfiillt sehlieBlich die Bedingung , dag 
sic umkehrbar eindeutige Abbildungen des Systems S in sieh sind, auger- 
dem bilden sie den Tell einer Gruppe yon solchen Abbildungen, w o e s  zu 
jedem Element ein und nur ein inverses Element der Gruppe gibt. Bedenkt 
man noeh, dab die Bilder yon xis niemals auf xl~ zurfickfallen, so ergibt 
sich, dab die Anwendung der Hilfssitze 1 bis 5 erlaubt ist, was zu den 
gewiinschten SehluBfolgerungen fiihrt. 

Wit  gehen nunmehr zu dem allgemeineren Falle 1) fiber. Wit ver- 
stehen mater xia diejenigen Elemente yon xls , welehe dutch I~ in x2i iiber- 
gehen. Unter x~ ferner verstehen wit diejenigen yon x;3 versehiedenen 
Elemenb, welehe dureh :~ in solche Elemente yon x2t fibergeher~ welehe 
noeh nieh~ dutch die Abbildung %1 getroffen worden shad. In gleieher 
Weise definieren wit ~ ) , . - . , ~ ) - - .  Wit  erhalten folgendes Schema: 

(17) 

i xh, z, (xh) i. x,,, 
x h +  x4, .+ in 
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Wir bilden nunmehr die ~luivalenten Summen 

l~unmehr vollziehen wir einen Aust~usch yon x13 gegen x~4; setzen wir 

und bezeichnen wit die transformierten x mit x*, so wird 

(19) x ~ * =  z~, + x-~, 

x2s*= x~s + ~'ls" 

Die neuen x~*, x2* , xs* , x4* entstehen dann gem~iB der Formel (14). 
Nach den eingangs gemachten Bemerkungen haben wir uns jetzt nut 
noeh mit diesen zu besch~ik~igen. Untersucht man jetzt das Verhalten 
yon xls*= ~x3 gegenfiber den Abbildungen (15), so finder man, alas jetzt 
nur noeh der zweite Fall eintre~en kann. 

Denn gesetz~, es ginge irgend ein Element yon x13"= x~s dutch ~, 
in xz~*-~ x~ fiber, so ~r~te das in Widersprueh mit der Definition yon x~'~, 
denn x(~) sol] alle Elemente yon x~ enthalten, welche verschieden sind 
yon x~z-.-x~ -1) und in Elemente yon x.~ fibergehen, die nieht in 

.R=I 
Sind die betrachteten Mengen endlich, so muff tier naeh der angegebenen 

Vorschrift vollzogene Austausch zur Folge haben, da$ xla und dann aber 
aueh x2~ vStlig verschwunden sind. Dies kann man sich leieht veran- 
sehauliehen. Im allgemeinen Falle veffahren wir, wie bereits angegeben. 
Es resttltiert 

Xl* ~ Xa* 
mad d~ nach (14") 

ist, so folg~ 

Satz 3. Aus 

foot 

X l  $ , '~ X, 1 ~ XS r , .~ X 8 

xl----- x s =  x 2 =  x ~. 

n . M ~ n . N  

wenn n dne bd/eb/ge end/&he Z a h / b e d ~ .  
Der Bewe/s is~ eiae genaue Verallgemeinenmg des soeben gefiihrten 

Die eimige Sehwierigkeit beaxtht in der rieh~igen Wahl der Reihe der 
Abbild~ge~ Z. 
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Setzt man entsprechend an: 

x~+ x2+  . . .  + x . = y l +  Y 2 + " "  + Y. 

( 1 )  x 1 =-- x~ = x3 . . . . .  x~  

Yl = Y~ = Y3 . . . . .  Y~ 

und bezeichnet die Abbildungen der Reihe der x mit 

~ ,  (Ply," �9 ", die der y mit ~Pl~, ~P~,'" ", 

bildet man ferner die Zerf~llungen 

x l =  x n + x~  + - - .  + xl 

(2) x~ = x~l + x~ + . . .  + x.~ 

x==  x~  + x,~ + - - .  + x ~ ,  

so hat man zu zeigen, dal~ nach gehSrigen Vertausehungen 

(3) xll = xn  + x ~ ,  

naeh wei~eren Vertauschungen 

z, ,  = xu + x~s 
usw. wird. Indem man alle Vertauschungen 
kommt man dann 

(4) 

wird. Die Symme~rie 
den y einzusehlagen. 

(5) 

auf einmal vornimmt, be- 

xll = xll + x12 = x n § xa -= x n + xl~- �9 

Dies hat abet, wie man unmittelbar sieht, zur Folge, ~ $  

x 1 - - x  n d .h .  < y l  

der Voraussetzungen erlanbt, denselben Weg 
Man gelangt dadurch zu der Relation 

Y l = Y n ,  d.h .  < x l ~  

bei 

und folgerr _,t~_raus nach dem ~,quivalenzsatz 

(6) 
Um die Vertauschungen zu finden, welche zu 
hat man zu bilden 

(7) ~ = i ,  ~ = ~o,~, %~ = g~,k,~, Zs = (PI]~/21]~I$, " '~  

und dann nach dem Schema (17) so auszutauschen, da~ die Bflder yon 
x1~ entweder in x~ oder in x n zu liegen kommen. 

S a t z  4. Aus 
2 x ~ x + a  

fozg  

der Gleichung (3) ~hren,  

x > a .  

Dieser Satz, der die ~btra/~/on behandelt, zeigt aufs deutlichste 
Un~rschied der 6ese~e der ~ t e a  und der endlichen, Mengen. 

de-  
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Beweis .  Wir  sehreiben die Voraussetzungen in der Form 

xl + x ~ = x ~  + x~ , 

(i) x ~ =  ~ ,  

x~ = x~. 

Die Abbildungen ( x , z ~  bezeichnen wir mit (p 

n ~ \ x  s x ~ /  ;' n ,~ ~ "  

Wir werden dieselben als Abbildungen des Systems (xi,  x.~, xa) in 
sieh auffassen. 

Die Zerlegungen 
xl = x18 + xl~, 

x 2 = x~s + x2~ 

veransehaulieht die naehstehende Figur. 

o 

"i 
] X I ~  

:Z 2 

m ,  

_, .- 

:Fig. 2.  

x .  

a~a~ " r  

i 

Wir  bilden die Reihe der Abbildungen 

~o=  1, %~---- cp, %~ = cp~P, ;~ = q ~ ,  - -- 

und unterscheiden zwei F~ille: 
1) Es existieren in xl~ Elemente elt, welche durch eine Abbfldung 

in x2s tibergeffihrt werden. 
2) Kein Element yon x14 wird durch die Abbfldungen Z in X~s tiber- 

gefiihrt. 
Im zweiten Falle erkennt man leicht, dab die Bilder 

zl(xl,), z (x14), �9 �9 �9 

abwechselnd in Xls und x~t liegen miissen. Letzteres hat dann (unter 
Hin~z iehung  der Hilfss~tze zu Satz 2) zur Folge, dab 

(4) xl~ + x~4 = x2~ = % 

isk Da x~ Teil yon x~ ist~ so folg~,also 

x~> %, 
d ,  h .  

z>_a, 
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Triff~ der erste Fall zu, so ffihren wieder die dem Schema (17) ent- 
sprechenden Vertauschungen zu transformierten xl* , x~*, xs* , x4*, und die 
fiir diese geltenden Beziehungen ffihren zu der Ungleichung 

> x,*, 
welche wieder 

nach sich zieht. 

X~ ~ X4~ 

x > a  

w  

Uber die Ungleiehungen der Mengenlehre. 

Erkl~irung 1. Nachdem der dritte der in w 1 bezfiglich des Ver- 
h~iltnisses zweier Mengen M und N aufgesteUten Fs durch den Beweis 
des Aquivalenzsatzes erledigt ist~ bedarf nur noch der vierte Fall 

4) , M  is~ ~iquivalent keinem Teile yon _AT und N keinem Teile yon M" 
einer Erliiuterung. 

Es ist bisher nicht gelungen, zu zeigen, ~ dieser Fall bei den un- 
endlichen Mengen ausgeschlossen is~. Man ist daher genStigt, bei gewissen 
S~itzen diesbezfigliche Einschr~ukungen zu machen. Man bezeichnet das 
Statthaben resp. Nich~statthaben desselben als ,Nichtvergleichbar~t" und 
,,Vergleichbarkeit" der betreffenden Mengen. 

E r k l ~ r u n g  2. Das ,,Gr6fler" und ,,Kleiner" bei Mengen wird 
folgendermal~en definiert. 

Tritt bei zwei Mengen M und N der erste Fall ein, so heiBt 

M kleiner als N,  
in Zeichen 

M < N .  

Tritt hingegen der zweite Fall ein, so heiBt 

M grSBer als N, 
in Zeichen 

M > N .  

Wit  stellen nun das folgende Theorem auf: 
S atz 1. Sind a und b zwei Mengen, fiir die 

(1) a > b  
g~t, und ist c dne weitere Menge, fiir die 

(3) b >_ c 
ist, so besteht die gngleichung 
(3) a + c > b-t- c. 

Beweis. Wit  schreiben die Vorausse~ungen in der Form 

(4) a-----dTa"+a'; /r=d'+a', c = a t ' ;  

Mathematische Ann~len. LXI. 9 
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Es ist jedenfaUs 
(5) a + c > b + c. 

Das Gleichheitszeiehen f'tthr~ zum Widerspruch, denn sei 

a -4- c =  b + c, d. h. a'-4- (a"-4- 2a'") ----- (a" + 2a"'), 
indem man links ffir (a"-~ a'") seinen Weft a 'A-(a"-[-2a" ')  

(6) 
so folgL 
einsetzt, 
(7) 2a' + a" + 2a"' ---= a" + 2d";  

dutch Addition yon a" erhElt man 

(S) 2 (d  -t- d ' +  a"') = 2(a" + a"'), 

d. h. 2a ~-2b und dies erlaubt nach Satz 2 des vorigen Paragraphen auf 
a = b, also einen Widerspruch gegen die Gleichung (-1), zu schliel~en. Es 
ist also in der Tat 

Satz  2. Aus 
(1) 
und aus der Beziehung 
(2) 

fo@ 
(3) 

Beweis. Sei etwa 
(a) 
so folgt aus Satz 1 
(5) 
Ferner ist offenbar 
(s) 
also ist 

S atz 3. Damit aus 

fdge 

a + c > b + c .  

a > b ,  c > d  

b vergleicltbar mit d, 

d. h. b ~ d ,  

a + c > b + d .  

b > d ,  

a + d > b + d .  

a + c > a + d ,  

a + c > b + d ,  

a > b ;  c > d  

a + c > b A - d ,  
ist es notwendig, daft b und d vergleichbar sind, oder solche nicht vergleidz- 
bare Mengen, fiir w&he die t~: t ion 

2 m > m  
erfa~t ~.  

Beweis .  Gesetzt n~mlich~ es sind b und d solche unvergleiehbare 
Mengen, fiir die auBerdem 
(1) 2b = b, 2d ~- d 
ist. (Dieses letztere tritt beis~iolsweise eia, wean b = ~b, ,  d=- -~ar  ist~) 
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Dann setzen wir 
a = b + d ,  

(2) c = b + d ,  
dann ist sicher 

a > b ,  c > d .  

Die Addition der Ungleichungen (2) liefert aber 

a + c = ( b  + d ) 2 = b  + d. 
B e m e r k u n g .  Man kann mit Hilfe der im vorigen Paragraphen 

gegebenen SchluBweisen auch unmi~telbar die Richtigkeit des Satzes 1 
zeigen. Um dann den Satz 2 des w 1 zu zeigen~ ist es nStig, aus 

2x = 2a  

die Vergleichbarkeit yon x und a zu zeigen. Dies ist jedoch nur in 
speziellen ~s a = 2a,  a ' =  a 2 usw. einfach. 

w 

l~ber die V e r g l e i e h b a r k e i t  der  Mengen. 

Man kann aus die Vergleichbarkeit yon Mengen M und N zuweilen 
aus Gleichungen sehliegen, die zwischen ihnen bestehen. 

S a t z  

(1) 
so ist 

Beweis .  

(2) 

in zwei 

1. Ist 
M + N = M .  N, 

M vergleictdgar N. 
Wir setzen 

M={,~}, N={n}.  
Gem~i$ der Gleichung (1) zerf~llt M. N, wie die Figur veranschaulicht, 

Teile R und S. Wi t  setzen 

+~ 
~ ( 3 )  

§ 

, g .  

-r 

-1- 

7 

N 

N ~ S=- { m .  n,}, 

+ ~ . _ _ ,  , , , + + ' ~  

'1 ~ .~all. 

N 

+ ~ •  i z •  _ :~ 

2 ~ Fall. 

Es kGnnen nun zwei F"aUe &u~e~en. 
1. Es gib~ f ~  jeden Wer~ yon m r miadeet, ens ein (mr, ~',.), welelme 

9* 
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nicht in R vorkommt. 
wo m r alle Werte yon 
menge derselben. Es ist mithin 

M < S ,  d. h. M < N .  

2. Es gibt einen Wert yon mr, mr* , so da$ alle {mr*, nr} , 
die Werte yon N durchliiuft, zu /~ gehSren. Es ist also 

N ~ {mr* , nr} eine Teilmenge yon R. 
Mifflin ist 

d. i .  

E r k l i i r u n g  1. Ein System S yon Mengen derart, da$ die Summe 
zwefer Mengen des Systems wieder dem System angehiir~, heiSe ein voll- 
s~ndiges System. 

Erk l i~rung  2. Ein System S yon Menge~, welche alle untereinander 
vergleichbar sind, heifle ein Bereich yon Mengen. 

Sa~z 2. Gilt fiir fide Menge M eines volls~ndigen Systems S yon 
Mengen die Gleichung 

(1) M ~ = M ,  

so biM2.t S einen Bereich. 
Beweis.  Seien a and b zwei Mengen des Systems S, so ist 

(2) a ~ + 2 a .  b + b ~-- a + 2 a .  b + b = a(1 +b)  + b(1 + a ) .  

Ferner folgt unter Benutzung des Aquivalenzsatzes aus 

a ~ = a, b ~ = b, 
und 

2a > a 2, b 2 < 2b, 

2a < a . a ,  b .b  > 2 .b  
die Beziehung 

a = a ~-= 2a, b = b ~ =- 2b 

und aus demselben Grunde 

also ist 

(3) 

In diesem FaUe geh5rt eine Menge M ~  {mr, n~ }, 
M durchliiuf~, zu S. Sie bildet also eine Teil- 

b - = b +  1; a = a +  1, 

aS-t - 2 a . b  + b S ~  2 . a . b  ~ a . b .  

Andrerseits ist (a + b) eine Menge des Systems S, also ist 

(4) a s + 2 a . b  -4- b s ~  ( a + b )  ~'= a + b, 

WO ~r 

*) WieHerrBeppo Levi, In~orno alia ~eoria degli aggregafi (Lomb. Ist. Rend. H, 
35, p. 8~) mit Recht bemerk~ wird bier yon dem folgenden SchluB Gebrauch gemacht: 
Es zerfalle eine Menge A in Te~Imengen s, yon denen nicht zwei ein Element ge- 
mein haben; es sei S ~ - { s  } die Menge dieser Teilmengen. ])ann gibt es wenigs~ens 
eine Teilmenge yon A, welche ~quivalen~ 8 ist. ~ r  die Bedeutu~ dieses Schlusses 

f~mer: F. Bernste in~  Bemerkung zur Mengenlehre. (GStt, :N~chr. 1904, pg. 6). 
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mithin 

(5) a -~ b = a . b, 

woraus nach Satz I die Behauptung folgt. 

133 

w 

Anwendungen auf alas Kontinuum. 

Die in Paragraph 1--4 bewiesenen S~itze beruhen lediglich auf den 
Eigenschaften der umkehrbar eindeutigen Abbildung. Sie haben daher 
ffir alle Mengen, gleichgfiltig welche Eigenschaften ihnen sonst zukommen, 
Gfiltigkeit. Dies hat namenilich Bedeutung ftir diejenigen Mengen, yon 
denen nicht bewiesen ist, dab sie in wohlgeordnete Form gebracht werden 
kSnnen. Insbesondere erhalten wir ffir das Kontinuum den folgenden 
neuen Satz. 

Satz  1. Te~Tt man das Kontinuum in eine endliche Anzahl gleicher 
Teilmengen, so ist jede dieser Teilmengen gleich dem Kontinuum.*) 

Es kann also alas Kontinuum dutch fortgesetzte endliche Teilungen 
nicht verkleiner~ werden. 

Bezeichnet c die M~htigkeit des Kontinuums, so ist also Beweis .  

(1) 
and da 

also n a c h w  1, Satz 3 

n . x ~ - - c  

C ~ n ' C  

n X  ~ n c ~  

folgt 

X--------Co 

Des Interesses halber, welches der Satz 1 bietet, ffige ich noch den 
folgenden einfachen Beweis desselben hinzu. 

Hi l f s sa tz .  Aus 
x 2 = 2 y ,  x > y  

Denn schreiben wir (2) in der Form 

x.x"  = y - { - y ,  

so erkennt man mittels des in w 3, Satz 1 angewandten Verfahrens, dab 

entweder 
(3) 
oder 

y > x ,  

y>x '=x  

*) I)iese Teilmengen sind nicht als Intervalle, sondern ~s gaJaz mlregelmii&ig 
verteflte P--lrtmengen vorzusteUen. 
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In Verbindung mit (2) ergibt dies 
y ~ - x .  

Wir fiihren tier Einfachheit halber den Beweis des Satzes 1 ftir den 
F a l l n - = 2 .  Es sei 

(4) 

(5) 

(6) 

Offenbar ist 

Wit betrachten 16x 4. 

Andrerseits ist 

2 x = c .  

x 4 = x 3 . x  > 2 x  > c. 

Einerseits ist 

16x 4 =- c t = c. 

16x 4 > x  ~ also c > x  4. 

ist (5) (6) 
c>x'>c, 

d. h. es ist naeh dem ~kquivalenzsatz 

( 7 )  x ~ = c = 2 x .  

Wir wenden jetzt die Formel des Hilfssatzes an, und erhalten so 
X ~ - - X  2. (8) 

Es i~  nun 

also ntmh (8) 
x<2x<x.x ,  

X--~- 2 X - ~ C .  

Der Beweis, der hier geffihrt ist, benutzt allein die Eigenschaft des 
Kontinuums, dab es seinem Quadrat ~iquivalen~ ist. E r  hat fi ir alle Mengen, 
fi ir die M S =  M ist ,  Giiltigkeit. 

Zwei tes  Kapi te l .  

D a s  K o n t i n u u m  n n d  d i e  O r d n u n g s t y p e n .  

w 
Ein Satz yon G. Cantor. 

Fiir das folgende bedfirfen wit eines yon G. Cantor  herrfihrenden 
bisher unpublizierte, u Theorems. Dasselbe verdanke ich einer freundlichen 
pers~nlichen Mitteilung des Autors. Wir sehicken die folgenden Er- 
l'auterungen vomus. 

Erkl~rung I. Ist eine abz~e MeRge M e ~  geordnet, & h 
ffur die Ordnung der Elemente das (~esetz: 

arm a > b  uad b > c  fo l~  a > c ,  
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so geh rt zu ihr ein ganz bestimmter Ordnungstypus Derselbe ent- 
steht, wenn man yon der individuellen Beschaffenheit der Elemente abs- 
trahiert. Zu allen abz:~hlbaren, einfach geordneten Mengen, welche auf 
die vorgelegte Menge ~ihnlich d. h. unter Aufrechterhaltung der Rang- 
beziehung der Elemente, abgebildet werden kSnnen, gehSrt derselbe Ord- 
nungstypus 9. 

Der Satz yon Cantor bezieht sich nun auf die Menge 0 ~ {p}, welche 
aus a//en einfach geordneten Typen erster M~ichtigkeit best~ht, und setzt 
die M~ichfigkeit derselben in Vergleich mit der des Kontinuums d. h. des 
Inbegriffs aller reellen Zahlen. Er lautet: 

Theorem I. Das Kontinuum ~st tiquivalent einer Teilmenge der Menge 
0 ~-{,~} a//er einfaeh geordneten Typen ers~r Miichtigkeit. 

Beweis.  Man denke sich die reellen Zahlen etwa im dyadischen 
Zahlsystem dargeste[lt. Diese Darstellung ist eindeutig, bis anf eine fiir 
M~htigkeRsfragen irrelevante Menge erster M~ichtigkeit. Das Kontinuum 
sei durch die Zahlen der Einheitsstrecke repr~isentiert. Jeder reellen 
Zahl x zwischen 0 und 1 entspricht dann eine einfach unendliche Folge 
yon Nullen und Ei nsen. Diese umkehrbar eindeutige Beziehung schreiben 
wit symbolisch 

(1~ x = (~,, ~ , - - . ) ,  

wo ~,, pg.,"" Nullen oder Einsen bedeuten. 
Wir erinnern ferner an die bekannten und leieht zu erweisenden 

Eigenschaften*) des Ordnungstypus co der Reihe der natiirlichen Zahlen. 
Versteht man unter v eine endliche ganze Zahl, unter u + e~ denjenigen 
Ordnungs~ypus, den man erh~ilt, wenn man den Elementen yon eo noch v 
einfach geordnete Element~ voransschickt, so ist 

~ - ~ -  CO ~ -  {D. 

Bei en~sprechender Bedeutung des Summenzeichens erkennt man, dab 

isk Es folgt vielmehr, wenn ;L eine andere g~n~e Zahl bedeutet, aus 

Die Eigenschaften yon co ~ber~ragen sich entsprechend auf den ent- 
gegengesetzten Typus co* der Reihe der negativen g~zen Zahlen~ 

Man erkennt nunmehr leicht die wichtige Eigenschaft des Typus 
co*~ ~ ~ -~  der negativen und positiven g-~n~n Zahlenreihe: 

*) G. Cantor,  Gnmdlage einer allgemeinen Maunigfaltigkeits[ehre. 



Aus den Gleichungen 

oder 

folgt notmendig 

W~ihrend also der Typus to sich mit den vor ibm stehenden Elementen 
vereinigen kann, verschmilz~ der Typus = weder mit irgend welehen vor 
ibm, noeh mi~ irgend welehen hinter ibm stehenden Elemen~en. 

]hren allgemeinsten Ausdruek finder diese Eigenschaft yon ~ in dem 
folgenden Satze: 

,,Bedeuten v mid v' endliche ganze Zahlen, ~ und ~' beliebige 
abz~h!bare einfach geordnete Typen, so folg~ aus der Gleichung 

(3) 
sowohl 

als 
~_~' 

Beweis. Bei ~hnlieher Abbildung bleibt die Anordnung der Ele- 
mente erhal~en, also entsprichl alas niederste Glied der linken Seite yon 
(3) dem nieclersten Gliede der rechten Seite, das zweite dem zweiten usw. 
Daraus folg~ soforl der erste Tell der Behauptung. 

Zugleieh reduziert sieh die Gleichung (3) auf die folgende 

Da die beiden ~hnlich aufeinander abgebildeten Mengen eindimensional 
geordnet sind mid die niedersten Elemente den nieders~en enbprechen, so 
kSnnen nur die folgenden drei F~lle eintreten: Ent~eder f~llt das Bild 
yon ~ auf einen Tefl yon ~ ,  oder es is~ ~' enthalten in dem Bild yon z, 
oder es ist ~' selbs~ das Bfld yon ~. Im ersten und zweiten FaUe mfiSte 
es eine Zerlegung des Ordnungstypus 

z = :  i 

geben. Geht man jedoch auf die Defini~on yon ~ ---- to* -t- to zuriick, so 
leuehtet ein, dalt = nut auf e / h e -  n~m|ich durch die Definition ge-- 
gebenr - -  Weise in zwei Summanden zerlegt werden l~ann, 

Es wird also = auf ~t' abgebfldek 
!nfolgedessen wird aber aueh ~ auf ~' abgebfldet, es ist, wie behauptet 
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Wit  werden das ausgesprochene Theorem bewiesen haben, wenn wit 
ein Veffahren angeben kSnnen, zu jeder gegebenen reellen Zahl einen 
bestimmten, fiir sie eharakteristisehen Ordnungstypus zu finden. Es ge- 
sehieht dies na~h dem folgenden Gedanken. 

Wir  scbieben in der reehten Seite yon 1) "hinter jedes it, eine Menge 
yore Typus z ein. Es ents~eht so das Aggregat 

/ ~ z t / t 2 ~  yazt  �9 �9 �9 

Die Gesamtzahl aller yon Null versckiedenen Elemente dieses Aggregates 
bildet iv der vorliegenden Reihenfolge eine einfach geordnete Menge. 
Wir bezeichnen den Ordnungstypus derselben mi~ ,a und schreiben 

=-/~ + ~ + ~ + ~t + ~s + "" .*)  

])ann lassen wir der Zahl x den Ordnungstypus tt entsprechen. 
Es ertibri~ noch zu beweisen, dab auch wirklich zwei verschiedenen 

Zahlen x und x' zwei verschiedene Ordnungstypen g und ~' entsprechen. 
Es sei 

I �9 

(4) x ' - - - - (g , ; /~ ,  g s , ' "  "), 

(5) K = & '  + , t  + # s '  + , t  + ~t~' + . . .  

Die Gleiehung 
(6)  

schreiben wir in der Form 

tx~ + z +  

Indem wit nun den bewiesenen 

Dann sehreiben wir die l&ztere 

. u s + z +  
and folgern ebenso 

u s w .  A u s  d e n  G l e i c h u n g e n  

#----~t' 

~ = #~' + ~ + ~I'. 

Hilfssatz anwenden, folgern wir 
t 

Gleiehung 

? 

~h = #I, 

aber folg~ 
(7)  = z'. 

*) Hierbei benutzen wit  das Svmmenzeichen in der e r w e i ~  Bedeutung, da6 
0 + a -~- a + 0 -~ a sein soll, wenn a irgend ei~en Typus bedeu~t .  
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Es besteht somit eine umkehrbar eindeutige Beziehnng zwischen den 
x und den g, wir k6nuen demgemiig in der iiblichen Weise sehreiben 

(s) 
Bezeiehnet man die KardinalTahl des Kontinuums mit c, diejenige yon 0 
mit o, so folgt unmittelbar 

(9) c o. 

Wie bereits erw~&nt, hat das Problem, die M~ichtigkeit des Konti- 
nuums zu bestimmen, die spezielle Gestalt gewonnen, zu entscheiden, ob 
das Kontinuum grS•er odor gleieh der auf die abzi~hlbare Miichtigkeit 
zunKchst folgenden Miichtigkeit ~r ist. Da das Kontinunm definiert ist 
als Begriff der r e ~  Zahlen, tr 1 hingegen als die M~ichtigkeit des In- 
beg"riffs aller Ordnungstypen wohlgeordneler abz~hlbarer Mengen, so ist es 
eine Vorbedingung zur LSsung dieser Frage, e/he solche Beziehung zwischen 
den reellen Zahlen und den OrdnungstFpen zu gewinnen, daft beide .Mengen 
als Systeme yon LTemvnten gleicher Beschaffenheit erscheirwn. 

Dies geschieht dutch den folgenden Satz. 
Satz 1. Das Kontinuum ist tiquivalent der Gesamtheit 0 aller Ord- 

nungstypen einfach geordne~ Mengen erster Miichtig'~t. 
Der Beweis dieses Satzes geschieht durch h nwendung des ~,quivalenz- 

satzes. Die eine Hiilfte der Behauptung, m~mlich das Kleiner- resp. Gleich- 
sein des Kontinuums gegentiber der Menge aUer genannten Typen, ist 
yon G. Cantor  schon friihzeitig bewiesen worden. Der Beweis, da~ das 
Kontinuum gr6Ber oder gleich der in Rede steheuden Gesamtheit yon Ord- 
nungstypen ist, wird im Anschlufl an eine allgemeine Diskussion des 
Ordnungsbegriffes gefiihrt werden, die uns zugleich eine anschauliche 
Deutung der transfiniten Ordnungszahlen liefern wird. 

{}7. 

Ordnungstypen und Ordnungsfunktionen. 

Alle Begriffe der Mengenlehre kSnnen zuriickgefiihrt werden auf die 
folgenden drei: 

Element, System, kbbfldung (Funktion). 
Die Ordnung einer Menge M steflt eine Bestimmung hinsiehtlich (ter 

Paare (a, b) yon "Elemenf~u dar, welehe zwei Miigliehkeiten a < b, b < a 
bietet. Sie kann reprrasentiert werden dutch eine Funktion f,,~ der ]tfenge 
M s der .Padre (a, b),. welche gleieh + !-odor -- 1 ist, ~ nachdem a < b 
odor a>b  is~ (und:die ffir a == b den Welt 0 erlr~lt). 
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Das Gesetz ~ aus a> bund b> c fol~ a> c -- drticld sich so aus: 

(1) aus f~,b = f~,o folg~ f~,~= fb,~- 
Es entsteht die Frage, wana repr~sentieren zwei Ordnungsfunktionen~ 

die sich auf dieselbe Menge beziehen, denselben Ordnungstypus? Dies 
beantwor~et der 

Satz: Zwei Ordnungsftmktionen f~ und f: repriisentieren dann und 
nu t  dana denselben Ordnungstypus, wenn es eine nmkehrbar eindeutige 
Abbildung ~ der Menge M in sieh gibt, so dab 

(2) f~(~),~(b) ~ f2a, b (WO a und b alle Werte yon M durehlaufen). 

Denn ist M-~  {~} der zu M gehSrige Ordnungstypus, und ist erstens 
= 

die //hrd/che kbbildung, welche die naeh f:o,b geordmete genge auf M 
hate so ist 
( 3 )  = 

diejenige Khnliche Abbildung, welehe die naeh fl geordnete Menge auf 
den Ordnungstypus abbildet. Repri~sentiert zweitens fl und f~ denselben 
Ordmmgst.ypus, so shad zwei Abbildungen ~1 und $2 gegeben, so da$ 

( 4 )  = 
, : (a)  ~- g, 

welche die nach f~ resp. f~ geordnete Menge Khnlieh auf den Ordnungs- 
typus abbilden. Aus der Ahnlichkeit der Abbildung fol~ dana, dag 

ist, wo a, b, alle Werte yon M durchlaufen. 
Ieh setze nunmehr ~p~-t(a), ~'2-t(b) an Stelle yon a und bund erhalte 

(a), Y)~ ~P2 Co) 

Diejenigen Ordnungsfunk4ionen~ welche zu demselben Ordnungstypus 
gehSren, sollen eine Schar yon Ordnungsf~nl4ionen heiBen. Man erkennt 
aus dem Bewiesenen den 

Satz: Die Gesamtheit aller Ordnungsfunk.fionen eiaer Sehar bilden 
elne Menge yon der gleichen MKchtigkeit, wie die Gruppe der umkehrbar 
eindeutigen Abbildungen der Menge in sich, 

Dex Ordnungstypus erseheint bier als die Invariante der Schar. 
Bevor ich die obigen Si~tze auf die Zahlen der zwei~n Zahlenklasse 

anwende, m6ch~e ich erw~ihnen, dab mit Hilfe der eingeffihrben Begriffe 
das Problem, das Konfiuuum in eine wolrlgeordnete Menge zu verwandel~ 
eine einfache Gestalt gewinnt. 

Eine wohlgeordnebe Menge kSnnen w~r ~mlich auch als eine sol'dhe 
defi~ieren, in welcher jede Teilmenge ein niederstes Element besitzt. 
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Legen wit nun das Kontinm~m in der Form der Einheitsstreeke mit ihren 
Punkt~n zugrunde, so k6nnen wit sagen: 

Es wird die Existenz ether eindeutigen Funktion f (x,  y) der reellen 
Variabelen x und y behauptet, welche 

1) deAniert ist ~ r  aUe Punl~e des Einheitsquadrates, 
2) welche den Gleichungen 

f (x ,  y) -~ -- f (y ,  x) = 4- 1 

geniigt und auf der Gera~len x = y Null ist, 
3) welche in bezug auf jede Weilmenge/~ = (p) der Zahlen zwischen 

0 und 1 ffir ein und nut ein Element p der Gleichung f (p ,  q ) =  q-1 
geniigt (wo q alle Werte yon P durchl~iuft). 

Solehe Funktionen will ich mit C(x, y) bezeichnen. Sie sind fiber,'dl 
unstetige Ftmktionen, aber ihre sehr merkwfirdigen Eigenschaften weichen 
yon denen der bisher studierten unstetigen Funktionen in hohem MaBe ab. 

w  

Der Beweis des Satzes 1 (w 6) auf Grund der Eigenschaften der 
Ordnungsfunktionen. 

Um die Ordnungsfunktionen flit die abziihlbaren Mengen darzustellen, 
set eine einfach unendliche Teilmenge der reellen positiven Zahlen zu- 
grunde gelegt. Besondere Einfachheit und Anschau]ichkeit erreicht man, 
wenn man die Menge der rationalen Zahlen oder die Reihe der natfir- 
lichen Zahlen w~ihlt. Bet letzteren insbesondere wird die Menge der 
Paare durch das ebene Panktgi~er dargestellt, welches alle Punkte (x, y) 
mit positiven ganzzahligen x und y enth~ilt. Man hat dann zur Repr~- 
sentierung der natiirlichen Ordnung die Punkte x ~ y mit der positiven, 
die Ptmkte x ~ y mit der negativen Einheit zu belegen. Ist fl(x, y).eine 
beliebige Ordnungsfunktion derselben Menge, so wird sie durch elne Be- 
legtmg des Punktgit~ers mit demselben oder dem entgegengesetz~en Wert 
dargestellt, je nachdem die Rangordnung zwischen x mad y mit der GrSl~en- 
beziehung tibereinstimmt oder entgegengesetzt is~. 

~Ticht jede Beleg~mg des Punktgitters mit positiven oder negativen 
Einheiten stellt eine Ordnung dar. Yie]mehr wird erstens 

f~(~,U) = - - f~ (y ,~ )  = a  f ( y , u ) = o  
gefordert; zweitens muff a~eh die Bedingung des ]~inCa~hgeordnetseins 
(misa :> b, b ~ c folgt a :> c) znm Ausdruck* kommen, lJbersichflich 
geschieht dies in der folgenden Weise. Man verbinde alle Punk~, welche 
den Weft + 1 (oder 0) tragen, tmtereinander dutch gera~inige S~ecken 
umt in gleieher Weise alle, welche den Weft - -  1 (oder 0) tragen. Man 
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nenne das eine Streckensystem das positive, das andere Streckensysf~m 
das negative. Versteht man feller unter der zu der Strecke (x ly  L ... x~y~) 
konjugierten Strecke die mit (xly~. . .  x ~ y l ) z u  signierende, so kann man 
einfach sagen: die zweite Beginning, damit eine Belegung eines Punkt- 
gitters mi~ positiven and negativen Einheiten eine Ordnungsfunktion dar- 
stelle, besteht darin, dab niemals eine Strecke des positiven Systems kon- 
jugiert is~ mi~ einer S~recke des negativen Systems. 

Denn haben ~vir ein derart beschaffenes Punk~gitter, und sind a, b, c 
drei beliebige Elemente der Menge, so dat~ 

fa, b=  f0,~ = �9 ----- • 1 
ist, so sei etwa 

f,,~--- + ~. 
Wir betr   te- Vie er @, b) (b, O, 0 O, O; die St er 

(ab ... be) geh~rt zum e-System, also muB die konju#erte Strecke (bb ... ac) 
entweder selbst eine Strecke des e-Systems, oder eine Verbindungsstrecke 
eines positiven mit einem negativen Punkte sein. Da jedoch fb, b= 0 ist, 
SO kann das letztere nicht stattfinden, also ist auch f , , r  e. 

Ist umgekehrt das Ordnungsgesetz efffillt, und ist 

so folg~ aus 

ein Widerspruch. Denn es ist einerseits 

andererseits 

Hieraus wiJrde folgen x 1 = x ~ = y ~  = y ~ ,  was mit der Annahme 
(x ,  y,)  :t:: (x~ y,)  unverta~glich ist. 

Beweis  des Sa tzes  1. Wir zeigen zlm~hst, da$ 

ist. o = O < c  

Nach den /kusf~hrungen im vorigen Paragraphen geh~rte zu jedem 
Orduungs~ypus eine Schar yon darstellenden Ordnungsfunkt~ionen- Ins- 
besondere gehSr~ also zu jedem Ordnungstypus einer lineargeordneten 
abz~hlbaren Menge eine Schar yon Punk~gittern. 

Die M~ch~igkei~, welche eine Schar yon .Ordnungsfunktionen, auf- 
gefa~ als Menge, besitzt, isg gleich der M~chtigkeit der Gesam~ei~ / /  
aUer P ermut~ionen der natfirlieJaen Z~hlenreihe. Den Wer~ yon H werelen 
wir noch genauer bestimmem Jedenf~]Js ist die Gesamtheit O der O~d- 
nangstypen kleiner oder gleich der Gesamt~heit der Ordn~gsfunl~ionen: 

o<_{f,,,}. 
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Es l ~ t  sich abet noch eine zweite s der 0rdnungsfunktionen 
bflden. Man fasse das Punkt~tter als eine Do~elreihe yon .hrullen, posi- 
riven und negativen Einheiten auf und verwandle es in der bekannten Weise 
in eine einfache Reihe. Ersetzt man dann noch die - - 1  dutch + 2, so 
stellt die letz~re eine bestimmte reelle Zahl zwischen Null und E]ns im 
triadischen Zahlensystem dar. Diese Dars~ellung ist im wesentlichen 
eindeutig. Vergleicht man nun 0 mit dem Kontinuum, so erhellt daraus 

O < c .  

Wir ziehen nunmehr das Result~t aus w 6 heran 
-.--7= 

O > c .  

Der Aquivalenzsa~ erlaub~ je~z~ den SchluB 

O ~ c .  

Zusatz. Die Gesamtheit / /  aller Permutationen der natiirlichen 
Zahlenreihe hat die Miichtigkeit c. 

Beweis. Die (~esam~heit aLler Teilmengen der natiirlichen Zaklen- 
menge hat die M~chtigkeit c. 

Denn man setze f'~ alle Zaklen der Reihe (1, 2, 3 . . . ) ,  welche in 
einer Teilmenge vorkommen, F~i~sen, fiir die nicht vorkommenden 27ull~. 
Die so en~s~ehende Folge yon Nullen und Einsen s~ell~ eine reelle Zahl 
im dyadischen Systmm dar. So entsteht eine umkehrbare, im wesent- 
lichen eindeutige Beziehung zwischen dem Kontinuum und der Menge der 
Teibnengen. 

Der wesen~lichste Punkt des Beweises ist, zu zeigen, dab jede Teil- 
menge der Menge der natorlichen Zahlen eine Permutation besitzt, bei 
der jede Zahl derselben den Platz wechselt. Man stellt eine solche da- 
dutch dar, dab man in der Teilmenge die (2n) t~ Zahl mit der (2n + 1) t~ 
ver~auscht. 

FOr zwei verschiedene TelJmengen sind die auf so|che Weise deft- 
nier~n Permuta~ionen natiirlich verschieden. Es is~ also //gr6Ber oder 
gleich der Gesam~heit der Teilmengen~ d. h. gr6Ber oder gleich dem Kon- 
tinuum. DaB aber / / a u c h  kleiner oder gleich dem Kon~inuum is~, folg% 
sehr ei~fach. FaBt~ man n~mUch die Zahlen der Permutation in ihrer 
R e ~ o l g e  als die Te~lnenner eines Kettenbruchs auf, so erh~lt man ftix 
jede Permutation einen bes~imm~_al Kett~nbruch, der eine reelle Zahl 
darstelt~. Jeder Pemuta~ion ent~pricht so eindeutig eine reeUe Z,~L 
Ill0.6es~_mfl~ei~//en~spricht einer Teilmenge der Gesamtheit tier ~eellen 
Zahlen. 
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Da also H ers~ens nicht kleiner, zweitens nicht grii~er ist als das 
Kontinuum, so fol~ aus dem .~quivalenzsatz, dal~ 

H ~ c  

w  

V e r a l l g e m e i n e r u n g  und zweiter  Beweis  des Satzes  1 (w 6). 

Nach der in w 2, 3 angeftihrten Definition des Potenzbegriffes l~Bt 
sich die Kardinalzahl des Kontinuums in die Form c ~ 2-~o setzen, wenn 
tr o die Kardinalzahl der Menge der nattirlichen Zahlen bedeutet (G. Cantor*)). 

Wir kSnnen demgem~B dem Satze 1 des w 6 auch die folgende 
Fassung geben: 

Die Gesamtheit der Typen ei,fach geordneter Mengen vo~ der MSch- 
tig'~t tr o hat die MSxhtigkeit 2%. 

Die bekannte Definition der Kardinalzahl ~I lautet (G. Cantor**)): 
Die Gesamtheit aller Typen der wohlgeordne~m Mengen van der M~ich- 

tigkei~ tr o hat die M~htigkeit ~r 
Diese Paralleling der Definition yon ~ und 2 xo iibertr$~ sieh ebenso 

auf die hSheren Aleph. Es isg die Gesamtheit der einfach geordneten 
Mengen yon der M~iehtigkeit to. die Potenz 2%, die Gesamtheit der 
wohlgeordneten Mengen yon der M~ichtigkeit t% liefert die n~ichstfolgende 
Kardinalzahl to,+ t. 

Der Beweis ist in jeder Beziehung analog dem im einfachs~en Falle 
gefiihrten, so dab derselbe bier fibergangen werden kann.***) 

Dagegen soU ftir den spezieUen hier ausgeftihrten Fall ein zweiter 
einfacherer Beweis gegeben werden, der auf einer Eigenschaft des 
Typus ~ der rationalen Zahlen beruht. Es gelten die beiden foIgenden 
S~tze (G. Cantor*)): 

H i l f s s a t z  1. Liegt zwisehen je zwei Elementen einer einfach ge- 
ordneten abziihlbaren Menge stets ein Element, so ist sie yore Typus ,/ 
(d. h. man kann sie ~hnlieh auf die Mengd der rationalen Zahlen ab- 
bilden), wenn man ihr niedrigstes und ihr hSehstes Glied beseitigt. 

H i l f s s a t z  2. Es ist die Menge 

*) Math. Ann. B& 46 (1895), S. 481. 
**) G. Cantor, Grundlagen einer allgemeinen Mannigfaltigkeitslehre. 

***) F. Hausdorff  hat in einer Arbeit: , ,~ex eine gewisse A~ georduete~ 
Mengen" (liter: d. k. s. Ges. d. Wiss. Leil~g; "Math. Phys. K1. 1901, p. 460--475) diesen 
Sstz veraUgemeinert, indem er ihn f%r a~le ,,8estuftea" Mengen beweist, die ihrem 
Quadrat ~luivalent sin& 
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selbst veto Typus ~, also 
~ + 1 + ~ - - - - - ~ .  

lqierauf griinden wir den folgenden Satz. 
Satz 1. Ist ~ ein Ordnun~typus einer beliebigen abz:,ihlbaren, ein- 

fach geordne~en Menge, so gibt es stets eine Teilmenge yon 7, welche 
den Typus ~ besit~t. 

Beweis. Wir gehen aus yon dem Ordnungstypus ~ und zeigen, dab 
wir dutch Einsehaltung yon Elementen an geeigneten Stellen denselben 
zum Typus ~ umwandeln kSnnem 

Diejenigen Elemente, welche zwisc~en zwei Elementen e 1 und a z des 
Typus ~ liegen, sind vSllig bestimmt, wir nennen sie das Intervall (el e2). 

Enthalten s~mtliche vorhandenen Intervalle Elemente, so ist der Typus 
nach Hilfssatz 1 yon der Form 7, oder 1 + ~, ~ + 1, 1 + r~ + 1, da man 
dutch Streichung dot niedrigsten und hSchsten Glieder yon ~ d~nn stets 
den Typus ~ erh~ilt. F~ig~ man daher den Typus ~/ sowohl vor ale hinter 
den Typus ~ hinzu, so ist sicher nach Hilfssatz 2 

Enthalten nicht s~ntliche Intervalle Elemente der Menge, so schieben 
wir in aUe elemenffreien Intervalle Mengen veto Typus ~ ein. Die so 
entstehende Menge ~a* efffillt sicher die Bedingungen des Hilfssatzes 1, 
dag in jedem Intervall Elemente vorhanden sin& Es ist also wieder 

~+~*+~=~.  
Schlieglich erinnern wir noch an den Satz: 
Hi l f ssa tz  3. Die Gesamtheit der Punkte eines abz~hlbar unendlieh- 

dimension~len Kontinuums besitzt die M~ichtigkeit des Linearkontinuums. 
In Zeichen 

Beweis  zu Satz 1 (w 6). 
Der Typus ~ sei repr~sentiert dutch-'die Gesamtheit der rationalen 

Zahlen. Nach Satz 1 gibt es Teilmengen yon rationalen Zahlen, welche 
einen beliebigen vorgelegten Typus ~ darstellen. Die Menge 0 aUer 
Typen ~ ist daher kleiner oder gleich der Menge Ra l l e r  Teilmengen aus 
ra~onalen Zah.len. 

Wir denken uns nnnmehr ein abz~Mbar unendlich-dimensionales 
Konfinuum. Jeder Teilmenge (rl, r~,...) der rationalen Zahlenmenge 
kSnnen eindeutig diejenigen Pnnkte zugeordnet werden, deren Ordinaten 
(~,  x~,.. .) in irgend einer Reihenfolge (r~, r~'~...) sind. 

Die ]~enge R aller Te_iImeng'~n aus rationalen ZahIen ist daher 
kle~er  oder gleich der Menge der Ptmkte des Unendlich-dimensionalen 
Kontinuuma 
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Nach Hilfssatz 3 ist also 

Nun wax andererseits 

O < R  also O < c .  

Hiermit sind wit aber unter Zuhilfenahme des Theorems I wiedcr 
zum Beweise des Satzes 1 gelangt. 

Dr i t t es  Kapitel .  

Die  M e n g e n  i m  K o n t i n u u m  u n d  das  U l t r a k o n t i n u u m .  

Die Behauptung yon G. Cantor, dal~ im Kontinunm nut zwei ver- 
sehiedene Miiehtigkeiten vorkommen, ist eine Aussage, welche sieh auf 
a//e Teilmengen des Kontinuums bezieht. Man kann sie in der Form 
ausspreehen: 

Jede Teilmenge T des Kontinuums ist entweder ahz~hlbar oder yon 
der Miich~igkeit des Kon~inunms. 

Bisher bewiesen ist dieser Sa~z nut ffir die abgeschlossenen Mengen A, 
d. h. diejenigen, welehe alle ihre Grenzelemente enthalten. 

Um nun den Umfang des bereits Geleisteten und des noeh zu 
Leistenden abzusehi~zen, wird man die Frage aufweffen: 

Welche Stellung nehmen die abgeschlossenen Mengen unter allen 
Teilmengen des If.ontinuums ein? 

Wir beantwor~en diese Frage mit Hilfe einer der Mengenlehre eigen- 
tfimlichen Betrachtungsweise, die darin besteht, dat~ wir die Hiiufigkeit 
beider Arten yon Mengen in Vergleich ziehen. 

Wir bilaen also diejenigen beiden Mengen {A} und {T}, deren ein- 
zelne Elemente die Mengen A und T sind, und stellen das Verh~ltnis 
ihrer Miichtigkeiten lest. 

Die Menge {T} aller Teilmengen des Kontinuums wax schon bei 
anderer Gelegenheit yon G. Cantor untersueht, under  hat~ gefunden, da$ 
dieselbe eine hShere M~ichtigkeit als das Kontinuum besitzt. 

Von der Menge {A} beweisen wir dagegen den folgenden Satz: 
1)ie Gesamtheit {A } a l ~  a~geschlossenen Mengen hat die MSzhtigkeit 

des Kontinuums. 
Wit erhalten also das Resultat, da$ die abgeschlossenen Mengen in 

geringerer A nzahl vorhanden sind, als die niehtabgeschlossenen. Das Ver- 
hiiltnis beider ist ein ~hnliehes wie das zwisehen algebraischen mad h-ans- 
zendenten Zahlen. Der Saf~ wird in der Ar~ bewiesen, da$ ein Yeffahren 
angegeben wird~ wie man zu jeder abgeschlossenen Menge eine ~ m f ~  
reelle Zahl linden kann, welche sie umgekehr~ vSllig charakterisierh 

Mathemathche AnnaJen. LX.L 10 
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Zu den abgeschlosseneu Punktmengen gehSren alle Kurven und 
F l ~hen  im Raume yon den mannlgfachsten Formen und Gestalten, und 
es ist eine merkwiirdige Tatsache, da~ somit eine einzige reeUe Zahl aus- 
reivht, am jede auch noeh so komplizierte unto" ihnen zu beherrschen. 

Dieselbe BetTa~htungsweise, wie sie auf die abgeschlossenen Mengen 
angewendet wurde, l~Bt sich aueh auf die yon Bai re  eingefiihrten Mengen 
erster und zweiter Kategorie ausdehnen. Das Resultat ist hier ein nega- 
//yes, es l~lSt sich mit Hilfe dieser Begriffe keine wesentliche Erweiterung 
der bisherigen S~itze erlangen- 

Es fragt sieh nun, wie gelangt man zu einer Erweiterung der Siilze 
in dem angege.benen Sinne? 

Der bier eingeschlagene Weg besteht darin, daft das Kontinuum auf 
eine andere Form gebmeht wird. Es wird ein hSherer Typus konstruiert, 
innerhalb dessen es gelingt, fiir eine Teflmengenklasse, welche 2"~ Mengen 
enthiilt, die M~chtigkeitsfrage zu entscheiden. 

Daft die Kardinal~hl 2"~ grSl~er ist als die Kardinalzahl 2~o, ist sehr 
wahrscheinlich. Der Beweis hierfiir steht jedoch noch aus. 

w 10. 

Die Gesamtheit  der abgesehlossenen Mengem 

E r k l g r u n g  1. Zwei Teilmengen des Kontinuums betraehten wir als 
verschieden, wenn sie in irgend einem Punkte nicht fibereinstimmen. Die 
Gesamtheit aller Teilmengen Tc bezeichnen wir mit { Tc } ; ihre M~htig- 
keit ist (G. Cantor) 
(1) 2c>c .  

E r k l g r u n g  2. Eine Menge heit~t abgesehlossen, wenn sie alle ihre 
Orenzpunk~ enth~lt. Die Gesamtheit der v0neinander versehiedenen ab- 
geschlossenen Mengen A bezeichnen wir mit {A}. Wir behaupten den 
folgenden Satz: 

Satz  1. Es ist 
] c, 

d. h.: Die Gesamtkeit edler abyeseldossenen Mengen ist van der Miichtigkeit 
des Kontinuums.*) 

Dean Beweiso ~hicken wit die folgenden Hiffssgfge voraus. 

*) Beppo Levi gibt (l. c.) einen Beweis dieses Satzes, bei welchem er unter 
Be~ut~mg der MaBbest.~mmung im Kont~inuum e;no. Abbildung yon ,4 auf r e/ndeut/g 
herstelll~ w~,hrend Mer unter alleiniger Benutzaug de80rdnungstypus des Kontinuum~ 
eize :Me0age von:Abbildu~gen exbalten werden, unter ~ keine ausgezeieh,~et ist. 
(H~en~r v~. F. Ber.nstein.,  Bemerkung .zur Mengenlehre, GStk Nachr. 1904,p. 6.) 
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Hil f ssa tz  1. Alle abz~ihlbaren Teilmengen B~ eines n-dimensionalen 
Raumes C~ bilden in ihrer Gesamtheit eine Menge yon tier M~ieh~igkeit c. 

Beweis. Die Mgchtigkeit aller Punkte des n-dimensionalen Raumes 
betr~i~ naeh den bekannten S~itzen c = 2%. Die Gesamtheit aller abz~hl- 
baren Teilmengen desselben {B~} ist jedenfalls kleiner oder gleieh der 
Menge aller Kombinationen dieser Punkte zu Klassen yon t% Elementen. 
Naeh der Cantorschen Definition des Po~enzbegriffes ist also die Kardinal- 
= h l  

{B:} < t-'o; 
da aber 

so is~ erstens 

Dag aber andererseits 

C "~o = C 

I B ) ; <  c. 

ist, erhellt daraus, dab jeder Punkt des ~r Kontinuums fiir 
sich genommen eine abz~ihlbare Teilmenge des eindimensionalen Kon~i- 
nuums repr~sentiert, so dab die Anzahl der letzteren sieher die Anzahl r 
der ersteren erreicht. Das _~quivalenztheorem liefert dann die Behauptung 

:Erkl~rung 3. a) Jede abgesehlossene lineare Menge ist bestimmt 
durch die zugehSrige Menge pffnktfreier Intervalle (G. Cantor*)) und 
b) jede Menge yon getrennten Intervallen bestimmt eine abgesehlossene 
Menge, welche durch die Endpunkte der Intervalle und deren Grenz- 
punkte gebildet wird. 

t l i l f s sa tz  2. Die Gesamtheit aller Mengen, welche aus getrennten 
IntervaUen bestehen, betr~gt 

Be weis. Jede Menge, welehe aus getrennten Intervallen besteht, ist 
bekanntlich abziihlbar. Das gleiche gilt infolgedessen auch ffir die Menge 
der Intervall-Endpunkte. 

Werden zwei verschiedene Mengen yon getrennten Intervallen dutch 
dieselbe Menge E yon Endpunk~en bestimmt, so wollen wit sie zusammen- 

ge$d/r/g nennen. 
Jedenfalls machen alle dureh dieselbe Menge E bes~immts Zll~ 

sammengehSrigen Intervallmengen hSchstens eine Menge yon der M~chtig- 
keit c aus. Denn es gibt eine dutch E eindeufig bestimmte Intervalt- 
menge 1 "  welehe a//e aaehander grenzenden, darch die Punk4e yon E 
getrennten Inbervalle entl~lt. 1" enth~lt eine abziitd~re hm,~hl ~oi~ 

*) G. C a n t o r ,  Ar Math. Bd. 2. 
10" 
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Intervalten, die fibrigen Intervallmengen entstehen durch Auslassung yon 
Intervallen, & h. sie stehen zu 1" in dem Verhgltnis yon Teilmengen. 
Ihre Gesamtheit ist daher h6chstens 2so ~-c. Die Gesamtheit al]er Inter- 
vallmengen ist also hgchstens { E} c. 

(9) Fz-~ < V ~ c .  

Die Meage E ist eine abz~hlbare Teilmenge des Kontinuums. Also 
ist nach Hi!C'ssatz 1 
(lo) / E } < { ~ < c .  
Mithin is~ 

Femer ist abet 
(12) -{-/I > c. 
Denn die kongruente stetige Verschiebung einer Intmrvallmenge sbellt in 
jeder Lage eine andere Int, ervallmenge derselben Art dar. 

Es folgt also 
(13) {I1--- c. 

Beweis yon Sa~z 1. Nach der Erkli4rung 3a) and 3b) gehiir~ zu 
jeder Menge A eine Menge I umkehrbar eindeutig hinzu. Es ist also 

Mithin is~ auch 
(14) {~4-~----- c. 

Folgerung.  Die perfekten Mengen, welche ftir die Analysis yon 
vielfacher Verwendung sind, sind ein Spezialfall der abgeschlossenen 
Mengen. Es folgt abet  i~r diese sofor~ 

~ <  c. 
Anderersei~s is~, wie leich~ zu sehen, 

und soml 
I:e-}-= r 

Man kann also jeele peffelr~e Menge dutch eine einzige reeUe Zahl vSllig 
c h ~ s i e r e n  und ihre Gesamtheit dutch die reeUen Zahlen abziible~ 

Zusatz  1. Der Satz 1 bleibt auch ffir die abgeschlossenen Mengen 
im n-dhnengionalen Kontinuum g~tig. 

Um dies zu beweisen, beziehen wit uns auf den yon G. Cantor 
geS~ . ~ e n  sacz. 

Hilfssatz  3. Jede abgeschlossene Menge im U. l ~ t  sich als Ab- 
]~itu~ einer abz~lbaren Menge auffasse~ 

(21) i I } <  c. c < c. 
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Jede Menge bestimm~ ihre Ableitung eindeutig. Die Gesam~heit der 
Ableittmgen der abz~hlbaren Mengen ist daher kleiner oder gleich der 
Gesamtheit c derselben. 

Also ist auch 
< c. 

Und da n~ch Satz 1 die linearen Mengen die M~htigkeit c haben, so ist aueh 
{ A . } > c .  

Miflain ist 
= c .  

w 11. 

Die Mengen erster und zweiter Kategorie.  

Es werden fiir die ~Iengen erster und zweiter Kategorie (Baire*)) 
zweckmiiBig folgende Definifionen gegeben: 

Erk l i i rung  1. Sind Q1, Q2,'" ", Q, ,""  nirgends dichte Mengen und 
is~ das kleinste gemeinschaffliche Multiplum ~(Q,)  derselben eine iiberall 
dichte Menge, so heil~i ~rj~(Q,) eine Menge erster Kategorie. 

Is~ R die Komplemen~rmenge zu ~(Q,) ,  so soll R als eine Menge 
zweiter Ka~egorie bezeichnet werden. 

Die Begriffe ,,tiberall dicht, nirgends dicht, Komplemen~4rmenge" be- 
ziehen sich hier auf das Kontinuum. Leg~ man an Stelle desselben eine 
perfekte oder abgeschlossene Menge zugrunde, so wird man zu ent- 
sprechenden Begriffen gefiihrk 

Erk l i i rung  2. Ffir M~chtigkeitsun~ersuchungen ist es zweckm~iBig, 
yon den Mengen Q, noch das Abgeschlossensein zu fordern. Man bezeichne 
die so en~stehenden Mengen erster resp. zweih~r Ka~egorie als geschlossen. 

Baire  ha~ bewiesen, dab die Mengen zweiter Kategorie stets die 
M~h~igkeit r haben. Die geschlossenen Mengen ers~er Kategorie haben 
offenbar s t ~  die M~ichtigkeit ~r oder c. 

Satz 1. Die Gesamtheit aller geschlossenen Mengen erster resp. zwei~er 
Kategorie bfldet eine Menge yon der M~htigkeit c. 

Beweis. Wit bezeichnen die fragliche Gesamtheii mi~ {K1}. Zu 
jeder Menge ers~er Kategorie gibt es eine sie definierende einfach un- 
endliche Reihe abgescMossener Mengen Q,. Es ist daher {K i} kleiner 
oder gleich der Gesamthei~ aller einfaeh unendlichen Reihen aus abge- 
schtossenen Mengen. h lle Kombinafionen zu je ~r Elemen~en aus abge- 
sehlossenen Mengen bilden eine Menge yon der M~hfigkeit 

Es is~ mithin 

*) Baire, Ann. eli m~t. BR. 3 (1899~ S. 67- 
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DaB aber {K1} nicht kleiner ist als c, folgt sehr leicht, wenn man 
bedenkt, ~ da~ kongruente Verschiebung einer Menge erster Kategorie in 
jeder I~ge eine Menge erster Kategorie davste]lt. Es ist also 

{ : g , ]  = c .  

Die Verallgemeinerung des Satzes 1 auf beliebige abges.chlossene 
Mengen vollzieht sich in der folgenden Weise. 

E r k l g r u n g  3. Eine Menge Q heist nirgends dicht in bezug auf 
eine abgescMossene Menge ?,  wean sie eine Teilmenge derselben ist und 
es kein Interval] der Menge P gibt, in welchem P und Q identisch sin& 
Sie heist /ibera~ dicht in bezug auf P, wenn jedes Element yon /~ der 
Menge Q oder ihrer AbIeitung angehSrt~ Sie heist abgesddossen in bezug 
auf P~ wenn sie ihre in ~P liegende Ableitung enth~ilt. 

Satz 2. Die Gesamtheit aller geschlossenen Mengen erster resp. 
zweiter Kategorie in bezug auf eine abgesehlossene Menge bilden eine 
Menge yon der MRehtigkeit c. 

FaSt man nun die Gesamtheit aller Mengen erster und zweiter Kategorie 
ins Auge, gleiehgiiltig in welchen (abgeschlossenen) Mengen sie definiert 
sirid, so sieht man: 

Sa t  z 3. Die Gesamtheit aller Mengen K t i s t  c �9 c = c. *) 

w 12. 

Das Ultrakontinuum. 

Es handelt sich im folgenden zun~chst um die Konstruktion einer 
Menge, welche dieselbe Mi~ch~igkeit wie das Kontinuum, abet eiaen 
andereax Ordnungstypus besitzt. Zuvor leite ich einen Satz fiber alle 
Aleph mit endlichem Index ab. 

Satz 1. Es ist 

we v und ~ e~lliehe Indizes bedeuten. 
Dem Beweise stelle ich die Hilfssiitze reran: 
Hi l fssa tz  1. Es sei n eine gauze endliche ZaM, so ist 

fiir jodea Aleph. 
Den Beweis des Satzes, den ich aus miindlicher Mitteilung yon 

G. Cantor  kenne, fiihrt mall analog wie im einfachsten Falle ~-~ ~r 
dnrch Verwandbmg einer Do1~lreihe in eine einfaehe .B~w~ Man benutzt 

*) Es ist eine --m;ttelbare Folgerung des Satzes 3, dab auch a~l.e einfach un-  

e ~ d l i c h e n  Summen aus Mongen zweiter Kategorie, die geschlossen sind, einoMenge 
v o a  der K~dina~ahl c ansmachen. Ein yon anderer Seite ausge~prochener Sate, der 
diesem I~esul~t ~ idars tve i~  ist s6i~em zur6e~gezogen. 
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dabei die aus den Zahlen der Zahlenklasse, welche die M~ichtigkeit ~ Jar- 
stellf, gebildeLe Folge. 

H i l f s s a t z  2. Sind M und N irgend welche Mengen, so ist 

2 2 M .  n =- M X n  (wo n a l l e  Elemen~ yon N durchliiuff). 

H i l f s s a t z  3. Ist 

so ist 
(3) ~.~ =s,,. 

und 

(4) 

(5) 
also 

Dieser Satz folgt aus Hilfssatz 1 und dem _~quivalenzsatz; denn es ist 

s . s , <  z~ =s~ .  
Wir un~erscheiden bei dem Beweise des SaLzes 1 zwei Falle. Erstens sei 

Dann ist; auch 
2~" :> S , , ,  

Nach den Gesel;zen 

satz _1 ist also 

Also ist, da auch 

(2~,) ~, > ~ .  

fiir die PoLenzen der Mengen und nach ttiffs- 

(6) 2x, = ~ . , )  

Die Multiplikation mit ~/, liefert dann 

t~/,- 2x,.= tr 
Nunmehr sei zweitens 

(7) s~ > s, .  
Es durchlaufe % alle Zahlen der Klasse {at, } yon der Miichtigkeit ~r 

Versteht man unter ~/, die zu at, gehiirige Kardinal/ahl, so ist jedenfalls 

(8) ~,  < _Y~;~,. 
%, 

*3 Man bemerkt, dal$ dlese Ableitung auch ffir beliebige Aleph gfiltig ist, so dal~ 
st~ta aus ~, ~ ~ 

folg~, was auch I, mad ~ far Indize~ sein mSgen. In ei.aer i~t~re~a~ten /~beit: 
On the Tra~a6oif~ Caxdiaal Numbers of WeU-ordered Aggre.gat~ (Philos. Mag. VII. 
6. Serie (190a), p. 61--74 u. 294--302) hat Herr Ph. Jourdain  den gleichen Sat~ 
gefanden. Dagegon ist der Satz 1 aicht, wie ich m~pn'mglich a~geaommen ha~ ,  
f ~  beliebige Aleph beweisb~. 



Denn jede Teilmenge yon der M~ichtigkeit s , ,  gebildet aus den Element~n 
yon s t ,  befmdet sich, gemii6 der Gleichung 7, in einem Abschnitt der 
wohlgeordneten Menge yon Zahlen {us}. Die Menge rechts ist aber often- 
bar ~luivalent der Gesamtheit a//er Teilmengen aller kbschnit~e yon {%l- 
Es kommt daher jede der l~n~rs stehenden Teilmengen auch rechts vor. 

Wir nehmen nun an, tier Satz 1 sei ffir alle ~ <  ~r bereits be- 
wiesen. Dann folgt nach dem Bemerk~en sofor~ 

Hierdurch verwandel~ sich (8) in 

Nach Hilfssatz 2 folg~ hieraus 

(9)  

Es ist; nun 
, ~ ,  = ~ .  
a~ 

Denn ersetz~ man ~, dutch ~ ,  so entsteht offenbar ~r welches gleich 
~ ist. Hieraus erhellt under Berficksich~igung der Definition yon ~ so- 
for~ das Behaupte~e. Demgem~il~ gewinnen wir das Resulta~ 

2 s , -  ~,-~ ~ , , .  

Wit  werden hier nur yon dem spezieUea Falle des Satzes ~r ~r 
~,-~ ~r Gebrauch machen. Derselbe wurde jedoch allgemein bewiesen, 
um die MSglichkeit der Verallgemeinerung der bier bewiesenen Siitze auf 
hShere Aleph zu zeigen. 

Wir  treffen die folgenden Festsetzungen: 
E r k l ~ r u n g  1. Sei ~i, a~ , . . ,  eine einfach unendliche Menge yon 

Zahlen der zwei~en Zahlklasse. Wit  setzen a]s Element einer Menge X. 

( l o )  = 

Sind x und x' zwei Elemente der Menge, so heiBe x grSSer als x', 
wenn ffr  ein ungeraeles n 

dagegen 
{~--I ~ ~n--l~ 

isk. Is~; n gerade, so h e i ~  ~ < x'. Offenbar is~ en~weder x gr6~er ocler 
klein~ oder gleich x'. 
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Aus dieser Definition ergibt sich sofort, dab aus 

x l ~ x  2 und x2~x~ 
folgt 

x x :> x s . 

Dami~ ist die Menge X~ als eine einfach geordnete charakterisiert. 
Sind xa, x~,---  eine einfach unendliche Reihe st~udig wachsender 

(oder abnehmender) Elemente, und nennen wir ein Element x, welches 
grSBer ist als alle diese mad unter all den gr~l~eren Elementen selbst 
das kleinste ist, den Limes yon xl, x~ , . . . ,  x , , , . . . ,  so k~nnen wit den 
Satz beweisen: 

Jede einfach unendliche Folge yon s t~d ig  wachsenden Elementen 
hat einen Limes. 

Der Beweis beruht auf der Eigenschaft der Zahlen der zweiten 
Zahlenklasse, dal] je einfach unendlich viele derselben dn Grenzelement 
bestimmen. 

Es sei 

gesetzt. Da die a~ ~) wachsen, so sind sie entweder yon einem gewissen n 
ab alle gleich a I oder sie haben einen yon ihnen selbst versehiedenen 
Limes a 1. Im zweiten Falle setzen wit 

Lira x , =  x - -  0 , 0 . . - ) ,  = Lira 

Im ersten l~alle bestimmen wir a 2 auf dieselbe Weise aus a~) �9 �9 - usw. 
Es ist~ dann x = (~1, a~,- . - )  der Limes yon x=. 
E rk l~ i rung  2. Eine Teilmenge der Menge X~ ist offenbar die Menge 

der Zahlen x, welche nut eine endliche Anzahl yon Zahlen a, im iibrigen 
abet l~ullen enthal~en. Wit  bezeiehnen sie m i ~ / ~  und nennen die Zahlen 
die ultraratizr~alen Zahlem 

Es ist offenbar, daft zwischen je zwei Element~n der Menge X,  
Elemente yon R,  liegen. In bezug a u f / ~  gilt der Satz: 

Sa t z  2. Es ist 

Beweis .  Offenbar is~ 

da jedes Element r~ yon R~ eine Kombination yon einer endlichen An~ahl 
yon Elementen aus ~ darstellt, die sich auf ~o versehiedene Weisen auf 
die Stelten yon r~ verteilen kaun. 

Da 
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ist, so erhalten wir 

n----1 

Satz 3. Es ist 

Beweis. 0ffenbar ist 
u ~ ~ o  

da jede einfach unendliche Kombination yon Zahlen dus ~r eine Zahl 
yon X, liefert. Es ist abet nach Satz l 

Die Ungleichung 
S~o = ~r 

liefert, wenn man sie mit 2"% multipliziert, 

woraus sofort 

und die Behauptung 
~l 2s~ = 2s~ 

folgt. 
Die nghere Bestimmung des 0rdn.ungstypus 0~ der Menge X~, welche 

wir als Ultrakontinuum bezeicbnen, hat darum ein besonderes ]nteresse, 
weiles wahrscheinlich ist, dag es nur zwei v511ig homogene 0rdnungs- 
typen einfach geordneter perfekter Mengen gibt, die yon der M~ichtig- 

keit 2"% sind, n~nlich das Kontinuum und das Ultrrakontinuum. 
E r k l g r u n g  3. Sei T eine Teilmenge yon X~. Unter der Ablei- 

tung T' yon T verstehe ich die Menge der Grenzelemente yon T. 
E rk l i i rung  4. Ist T" enthalten in T, so nenne ich T, wie iiblich, 

abgesddossen; ist T ~ T', ~0erfdd. 
Satz 4. Jede perfekte Menge P~ ist yon der Mgchtigkeit 2 ~o. 
Ich kann den Beweis bier nut andeuten. Er beruht auf dem folgen- 

den ffilfssatz: 
Hi l f ssa tz  4. Jede Menge in X~, yon der kein Element Grenzelement 

tier fibrigen is~, hat die M~ichtigkeit ~i, oder sie ist abzihlbar. 
Denn sie definiert eine mit ~ ~luivalente Menge yon aneinander- 

grenzenden tntervaUen. In dem Innern derselben liegt mindestens ein 
Ul~a~onales  Element. Also ist sie hSchstens yon der M~htigkeit der 
letzteren, gi- Andererseits gibt. es wirkllch derartige Mengen yon dieser 
Mgchtigkeit, z. B. die Menge der ganzen ultrarationalen Zalflen erster Art. 

Der Sa~ 4 k~nn nunmehr ganz analog bewiesen werden, wie im 
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Kontinuum der reellen Zahlen der entsprechende Satz. Ebenso ergibt 
sich das Theorem 

Satz 5. Jede abgeschlossene Menge A~ is~ enlweder abziihlbar, yon 
der Miicht~gkeit ~r oder ~on der des Kontinuums. 

Derjenige Satz, welcher uns in diesem Zusammenhange am meisten 
interessiert, lautet: 

Sa~z 6. Die Gesamtheit aller abgeschlossenen Mengen {A~} isi yon 
der M~ehtigkeit 2 ~1. 

Der Beweis dieses Satzes ergibt sich dutch Betrachtung der Intervall- 
menge J~, welche die abgeschlossene Menge vSllig bestimmt. 

Unter Anwendung des Hilfssatzes 4 gelangen wir dazu, die Gesamt- 
heir der Intervallmengen {J~} m~t der Gesamtheit aUer Teilmengen des 
UItrakontinuums X~ yon ~r Elementen in Beziehung zu setzen. Die letz~ere 
hat die M~iehtigkei6 

Es folg~ dutch leiehte Be~raehtung hieraus 

{A,,}~ 2~,. 
DaB abet 

(-A-:} > 2 

ist, sieht man sofor~, wenn man bedenkt, dab jede Teilmenge der Zahlen a 
erster Art durch Hinzunahme geeigneter Zahlen zweiter Art zu einer ab- 
geschlossenen Menge wird, und dab jede solche vervollstiindi~e Teilmenge 
der Menge R, angehSrt, also auch eine Teilmenge A. yon X~ darstellt. 

Da das Ultrakontinuum die Miichtigkeit des Kontinuums hat, so 
existiert eine umkehrbar eindeutige Abbildung (P, welche das Ultrakon- 
tinuum auf das Kontinunm abbfldet. 

Jede Menge A~ geht dabei in e i n e -  im aUgemeinen nieht abge- 
sch lossene -  Menge yon reellen Zahlen fiber. Fiir diese gilt natiirlieh 
ebenfalls der Satz 5. Es ist also dann die Frage nach der Miiehtigkeit 
derselben beantwortbar. 

Ist, wie zu vermu~en stehi, 2 "~ grSBer als 2 "~o, so w~ire damit die 
KIassifikation nach Miichtigkeiten fiir ein grSi~eres Gebiet yon :Mengen 
entsehieden, als dies bisher mSglich war. 


