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Vektorielle Begriindung der Differentialgeometrie.
Von

GERHARD HESSENBERG in Breslau.

I. Die Christoffelsche Transformationsrechnung.

§ 1. Christoffelsche Kovarianten.

Durch die Bedeutung, die die Theorie der quadratischen Differential-
formen neuerdings fir die Relativititstheorie erlangt hat, gewinnt die
Frage aufs neue Gewicht, ob und wie der umfingliche und schwerfillige
Formelapparat dieser Theorie vereinfacht, wenn nicht umgangen werden
kann. Die Versuche, die bisher in dieser Richtung unternommen worden
sind,*) stiitzen sich im wesentlichen noch immer auf Christoffels be-
rihmte Transformationsrechnung;**) ehe wir daran gehen, diese durch
eine geometrische Betrachtung zu ersetzen, wollen wir ihren Gedanken-
gang kurz aufzeichnen.

Bei Einfiilhrung neuer unabhéngiger Variabeln o' bis ¢* an Stelle
von #' bis w* werde identisch:

(1) Za,.,cdu"du"=2 by AV¢ dv°.*H¥)
ik 0,0
Hierbei sei a,, = a,;, also boo = by, ferner die Determinante |a;, !, also
auch |b,,| von Null verschieden. Alle Zeiger gehen von 1 bis .
Erste Differentiale und Formkoeffizienten transformieren sich alsdann
linear und homogen mit Substitutionskoeffizienten, die rationale ganze

* Vor allem der ,absolute Differentialkalkul* von Ricei und Levi-Civita, Math.
Ann. 54, wo weitere Literatur angegeben ist.

**) Uber die Transformation der homogenen Differentialausdriicke zweiten Grades,
Crelles Journ. 70, 1869.

***) Die Bedeutung des Hoch- und Tiefstandes der Zeiger fiir Ko- und Kontra-
gredienz wird weiter unten angegeben werden. In den bisherigen Darstellungen war
es tblich, an den Variabeln und ihren Differentialen eine Ausnahme zu machen and
du, fir du* zu schreiben. Eine folgerichtig durchgefiihrte Symmetrie zwingt uns
hier zur Beseitigung dieser Ausnahme. Da die Gefahr einer Verwechslung der
hochstindigen Zeiger mit Potenzexponenten nicht auftritt, kann ihre Einklammerung
unterbleiben und fiir einen besonderen Bezeichnungszweck vorbehalten werden.
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Funktionen der Ableitungen der alten Variabeln nach den neuen sind;
z. B. wird

i oW
(2) dut = z 5;.5 d’UQ 3
ou out
(3) berr =Z @ik Fpe Foo
Gleichung (3) ist mit (1) gleichbedeutend. Allgemein besagt
Ut dun oum
(4) B@l(’:"'@m ;;.Z‘mA"xfz'“im over 3’092...3'09114’

daB folgende m-fach linearen Formen ineinander iibergehen:

(5) E At,-- . dluh .. u‘m.._ E B 1@ e d vt
11 *a . ‘ﬂ‘

0 Qu

Bei der Transformation hoherer Differentiale und abgeleiteter Form-
koeffizienten treten auch die Ableitungen hoherer Ordnung der Variabeln
w nach den ¢¢ in den Substitutionskoeffizienten auf. Beispielsweise folgt
aus (3):
8 0ys V06,1 9u' ' 9 +2 0*w +3u *u
(6) W'—’ / oW " Dve v Jur % 8’092171 3@70 o vaavt)

Die Anzahl der Gleichungen (6) ist infolge der Symmetrien bos=b4g>

2 : £ 1
aiga,,,x = af,aave 5 n?(n-+1), wie diejenige der zweiten

Ableitungen der . Daher liegt der Versuch nahe, sie nach diesen auf-
zuldsen. Er gelingt und ergibt:

ebensogrof, nimlich

_N'fe o\ 9w 1 k aﬁui Q_Q_Af
) aveavﬂ Z { } 05; < { ! } ove gvo’
Darin ist mit Christoffel zur Abkiirzung gesetzt:
ik 1 (0@ | Oari  dar’
®) {z}""z‘zaz‘{auﬁ*‘aw out |

und (a*) bezeichnet die zu (a,;) reziproke Matrix, also a** die durch die
Determinante |a,,| dividierte Unterdeterminante ven a,,. Die GroBe { . },

ist vollig analog aus den Koeffizienten und Variabeln der transformierten

Form 2'b,,dv¢ dv® zu bilden.

Nunmehr konnen wir aus jeder Transformatiemsgleichung die etwa
auftretenden hdheren Abieitungen der Variabels fortsehaffen und miissen
dann auf eine Gleichung vom Typus (4) gefihrt werden, welche als
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Kovarianz (5) gedeutet werden kann. Bilden wir beispielsweise in (4)
beiderseits die Ableitung nach v°, so ergibt das Eliminationsverfahren
nach einer naheliegenden und harmlosen Umformung unmittelbar:

1 Qu aum Ju
®) Been- —2 i ma o i Gotm 98
sagt also aus, daf die m~fach lineare Form
(10) ZA% o1 Gyt g - < - dum du
3, cpk

eine Kovariante von
{ k 3
Sa,,duidwt und ZAH_ o Gt d utm

L

ist. Die Koeffizienten dieser Kovariante:

(11) A,‘ ok = du; .__22 {1"“ } 8 - du—1dipti-e im

u=1 i=1

sind die sogenannten »Ablestungen der A, .
D'a,, dw dut“*); B

— Yy ke

in M bezug auf die Form
e, -omo 18t analog aus den transformierten GrdéBen zu
bilden, indem man in (11) die Zeichen A4, %, ¢, £ und {} durch B, v, o, 6
und {}" ersetzt.

§ 2. Symmetrie der DreizeigergroBen.

Es liegt nahe, insbesondere nach den Ableitungen der a;, selbst in
bezug auf die Form Sa,, dwdw* zu fragen. Wir finden:

1 eI 3o

Wir wollen fiir spiter beachten, daf diese Gleichungen die Christoffel-
schen GroBen {zlk} eindeutig definieren, falls wir noch die aus (8) folgende

»Christoffelsche Symmetrie“ in den oberen Zeigern:

(18) {izk} - {kzz}

hinzunehmen. Setzen wir niimlich mit Christoffel:

ag )=l an - Sall)

so treten an Stelle von (12), (13) die gleichwen;gen Forderungen:
(15) =0+ e [1=-14

*) Ricci und Levi-Civita, 1. c.
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aus denen sich sofort

1 k 2 a; 3 a aa'
(17) 2 [ l ]= 2 T 5w T
und nunmehr iber (14) wieder (8) ergibt.

§ 3. Riemann-Christoffelscher Kriimmungstensor.
Eliminieren wir aus den Integrabilititsbedingungen:

0vo gve oo ove dvo gvt

der Gleichungen (7) die zweiten Ableitungen der ' mittels (7), so er-
halten wir durch eine wegen ihres Umfangs beriichtigte Rechnung eine
quadrilineare Kovariante, den , Riemann-Christoffelschen Kriimmungstensor

K =2 (klm) d,w dyu* dgwt du™,

(iklm) = 5’2,—,;[5,:] - a_% z,m] ‘“‘22 ([izlj{kzm} "[izm]{kzl}),

zwischen dessen Koeffizienten die Relationen bestehen:

(18)

(19) (tklm) = — (ikml),

(20) (Gklm) = — (kilm),

(21) (tklm) = (Im1ik),

(22) (iklm) + (ilmk) + (imkl) = 0.

Man liest (19) unmittelbar, (20) unter Zuhilfenahme von (15) aus (18) ab;
dagegen erfordert der Nachweis von (21), (22) — eine Verschiedenheit,
von deren tieferem Grund spiter noch zu reden sein wird, — die Heran-
ziehung der Christoffelschen Symmetrie, indem man z. B. mittels (14) und
(17) folgende ausfiihrlichere Darstellung errechnet:

(23) ~—-(z'kzm)=32_[ Oy Dtin _ 00m 9’%:]

ouEpum ' 9uigw  JuEow  pwi gum
2 (IR M 6 m[E 1
R P Bl
- :

Bekannt ist, daB von den GroBen (¢%Im) nur Ilé-n“ (»®*—1) linear un-
abhingig sind; ferner, daB (22), wenn zwei gleiche Zeiger auftreten (was
im Falle n < 3 stets der Fall ist), sich auf eine Folgerung aus (19) bis
(21) reduziert. Dagegen scheint nicht beachtet worden zu sein, daB (21)
eine Folge der drei anderen Relationen ist. Auf Grund von (20) kann
man namlich in (22) auch den sweiten Zeiger festhalten und die drei

anderen zyklisch permutieren; infolgedessen existiert zu jedem Glied von
(22) eine zweite Relation vom Typus (22), in der es auftritt:
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(22a) (2klm) + (mkil) + (lkmi) =0,
(22b) (mlke) + (ilmk) + (klim) =0,
(22¢) (Imik) + (kmli) + (¢mkl) = 0.

Man hat nur (22), (22a) seitenweise zu addieren, (22b), (22¢) zu sub-
trahieren und (19), (20) zu beachten, z. B. (mlks) = (Imik), um (21) zu
erhalten.

§ 4. Mingel formaler Methoden.

Auch dann, wenn man Invarianzen und Kovarianzen in erster Linie
als Ergebnisse von Eliminationen, nimlich der Substitutionskoeffizienten
aus Transformationsgleichungen, auffaBt,*) wird man als ein Hauptziel der
Invariantentheorie die Vermeidung oder wenigstens Einschrinkung der
Eliminationsrechnungen anerkennen miissen. Und dies nicht nur wegen
ihres listigen Umfanges, sondern mehr noch wegen des fiir geometrische
und physikalische Anwendungen wesentlichen anschaulichen Sinnes der In-
variante oder Kovariante, der durch formale Bildungsverfahren keineswegs
unmittelbar erschlossen wird, wohl aber seinerseits den formalen Nachweis
der In- oder Kovarianz entbehrlich macht.

Darum ist Christoffels Methode, weil sie die Elimination explizite
durchrechnet, schon in rein formaler Hinsicht nicht das letzte Wort, wenn
sich auch auf ihren Ergebnissen ein brauchbares Verfahren zur Invarian-
tenbildung ohne weitere Eliminationen errichten li8t*¥). Die Verbesserungen
dieser Methode®***) wiederum haben, soweit wir sie {ibersehen, nur eben

% Vgl. z. B. Knoblauch, Grundlagen der Differentialgeometrie, § 46.

**) Seine Durchbildung im ,absoluten Differentialkalkul* 1aBt freilich noch recht
viel zu wiinschen iibrig. Das Ansetzen eines neuen Zeigers als Operationszeichen
setzt voraus, daB der abzuleitende Tensor durch ein Symbol von der Form A4 ...4,
bezeichnet ist. Ist dieser aber selbst durch Addition, Multiplikation oder Faltung
entstanden, so trifft diese Voraussetzung nicht zu, wenn nicht fir das der Ableitung
vorangehende Ergebnis ein Zwischensymbol eingefiihrt ‘wird. Jedenfalls kann die
Sukzession algebraischer und differentieller Operationen auf diese Weise nicht durch
ein einheitliches Symbol ausgedriickt werden. Die Analogie des ,,absoluten‘ Differen-
tialkalkunls mit dem gemeinen muf in den Rechensymbolen selbst, nicht nur in der
Namengebung zum Ausdruck gebracht werden. Was diese betrifft, so ist sie zndem
wenig glicklich; vor allem ist es unerfindlich, warum eine ausgesprochen relative,
nimlich auf eine Grundform 'a,, du’ du’ bezogene Rechnungsart als ,.absolut be-
zeichnet wird. Die elementarsten Grundsitze der ZweckmiBigkeit gebieten doch ge-
rade, die gemeiner Ableitungen im Gegensatz zu den auf eine Grundform bezogenen
als absolute zu benennen. Vgl. auch Seite 196, erste FuBnote.

*%) Vgl. z. B. Knoblauch, Uber den Beweis der Christoffelschen Kovarianz, Sitz.
Rer. d. Berl. Math. Ges., Bd. I, Hessenberg, Uber die Gleichung der geoditischen Linien,
ebenda, sowie: Uber die Invarianten linearer und quadratischer bindrer Differential-
formen usw., Acta Math. Bd. 23. Maschke, A new method of determining the differential
parameters and invariants of quadratic differential quantics, Trans. Am. Math. Soc.
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diese rechmerische Schwiche tiberwunden, ohne indessen dem Zugang zur
geometrischen Bedeutung wesentlich niher gekommen zu sein.¥)

§ 5. Extensive GroBen.

Ein solcher Zugang erdffnet sich nun in einer, wie mir scheint, tiber-
raschend einfachen Weise auf dem Wege GraBmannscher Ideen. Einem
Tensor {4, .;,} entspricht eine extensive GrioBe ¥, deren Differential d%
wiederum eine extensive GroBe von gleicher Dimension ist; seine Kompo-
nenten 84, ... sind daher denen von ¥ notwendig kogredient. Anderer-
seits ist 04, ...;, eine lineare Differentialform ? A, ..., xdu’, und deren

Koeffizienten erweisen sich als die durch (11) definierten ,,Ableitungen”.
Die Formel (9) wird hierdurch in der Tat so trivial, daB ihre rechnerische
Herleitung bestenfalls den Wert einer Rechenprobe behilt.

Der Weg, den wir im folgenden einschlagen werden, fiihrt zu den
Christoffelschen Dreizeigergrofien iiber die Formeln (12) und (13). Dabei
wird sich zeigen, daB fiir die abzuleitenden Invarianzen, auch diejenige
des Krimmungstensors, nur die Formeln (12) wesentlich sind, wihrend
die Christoffelsche Symmetrie (13) vollig ausgeschieden werden kann. Ihre
Bedeutung a8t sich dagegen in der Aussage zusammenfassen, daB in der
Geometrie der betrachteten #-dimensionalen Mannigfaltigkeit die ,,geradesten®
Linien zugleich die ,kiirzesten” sind.

II. Vorbemerkungen aus der Vektoralgebra.
§ 6. Reziproke Grundsysteme.
Wir bezeichnen Vektoren mit deutschen Buchstaben P, g, ¥ usw., ihre

absoluten Lingen mit den zugehdrigen lateinischen, p, ¢, » usw., das
mnere Produkt pqcos (pq) mit pq, die duBeren Produkte mit [pq],

Vol.1, A symbolic treatment of the theory of invariants of quadratic differential quantics
of n variables, ebenda, Vol. IV, sowie das Referat von J. E. Wright, Invariants of
quadratic differential forms, Cambridge Tracts in Math. and Math. Phys., No 9.

*) Dies gilt insbesondere von den differentiellen Ubertragungen solcher alge-
braischer Methoden, bei denen die Invarianten aus ,Symbolen“, d. h. aus formalen
Zeichen aunfgebaut werden, die fiir sich allein keinen, also auch keinen geometrischen

Sinn haben. Maschke setzt z. B. Za,-,,duiduk-—-—-(df)’; die ,symbolische Funktion“
ist an und fir sich ebenso wie ihre Ableitungen f;, f;; usw. sinnlos, wihrend z. B.
fifi=am fifia=[" zk} wird. Indessen 148t sich gerade diesen Symbolen ein Sinn,
und zwar ein ausgesprochen geometrischer, unterlegen, wenn man beachtet, daB df
formal genau dieselbe Rolle spielt, wie unsere extensive GroBe d3 (§ 20). Die ,Sym-
bole“ f; entsprechen dadurch unseren Grundvektoren p;, und die Gleichheit der mitt-

leren Ableitungen, f;; = f;;, die die Auffassung der f, als Ableitungen eines Symbols
f ermdglicht, enthalt die Christoffelsche Symmetrie.
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[pqr] usw. Allgemeiner bezeichnet (p|q:t---) irgend ein Produkt, von
dem nur die Giltigkeit des distributiven Gesetzes vorausgesetzt ist.

In einer n-dimensionalen eunklidischen Mannigfaltigkeit seien # linear
unabhingige Vektoren p; (i =1 bis #) gegeben. Wir nennen sie die ,,Grund-
vektoren® und das System {p;} das ,Grundsystem®. Wir bilden sodann das
wreziproke System {p‘}, dessen Elemente wir auch die ,Komplemente“ der
Grundvektoren nennen und folgendermaBen definieren: p? steht senkrecht.
auf allen Grundvektoren auBer p,; seine Projektion auf p, ist mit p, gleich-
gerichtet und hat die Linge 1:p, In Formeln ausgedriickt soll sein:

2 a2 JOfir ek
(24) L
Die Matrix (af) ist also die ,Einheitsmatrix“. Umgekehrt ist hiernach
auch {p,} das reziproke System zu {p¢}.
Ein beliebiger Vektor v ist nun in jedem der beiden Systeme durch
seine skalaren Komponenten darstellbar:

(25) t=Dlrp, = Dlrp.

Auf Grund von (24) ergibt sich fiir diese Komponenten:
(26) r=1p Yi=1p;.
Insbesondere ist daher

@7 p=Dlatp,  p= D au ¥,
&k k

darin:

(28) ot = p'ys, G = P, Py

Hiermit folgt wiederum mit Riicksicht auf (26):

(29) r =2 a*r,, 7 =“'2 07 '&‘5

die Matrizen (a,;) und (a”‘) sind daher reziprok:

(30) D aat—a
)
und tberdies natiirlich symmetrisch.
Fiir das innere Produkt zweier Vektoren tr, 8 erhalten wir folgende

vier Darstellungen:

(31) r8 =2a€k7‘s"=2a"‘r‘sk =-—27,s‘=2r‘s,.;
insbesondere w1rd

(32) (r)z_za r‘r*-—Za“r 7 —27- ’.
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Durch die symmetrische Matrix (a,,) ist sonach die MaBbestimmung
unserer Mannigfaltigkeit oder, was auf dasselbe hinauskommt, die geo-
metrische Gestalt des ,n-Beins“ {p,} eindeutig bestimmt. In der Tat

kennen wir die absoluten Lingen p, =Va,, der n ,Beine“ und die Kosinus
der von ihnen gebildeten Winkel, cos (p;p,) =a,; : p;»,. Die Grundvektoren
sind im allgemeinen rein geometrisch als extensive GroBen anzusehen.
Sie durch #»-tupel von skalaren Gréfen zu interpretieren wiirde lediglich
die Zuriickfithrung auf ein neues Bezugssystem von n Vektoren bedeuten.

Die Determinanten |a;,, und |a’*| sind die Quadrate der #uBeren
Produkte [p, p,---p,] und [p*p*--.p7"], deren Absolutwerte wir mit 7
und T-! bezeichnen werden; also [akl = T3 |at| = T-2

Notwendig und hinreichend fiir die Orthogonalitit des Grundsystems
ist die Bedingung, daB es mit seinem reziproken System gleichgerichtet
ist (@;,, =0 fiir <4 %). Haben zudem alle Grundvektoren die Linge 1
(orthogonales Einheitssystem), so ist es mit seinem reziproken identisch,
und es wird p, = y’, 7, =7, @, = af = a** usw.

§ 7. Kogredienz und Kontragredienz.
Werden an Stelle der p; neue Grundvektoren q,= >4, ; eingefiihrt,
so wird ¢}, = o', also auch pi=_D'gqe, d. h. die zu {p,} und {q;} rezi-
e

proken Systeme werden durch die inverse und transponierte Substitution
transformiert: Reziproke Systeme sind zueinander kontragredient. Das gleiche
gilt wie man unmittelbar sieht, auch von den reziproken Komponenten

, ¥ eines Vektors r; es wird, wenn r= 2 7y = 2 7,0¢ ist, ¥ = er 79,
To= 2 g;r., so daB die Komponenten r’ in bezug auf das Grundsystem

{p,} zu dem reziproken System {p‘} kogredient sind und umgekehrt.

Generell handelt es sich hierbei um folgenden allgemeinen Zusam-
menhang: Sind {r°}, {s,} irgend zwei kontragrediente Systeme, deren Ele-
mente skalare oder anch extensive GréBen sein konnen, so ist s, eine
Invariante. Ist umgekehrt 3'r's, invariant, und das System {s,} ,linear
unabhdngig®, d. h. kann aus st‘ 0O auf 2, =2,=---=2,=0 ge-
schlossen werden, so sind die Systeme {#} und {s,) kontragredient. Daher
sind die Komponenten eines invarianten Vektors nach den Grundvektoren
zu diesen kontragredient und zu ihren Komplementen kogredient. Umge-
kehrt ist jedes zu den Grundvektoren kontragrediente System von Skalaren
deutbar als das System der Komponenten eines invarianten Vektors nach
den Grundvektoren.
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§ 8. Allgemeine Tensoren.

Wenn {z,, - z,} und {&;,-- &,} linear unabhiingige Systeme sind,
so ist auch das System der nm GroBen X; = 2.&; (I=1 bis nm™) linear un-
abhéngig. Es transformiert sich ferner linear, wenn die beiden ersten
irgendwie, jedes durch eine besondere Substitation, linear transformiert
werden. Ist {9} zu {z;}, {7*] zu {§, )} kontragredient, so ist auch das System
der GriBen Y'=yix® zu {X,} kontragredient; denn S X, ¥'=uy- &, 1
ist als Produkt zweier Invarianten selbst eine Invariante. Wir werden das
System { X,} als Tensorprodukt der Systeme {z,}, {£,} bezeichnen.

Ausgehend von irgend welchen zu den Grundvektoren ko- und kontra-
gredienten Systemen {r,}, {s;},+-+ {%}, {«*}, {¢*}, .-~ {#*} kOnnen wir

E3 %
runmehr Tensorprodukte mit Komponenten
ky ko - kp

= i e e b wipta. ..
s, = TS, b, ubvt . ts

bilden. Jedes zu solchem Produkt kogrediente System {Af:’:: } heiBt ein
Tensor vom Range « + f. Ihm entspricht eine extensive GroSe

(33) U DT AR (PP P Py )
ky---k3
von invarianter Bedeutung. Indem wir die Grundvektoren durch ihre

Komplemente ausdriicken oder umgekehrt, konnen wir beliebige Indizes
zwischen Hoch- und Tiefstand wechseln lassen. Z. B. wird

(34) 9I==2Aa---eaex---ks(v‘x Pl o |l | Pl [Pt .- pR),
1 by

und darin
(35) Aigoiniy= D A8 g, G,
21 .- d3
Beispiele fiir dieses Heben und Senken der Zeiger bieten bereits die
Gleichungen (29) und (30)**). Es erhellt zugleich, warum fiir den Rang

*) Wir denken uns die nm geordneten Zeigerpaare (t, k) irgendwie den Zahlen ]
von 1 bis nm zugeordnet (numeriert), z. B. I=m(t—1)4- k.

**) Sie zeigen iibrigens, daB eine sorgfiltige Bezeichnungsweise die beim Heben
oder Senken entstehenden Liicken kennzeichnen miifite. Z. B. mtifite in (85) folge-

richtig anf der rechten Seite ein Symbol wie A° f Bi-- X3 gtehen, da ja auch

Zeiger auBerhalb der angeschriebenen Reihenfolge versetzt werden kénnen. Dement-
sprechend miifte auch das Symbol af durch a?} ersetzt werden, wenn dieses nicht zu-
fallig mit «t? gleichbedeutend wire. Da wir es hdchstens mit vier Zeigern zu tun
haben werden, und da niemals alle mdglichen Versetzungen in Frage kommen, eriibrigt
sich die von Rechts wegen erforderliche Sorgfalt der Bezeichnung.
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eines Tensors lediglich die Gesamtzahl der Zeiger, « 4 f, nicht aber ihre
Verteilung auf das Grundsystem und sein Komplement wesentlich ist.*)

§ 9. Symmetrische und alternierende Tensoren.

Zwei Zeiger sollen ,gleichstindig” heiBen, wenn beide hoch oder beide
tief stehen, andernfalls ,gegenstindig“. Mit groBen Buchstaben J) K, L, ...
wollen wir Komplexe von Zeigern andeuten, die teils hoch, teils tief stehen
konnen. Wird jeder hochstindige Zeiger eines Komplexes gesenkt, jeder
tiefstindige gehoben, so entsteht der ,gegenstindige Komplex, den wir
durch Heben bzw. Senken des Komplexzeichens selbst andeuten.

Ist ein Tensor symmetrisch oder alternierend in zwei Zeigern i, k,
so liegt eine invariante Eigenschaft nur dann vor, wenn i, k gleichstindig
sind.**) Dies soll daher beim Gebrauch der Worte ,symmetrisch” und
malternierend” stets vorausgesetzt werden. Analoges gilt von symmetrischen
und alternierenden Komplexen; beispielsweise ist der Kriimmungstensor
nach Gleichung (21) symmetrisch in den Komplexen (¢, k) und (I, m),
nach (19, 20) alternierend in den Zeigern ¢ und %, sowie ! und m, und
besitzt nach (22) noch eine weitere ,zyklische“ Eigenschaft, die ebenfalls
ihrer Natur nach invariant ist.

Durchgehend paarweises Alternieren kann in hochstens » gleichstéin-
digen Zeigern stattfinden, weil andernfalls stets zwei gleiche Zeiger vor-
banden, also alle Komponenten null sind. Alterniert ein Tensor #'*® Ranges

*) Auch die Unterscheidung zwischen ,kovarianten®, , kontravarianten und ,,ge-
mischten Tensoren (je nachdem die Zeiger alle tief, alle hoch oder teils tief, teils
hoch stehen) ist hiermit gegenstandslos. Sie ist lediglich Folge einer unklaren Rede-
weise, die zwischen der extensiven GriBe und dem System ihrer Komponenten nicht
sorgfaltig unterscheidet. Um das Verstindnis unserer Ausfihrungen nicht durch
terminologische Neuerungen zu erschweren, werden wir die extensiven GroBen vom
Range >2 aus dem Spiel lassen und nur ihre Komponentensysteme, die ,,Tensoren,
verwenden. Was dagegen den Rang 1, die , Vekforen' betrifft, so geht es unseres
Erachtens nicht an, das Komponentensystem mit dem Vektor zu identifizieren, nachdem
im geometrischen und physikalischen Sprachgebrauch der Vektor durchgehends als exten-
sie Groe eingebiirgert ist. Der Vektor x=_3'r,pi = S'rip, ist als solcher weder
whovariant noch ,kontravariant, sondern invariant. Was man als kovarianten und
kontravarianten Vektor unterscheidet, sind lediglich die Komponentensysteme {r.}
und {r*} in bezug auf die reziproken Grundsysteme {p:) und {p,}, also verschiedene
Beschreibungen ein und desselben geometrischen Gebildes.

Auch der Gebrauch der Worte ko- und kontravariant (bzw. -gredient), die ur-
springlich einen relativen Sinn haben, im absoluten Sinne (n#imlich stets in bezug
auf das System {p;}) scheint mir sprachlich bedenklich und fiir den Ausdruck er-
schwerend, weshalb ich ihn vermeiden werde.

**) Eine Ausnahme macht nur die Einheitsmatrix (af), die in ¢, k¥ symmetrisch
ist und bei allen Transformationen in sich selbst iibergeht.
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in allen Zeigern, so sind von seinen %#* Komponenten #! von null ver-
schieden und einander bis aufs Vorzeichen gleich, 4; ..., =+ 4;. .., je
nachdem (4, --- i ) eine gerade oder ungerade Permutation von (1,--- n)
ist. Die GroBe T = [p,,- - P., § 6, bietet ein Beispiel hierfiir.

§ 10. Komposition und Faltung.

Es seien J, K, L Komplexe von e, f, y Zeigern, also {47}, { Bix]
Tensoren vom Range &+, 8 +¢. Dann ist C;x=_" 47 B.x Komponente
L

eines Tensors {Cyx} vom Range ¢+ f. Im besonderen ist hierunter der
Fall « =8 =0 enthalten, in dem der resultierende Tensor aus einem
invarianten Element C besteht.

Aus einem einzigen Tensor { A%} entsteht durch ,Faltung nach den

Zeigern i, I der Tensor { A%} mit den Komponenten Ay = A%. Sein
2

Rang ist um zwei Einheiten gegen den urspriinglichen Tensor erniedrigt.
Die Faltung ist ein Sonderfall der zuvor beschriebenen Komposition, nimlich

eine zweifache Komposition der Tensoren {Ai{f} und {af} Ay = 2 Aieat

Umgekehrt kann auch die Komposition als Faltung des Tensorprodukt.es

mit den Komponenten Cjyx = A;;Bi nach den Zeigern %, k aufgefaBt
werden.

Die in §§ 9, 10 ausgesprochenen Tatsachen kann man auf zweifache
Art nachweisen; entweder durch Nachrechnen der Transformationen, oder
durch Spezialisierung des aligemeinen Produktes der Grundvektoren in (33).
Alternierung und Symmetrie der Komponenten entsprechen den gleichen
Eigenschaften des Vektorenproduktes. Die Faltung entsteht, wenn die zu
den Zeigern i, k gehdrigen Faktoren Y, p* innerlich miteinander multipli-
ziert werden.

IOII. Infinitesimale duflere Orientierung.
§ 11. Differentiale der Grundvektoren.

Nunmehr werde angenommen, daB die GroBen g stetige, zweimal
differentiierbare Funktionen von # unabhingigen Parametern, den ,Ur-
variabeln® ¢, t, bis ¢, selen. Dies bedeutet, daB in jedem Punkte der
n-dimensionalen Manmgfaltwkelt T ={t,%, -1} ein n-Bein {p;} von
bekannter innerer Orientierung” (d. h. Abmessung) angebracht 1st. Uber
die MaBbestimmung innerhalb ¥ ist damit gar nichts ausgesagt; ebenso-
wenig iiber die ,dupere Orientierung® dieser oo” n-Beine gegeneinander.
Wir konnen daher eine solche in gewissem Umfange willkiirlich festsetzen,
und zwar beschrinken wir uns zuniichst auf das Unendlichkleine, indem
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wir die za einer infinitesimalen Verschiebung d¢,, di,, - - -, dt, gehorigen
Differentiale dp, der Grundvektoren vorschreiben.

Diese Differentiale sind ihrer Natur nach wieder Vektoren, lassen
sich daher in Komponenten nach den P, zerlegen. Transformationstech-
nisch dagegen konnen sie insofern nicht als Vektoren angesprochen
werden, als sie sich anders transformieren. In der Bezeichnung des § 7
wird dg, = ; q:, ayp, +> dq; p, sein, weil die Transformationskoeffizienten

allgemeiner Art Funktionen der Urvariabeln sein werden; es treten also
bei der Transformation der dp, auch die Differentiale der Substitutions-
koeffizienten auf. Alle solche Vektoren (und Tensoren), die zwar rein
geometrisch, nicht aber transformationstechnisch sich wie Vektoren (bzw.
Tensoren) verhalten, werden wir ,Quasi-Vektoren“ (bzw. ,,Quasi-Tensoren®)

nennen,
§ 12. Tensor der iuBeren Orientierung.

Nach diesen Vorbemerkungen beachten wir, daB aus (24) und (28)
jedenfalls folgen wird:
\36) dy; - p* + pi-dyp* = da} =0,
(37 ap;- P+ 9, dp=da,, dp-p+ p-dpt=da®t
Auf den linken Seiten stehen nun nach (26) gerade die Komponenten der
Vektordifferentiale; wir bezeichnen sie in folgender Weise:
(38) ap; - p* = — p;- Ay = b},
(39) ap,- p=dby, —y-dy*=d¥
wobei nach (29) sein muB:

(40) Db, at — v = Dla,dv,
13

2
b, = Dldba,=Dlaydbra,,
7 hu

Dlatrdb, ot = Dlaitdlt = dbt,
YNy i
Die drei Systeme {db,,}, {@b*}, { db*} sind hiernach Quasitensoren zweiten
Ranges, die ein und derselben extensiven GrioBe entsprechen und durch
Heben bzw. Senken der Zeiger*®) auseinander hervorgehen. Wir sprechen
daber von ,dem Orientierungstensor“ {db} schlechthin.

* Folgerichtig (vgl. FuBnote **) 8. 195) miite db¥} fiir db} geschrieben werden.
Da jedoch die vierte Darstellung db4¢ nicht bendtigt wird, ist die obige einfachere
Schreibweise unbedenklich, wenn man sich nur einpriigt, daB der obere Zeiger der
zweite, der untere der erste ist.

also aunch:
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Die Komponenten db;, usw. sind lineare Formen der Differentiale dt,,
nicht notwendig aber exakfe Differentiale; die Zeichen b, usw. haben also
fiir sich keinen Sinn.¥)

Durch (38) wird (36) identisch erfiillt; (37) lautet nunmehr:

(41) ab,, + db,;, =da,, Ab*+ AW = — dat.

Endlich ist nach (25), (26)

(42) dp,= Dlabip, = Dldb,y, —dp = D dbiip, = Dldbip
i ri 2 3

§ 13. Kogrediente Differentiale.

Fiir einen beliebigen Vektor wird nunmehr:

(43) dv=d D)rp, = d Dyt = Dlori-p, = Dlor,-p,
s { ) $

worin gesetzt ist:
(44) 8r = dr+ Dby,  r,— dr,— Dldbir,.
2 4

Der Sinn des Zeichens d hingt also von der Stellung des nachfolgenden-
Zeigers i ab. Er soll auch fiir extensive Argumente beibehalten werden.
Dann ist gemdB (42):

(45) 0p, =0, 0pt=0.

Allgemein wird identisch, auch fiir extensive r;, s':

(46) A Dlrs = Dlor,- &+ Dlr, - 85
] L H

Hiervon ist (43), mit Riicksicht auf (45), ein Sonderfall.
Fiir eine beliebige extensive GroSe ¥ (vgl (33)) erhalten wir ebenso:

(47) aN =23Af:tz (9‘1 Tt pia{pkx "'pke)y

worin gesetzt ist:

(48)  dA;=dd]— sz 45+ 2 2 Y rad

u=121= r=1 1=

und die Komplexe (7‘1 e ia)) (il y-—l)) ( 41’ za); (kl ter kp)} (kl tee kv-l)r
(kyi1:-kp) mit J, Jy, I, K, K, K, bezelchnet sind.

« 9 Diese Freiheit der Bezeichnung ist seit langem tiblich fiir das ,,Linienelement*
ds, das nicht einmal eine lineare Differentialform, sondern die Wurzel aus einer-
quadratischen ist. Da Herr Einstein diese Bezeichnung neuerdings auf lineare Dif-
ferentialformen angewandt hat, tragen wir um so weniger Bedenken, ihm darin zn
folgen, als auch die Vektordifferentiale dp keineswegs als exakie Differentiale an--
gesprochen werden kdnnen.
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Wenn r bzw. ¥ Invarianten sind, so gilt das gleiche von dr bzw. d¥.
Bei linearen Transformationen des Grumdsystems siwd daher die Grifen
87, 84, 8A % Rogredient su 1, v, Al und sollen darum Liimftig die
wkogredienten Differentiale der Komponenten r, usw. genannt werden. Dabei
ist zu beachten, daf sie rein formal definiert sind, also auch aus den
Komponenten von nichtinvarianten, z. B. Quasi-Vektoren bzw. -Tensoren
gebildet werden konnen; daB ihnen aber dann die Eigenschaft der Ko-
gredienz nicht notwendig zukommt.

§ 14. Differentiale von Tensoren hoheren Ranges.

Wir haben oben die Absicht ausgesprochen, extensive GroBen héheren
als ersten Ranges aus dem Spiele zu lassen, und wollen daher die Ko-
gredienz des allgemeinen Differentials (48) noch auf andere Weise erhirten.

Zu diesem Ende beachten wir zuwichst, daB in (48) jedem der Zeiger
i,, k, rechter Hand eine Teilsumme, nimlich die zu u bzw. v gehdrige
Summe nach dem Zeiger 1 entspricht. Wir wollen sie als das zugehdrige
»Additament* des betreffenden Zeigers 4, k, bezeichnen. Tilgen wir pun
in einem kogredienten Differential irgend welche Additamente, so wollen
wir diese Tilgung durch Einklammern der zugehérigen Zeiger in dem
Symbol 847 andeuten. Beispielsweise wird GA(.':{""‘F‘) aus der GroBe (48)

durch Tilgung der zweiten, ebenso 6‘Af;1 '.‘.',ff) durch diejenige der ersten
Doppelsumme rechter Hand hervorgehen, und 8.4&"_:::3 wird mit dem
gemeinen Differential identisch sein: 84 = dAF.

Alsdann kann an Stelle von (48) die induktive Definition

(49) 04, = aA(,,J-;dbé Ay, 04 = g4®% +§db§ 4%

gesetzt werden, worin jeweils J bzw. K die Komplexe aller iibrigen, hoch-
oder tiefstindigen Zeiger bedeuten. Ersichtlich ist (44) als einfachster
Sonderfall hierin enthalten.

Aus (49) beweisen wir nun mihelos mittels Schlusses von % auf
% + 1 die Gilligkeit des distributiven Gesetzes fiir Tensorprodukte:

(50) 0(4;Bx) = 084;- B+ 4s- 8By,
worin abermals J, K Komplexe beliebiger, teils hoch-, teils tiefstindiger
Zeiger sein konnen¥). Zweitens beweisen wir den ,Falfungssatz®:

(51) a‘LZAﬁ; = §34f§= ;&42;},
“} Der Vollstandigkeit halber sei noch auf die Moglichkeit hingewiesen, die De-

finitionen (48), (49) durch (30) upd die symbolische Darstellung eines Tensors vom
Range m als Tensorprodukt vor m Vektoren auf (44) zuriickzufihren.
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der als Sonderfall (46) ¢nthilt und ebenso bewiesen wird. Die Summen
der zum oberen und unteren Zeiger L gehorigen Additamente, — insbe-
sondere in dem Falle, daB L nur aus einem Zeiger 1 besteht:

+D)db, A5 wnd - Ddvk 4%,
F” 4 u
heben sich nimlich fort. Bis hierher sind alle Entwicklungen rein formal
und unabhiingig davon, ob die betrachteten Systeme eigentliche Tensoren,
Quasi-Tensoren oder iiberhaupt Tensoren sind. Die Elemente selbst konnen
z. B. ihrerseits wieder extensive GrioSen sein.

§ 15. Nachweis der Kogredienz.

Nunm8hr sei die Kogredienz der d-Differentiale erwiesen fiir alle
eigentlichen Tensoren ersten bis #* Ranges. Dann ist sie auf Grund des
distributiven Gesetzes giiltig fiir alle solchen Tensoren hoheren Ranges, die
Tensorprodukte aus Tensoren m*® und niederen Ranges sind. Denn wenn
04; zu A;, 0By zu By kogredient ist, so sind 04, Bx und 4;dBy, also
auch ithre Summe 8(4,By) zu A4, By kogredient.

Nun sei J ein Komplex von m Zeigern beliebiger Stellung, { B’} ein
zu { B;} kontravarianter Tensor (d. h. jeder Zeiger in B; gegen seine Stellung
in B’ gehoben oder gesenkt) und {7’} das System der Komponenten
irgend eines Vektors. Dann ist { B/#*} nach § 8, da B’ und # willkiirlich
wihlbar sind, ein linear unabhingiger Tensor (m-1)** Ranges, und daher
gilt fir einen Tensor 4;; vom Range m + 1 nach (51):

d D) 45 B’ = D8 4 B + D) 45:8(B’F).
LJ L7 67

Hierin ist die linke Seite und, nach dem zuvor gesagten, die zweite
Summe rechts invariant, also auch die erste; d. h. 84, ist zn B/¢
kontra- und somit zu A;; kogredient, w. z. b. w. Ebensogut konnte 4 ein
hochstehender Zeiger sein; unsere Behauptung ist daher allgemein erwiesen.

§ 16. Besondere Fille,

Man erkennt *ohne weiteres, daB die kogrediente Differentiation aus
einem in irgend welchen gleichstindigen Zeigern oder Zeigerkomplexen
symmetrischen bzw. alternierenden Tensor wiederum einen in gleichem Sinne
symmetrischen bzw. alternierenden Tensor erzeugt. Insbesondere wird fir
einen in n Zeigern alternierenden Tensor:

8y = Adys. s Ayy...a D0
¥

G
B4 % = G4 A1 TR,
2

Mathematische Annalen, LXXVIIL 14
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Fir Tensoren zweiten Ranges wird ferner:

0, = de, "2 dbi ey, "2 b c,,,
i 2

(63) lo¢t —de —Dlavid + ' anie,
y i

h

80 = de + D abi et + DT dvr et
i 2

Mit Riicksicht auf (40), (41) ist daher im besonderen
(54) da, =0, O8at=0, Jda*=0,

was auch unmittelbar aus (28) und (45) zun entnehmen ist uad mit (40)
umgekehrt (41) zur Folge hat. Danach mufl anch

8T =0, 6T-'=0, d h. nach (52):

(55) ar =1 S

sein, was mit bekannten Sitzen fiber die Differentiation von Determinanten
leicht zu verifizieren ist.

IV. Pfaffsche Kovarianten.
§ 17. Allgemeines.

Wir kéngen in ¥ infinitesimale Verschiebungen in verschiedenen
Richtungen vornehmen, d. h. verschiedene Systeme {d,¢,}, {d;?,},--- von
Differentialen bilden, z. B. indem wir jeweils alle Urvariabeln bis auf eine
konstant halten. Der Wert, den du fiir spezielle Werte {d,?,} annimmt,
soll mit d u bezeichnet werden.

Schreiben wir abkiirzungsweise D,, fiir dyd, — d,d,, so ist D,u die
Pfaffsche Kovariante der linearen Differentialform d#. Dann und nur
dann, wenn du ein exaktes Differential ist, dem Zeichen % also ein selb-
stindiger skalarer Sinn zukommt, ist D,;u identisch null. Fir ein exten-
swes Argument u ist D,,u im allgemeinen nicht null.

Unabhingig davon, ob D u skalar oder extensiv ist, besteht die Tat-
sache, da D,u eine alternierende Bilinearform

Dyu=2T,,d,8,dt,, Uyo=—1U,,
der Differentiale der Urvariabeln ist.

Besitzt du einen tensoriellen Sinn (in welchem Falle es einen oder
mehrere Zeiger tragen wird), so ist an Stelle von dyd,u zweckmiBig dydu
zu bilden; dann soll d,d,u — d,d,u mit A u bezeichnet werden. Aunch
kann du selbst bereits ein kogredientes Differential §» sein; dann schreiben



Vektorielle Begrindung der Differentialgeometrie. 203

wir A v fir 0,0,0 — 8,0;v. Auch A u, A, sind unter allen Umstinden
bilineare alternierende Differentialformen, jedoch selbst keine Pfaffschen
Kovarianten, vielmehr, wie wir sehen werden, Komponenten von exten-
siven Pfaffschen Kovarianten.

Sofern 4, v einen selbstindigen, extensiven oder skalaren Sinn haben,
besitzen D und A die distributive Eigenschaft:
(56) Dyy(uv) = Dyyu-v+u- Dy, Ayu(uo)=Auu-0+u-A,0.%

Es sei niamlich dw = udv, so ist dyd,w = d,(ud,v), also
(d7) Dy, w = uD,yv + dyudyo — dyudgo;
die Anwendung auf u - dv + du - v ergibt (56).

Sind du' bis du® irgend welche, nicht notwendig integrable Linear-
formen, so ist

(58) ds = D' pdut =Dy du,
2 2
ein unendlich kleiner Vekfor. Weil dp, = 0, wird
dydy =2 dyd,u'p, = 2 dydyu, P,
(59) 2 2
D,s8 =2 Butp, =2 B3u, .
2 2

§ 18. Pfaffsche Kovariante des Orientiernngstensors.
Fiir einen beliebigen Vektor r wird gemiB (56):

(60) D5t = D,,Z"ﬁ- =2 7 Dysp; =2A129‘P,-,

weil einerseits #* ein Skalar, also D,,#*= 0, andererseits 8y, =0, also
a fortiori Ap,= O ist. Hieraus folgt, daB D,p, zu p,, A ,# zu #, apalog
Dy zu p* und A, 7; zu r; kogredient ist. Die Komponenten der Vektoren
D,,p; bilden daher nicht nur einen Quasi-Tensor, wie diejenigen von dp,,
sondern einen eigentlichen Tensor, in dem wir schon jetzt unschwer den
Kriimmungstensor erkennen. Weil der Operator D ebenso wie d distributiv
ist, miissen sich alle Schliisse des § 12 wortlich an D,,p, wiederholen
lassen und alle Relationen (38) bis (42) an seinen Komponenten wieder-
kehren. Zunichst wollen wir diese jedoch ausrechnen, um nicht erst eine
besondere Bezeichnung fiir sie einfihren zu miissen. Wir wenden (58),
(59) unmittelbar auf (42) an, indem wir d8 = dp, bzw. d’ setzen und be-
achten, daB dabei in bezug auf den Zeiger ¢ keine Additamente anzusetzen
sind (Dygp; = DyPy). Dann wird:

*) Sie ist, unter Beachtung obiger Schreibweise, von der Kommutativitit des
Produktes v unabhingig, was bei extensiven Argnmenten zn beachten ist.

14*




204 G. Hesseynera,

Dy, p; = 2 Abiyp: = ZAmb(m i
2 2

(61) _
— Dy, ¥ = Z Bb 0, = 2 B350 p*.
7 2

Analog zu (38), (39) ist dann:

62) (Dabe = Dl — BDu¥ = 8l
Dyapi - 9 = Brabie, — P D, ¥t = A, B0

Das Analogon zu (36), D,;a =0, ist durch diesen Ansatz formal noch
nicht befriedigt; es folgt daher zunichst:

(63) By by = Db,

und dann als Analogon zu (41), weil D, a,, = D,,a** = 0:

(64) Byybyy + Aub(b)i =0, A,FY+ 4,00 =0.

Nunmehr entspricht den Gleichungen (40):

(65) Dl Biabguart = Dby = By U = Dla, £,y 070,
M 2

nebst zwei weiteren Zeilen, deren Anschreibung tiberfiiissig ist.
Indem wir endlich (61) in (60) einsetzen und vergleichen, wird:

(66) Byyr; = ‘“2sz bory,  By? =2 A, bPr.¥)
2 2

§ 19. Rechnerische Nachpriifung.

Unsere Herleitung der Relationen (63) bis (65) konnte vielleicht
zweifelhaft lassen, ob es sich tatsichlich nur um FKolgerungen aus (41)
und nicht etwa um neue, dem Tensor {db}} aufzuerlegende Bedingungen
handelt. Setzen wir indessen fiir A,,b seine Bedeutung ein, so ist:

(67) BybP = Dy b — D (a1 bk — b1 aH),
A

(68) Ayl = Dy ¥t + D) (dbrdb: — dibkdb?),
i

*) Ganz allgemein wird fiir skalare oder extensive q identisch:

A= 1:4&"2Aubfﬂ‘h’ A,,q"=D,,q"+2A1,b§*’q1,
worin (61) und (66) als Sonderfille enthalten sind. Hieran kann man die Theorie
des § 14 wortlich fiir die Operatoren A, D an Stelle von 3, @ wiederholen; nur wird
sie so gut wie gegenstandslos dadurch, da8 im Gegensatz zu {db!} der Tensor
{AbY, ) ein eigentlicher, kein Quasi-Tensor ist. Infolgedessen ist nimlich das Addits-
ment — Ab),q, bereits selbst zu g; kogredient, daher auch Dq;, und dieses ist
fur skalare Argumente iiberdies null.
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(69) Alzb(:)k = Dubik “‘2“2# (dlbil dtbby - dsbs'z dxbm)r
4
(10) B H® = Dyt — Dla, (b dybet — dyb dybe?).
2

In (69), (70) sind die Additamente nach (40) umgeformt, um zn zgjgen,
daB sie in 4, k alternieren. Daher wird, unter Beachfung von (41):
(11) {Am bar T Braby; = Disby + Dypbyy = Dysay,

B O + £ VO = Dy b + Dyp U = — D, o',
wonach (64) in der Tat eine Folge von (41) ist. Auf Grund von (67),
(68) aber erweist sich (63) als eine Identitit und nunmehr (65) als ein-
fache Konsequenz von (40) unter Beachtung von (54)%).

Anmerkung. Der Orientierungstensor {db;} ist die Verallgemeinerung
des bei der Bewegung orthogonaler Einheitssysteme auftretenden Systems
der ,Rotationen“; fir o**=ai =a ; wird in der Tat da,, =0, db,=—db,,;
also der Tensor {db} alternierend. Denken wir uns im allgemeinen Falle
den Tensor {db,,} vorgeschrieben und die zugehdrigen g,, gesucht, so
zeigh (41), daB diese durch ein System von Anfangswerten eindeutig be-
stimmt sind, sofern {db,,} der Integrabilittsbedingung D, b,; + Dyg b, =0
geniigt. Man zeigt leicht, daB das identische Verschwinden des Tensors
{Ab,,} die notwendige und hinreichende Bedingung daftir darstellt, da8
das #n-Bein {p,;} in eine euklidische Mannigfaltigkeit von # Dimensionen
eingebettet, d. h. darch eine quadraiische Matrix von skalaren Kompo-
nenten dargestellt werden kann.

V. Ma8bestimmung in .
§ 20. Linienelement und geradestq Linien.

Wenn in € eine MaBhestimmung eingefihrt wird, so muB zwei be-
nachbarten Punkten {4,} und {,+d%,} ein Linienelement von bestimmter
Linge ds zugeordnet werden, durch unsere innere Orientierung ist dieses
zugleich als ein Vekior d3 von der Linge ds gekennzeichnet, dessen Kom-

ponenten lineare, linear unabhingige Differentialformen du=_wu‘¢ dt,,

nicht notwendig aber exalte Differentiale®¥) sein werden; wir nennen sie die
Grundformen der MaBbestimmung:

*) Beispielsweise wird 8,d,b;, = 8, S'd\by, a** = 3 3,d,b; . 0** usw.

7 5

**) Freilich kénnte dies obne Schaden fiir die Allgemeinheit angenommen werden,

da ja auch (ds)?=_'c®"dt,dt, werden wird. Indessen bringt diese Annshme eine
(10
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(12) s —-Zpldu -Z’p‘du
(13)  (d8)F= (ds)"—-zaz,,du‘du" =2du’du =2a”‘du du,.

sDer Vektor 1t = dé :ds hat die Linge 1; seine Anderung dt lings
einer Kurve C mit dem Bogenelement ds miBt daher die Richiungsinderurng
von d3, so daB sinngemiB

() t— -5

als ,, Kriimmungsvektor® des betrachteten Kurvenpunktes bezeichnet werden
kann. Aus r? =1 folgt vdr =0, also tf = 0, d. h. der Kriimmungsvektor
steht auf der Kurve senkrecht, sofern er nicht null ist. Ist letzteres in
jedem Punkte der Kurve C der Fall, so ist C eine ,geradeste“ Linie im
Sinne unserer MaBbestimmung und Orientierung. Die Anderung

(75) 4?3 = dds =2pi ddu

von d3 ist alsdann mit d8 gleichgerichtet, d. h. ihre Komponenten sind
zu denen von d8 proportional:

{ odut : ddu®: .- :0du” = dut: du®: - - -: du*,

oder ddw dut — ddu*dw = 0.

Um dies auch rechnerisch zu erweisen, zerlegen wir f in seine Kom-
ponenten k. Es ist

t=d8:ds =2p,(dw':ds), also dr=_1p,0(dw:ds) und

(76)

- i o dw é du
(7D K = 55, enalog k=2 45
Weil ds invariant, also dds = dds = d?s, wird weiter:
;  dsddw —duids
(78) k= as® ’

und sonach im Falle £ =0 in der Tat ddw’ : du’ = ddu!: du* = d3s: ds.
Erweitern wir (78) mit ds, so ist Zahler und Nenner rational; ins-
besondere wird, weil (ds)? = (d3)’, nach (75):

(19) dsdis = A8 P8 = D d3p,0dut = D' du, dds,
k k

Unsymmetrie in die Betrachtung, indem alsdann die komplementiren Komponenten

at® ~——-2c‘“’ dt, nicht notwendig exakte Differentiale sind, somit das Grundvektoren-
system vor seinem Komplement bevorzuogt erscheint.
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was natiirlich auch rein skalar aus (73) bewiesen werden kann. Setzen
wir noch im erweiterten Zihler von (78): (ds)®=_1du,du*, so kommt:

adu Edu‘du}‘ é‘dukdu'
(80) 2 =

Aus (76) folgt demnach auch umgekehrt = 0.¥)

Die geradesten Linien gind durch unsere MaBbestimmung nicht ein-
deutig erklirt. Je nachdem, wie wir die Differentiale da,, des ,,Messungs-
tensors“ {a,,} gemdB (41) in die Komponenten des ,Orientierungstensors®
{db,.} zerlegen, werden wir verschiedene Systeme geradester Linien er-
halten.

§ 21. Kiirzeste Linien.

Im Gegensatz zu den geradesten sind die ,kiirzesten”, d. h. diejenigen

Linien, lings denen die erste Variation der Bogenlinge f ds verschwindet,
durch den Messungstensor allein eindeutig bestimmt. Auch ihre Differen-
tialgleichung wird am iibersichtlichsten vektoriell dargestellt; bei der in
jedem Stadium der Rechnung méoglichen Ubersetzung ins Skalare empfiehlt
es sich, trotz der Unabhingigkeit des Ergebnisses vom Orientierungstensor,
diesen gleichwohl zur kogredienten Differentiation heranzuziehen, weil da-
durch die Rechnung auBerordentlich vereinfacht wird.

Es sei C ein Kurvenbogen zwischen den Punkten P, und P;; mit
d, bezeichnen wir die Differentiation lings C, mit d; eine solche quer zu
C (,,Variation“ 8 in der iiblichen Bezeichnung; das Zeichen 4 ist hier
natiirlich nicht mehr verfiigbar). Es handelt sich darum, C so zu be-
stimmen, daB fiir jede Querdifferentiation, sofern nur die Endpunkte P, P,

festbleiben, f dydys = O ist.

Wie in (79) folgern wir aus (ds)® = (d8)*: d,sdyd,s = d,8 dyd,3, also
fir v, = d,8:d,s:

(81) dydys = 1, ded,3 = v, D38 + 1, d,ds8.

In unserer Darstellungsweise liefert also die fibliche Vertauschung
von Lings- und Querdifferentiation ein Erginzungsglied D,,8=d,d,3 — d,d,3;
dies stort jedoch keineswegs, da es, bilinear in den ersten Differentialen,
keine zweifen Differentiale enthilt.

Das zweite Differential d,d,3 wird in bekannter Weise durch partielle
Integration beseitigt; d. h. wir beachten, daB

r,did;8 = a,(v,d,8) — dixd,3

*) An (80) bestitigen wir wiederum leicht, da8 Zbdu =0, d. h. ¥ senkrecht
zu t ist.
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ist, und daB das erste Glied rechter Hand zu [d,d,s den Beitrag
&

Py
f dy (1, d,8) = |1, d,ggi’
P, '

liefert; dieser hat den Wert Null, weil in P, und P, die Querverschiebung
d,8 verschwinden soll. Demnach wird endlich:

(82) f d;d,s =ﬂr1 Dys8 —d,r, d,8),
¢ ¢

und nach bekannten Schliissen muB der Integrand rechter Hand in jedem
Punkte einer Extremalen C fiir jede Querverschiebung d,3 verschwinden.
In vektorieller Schreibweise unter Verwendung des Kriimmungsvektors f,
von C lautet daher die Differentialgleichung der kiirzesten Linien:

D,,8
(83) Li=r1- dsdys’
oder ausfiihrlich:
d.3 8
(84) 4, g5 dyB = {jlt—s - D3

§ 22. Bedingung der Ubereinstimmung.

Da die Definition der geradesten Linien noch eine Willkiir enthielt,
liegt die Frage nahe, ob der Orientierungstensor {db;} nicht derart ge-
wihlt werden kann, daB die kiirzesten Linien zugleich die geradesten sind.
Die notwendige und hinreichende Bedingung hierfiir ist offenbar
(85) D 128 = O)
in dem Sinne, daB idenfisch, d. h. in jedem Punkte von ¥ und fiir jede
Wahl von d,, d, stets dyd,3 = d,d;8 sein soll. Diese Bedingung ist, wie
wir alsbald sehen werden, nichts anderes als die Christoffelsche Symmetrie
(13); ibr kann also in der Tat geniigt werden, und sie bestimmt alsdann
die duBere Orientierung, d. h. den Tensor {db}} eindeutiy.

Zerlegen wir D38 nach (59) in seine Komponenten, so treten an
Stelle von (85) die » skalaren Bedingungen

(86) A,w=0, d h 6,dw=3ddw, oder
(87) Dyt + D) (dybidy — dybidy) = 0.
2

VI, Ableitungen.
§ 23. Gemeine und kogrediente Ableitungen.

Die Grundformen du’ sollen linear unabhiingig sein; daher 148t sich
jede lineare Differentialform db als 3b,du' oder Stdu, darstellen. In
i
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folgerichtiger Durchbildung unserer all«remeinen Verwendung des Differen-

tialzeichens bezeichnen wir b, mlt o O mib a&‘ , setzen also

(88) db = Z—d '-—Z;f—'d/

wonach
2b Y . 0D cb éb
— = > at* = N E a5
cu, ouwt’ ow k Puy?
(89) k I8
ow ok ou,
3?2;. = a7, cuk s

und allgemein (unabhingig von der Zeigerstellung):

ew v dw
¢

sein muB. Das wesentlich neue Element dieser Verallgemeinerung liegt
darin, daB nur db, du' usw., nicht aber b, ' usw. selbst einen Sinn zu
haben brauchen.

Es treten auch Linearformen auf, die mit & an Stelle von d bezeich-
net sind. Dementsprechend miiBten wir ein dem geschweiften ¢ entsprechen-
des ,partielles Delta erfinden, wenn nicht gliicklicherweise die kogredienten
Differentiale auf die Zdhler unseres Ableitungssymbols beschrinkt blieben.
Hierbei ist es nun vollig ausreichend und unmiBverstindlich, zu schreiben:

Wd z_Z"b du,.

Auch hierfiir gelten selbstverstindlich (89) und (90). Die Koeffizienten

g—:,. ) 5"5—, in denen, sofern 0b von db verschieden sein soll, das Zeichen &
(3

91) 0b =

natiirlich noch einen oder mehrere Zeiger triigt, wollen wir ,kogrediente
Ableitungen® von b nennen, entsprechend den kogredienten Differentialen,
durch deren Zerlegung sie entstehen. Sie sind Jkogredient® allerdings nur
In einem erweiterten Sinne des Wortes; denn sie bilden einen Tensor vom
ndchst hoheren Range und tragen dementsprechend im Nennersymbol einen
neuen Zeiger. Dabel ist zu beachten, daB dessen Stand fiir das ganze Ab-
lettungssymbol der umgekehrte ist, wie fiir den Nenner allein: Ein im Nenner

hochstindiger Zeiger hat fir den Tensor {g%} die Bedeutung eines tief-

stindigen und umgekehrt, wie dies schon die Bezeichnung o0, = b; im
Eingang dieses Paragraphen zum Ausdruck brachte.
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§ 24. Absoluter Differentialkalkul.

Wir kommen nunmehr zu dem Nachweis, daB der Orientierungs-
tensor tatsichlich den Forderungen (85) bis (87) entsprechend gewihlt
werden kann, und daB alsdann umsere ,kogredienten Ableitungen mit
denen des ,absoluten® Differentialkalkiils identisch sind. Genauer gesagt:
DaB sie diese als Sonderfall enthalten, in welchem die Grundformen dw
exakte Differentiale und alle Zeiger des abzuleitenden Tensors tiefstandig
sind.¥)

In den Ableitungen ausgedriickt lautet (48):

a = g =
& 4x 9 4Kk __ 0 32 4K 0 1k, (K,1K
bulAJ o aulAJ- 22 ﬁbiy'&l;ll,'[ +223—u}b2 A

u=12=1 v=1 i=1

Dieser Ausdruck enthilt (11) als Spezialfall, wenn wir zeigen, daB

bei integrablen Grundformen duw’:

@) ot =1%)

ist. Hierfiir ist notwendig und hinreichend, daB die Gleichungen (12) und
(13) erfiillt sind, wenn wir {’zk} durch (92) definieren. Nach dem soeben all-

gemein gesagten ist aber unter dieser Annahme a,;, mit -a%-,a,. , identisch und
dieses nach (41) oder, was dasselbe bedeutet, (54), in der Tat null Ferner
ist in (87) das Additament in unserer Bezeichnung gleich

a 3 a (3 u
2(37# B — W-bﬂ) o dyut.
Ly

Setzen wir daher die Bedingung A =0 als erfillt und zugleich die
dw als exakte Differentiale, d. h. D;,uf = O voraus, so muB
9 14 0 1:
(93) pun 0t = a0 ™)
d. h. mit Riicksicht auf (92), in der Tat (13) erfiillt sein. .
Hiermit ist unsere Behauptung erwiesen und der AnschluB an die

ilteren Theorien hergestellt.

durchgehends in der ganzen Literatur, die
d Levi-Civita betrachten 1. ¢. den ,kontrt't—
bilden aber seine Ableitang M
ung sehr kennzeichnenden
enken und nachtriglich

*) Die erste Annahme findet sich
zweite ist unwesentlich. Bereits Ricci un
varianten® Tensor mit lauter hochstindigen Zeigern,
einer fiir die noch uniiberwundene Einseitigkeit der Auffass
Weise, indem sie die Zeiger vor der Bildung der Ableitung s

wieder heben. ) ) 2
) Voktoriell bedentet, dios: S2% ;= S0 i 2y _ D0, giosink in dor Tt

formal die Bedingung (85) der Integrabilitit von d3 = Sy dwt.
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§ 25. Verallgemeinerung fiir nichtintegrable Grundformen.

Der Vollstindigkeit halber geben wir noch die Werte ;230! fiir den

allgemeinen Fall an, daB die Grundformen keine exakten Differentiale sind.
Alsdann sei

(94 Dyyu = 2 Uiy 4,0 dyut' )
i

darin: :
(95) Uiy =—Usa.
Nach (87) ist alsdann an Stelle von (93):

9 ;i 0 ]
wahrend (41) formal ungeindert bleibt. Setzen wir daher

N -

(97) 5%;”: = {11 } + hzzb
wobei {ilk} nach wie vor durch (8) definiert sein soll, so wird
(98) hau — Mz + Ul =0,

(99) th'z Qi +2hizdzi =0,
2 )

woraus sich durch eine zn § 2, (14ff) analoge leichte Rechnung*¥)
(100) 2his = D & (a2 Us+ a2 Uil — Uik

Aou

und nunmehr aus (97) dbf usw. ergibt.¥¥)

* Ist du‘=2u"9dt9 und umgekehrt dte--—=‘2't€“.t du’, so wird:
14

2
24¢ o » 2 Ut 24
.Z)uu'zz -wé-t-a—--—ét—- dlte(lth, also Diu= "5}‘;—'-5?-' tel‘ay'
0o [ 0,0 ¢
** Durch Verwendung der Lickenbezeichnung (8. 195, FuBnote) erbilt man eine
besonders einfache Darstellung. Wir schreiben etwa hyas und U35 fir b}y und Ty, .
Dann lautet zundchst (99): b, + b, =0, und aus (98) erhalten wir durch Senken
des Zeigers 1: Briw —Puia + Uz =0 Nunmebr ergibt sich unmitielbar:
2h = U + Uiy — Uiias
und durch Heben des Zeigers I folgt (100) in der Schreibweise

2h2)8 = ULy + Upgi — Ugis -

*+ Es sei nochmals daran erinmert, da8 der Orientiernngstensor ein Quasitensor
ist; wire er ein eigentlicher Tensor, so wire die Christoffelsche Symmetrie in zwei
gleichstindigen Zeigern eine invariante Eigenschaft und kdnnte durch Ubergang zu
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VII. Hoéhere Ableitungen.
§ 26. Integrabilititsbedingungen.

2 2
Unter 537%147 und ﬂ%«%m sind folgerichtig die Koeffizienten von dw*

in d 38 ? und & aa ? zu verstehen, wobei dg irgend eine Linearform be-

zeichnet:
(101) af% =S que, 622 = EP qux.

QU G 1t ’ our dur dur
u P

Es liegt in der Natur der Sache, daB die Verallgemeinerung der gemeinen
zweiten Ableitungen so gut wie gar nicht benttigt wird, da bei zweck-
mifiger Rechnung das kogrediente Differential an Stelle des gemeinen be-
nutzt werden wird. Dazu kommt, daB die gemeinen hoheren Ableitungen
im Gegensatz zu den kogredienten nur einen Quasitensor bilden, so daB
eine Reihe wichtiger Eigenschaften beim Ubergang zu nichtintegrablen
Grundformen verloren geht, vor allem die Symmetrie

(102) Oy _ O

durout  gurgun

als Integrabilitdtsbedingung fiir dp. In kogredienter Darstellung wird mit
Riicksicht auf (86)

(103) D9 = Z(aw«aw auzaw‘)dlu‘dgzw

die Integrabilititsbedingung fiir dp besteht also, unabhingig davon, ob die
Grundformen infegrabel sind oder nichi, in der Gleichheit der kogredienten
mittleren Ableitungen. Nun ist explizite:

g 9 obf 5o
(104) Fui ol ~ Tudw L Juk Jue’

¢
und unter den beiden Voraussetzungen A,uf =0, Do = 0 ist nach (93)
das Additament in den Zeigern 1, u symmetrisch, daher die Differenz der
kogredienten gleich der der gemeinen mittleren Ableitungen und (102)
mit D,p = O gleichwertig.

§ 27. Differentialparameter A%¢ im bindiren Fall.

Dieser Hinweis ist wichtig fiir die zweifache Darstellung des Beltra-
mischen Differentialparameters A?¢p im Falle » = 2, wobei wir die be-
kannte Bezeichnung a,, = E, a,=F, a3 = G, du'= du, du*= dv ver-
wenden wollen:

nichtintegrablen Grundformen nicht verloren gehen. Ebenso ist natirlich { U}, } ein
Quasitensor, da er durch besondere Wahl der Grundformen zum identischen Verschvnn-
den gebracht werden kann.
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e, _}_ LIk Mg
(105) Afp = T [E ov? F(@uav + B‘vbu) + G au’

(106) Al = T 70 T(‘E ng) Bau T (F9<P (139’)]

ov
Die zweite Darstellung ist nur giiltig unter den Annahmen A,u = 0,
D% = 0. Unabhingig von ihnen muB sie nach § 26 lauten:

100 Mg = 7[5 (BT -5~ r(For —659)

und geht dann unmittelbar in (105) iiber, wenn man beim Ausfithren der

kogredienten Differentiationen beachtet, daB sich E, F, G, T wie Kon-

stanten verhalten. Die wesentliche Folgerung, die man aus (106) zu

ziehen pflegt, daB nimlich fiir A2p =0 die Form:
d=73(EL - F3) au+ 5 (FR2— 652) av

integrabel ist, flieBt nach § 26 unabhingig von der Integrabilitit der

Grundformen unmittelbar aus (107).

§ 28. Derselbe fiir n Variable.
Fir n > 2 definiert man A?p als Faltung analog zu (105):

(108) Alp =Y a,f, P —ZW 2 a7 —2 o pind

Explizite ist a.ndererselts unter Voraussetzung von (93).

: b o9 IR ~IUETH
Mg = 2(314’ U, e OW 8«;) aufau = Wt Ou,
i,
Vertauscht man in der Doppelsumme die Zelger und beachtet (55):
(109) Ag 0 alp 1 0T 8¢p

= 8u3u—.7§7¢7—8—17'

DA -1 DA Se ),
so erhidlt man das Analogon zu (106) Dasjenige zu (107):

W0 & =7 350 (758) ~ 7 2w (T 2o 7

geht wegen 87 =0 unmittelbar in (108) iiber, ist im Gegensatz zu (109)
von der Annahme (93) unabhingig und enthilt, wenn diese gemacht

wird, (109) als Sonderfall, weil sich alsdann die Additamente gegenseitig
aufheben. ¥)

") Letzteres gilt dbrigens fiir jeden zu { T¢f} kogredienten d. h. in allen Zexﬁem

k,,---k, alternierenden Tensor {T;; ) ln}'
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VIIIL. Der Krimmungstensor.
§ 29. Alternierende Eigenschaften.
Wenn die Gruondformen exakte Differentiale sind, ist nach (92):

sta=[1];

wonach durch Vergleich mit (18) aus (69) folgt:

(111) Dy ==2(iklm) . dyum*)

Lm
(112) K= Ay By it dott = D Dy b, diw py dyé.
Weil d% ein Ska]:', ist Dy dy =0, a;’sko
(113) Z‘Dupi dy' = Duzpi dw' = Dy,d\3,
somit endlich:
(114) K = Dy,d,8 d;3.

Die Darstellungen (112), (114) sind infolge ihrer Invarianz von der An-
nahme D u' = O wunabhingig. An Stelle der Relationen (19) bis (22)
treten jetzt:

(115) D, d,8d,3 = — D,5d,8 dy8,
(116) D, 4,3 4,8 = — Dy, d;3d,3,
(117) Dy 84,8 = DyydsBd,3,
(118) (D,4858 + Dyl + Dy, ds8) 4,3 = 0.%%)

Die beiden ersten folgen durch nahezu wortliche Ubersetzung der
Beweise zu (19), (20) in die neue Ausdrucksweise. Allgemein ist nimlich:
Dyw =— Dygw,  Dyq-t+ Dyr-q=Dy(qr)=0
letzteres, weil qr ein Skalar ist.*#¥) Ersichtlich werden hierbei lediglich

*) Setzt man
ALbE = Z{oklm}du‘d,u,

so ist nach (65)
{ikIm}= ati(ilm),
2

wihrend man aus (87) eine zu (18) analoge Darstellung von {¢kIm} durch die Grofen

{*%} und ibre Ableitungen erhalt. Auch (iklm} trith in Christoffels Rechuung anf.

**) Diese Darstellung entspricht nicht genau (22), sondern der gleichwertigen
(22a), unter gleichzeitiger Versetzung der Differentiationszeiger 1, 2, 3, 4.

*») Ebenso wurde (64) bewiesen, welches mit (116) gleichwertig, andererseits eine
Folge aus der mit (12) bzw. (15) gleichwertigen Bedingung (41) ist. Dementsprechend
muBte beim Beweise von (20) auf (15) zariickgegriffen werden.



Vektorielle Begriindung der Differentialgeometrie. 215

die Eigenschaften der dupBeren Orientierung, noch nicht aber die MaB-
bestimmung in ¥ herangezogen.

§ 30. Symmetrische und zyklische Eigenschaft.

Andererseits ist klar, daB (21), (22) ohne die MaBbestimmung in ¥
unméglich bewiesen werden konnen. Denn die Zeiger 4, k& des Symbols
(: k1 m) beziehen sich auf eine veklorielle Zerlegung nach den Grund-
velloren, dagegen I, m auf eine differeniielle nach den Grumdformen. So
lange daher diese mit jenen noch nicht durch die MaBbestimmung ,trans-
formatorisch gekoppelt® sind, hindert uns nichis, beide unabhingig von-
einander zu transformieren, wobei natiirlich eine invariante Beziehung
zwischen den zugehdrigen Zeigerpaaren unmdoglich ist.

Der Klammerausdruck in (118) entsteht durch dem Operator:

Dygs = Dyyds + Dyyd, + Dy, d,

= dydyd, — dydydy + dyd, dy — dydy dy + dy dyd; — dydyd,

= dy Dy + dy Dy, + dy Dy,
so daB (118) kiirzer lautet: D,,84d,3 =0. Die dritte der Darstellungen
(119) 148t aber erkennen, daB mit D ;8 =0 (85) auch D,,;8 =0 ist. Analog
zu § 3 erweist sich nunmehr (117) wieder als Folge von (115), (116)
und (118) vermdoge der Identitit:

2D, d,8d3 — 2Dy,d,3 dy3

{_—_ DyssB A8 — Dyg 8 dsd — Dyy 8,8 + Dye 3,3.%)

(119)

(120)

§ 31. Fall des verschwindenden Kriimmungstensors.

Das Verschwinden des Kriimmungstensors bedeutet bekanntlich, da
die MaBbestimmung in & eine ewklidische ist, d. h. daB ds* als Summe
der Quadrate von # exakten Differentialen dz, dargestellt werden kann.
Den Beweis dieses Satzes kOonnen wir im AnschluB an unsere Trennung

*) Man kann D,,, D,,, und die beiden Seiten von (120) durch folgende sym-
bolischen Determinanten darstellen:

d,d,i a, 4 4, 4 4 4 4
& &) |4 &-a|, | & & & & |
d, dy 4 48 43 a8 4,3

—ad,8 —d,3 d3 d3
mit der Vorschrift, da8 in jedem Glied der Entwicklung die Faktoren in der Reihen-
folge der Zeilen anzuschreiben sind, denen sie entnommen werden. In (119) haben
wir die Entwicklungen nach der ersten bzw. letzten Zeile und die volle Entwicklung
vor uns, in (120) links die Entwicklung nach Unterdeterminanten zweiten .Grades
(erste und zweite Zeile einerseits, dritte und vierte andererseits), rechis die Entwick-
lung nach der letzten Zeile und ihren Unterdeterminanten dritten Grades.
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von Orientierung und Messung in zwei Schritte zerlegen, von denen der
erste bereits in § 19, Anmerkung, im Anschluf an die Orientierung ge-
nannt ist: Im Falle A, b = O liBt sich das Grundsystem in eine n-dimen-
sionale euklidische Mannigfaltigkeit einbetten, d. h. man kann p, = 3'p, e,

setzen, wobei de, =0, ¢, =¢¢, also das neue Grundsystem {e, } oin festes
orthogonales Einheitssystem ist. Nach Einfiilhrung der MaBbestimmung wird

daher
a3 =2 e dz,, (ds) =2(da;e)’, dz, = 21"‘9 du?,
e e ’

und die Forderung D38 =2> ¢, Dy32, = O bedeutet, daB die Grundformen
dz, exakte Differentiale sind.

§ 32. Binirer Fall und GauBisches Kriimmungsmas.

Im Falle =2 hat eine alternierende Bilinearform die Gestalt
c(dudy — dudyv), wobei wir du, dv fir du', du® schreiben. Der
Klammerausdruck ist mit 7-' kogredient, so daB ¢7-! eine Invariante
ist. Insbesondere sei diese fiir die Pfaffsche Kovariante einer Linearform
dr mit Jr bezeichnet:

(121) Dr'=Jr . T(dudp— dyu d,v).
Der Kriimmungstensor nimmt die Gestalt
(122) K=K. T*dudy— dudv) (du dw — du dyw)

an, wobei die Invariante K = (1212): 72 das ,, Kriimmungsmap“ oder die
wKriimmung® schlechthin genannt wird.

In einer fritheren Arbeit¥*) habe ich das folgende, fiir viele Anwen-
dungen bequeme und eine ganze Reihe von Darstellungen fiir K als
Sonderfille umfassende Verfahren zur Berechnung von K angegeben:
Man stelle (ds)* als Summe sweier Quadrate von Linearformen dar:

(ds)* = (dp)* + ()%

K ~—J(WJp-dp+Jq-dg).
Dieser Satz 1aBt sich dank unserer Verallgemeinerung auf nichtintegrable
Grundformen wesentlich kiirzer beweisen, als es 1. ¢. unter Beschrinkung
auf integrable moglich war.

Wir wihlen namlich dp, dg als Grundformen; dann wird das Grund-
system ein orthogonales Einheitssystem, die Unterscheidung zwischen Hoch-
und Tiefstand der Zeiger gegenstandslos, p,=¥’, a,,=ai, db,, = db* usw.,
insbhesondere

darn. st

*) Uber die Invarianten linearer und quadratischer binirer Differentialformen usw.,
§ 15f, Acta math. Bd. 23.
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(123) T=1, (124) [fF=o,
{125) dbyy = dbgy = 0, dbyg = — dbs,.
Wegen (125) ist das Additament von A,zb;), null (vgl 67), also A,by,),
= Db, und nach (112)
{126) K = Dy,bys (4,9 d:9—d3p d,9).
Wegen (123) ist allgemein nach (121):
Dygr = Jr - (dipdyq —dyp dy g),
also insbesondere nach (126) und (122):

(127) K =Jb,
und vach (94, 93), weil du' = dp, du* = dg:
(128) Uis = Ju' = Jp; Uh = dJdu*=Jgq.
Aus (97) und (100)¥) aber errechnen wir mit (124):
?131 = — 112 ’ % = 6 s

also nach (128)
dbn = — JP -dp — Jq dg,
woraus mit (127) unser Satz folgt. —

Breslaun, im Juni 1916.

*) Besonders einfach an Hand der in der FuBinote Seite 211 gegebenen Dar-
stellung, unter Beachtung der Gegenstandslosigkeit des Zeigerstandes.
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