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Yekt~rielle Begrt~mdung der Differentialgeometrie. 
Von 

GERHXRD HESSESB~.RG in Breslau. 

I. Die  C h r i s t o f f e l s c h e  T r a n s f o r m a t i o n s r e c h n u n g .  

w 1. Christoffelsche Kovarianten. 
Durch die Bedeutung~ die die Theorie der quadratischen Differential- 

formen neuerdings f~r die Relativit~itstheorie erlangt hat, gewinnt die 
Frage aufs neue Gewicht, ob und wie der umf~nghche und schweff~lhge 
Formelapparat dieser Theorie vereinfacht~ wenn nicht umgangen werden 
kann. Die Versuche, die bisher in dieser Richtung unternommen worden 
sind,*) stfitzen sich im wesentlichen noch immer auf Christoffels be- 
rtihmte Transforma~onsrectmung;**) ehe wir daran gehen~ diese dutch 
eine geometrische Betrachtung zu ersetzen~ wollen wit ihren Gedanken- 
gang kurz aufzeichnen. 

Bei Einftihrung neuer unabh~ngiger Variabeln v 1 bis v ~ an Stelle 
yon u 1 his u ~ werde klentisch: 

(1) ' 
~,k Q,a 

Hierbei sei ai~ = a~i , a l so  be, , ~ hoe , ferner die Determinan~e ]ai~!, also 
auch l beol  yon Ruff verschieden. Alle Zeiger gehen yon 1 his n. 

Erste Differentiale und Formkoeffizie~ten transformieren sich alsdann 
linear und homogen mit Substi~utionskoeffizienten, die rationale ganze 

*) Vor aUem tier ,,absolute Differentialkalkul" yon Rieei und Levi-Clvita, Math. 
Ann. 5~, wO weitere Literatur angegeben ist. 

**) ~ e r  die Transformation der homogenen Diife~ntialausdrficke zweiten Grades, 
Crelles Journ. 70, 1869. 

***) Die Bedeutung des Hoch- und Tiefstandes der Zeiger f~r Ko- und Kontra- 
gredienz wird weiter unten angegeben werden. In den bisherigen Darstellungen war 
es 5blich, an den Variabeln und ihren Differentialen eine Ausn~hme zu machen und 
du~ ffir du~ zu schreiben. Eine folgeriehtig durchgefiihrte Symmetrie zwingt uns 
hier zur Beseitigung dieser Ausnahme. Da die Gefahr einer Verweehslung tier 
hochst/~ndigen Zeiger mit Potenzexponenten nicht auftritt, kann ihre Einklammemng 
unterbleiben und f~r einen besonderen Bezeichnungszweck vorbehalten werden. 

13" 
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Funl~ionen der Ableitungen der alten Variabeln naeh den neuen sind; 
z. B. wird 

(2) du ~ -=~_~ Ou~ ~-~ dye, 
o 

(3) be+ = ~  a,+ b~ 0~+" 
i , k  

Gleiehung (3)ist mit (1) gleiehbedeutend. Allgemein besa~ 

(4) Be, e,...e,, ~- A,,~,...~ 0ve~ 0re, Oven' 
S x - t m 

dab folgende m-faeh llnearen Formen ineinander iibergehen: 

(5> ~ ++.,.. ++,,+,,++,...,+,,,,,+,= ~ .~+, ..+,,,,+,~,+,...,+++,,~+,+. 
v , - - - %  P"" t m  

Bei der Transformation hiiherer Differentiale und abgeleiteter Form- 
koeffizienten treten anch die Ableitungen h/iherer Ordnung der Vaxiabeln 
u' nach den vr in den Substitutionskoeffizienten auf. Beispielsweise folgt 
a ~  (3): 

[ O'-' ~d ~-' _ O'J ++,++ ~ .  o++,+ +.s o~ 0.' + ~  a,+ koveo,,, + ,%+ + (+) 
Or+Oval 

o 

t~k~l 

Die Anzahl der Gleiehungen (6) ist infolge der Symmetrien be+= bop, 

z no(nO1), wie diejenige der zweiten ~'us ~'"~ ebensogro$, n~imlich 

Ableitungen der u s. Daher liegt tier Versuch nahe, sie nach diesen auf- 
zulSsen. Er geling4 und ergibt: 

r ~'~'~+..++ ,; a+.++ s ,+,.~+ 
(+> ++~ ~ : { , ,  ++ ~ {  ,'+} moo,, 
Darin ist mit Christoffel zur Abkfirzung gesetzt: 

und (a ~+) bezeiehnet die zu (as+) reziproke Matrix, also a '+ die dutch die 

Determinante [a,~[ dividierte Unterdeterminante van ask. Die GrSfle {e~}' 

ist vSllig analog ans den Koeffizienten und Varialldn der h~ansformierten 
Form .~beodVe dv ~ zu bilden. 

Nunmehr kSnnen wit aus jeder Transformati,~gleichung die etwa 
auftretenden hSheren Ab~eitungen der Variab+l~ forttchaffen trod m~issen 
dann anf eine G leichtmg yore Typus (4) ~ r t  wtrden, welche als 
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Kovarianz (5) gedeutet werden kann. Bilden wit beispielsweise in (4) 
beiderseits die Ableitung nach v ~ so ergibt das Eliminationsveffahren 
nach einer naheliegenden und harmlosen Umformung unmittelbar: 

(9) Bexe....e~ . = Aq~. ,,,~ ~ve~ ~ e , " "  ~v~ ~vo, 
i x �9 . ~ m , k  

sa~ also aus, dal3 die m-faeh lineare Form 

(10) ~ A ~ . . .  ~d~u' ,  d # ~  . . . d,,,u'~ du ~ 
~ l  " " 17n  k 

eine Kovariante yon 

...;~a,~ du; du k lind .~A,x .  .,,, dlu'x . . . d,~,u',,, 

ist. Die Koeffizienten dieser Kovarian~e: 

22 
, u = l  2 = 1  

sind die sogenann~en ,,Ableitungen der A, x. i,, in bezug auf  die Form 
.--~a,~du~du~"*); -Be~ e ~  ist analog aus den transformierten GrSi~en zu 
bilden, indem man in (11) die Zeichen A, u, i, k und { } durch B, v, O, a 
und { }' ersetzt. 

w 2. Symmetrie tier DreizeigergriiBen. 

Es liegt nahe, insbesondere nach den Ableitungen der ai~ selbst in 
bezug auf die Form ~--~a~du'du k zu fragen. Wir finden: 

~a,~ kzZ } 

2 2 

Wir wollen fiir spgter beachten, dab diese Gleichungen die Christoffel- 

schen Gr6Ben {ilk } eindeutig definieren, falls wit noch die aus (8) folgende 

,Christoffelsche Symmetrie" in den oberen Zeigern: 

hinzunehmen. Setzen wit ngmlich mit Christoffel: 

(14) {i:}--~a"[iZk], d.h .  Eilk]= ~ a , ,  { ' : } ,  
2 2 

so ~reten an Stelle yon (12), (13) die gleichwertigen Forderungen: 

(15) ~a,~ 
- * [ ? 3  

*) Ricci und Levi-Civita, 1. c. 
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aus denen sieh sofor~ 

E', = 
und nunmohr tiber (14) wieder (8) orgibt. 

OuZ 

2 

zwisehen dessen Koeffiziengen die Relationen bes~ehen: 

(19) (i~lm) = - - ( i kmt ) ,  
(~o) (ik~,~) -- - ( ~ i ~ ) ,  
(~l) (ik~m) = (z.,nik), 

( ~ )  (~k~,~) + (i~mk) + (~,,~) = o. 

mm nes~ (tg) ~ m i ~ t b ~ ,  (~0) ~ Z~ilf~n~m~ ~o~ 05)  ~ (lS) ~b; 
dagegen effordert der Nachweis yon (21), (22) ~ eine Verschiedenhei~, 
yon deren tieferem Grund sp~er noeh zu reden sein w i r d , -  die Heran- 
ziehung der Christoffelschen Symmetrie, indem man z. B. mittels (14) und 
(17) folgende ausfii~lichere Dars~ellung errechnet: 

1 n~ ( n ~  1) linear un- Bekannt ist~ dab yon den ~rSBen (iklm) nut 

abh~ngig sind; ferner, daft (22), wenn zwei gleiehe Zeiger auft~eten (was 
im Falle n ~ 3 st~s der Fall is~), sieh auf eine Folgerung aus (19) bis 
(21) redaziert. Dagegen scheint nieh~ beachtet worden zu sein, dab (21) 
eine Folge der drei anderen Rdationen is~. Auf Grund yon (20)kann 
man n~mlieh in (22) auch den ~weiten Zeiger festhal~ea mad die drei 
anderen zykliseh permutieren; infolgedessen existiert zu jedem {]lied yon 
(22) eine zweite Relatioa yore Typus (22), in der es auf~i~t: 

w 3. Riemann-Christoffelscher Krfimmungstensor. 

Eliminieren wir aus den In~egrabflitii~sbedingungen: 

tier Gleichungen (7) die zweitea Ableitungen der u ~ mittels (7), so er- 
halten wir durch eine wegen ihres Umfangs beriichtig~e Rechnung eine 
quadrflineare Kovariante, den ,Riemann-Christoffdschen Kriimmungstensor" 

(18)  "~'"~ 
( i k z ~ )  = ~  I -~ rl ~ i ,,, 
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(22~) 
(22b) 
(22e) 
Man hat 

(ik~m) + ( ~ a )  + ( ~ 0  = O, 
( ~ )  + ( a ~ )  + ( ~ i ~ )  = O, 
(~mi~) + ( ~ , 3  + q ~ )  = O. 

nut (22), (22a) seitenweise zu addieren, (22b), (22c) zu sub- 
t ~ e ~ e n  una (19), (20) ~u beachten, z. B. (mZk0-  q m ~ ) ,  um (21) ~.u 
erhalten. 

w 4. M~ingel formaler Methoden. 

Auch dann, wenn man Invarianzen und Kovarianzen in erster Linie 
als Ergebnisse yon .Eliminationen, n~imlich der Subs~itu~ionskoeffizienten 
aus Transformationsgleichungen, auffaBt,*) wird man als ein Hauptziel der 
Invariantentheorie die Vermeidung oder wenigstens Einsehr~nl~ung der 
.Eliminatio~rechnungen anerkennen mfissen. Und dies nicht nur wegen 
ihres l~istigen Umfanges, sondern mehr noch wegen des fiir geometrische 
und physikalische Anwendungen wesenflichen anschaulichen Sinnes der In- 
variante oder Kovarian~e, der dutch formale Bildungsveffahren keineswe'gs 
unmi~elbar  erschlossen wird, wohl aber seinerseits den formalen Nachweis 
der In- oder Kovarianz entbehrlich macht. 

Darum is~ Christoffels Methode, weil sie die Elimination explizite 
durchrechne~, schon in rein formaler Hinsieht nicht das letzte Weft ,  wenn 
sich auch auf ihren Ergebnissen ein brauchbares Verfahrea zur Invarian- 
tenbfldung ohne weitere Eliminationen errich~en l~t~t**). Die Verbesserungen 
dieser Methode***) wiederum haben, soweit wit sie ~ibersehen, nur eben 

*) Vgl. z. B. Knoblauch, Grundlagen der Differentialgeometrie, w 46. 
**) Seine Durchbildung im ,,absoluten Differentialkalkul" l~i~t freilieh noch recht 

viel zu wfinschen fibrig. Das Ansetzen eines neuen Zeigers als 0perationszeiehen 
setzt voraus, dab der abzuleitende Tensor dutch ein Symbol yon tier Form Ai~...~ 
bezeichnet is~. Ist dieser abe~ selbst dutch Addition, Multiplikation oder Faltung 
entst~nden, so trifft diese Voraussetzung nicht zu, wenn nich~ ffir das der Ableitung 
vorangehende Ergebnis ein Zwisehensymbol eingef~h~ 'wird. JedenfaUs kann die 
Sukzession algebr~ischer und different~eller Operationen auf diese Weise nicht durch 
ein einheifliches Symbol ausgedrfickt werden. Die Analogie des ,,absoluten" Differen- 
tialkalkuls mit dem gemeinen mu~ in den Rechensymbolen selbst, nicht nut in der 
Namengebung zum Ausdruck gebr~cht werden. Was diese betrifft, so ist sis zudem 
wenig glficklich; vor allem ist es unerfindlich, warum eine ausgesprochen re/afire, 
n~mlieh auf eine Grundform ~ a i ~  d~ i d~ ~ bezogene Rectmungsart als ,,abso~ut" be- 
zeichnet wird. Die elementarsten Grunds~tze der Zweekm~13igkeit gebieten doch ge- 
t ,  de, die geme/nen Ablei~ungen im Gegenss~ zu den auf eine Grundform bezogenen 
als abso~e zu benennen. Ygl. aueh Seite 196, erste Fu~no~e. 

***) Vgl. z. B. Knoblanch, t~bex den Beweis der Christmffelschen Kovarianz, Sitz. 
Bet. d. Berl. Math. Ges, Bd. I, Hessenberg, t~-ber die Gleichung der geod~ischen Linien, 
ebenda, sowie: ~ber die Invarian~en linearer und quadra~ischer binlkre~ Differenidal- 
formen usw., Acta Math. Bd. 28. Ma~chke, A new method of det~rminlng the differential 
parameters and invariants of quadra~ie differential quan~ics, Trans. Am. Math. Soc. 
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diese rech~riscI~ Schw~iche iiberwuuden, ohne indessen dem Zugang zur 

9 ~ ~  Bedeutung wesentlich n~her gekommen zu sein.*) 

w 5. Extensive Or~Ben. 

Ein solcher Zugang erSffnet sich nun in einer~ wie mir scheint, iiber- 
raschend einfachen Weise auf dem Wege GraBmannscher Ideen. Einem 
Tensor {A~..~} entsprieht eine extensive Gr~iBe ~ deren Differential d~  
wiederum eine extensive GreBe yon gleicher Dimension ist; seine Kompo- 
nenten ~-~ . . .~  sind daher denen yon ~ notwendig kogredient. Anderer- 
seite ist ~A~...~ eine lineare Differen~ialform ~ A ~  . .~du~ und deren 

Koeffizienten erweisen sich als die durch (11) definierten ,,Able~tungen". 
Die Formel (9) wird hierdurch in der Tat so trivial, daft ihre rechnerische 
Herleitung bestenfalls den Weft einer Rechenprobe behalf. 

Der Weg, den wit im folgenden einschlagen werden, fiihrt zu den 
Christoffelschen Dreizeigergr~i~en fiber die Formeln (12)und (13). Dabei 
wird sich zeigen, dab ftir die abzuleitenclen 1mvarianzen~ auch diejenige 
des Krfimmungstensors, nur die Forme]n (12) wesentlich sind~ w~ihrend 
die Christotfelsche Symmetrie (13) vSllig ausgeschieclen werden kann. Ihre 
Bedeutung l ~ t  sich dagegen in der Aussage zusammenfassen~ dab in der 
Geometrie der betrachteten ~-dimensionalen Mannigfaltigkeit die ,,ger~es~" 
Liuien zugleich die ,~/rzest~" sind. 

I I .  V o r b e m e r k u n g e n  aus  d e r  V e k t o r a l g e b r a .  

w 6. Reziproke Grundsysteme. 

Wit bezeichnen Vektoren mit deutschen Buchstaben p, q, ~ usw., ihre 

absoluten LRngen mit den zugeh~irigen lateinischen, p,  q, r usw.~ das 
innere Produkt p.q cos (pq) mit p q, die RuBeron Produkte mit [pq]~ 

Vol. I, A symbolic treatment of the theory of invariants of quadratic differential quantics 
of n variables, ebenda, Voh IV, sowie das Referat yon J. E. Wright, Invadants of 
quadratic differential forms, Cambridge Tracts in Math. and Math. Phys., No 9. 

*) Dies gilt insbesondere yon den differentiellen 1~bertragungen soleher Mge- 
braischer Methoden, bei denen die Inva.dan~n aus ,~)o/e~", d. h. aus formalen 
Zeichen aufgebaut werdon, die f~r sich allein keinen, also auch keinen geometrisehen 

Sinn babes. Ma~chke setzt z. B. ~ai~d~ddut ~ (df)t; die ,symbolische -~unI~ion" f 
ist an und flit sich ebenso wie ihze Ableitungen t~, f~ usw. slnnlos, w~end z. B. 

fi~,~-L~l~j wird. Indess~n l~Bt sieh gerade diesvn Symbolen ein Sinn, 

und zwar ein ausgesprochen g~cher, unterlvgen, wenn man beachtet, dab df 
formal genau dieselbe Rolle spiel• wie unsere ~ GrSBe d~ (w 20). Die ,~n- 
~k" ~ entsprecheu dadureh unsezen Grundvektoren ~)#, und die Gleichheit der mitt- 
leren Ableitungen~ f~t ~-hi, die die Auffassung der f~ als Ableitungen eines Symbols 
f erm~gHeht, enth~t die Christoffelsche Symmetrie. 
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[p q r] usw. AIIgemeiner bezeichnet (Plqir---) irgend ein Produkt, yon 
dem nut die Gfiltigkeit des distributiven Gesetzes vorausgesetzt ist. 

In einer ~-dimensionalen euklidischen Mannigfaltigkeit seien ~z linear 
unabh~ingige Vektoren Pi (i ~ 1 bis n) gegeben. Wit nennen sie die ,,Gr~nd,- 
ve~en" und das System {p~} das ,,~nd~st~". Wir bflden sodann das 
,,reziwokd' System {p~}, dessen Elemente wit auch die ,Kom~n~ ~ der 
Grundvektoren nennen und fo]gendermaBen definieren: p~ steht senkrecht 
auf allen Grundvektoren auBer Pd seine Projektion auf p~ ist mit Pi gleich- 
geriehtet und hat die Lgnge 1 :~r In Forme]n ausgedrfickt soLl sein: 

. _  I0 flit i ~  k|  
(24) --a,--i1 fiir i~kt" 

�9 ~ ~ l g  Die Matrix (a~) ist also die .Emheltsmatrax . Umgekehrt ist hiernach 
auch {p,} das reziproke System zu {p'}. 

Ein beliebiger Vekter z ist nun in jedem der beiden Systeme dutch 
seine skalaren Komponenten darstellbar: 

$ g 

Atff Grund yon (24) ergibt sich ftir diese Komponenten: 
(26)  e ~ r p~ r, - -  r ~,. 
Insbesondere ist daher 
(27) p' ----- . ~  a '~ p,. p, = , ~ ,  a., p~. 

k k 

darin: 
(28) a '~- p'P~, a,k ~ ~. ~. 

Hiermit folgt wiederum mit Rticksicht auf (26): 

(29) , 
k 

die Matrizen (a,~) und (a 'z) sind daher rezivrok: 

(30) 

and fiberdies natiirlieh symmetrisch. 
Fiir das innere Produkr zweier Vektoren r,/~ erhalten wlr folgende 

vier Darstellungen: 

insbesondere wird 

(32) r'= (r)'--~la,,r'r~-~--~'a'k,,r,=~_~',r ~. 
i , k  s, k 
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Durch die symme~rische Matrix (a~) ist sonach die Magbestimmung 
unserer Mannigfaltigkeit oder, was auf dasselbe hinauskommt, die geo- 
metrische Oes~alt des ,,n-Beins" {p,} eindeutig bestimmt. In der Tat 

kennen wit die absoluten Liingen Pi-~ ]/a-~, der n ,Beine" und die Kosinus 
tier yon ihnen gebildeten Winkel, cos (P, Pk) ~ a~ : p,p~. Die Grundvektoren 
sind im allgemeinen rein geometrisc.h als extensive GrSBen anzusehen. 
Sie dutch n-tupel yon skalaren GrSBen zu interpretieren wfirde lediglich 
die Zur~ickfiihrung auf ein neues Bezugssystem yon n Vektoren bedeuten. 

Die Determinanten ]a,~, und !a'~[ sind die Quadrate der ~iugeren 
Produk~e [pip2.- .  p~] und [p~p~.-. p~], deren Absolutwerte wir mit T 
und T bezeichnen werden; also [a,~l ~ T~ [a '~] = T -~. 

l~otwendig und hinreichend f~ir die Orthogonalit~t des Grundsys~ems 
ist die Bedingung, dab es mit seinem reziproken System gleichgerichtet 
ist (a,~ = 0 f'tir i + k). Haben zudem alle Grundvektoren die L~inge 1 
(orthogonales Einheitssystem), so ist es mit seinem reziproken identisch, 
und es wird p, = p~, r, ~ r', a,~ = a~ ~-a  ~ usw. 

w 7. Kogredienz und Kontragredienz. 

Werden an Stelle der p, neue Grundvektoren q e ~ ' ~ p ,  eingefiihrt, 
$ 

so =  uch r d. die una {q,} re i- 
Q 

proken Systeme werden dutch die inverse und transponier~ Substitution 
traasformier~: t~eziwoke Systeme sind zueinander kontragredient. Das gleiehe 
gilt, wie man unmittelbar sieht, auch yon den reziproken Komponenten 

r,, r ~ eines Vektors r; es wird, wenn r ~ e  qe = - ~ ' e q  e is~, r'f~.~q~ ~e, 
e e 

~e= .~q~r, ,  so da~ die gomponenten r ~ in bezug auf das Grundsystem 
| 

{p~} zu dem reziproken System {p'} kogredient sind und umgekehrt. 
Generell handelt es sich hierbei um folgenden allgemeinen Zusam- 

menhang: Sind { r ~ }, { s, } irgend zwei kontragrediente Sys~eme, deren Ele- 

mente skalare oder auch extensive GrSgen sein kSnnen, so ist .~r~s, eine 

Invariante. Ist umgekehr~ .~r~s, invariant, und das System {s,} ,linear 
unabh~ngi]" d. h. k~n~ aus ~.six '  ~-0 auf xl ~ x2 ~ - - - ~ - x ~  ~-0 ge- 
sehlossen werden, so sind die Systeme { r' } und { s~ } kontragredient. Daher 
sind die Komponenten eines invarianten Vektors nach den Grundvektoren 
zu diesen kontragredient und zu ihren Komplementen kogredient. Umge- 
kehrt ist jedes zu den Grundvektoren kontragrediente System yon Skalaren 
deutbar als das System der Komponenten eines invarianten Vektors nach 
den Grundvek~re~ 
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w 8. Allgemeine Tensoren. 
Wenn {x~,..., x,,} und { ~ , - . - ,  ~,} linear unabhRugige Systeme sind, 

so ist aueh das System der nm Gr~gen X~ = x,~k ( / =  1 bis nm*)) linear un- 
Es transformlert smh ferner linear, wenn die beiden erst~n abhKngig. ~ " " 

irgendwie, jedes dutch eine besondere Substitution, linear transformiert 
werden. Ist { y'} zu { x, }, { ~ } zu { ~ } kontragredient, so ist auch das System 

der Gr~Ben Y ' ~ = y ~  zu {X~} kontragredient; denn ~-~X~Xn=~-~x,y~..~ 
ist als Produkt zweier lnvarianten selbst eine Invariante. Wir werden das 
System {X~} als Tensor~rodukt der Systeme {x~}, {~} bezeiehnen. 

Ausgehend yon irgend welchen zu den Grtmdvektoren ko- mad konh-a- 
gredienten Systemen { r~ }, {s, }, �9 �9 { t,}, { u~}, { v ~,, �9 �9 ., { u~} kSnnen wir 
~mamehr Tensorproduk~e mit Komponenten 

X ~' ~" "" ~ = r~ s~- �9 �9 t~ u ~, v~. �9 �9 w~,~ i~ ,'~ --- iv 

bilden. Jedes zu solehem Produkt kogredien~e System {A~.": x-,~ ~ } heil~t ein 

Tensor yore Range a +/~. Ibm entspricht eine extensive GrSSe 

(33) ' 

, ,  ,o 
i x .  - �9 ic t  

k x  - . .  k ~  

yon invarian~er Bedeutung. Indem wir die Grundvek~oren dureh ihre 
Komplemente ausdriieken oder umgekehr~, k~nnen wir beliebige Indizes 
zwisehen Hoeh- und Tiefsf~md weehseln lassen. Z. B. wird 

(34) 2==Z~....,~,~,,...~,n(O', p', l . . .  l p'~ t p*, I p** l ..- [ p~,~), 
6 . . . i ~  

k x  �9 " .  k : ~  

mad darin 

(35) A~.. .  6- ~ a~,~, a ~  �9 �9 �9 a z ,~ .  
2x - - "  2 3  

Beispiele fiir dieses Heben und Senken der Zeiger bie~n bereits die 
Gleiehungen (29) und (30)**). Es erhellt zugleich, warum flit den Rang 

*) Wit denken uns die ~m geordneten Zeigerpaare (/, k) irgendwie den Zahlen l 
yon 1 bis ,tin zugeordnet (numeriert), z. B. /-~-m(iN1)-~-k. 

**) Sic zeigen fibrigens, dab eine sorgF~l~ige Bezeictmungsweise die beim Heben 
oder Senken entstehenden L~cken kennzeichnen refute. Z.B. m~flte in (85)folge- 

richtig auf der rechten Seite ein Symbol wie o . . .o  k~... A ~ . . . ~  o .~  tJ~hen, ds ja auch 
Zeiger aul~erhalb der angeschr~ebenen Reihen~olge versetzt werden kSunen. Dement- 
sprechend mfiBtr such daJ Symbol a~ dutch a ~  ersetzt werden, wean dieses nicht zu- 
Fallig mit a ~  gleiehbedeutend w~re. Da wit es hSehs~ns mit vier Zeigern zu tun 
haben werden, und da niemals alle m~gllchen Versetzungen in Frage lrommen, erfibri~ 
sich die yon Reehts wegen efforderliehe Sorgfal~ der Bezeichnung. 
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eines Tensors lediglich die Gesamtzahl der Zeiger, a + ~5~ nicht abet ihre 
Verteilung auf das Grundsystem und sein Komplement wesentlich ist.*) 

w 9. Symmetrische und alternierende Tensoren. 
Zwei Zeiger soUen .,ql~ichsliindig" hei~en, wenn beide hoeh oder beide 

tier stehen, andernfalls ,,gegens~ndig". Mit groBen Buehstaben J,  K~ L~. . .  
wollen wit Komplexe yon Zeigern andeuten, die teils hoeh, tells fief stehen 
kSnnen. Wird jeder hochs~ndige Zeiger eines Komplexes gesenkt, jeder 
tiefstYmdige gehoben, so entsteht der ,~q~enst~ndi#e" Komplex, den wir 
dutch Heben bzw. Senken des Komplexzeichens selbst andeuten. 

Ist ein Tensor symmetrisch oder alternierend in zwei Zeigern i~ k~ 
so lieg~ eine invariante Eigenschaft nur dann vor~ wenn i, k gleichstiindig 
sind.**) Dies sol] daher beim Gebrauch der Worte ,,symmetriseh" und 
,alternierend" stets vorausgesetzt werden. Analoges gilt yon symmetrischen 
und altern.;erenden Komplexen; beispielsweise ist der Kriimmungstensor 
nach Gleichung (21) symmetrisch in den Komplexen (i, k) und (l, m), 
naeh (19, 20) alternierend in den Zeigern i und k~ sowie ~ und m, und 
besitzt nach (22) noch eine weitere ,zyld~sche" Eigensehaft,  die ebenfalls 
ihrer Natur  nach invariant ist. 

Durchgehend paarweises Alternieren kann in h6chstens n gleiehsffm- 
digen Zeigern stattfinden, weil andernfalls stets zwei gleiche Zeiger vor- 
handen, also alle Komponenten null sind. Al~ernier~ ein Tensor n ten Ranges 

*) Auch die Unterscheidung zwischen ,,kovsrianten", ,,kontravarianten" und ,,ge- 
mischten" Tensoren (je nachdem die Zeiger alle tier, alle hoch oder tells fief, tefls 
hoch stehen) ist hiermit gegenstandslos. Sie ist lediglich Folge einer unklaren Rede- 
weise, die zwischen der extensiven GrOBe und dem System ihrer Komponenten nicht 
sorgf~Itig unterscheidet. Um das Verst~ndnis unserer Ausffihrungen nicht durch 
terminologische Neuerungen zu ersehweren, werden wit die extensiven GrSBen yore 
Range ~> 2 aus dem Spiel lassen und nur ihre Komponentensysteme, die ,,Te~soren", 
verwenden. Was dagegen den Rang 1, die ,,Y, ktor~ betriift, so geht es unseres 
Erachtens nicht an, das I~omponentensystem mit dem Vektor zu identifizieren, nachdem 
im geometrischen und physikalisehen Spraehgebr~ueh dexVektoz durchgehends als exten- 
s/re Glr6~ eingebfirgert ist. Der Vektor ~---~r~p~---~r~p~ ist als solcher weder 
,,Jh:voar/a~' noch ,,ko~ravarian~', sondern in~aria~t. Was man als kovarianten und 
kontravarianten Vektor unterseheidet, sind lediglich die Komponent~nsysteme { rt } 
und ( r } in bezug auf die reziproken Grundsysteme { p~ } und { Pi }, also r e r s ~  
Beschreibungen e/n ~u/ d~ /ben  geometrischen Gebildes. 

Auch der Gebrauch der Worte ko- und kontravariaut (bzw.-gredient), die ur- 
sprfmglich einen rela~iven Sinn haben, im abso~ut~ Sinne (n~mlich stets in bezug 
auf alas System { Pt }) scheint mix spraetdieh bedenklieh und f~r den Ausdruck er- 
schwexend, weshalb ieh itm vermeiden werde. 

**) Eine Ausnahme macht nut die E~.beitsmatrix (a~), die in i, k symmetrisch 
ist und bei allen Transformationen in sich selbst ~bergeht. 
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in allen Zeigern, so sind yon seinen n" Komponenten n! yon null ver- 
schieden und einander bis aufs Vorzeichen gleich, A~, ... i~ = • A1 . . . ,  je 
nachdem (ix... i~) eine gerade oder ungerade Permutation von (1,-.., n) 
ist. Die Gr613e T ~-[p~,---, p,], w 6, biete~ ein Beispiel hieffiir. 

w 10. Komposition und Faltung. 

Es seien ],, K, Z Komplexe yon a, fl, 7 Zeigern, also {.43 }, {~zx} 

Tensoren veto Range a + 7, fl + 7- Dann is~ Csx=.~-'ALj Bzx Komponente 
L 

eines Tensors {Cjx} veto Range a-}-ft. Im besonderen ist hierunter der 
Fall a ~ ~----0 enthalten, in dem der resultierende Tensor aus einem 
invarianten Element C best~ht. 

I A ,s Aus einem einzigen Tensor t kxj entsteht durch ,~altung nach den 
Zeigern i, k" der Tensor {A/} mit den Komponenten A~------~-~A~. Sein 

Rang ist um zwei Einheiten gegen den ursprfinglichen Tensor erniedrigt. 
Die Faltung ist ein Sonderfall der zuvor beschriebenen Komposition, niimhch 

eine zweffaehe Komposition der Tensoren {All} and {a~}: A~-~.~A~la ~, 
$,k 

Umgekehrt kann each die Komposition Ms Faltung des Tensorproduktes 

mit den Komponenten C[sx= AisB~- nach den Zeigern i, k aufgefagt 
werden. 

Die in w167 9, 10 ausgesprochenen Tatsachen kann man auf zweifeche 
Art naehweisen; entweder dutch Nachrechnen der Transformationen, oder 
dutch Spezialisierung des allgemeinen Produktes der Grundvektoren in (33). 
Alternierung and Symmetric der Komponenten entsprechen den gleichen 
Eigenschaften des VekCorenprodaktes. Die Faltung entsteht, wenn die zu 
den Zeigern i, k gehiirigen Faktoren Pi, P* innerlich miteinender multipli- 
ziert werden. 

IH. Infinitesimale ~uflere Orientierung. 

w 11. Differentiale der Grundvektorem 

:Nunmehr werde angenommen, dab die Gr~iBen a~ stetige, zweimal 
differentiiexbare Funktionen yon n unabh~ngigen Parametern, den ,,Ur- 
variabeln" tl, t~ bis t~ seien. Dies bedeu~et, dab in jedem Punk~ der 
n-dimensionalen Mannigfaltigkeit ~ - { t l ,  t~,...,t~} ein n-Bein {p~} yon 
bekannter ,,innerer Orientierung" (d. h. Abmessung) angebracht ist. Uber 
die MaBbestimmung innerhalb 2: ist damit gar nichts ausgesagt; ebenso- 
wenig fiber die ,/iuflere Orientierung" dieser oo" n-Beine gegeneinander. 
Wir kSnnen daher eine solche in gewissem Umfange willktirlich festsetzen, 
and zwar besehriinken wir uns zun~chst auf das Unendliehkleine, indem 
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wir die zu einer infinitesimalen Verschiebung dtl, dts, . . . ,  dt~ gehSrigen 
Differentiale dp~ der Grundvek~oren vorschreiben- 

Diese Differentiale sind ihrer l~atur nach wieder Vektoren, lasse'n 
sich daher in Komponenten nach den p~ zerlegen. Transformationstech- 
nisch dagegen kSnnen sie insofern nicht als Vektoren angesprochen 
werden, als sie sich anders transformieren'. In der Bezeichnung des w 7 
wird dqe =~q~ dp,-4-~dq~ p, sein, weil die Transformationskoeflizienten 

aUgemeiner Art Funktionen der Urvariabeln sein werden; es treten also 
bei der Transformation der dp~ auch die Differentiale der Substitutions- 
koeffizienten auf. A!le solche Vektoren (und Tensoren), die zwar rein 
geometrisch, nicht abet transformationstechnisch sich wie Vektoreu (bzw. 
Tensoren) verhalten, werden wir ,Quasi-Vektoren" (bzw. ,Quasi-Tensoren") 
n enn en. 

(39) dp,- p~ = db,~, 
wobei naeh (29) sein mug: 

(40) X db,~, as ~ = 

$t 
also aueh: 

w 12. Tensor  der  3iufleren Or ient i erung .  

Nach diesen Vorbemerkungen beaehten wit, da$ aus (24) und (28) 
jedenfalls folgen wird: 

~36) dpi. p 2 -{- p~-dp ~ ~ da~ = O, 
(37) dpi- p~-{- p~. dp~ = dai~ , dp~. p~.f. pi. dp~_=_ da~. 
Auf den linken Seiten stehen nun nach (26) gerade die Komponenten der 
Vektordifferentiale; wir bezeichnen sie in folgender Weise: 

(38) a p , .  = - dp, - db , 
- -  p~ . d p  ~ = d y  ~, 

db~ =~lai~ db ~'~, 
2 

- -  , a a  d b  ~'a~,,,, 

Die drei Systeme { db,~ }, { ab~ },/db '~'} sind hiernaeh Quasitensoren zwoiten 
Ranges, die ein and derselben extensiven GrSl~e entsprechen and dureh 
Heben bzw. Senkon der Zeiger*) auseinander hervorgehen. Wir sprechen 
daher yon ,,d~'m Orie~ierungstenso~ ~ {db} schlechthin. 

*) Folgorichtig (vgl. Fuflnote **) S. 195) mliBte db~o ~ ff~ d ~  geschriebsn werden. 
Da jedoeh die viertr Darstellung d b~ ~, nicht henStigt wird, ist die obige einfachere 
Schreibweise unbedenklich, wenn man sieh nut r da~ der obere Zeiger der 
zweite, der tt, ntere dez r162 ist. 
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Die Komponenten db, k usw. sind ]ineare Formen der Ditferentiale dr`1, 
nicht notwendig abet exakt~ Differentiale; die Zeichen b,k usw. haben also 
ffir sich keinen Sinn.*) 

D u ~  (~S) ~ a  (~6) i d e n ~  ~ f ~ t ;  (~7) l~ut~t n ~ n m ~ :  
(4~) ab,~ -t- abe, = da,~, ab '~ + a b " =  - da '~. 

Endlieh ist nach (25), (26) 

- 

w 13. Kogrediente Differentiale. 

Fiir einen bellebigen Vek~or wird nunmehr: 

s ~ ~ 

wori~ g ~ e ~  ~ :  

`1 `1 

Der Sinn des Zeichens d h~in~ also yon der Steltung des nachfolgende~ 
Zeigers i ab. Er son auch ffir extensive Azgumen~ beibehalhm werden. 
Dann is~ gemii~ (42): 

(45) a~,--- o, ap, = o. 
Allgemein wird idenfiseh~ aueh filr extensive r~ s~: 

(~) e~ , ,~ -~ , '~ , , .  ~ +~ ' , , .  ~. 

Hiervon is~ (43), mit Racksich~ auf (45), sin SonderfaU. 
Fiir eine beliebige extensive Or58e • (vgl. (33)) erhalten wit ebenso:. 

(47) df~I -- "K'~ (? ~,-- '~ " 

worba gesetzt ist: 

p = l  `1=1 ' v = l  `1=1 - -  

~n,~ ~ Ko~l~-~ (~...~), (~...~,,_,), (~,,§ (~...~,,), (~ ' "~,-0, -  

*) Diese Fzeiheit der Bezeictmu-g i~t seit laugem ~blioh f ~  r ~inienelement~ 
ds, das nicht einmal eine linesre Di~e~.n~ialfonn, sondern die Wur aus einer- 
quadratischen i~. Ds Herr ~ i n  die~ Bezeiclmung neuerdings suf lineage Dif- 
farenfialformen angewandt hat, tmLgen wit um so wenig~ B ~ i ~ . ,  ibm darin zu 
fo]gen, als such die Vektordifferentiale dp keineswegs ~Is exak~ Di~eren~le an-- 
gesprocheu werden kSnnen. 
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Wenn r bzw. ~I Invarianbea sind, so gilt das gleiehe yon dr bzw. d~. 
T, ei linearen T r a n s f ~ i o n e n  des Gru~fsystems shut daher die Gr6~n 

. ,~ r,, ~ ..,~ und s o ~  dar~m ~i~nfl~g die 

,,kogredienten L~fferentiale" der K o m ~  r, usw. genannt werde~ Dabei 
ist zu beaehten, daft sie rein formal definiert sind, also a~eh aus den 
Komponenten yon nichtinvariauten, z. B. Quasi-Vektoren bzw.-Tensoren 
gebildet werden kSnnen; dab itmen abet dann die Eigenschaft der Ko- 
gredienz nickt notwendig zukommt. 

w 14. Differentiale yon Tensoren ho"heren Ranges. 

Wit haben oben die Absicht ausge~prochen, extensive Gr61~ h~heren 
als ersten Ranges aus dem Spiele zu lassen, und wollen daher die Ko- 
gredienz des allgemeinen Differentials (48) noch auf andere Weise er]E~en. 

Zu diesem Ende beaehten wit z t m ~ s t ,  dab in (48) jedem der Zeiger 
i t ,  k~ rechter Hand eine Teilsumme, n~m!ich die zu p bzw. ~ geh6rige 
Summe nach dem Zeiger ~ entspricht. Wir wollen sie als das zugeh6rige 
, A d d / t ~  des betreffenden Zeigers i~, k. be~ich~en. Tilgen wit nun 
in einem kogredien~en Differential irgend welche Additamente, so woUen 
wit diese Tilgung dutch Einklammern der zugeh6rigen Zeiger in dem 
Symbol ~A~ andeuten. Beispielsweise wird ~A(.~'"~. & aus der GrSBe (48) 

$ 1 "  ~ $~ 

dutch Ti]gung der zweiten, ebenso ~ A ~  ~ dutch diejenige der ersten 
Doppelsnm~e reehter Hand hervorgehen, und ~A (~'' '~) wird mit dem 
gemeinen Differential identisch sein: ~A~)~ - -d~ .  

Alsdazm ka~n an Stelle yon (48) die indukfive Det~nltion 

gesetzt werden, worin jeweils J bzw. K die Komplexe aller fibrigen~ hoch- 
oder tiefst~udigen Zeiger bedeute~ Ersichtlich ist (44) als einfachster 
Sondeffall hierin enthalten. 

Aus (49) beweisen wit nun mShelos mi.ttels Schlusses yon n auf 
+ 1 die G~tigkeit des distributiven Gesetzes Uur Tensorproduk~: 

( 5 o )  ffi + 

worin abermals J~ K Komplexe beliebiger, tefls hoch; geils tiefst~udiger 
Zeiger sein kSnnen*). Zweitens beweisen wit den , r ~ ' a ~ s s a t f :  

= 

*} Der V o ~ g k e i ~  halber sei noeh ~uf die Maglichkeit hingewi~en, die De- 
finitioneu (48), (49) du~h (50) und di~ sp~bo~w~ Dars~llung eines Tensom yore 
Range m sis Tensorprodukt volt m Vektoren auf (44) zur~ckzuf~ren. 
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tier Ms Sonderfall (46) enthRlt und ebenso bewiesen wird. Die Summen 
tier zum oberen mad unteren Zeiger L gch~rigen Addit~mente, - -  insbe- 
sondere in dem Falle, da~ L nut aus einem Zeiger 1 besteht: 

heben sieh nRmlieh fort. Bis hierher shad alle En~wiekluagen rein formal 
und unabhRngig davon, ob die betrachteten Syst~me eigentliehe Tensoreu, 
Quasi-Tensoren oder tiberhaupt Tensoren sind. Die Elemento selbst k6nnen 
z. B. ihrerseits wieder extensive Or~Ben seim 

w 15. Nachweis der Kogredienz. 
NunmShr sei die Kogredienz der d-Differentiale erwiesen flit alle 

eigentlichen Tensoren ersten his m ~ Ranges. Dann ist sie auf Grund des 
distributiven Geset~es g~tig ~ alle solchen Tensoren h6heren Ranges, die 
Tensorprodukte aus Tensoren m ~ffi und niederen Ranges shad. Denn wenn 
J A j  zu A.1, dBx  zu ~x  kogredient ist, so sind ~AJ//x mad Aj ~B~r, also 
auch flare Summe r zu ~ B x  kogredient~ 

Nun sei J ein Komplex yon z~ Zeigern beliebiger SteUung, {B J} ein 
zu { Bj} kontravarianter Tensor (el. tL jeder Zeiger in J~  gegen seine Stellung 
in J~ gehoben oder gesenkt) und {r i} das System der Komponenten 
irgend eines Vektors. Dann ist {/Tr  ~} nachw 8, da J~ und r t wilIk0xlich 
w~hlbar shad, ein linear u n a b ~  Tensor (m+ 1) ~ Ranges, mad daher 
gilt fox eiaen Tensor Aj~ yore Range m-t- 1 nach (51): 

/ , j  ; , j  i,.r 

Hierin ist die !i,ke Seite und, n a ~  dem zuvor gesagten, die zweit~ 
Summe rechts invariant, also such die erste; d. h. #A~ ist zu B " r  
kont~- und somit zu ~ kogredient, w. z~ b. w. Ebeusogut konnte i ein 
hochstehender Zeiger sein; unsere Behauptung ist daher allgemein erwieseL 

w 16. Besondere Fiille. 
Man erkennt ~ohne weiteres, dab die kogrediente Differenti~on aus 

einean in irgend welchen gleichst~digen Zelgern oder Zeigerkomplexen 
symmetrischen bzw. alternierenden Tensor wiederum einen in gleichem Sinne 
symmetriscl~en bzw. alternierenden Tensor erzeugL Insbesondere wird flit 
einen in n Zeigern alternierenden Tensor: 

#At,...,~ "= dAa,... , ,  --  Aa,.. . , ,  ~ ' d b l ,  
it 

-- = d a , ,  -- + a -  -- dbl. 

~ A a m d ~  I . ~ V I I L  
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Filr Tensoren zweiten Ranges wird ferner: 

= de ,  e,  
~t ~t 

2 

Mit R~eksicht auf (40), (41) ist daher im besonderen 

(54)  aa,~ ffi 0 ,  ~a ,  ~ ffi 0 ,  ~ a  '~ = 0 ,  

was auch unmittelbar aus (28) und (45) zu entnehmen ist trod mit (40) 
umgekehrt (41) zur Folge hat. Danach muff auch 

ST----O, ~T-*== O, d .h .  nach (52): 

(55) t iT=  Y2db~ 
2 

sein, was mit bekvamten S~tzen fiber die Differentiation yon Determinan~en 
leicht zu verifizieren ist. 

IV. Pfaffsche Kovarianten. 

w 17. Allgemeines. 

Wir k~nnen in 2; infinitesimale Verschiebungen in verschiedenen 
Richtungen vornehmen, d. h. verschiedene Sys~me {d1~i}~ {d~t~},--- yon 
Different~alen bilden~ z. B. indem wir jeweils alle Urvariabeln bis auf eine 
konstant halten. Der Weft, den d~ ff~r spezielle Werte {d eta} a nnimmt, 
soll mit dew bezeiclmet werdea~ 

Sct~eiben wir abkarzungsweise D1t fiir d2d~- dad,, so ist Dlffiu die 
Pfaffsche Kovariante der linearen Differentialform du. Dann und nut 
dann, wenn du ein exaktes Differential ist, dem Zeichen u also ein selb- 
st~'ndiger s/~darer Sinu zukommt, ist D~u identisch null Fiir ein exten- 
s/~'es Argument u ist DI2u ira allgemeinen nicht null. 

U n a b ~ i g  davon, ob Dlsu skalar oder extensiv ist, l~ teh t  die Tat- 
saehe, daft D,su eine alternierende Bilinearform 

der Differentiale der Urvariabeln ist~ 
Besitzt du einen tensoriellen Sinn (in welchem Falle es einen oder 

mellrere Zeiger ta~gen wird), so ist an SteUe yon d~dlu zweekm~flig ~ u  
zu bilden; ela,~ soll 8ffid1~--~Id~ mit Ax~u bezeichnet werdem Auch 
kann du selbst bereits ein kogredientes Differential 6v sein; dann schreiben 
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wir Z~v Far ~181v -- ~lS~v. Auch A~u, Z~@ sind unter alien Umst~den 
b~i~e~re a~r~ierende D~ff 'ere~i~dfor~, jedoch selbst keine Pfaifschea 
Kovarianten, vielmehr, wie wit sehen werden, Kcanponenten yon ~ u ~  
siren Pfaflschen Kovarianten. 

Sofern u, v einen selbst~ndigen, extensiven oder skalaren Sinn haben~ 
besitzen D und A die distributive Eigenschaf~: 

(56) 1 ) , ~ ( , 0  =- 9 ~ ,  . ~, + ~ .  1) , ,~,  ~ , ( , ~ , )  = ~ , , .  ,~ + , .  %~,.*~ 

Es sei n~imlich dw = udv,  so ist d ,d~  = d~(ud, v), also 

(57) D, ,w  -~ .9~2v + d l .d , v  -- ~ . ~ v ;  

die Anwendung auf u .  dv + d u .  v ergibt (56). 
Sind du ~ bis du ~ irgend welche, nicht notwendig integrsble Linear- 

formen, so ist 

ein unendlich kleiner Vektor. Well Sp~ =-0, wird 

(59) ~ 

2 

w 18. Pfaffsche Kovariante des Orientierung~tensors. 

Ftir einen beliebigen Vektor r wird gem~B (56): 

weft eine~eits r ~ ein Skalar, also D~2r~  0, andererseiks ~p~ ~-0, also 
s fortiori A~p~ = 0 isk Hieraus folgL ~ / ) ~ p ~  zu p~, Lh~r ~ zu r ~, analog 
D~p ~ zu p~ und A ~ r  i zu r~ kogredien~ isk Die Komponenf~n dex Yektoren 
Dlzp~ bilden daher nichk nut eiuen Qua..,'i,..Teasor, wie diejenigen yon dp~, 
sondern einen e/gent//c2en Tensor, in dem wit schon jetzt unschwer den 
Kr~unmungstensor erkennen. Wei.1 der Operator D ebenso wie d distributiv 
ist, miissen sich die Schltisse des w 12 wSrtlieh an D12p~ wiederholen 
]assen und alle Relationen (38) his (42) an seinen Komponenten wieder.- 
kehren. Zun~ichst wollen wir ~ese jedoch ausrechnen, um nicht erst eine 
besondere Bezeichnung ~ sie einfiihren za m//ssen. Wit wenden (58), 
(59) unmitte~ar auf (42) an, indem wir d~ ~ dp, bzw. alp' setzen und be- 
ach~en, dab dsbei in bezug auf den Ze~er i ~ e  Additamente an_~etzen 
stud ( D I ~ , =  ~,~,&. D ~  ~i~d: 

*) Sie ist, unter Beae, h t u ~  ohiger ~hreibweise, yon dee Kommrd~vit~t des 
l~oduktes ~v u n a b ~ ,  wa~ bei extensiven Ax~meatea zu ~ istk 

14" 
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(61) 
2 2 

2 

A nmIog zu 08), (39) ist dann: 

(6~) ID, ,~, .  v' = ~x~,~,.~, - ~ , D , , r  A,,b?, 

Das Analogon zu (36), Dzsa ~ = O, ist dutch diesen Ansatz formal noch 
nicht befriedigt; es folgt daher zuniichst: 

(63) ~,~,.~ = ~,~?~, 
mad dar, n als Analogon zu (41), well D~sa,~ ffi D~sa'~= 0: 

(64) ~ , ~ , ~  + ~ , b ~ ,  =. O, ~,b~*) + ~,~,~ = O. 
Nunmehr entspricht den Gleichungen (40): 

/, 2 

nebst zwei weiteren Zeilen, deren Ansehreibung tiberfltissig ist. 
Indem wit endlieh (61) in (60) elnse~zen und vergleiehen, wird: 

(66) ~,~, = - ~ ' a , , ~ , , . .  a , ,~'=~'~x, ,bi '~,~.  *) 

w 19. Reebnerisehe NaehprMung. 

Unsere Herleitung der Relationen (63) bis (65) k6nnte vielleicht 
zweifelhaft lassen, ob es sieh taLs~hlich nur um Folgerungen aus (41) 
und nicht etwa um neue, dem Tensor { d~} aufzuerlegende Bedingungen 
handelt. Setzen wit indessen fiir Al~b seine Bedeutung ein, so ist: 

(67) L~sb ?) .= Dis ~ -- ~_~ (ds~ ~ -- d~b~ ds~), 
2 

(68) ~ , ~  -- D . ~  + ~ ( d , ~ 4 ~  -- 4 ~ ) ,  
2 

*) Ganz ~ ! ! ~ n e i n  wixd ~ skalare oder extensive q identisch: 

worhz (61) ~ad (66) sis Sonde~e en~z~lten s~zd. ttieza~ ]r~zm man die Theorie 
des w 14 w6rtlieh f f r  die Ope~t~zen ~, D au Stelle yon r d ~riedezho]ea; nur wLrd 
Jie so gut wie gegemz~ude]o8 d~urch, r im Gegen~tz zu {d~}  der Tensor 
{ A b~ } eia ~en~Z/d~, kein Qu~i-Tensoz i ~  Iafo]g~leueu i~  ~,mlich da~ Addi~- 
merit --..~'Ab~q.z berei~ 8elb~ ~z q, kogz~lient, d~hez auah Dq,. und die~z ist 

~dr.alaxe Aa'g,~ente abexdies null. 
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a,,u 

(70) a , , ~  --- D~,b '~ - ~ a~.(d~' d,b~" -- d # '  d~b~'). 
2,p 

In (69), (70) sind die Additamente nach (40) umgeformt, um zu ze~gen~ 
daft sie in i, k alternieren. Daher wird, unter Beachtung yon (41): 

[ ~b' (~)  + ~,b~('~ -~ D,~b '~ + D ~ '  ~ - -  D~,a '~, 
wonach (64) in der Tat eine Folge yon (41) ist~ Auf Grund yon (67), 
(68) abet erweis~ sieh (63) .Is eine Identit~t und nn_umehr (65) als ein- 
fache Konsequenz yon (40) unter Beachtung yon (54)*). 

Anmerkung .  Der Orientierungstensor { db~ } ist die Verallgemeinerung 
des bei der Bewegung orthogonaler Einheitssysteme au~etenden Systems 
der , , B o l a S " ;  ffir a '~ffiffi a'~a,~ wird in der Tat da,~-O, db~--db~,, 
also der Tensor {db} alternierend. Denken wir uns im allgemeinen Falle 
den Tensor {db~} vorgeschrieben and die zugeh~irigen ~ gesucht, so 
zeigt (41), daft diese dutch ein System yon Anfangswerten eindeutig be- 
sfimmt sind, sofern { db~z} der Integrabilit~tsbedingung D~zb~z 5r D~zbz, ffi.O 
genfigt. Man zeigt leicht, daft das ~ / w  Verschwinden des Tensors 
{Ab~} die no~wendige und hinreichende Bedingung darer darstellt, daft 
das n-Bein {p,) in eine eu/d/d/sche Ma~igfaltigkeit yon ~ Dimensionen 
eingebettet, d. h. dutch elne ~ [ u a d r ~  Matrix yon sk~iAren Kompo- 
nenten dargestellt werden kann, 

g .  ~ b e s ~ m m u n g  in ~.  

w 20. Linienelement and geradeste Linien. 

W'enn in ~ eine MaBbe~stimmung eingefiihrt wird, so muB zwei be- 
nachbarten Punkten {re} und {t e + rite} ein Linienelement yon bestimmter 
L~inge ds zugeordnet werden; dutch unsere innere Orientierung ist dieses 
zugleich als ein lre~rr d~ yon der L~nge ds gekennzeictmet~ dessen Kom- 

ponenten lineare, linear n n a b h ~ . g e  Differentialformen du' ~.,~edte~ 
e 

~icht rwtwendig abet exalde Differes2s sein werden; wir nennen sie die 
Grundformen der MaBbestimmung: 

*) Beispiekweise wird 8,d~b~ = 8s.~d~b~pa#~fffi~Szd~b(o#a ~ usw. 
p 

**) Freilich kSnnte dies obne Schaden fi/r die A!!gemeinheit angauommen werden, 

da ja  auch ( d s ) ~ ~ d t e d t a  werden wird. Indessen bringt dieJe Annahme eim~ 
~Q 
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aDer Vektor v = d ~ : d s  hat die L~inge 1; seine Anderung dr  L~ngs 
einer Kurve C mit dem Bogenelement d s  miBt daher die Richtungs~i~ut~ru~g 

yon d ~ ,  so dab sinngemii~ 

(74) t = ~ = 

a]s , , K r i i m m u / n g s v e ~ o r "  des betrach~eten Kurvenpunktes bezeichnet werden 
kann. Aus r*-----1 folgt l:dr ----- 0, also r~ = 0, d. h. der Kriimmungsvektor 
steht auf der Kurve senkrecht, sofom er nicht null ist. Ist letzteres in 
jedem Punkte der Kurve C der Fall, so ist C eine , ,geradeste" Linie im 
Sinne tmserer Magbestimmung trod Orientierung. Die ~ndertmg 

d ~  = d d ~  =~ '~p~ ~ d u  ~ 

i 

yon d~ ist alsdann mit d~ gleichgerichte~, & h. ihre Komponenten sind 
zu denen yon d~ propor~ionah 

d d u l  : ~ d u  ~ : �9 . .  : d d u  '~ = d u  I : d u  ~ : �9 . . : d u  '~, 

(76) oder d d u  ~ d u  ~ - -  d d u  ~ du '  = O. 

Um dies auch rechnerisch zu erweisen, zerlegen wit t in seine Kom- 
ponenten 1~. Es ist 

du, 
du~ analog k, = ds  d s  (77~ ]~a~ d--~ d-T' --  " 

Weft d s  invariant, also ~ d s  •ffi d d s  = d~s ,  wird welter: 

(78.) y = d,,'d'8 
ds s 

und sonaeih ira F a l l e t  ---- 0 in der Tat ~ d u  ~ : d u  i = ~ d u  ~ : d u  ~ = d 2 s  : d s .  

Erwoitern wit (78) mi~ d s ,  so is~ Z~hler und :Nenner rational; ins- 
besondere wird, weft (ds)~ = (d~) ~, nach (75): 

o 

(79) d s d 2 s = d ~ d ~ a X d ~ p , ~ d u ' = ~ ' d u , ~ d u k  , 

/: k 

Unsymmetrie in die Betraehtung, iadem alsdann die komplement~ren Komponenten 
dte - - ~  dt o nich~ notwendig exak~e Differentiale sind, somit alas Gruadvektorea- 

~ 

system vor aeinem Komplement bovorzu~ erscheint. 
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was hat,  filch aueh rein ska!ar aus (73) bewiesen werden kau., Setzen 

wit noch im erweitert~n Z'~hler yon (78): ( d s ) ~ d u k d u  t, so kommt: 

(80) ~ = ~ d ~ , .  ~du~duk-- Sdu~du ~ 
d s  d s  s 

k 

Aus (76) fo]gt demnach auch umgekehrt ~ = 0.*) 
Die gerades~en Linien sind durch unsere MaBbestimmu~g nicht ein- 

deutig erkl~rt. Je nachdem, wie wir die Differentiale dai~ des , M e ~ s -  
t e ~ s "  {a,~} gem~B (41) in die Komponenten des ,Orientwrungstensors" 
{dbi~ } zerlegen, werden wit verschiedene Systeme geradester Linien er- 
halten. 

w 21. Ki i~es te  Linien. 

Im Gegensatz zu den geradesten sind die ,]d/rzeste~", el. h. diejenigen 

Linien, l~ings denen die erste Variation der BogenlKnge f ds verschwindet, 
dureh den Messungstensor allein eindeutig bestimmt. Auch ihre Differen- 
tialgleichung wird am fibersichtlichsten vektoriell dargestell~; bei der in 
jedem Stadium der Rechnung m6glichen Ubersetztmg ins Skalare empfiehlt 
es sich, trotz der Unabh~ngigkeit des Ergebnisses veto Orientierungstensor, 
diesen gleichwohl zur" kogredienten Differentiation heranzuzlehen, weil da- 
dureh die Reehnung auBerordentlieh vereinCacht wird. 

Es sei C ein Kurvenbogen zwischen den Punk~en /)1 und P~; mit 
d 1 bezeichuen wit die Differentiation ltings U, mit d~ eine solche quer zu 
C (,,Vsriation" ~ in der tiblichen Bezeichnnng; das Zeichen 8 ist bier 
nattirlich nicht mehr vefftigbar). Es handelt sieh darum, U so zu be- 
stimmen, dab f/ir jede Querdifferentiation, sofem nur die Endpunkte/)1, P~ 

festbleiben, . f  d~dt s = 0 ist. 
O 

Wie in (79) folgern aus (as)'  = 4 s d ,  d,s = 
f~r rl = dxC$ : dls: 

In unserer D~ste~ungsweise liefert also die fibliche Vertauschung 
yon L~,ngs- und Querdifferentiation ein Erg~nzungsglied D~ffi~d~d~--d~d~; 
~es stSrt jedoch keineswegs, da es, bilinear in den ~ Differentialen~ 
keine zweiten Differentiale enth~It. 

Das zweite Differential d~ds~ wird in bekan~ter Weise dutch partielle 
Integration beseifig~; d. h. wit beaehten, dab 

*) An (80) best~tigen wir wiederum leicht, dab ~Iddu~ ~ 0, d. h. ! senkrecht 
zu rist. 
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ist, trod ~ daz erste Glied rechter Hand zu fd/l~s den Beita~ 
C 

y d l  (rt d,~) ~- Irx d,g IP: 
~ex P: 

liefer~; dioser hat den Wert Nail, well in P~ und P~ die Querversehiebung 
a~  versehwinden soil Demnaeh wird endlieh: 

0 a 

und naeh bekmmt~n Sehliissen mug der Integrand reehter Hand in jedem 
Punk~ einer Extremalen C f'tir jede Querversehiebung d~  versehwinden. 
In vek~orieiler Sehreibweise unt~r Verwendung des Kr~mmtmgsvektors ~ 
yon C laut~t daher die Differentialgleiehung der kiirzesten Linien: 

-DI 2t~ 
(88) r~ ~1 = r~. a~s a , , ,  
oder ausfiihrlieh: 

- dl~ da~ (84) a~ ~ .  a ,~--  - ~  �9 D,,~. 

w 22. Bedingung tier ~bereinst immung.  

Da die Definition der geradesten Linien noeh eine Wiilkiir enthielt, 
d .  liegt die Frage nahe, ob der Orientierungstensor { b~,} nicht derart ge- 

wghlt werden kann, daft die kiirzesten LinJen zugleieh die geradesten sind. 
Die notwendige und hinreichende Bedingtuag hierf~ir ist offenbar 
(85) 9~,~ = o, 
in dem Sinne, daft idenCisch, d. h. in jedem Punk~ yon ~g und f~r jede 
Wahl yon dx, d s stets d~d1~ ffi dxd~ sein soil. Diese l~din#un# ist, wie 
wit alsbald sehen werden, nidds anderes a2s die 6~eistoff'e2sche Symn~6e 
(13); ihr kann also in der Tat gen~g~ werden, und sie bestimmt alsdann 
die guBere Orientiertmg, d. h. den Tensor {db~} einde~ig. 

Zerlegen wit DI~ nach (59) in seine Komponenten, so treten an 
Steile yon (85) die n skalaren Bedingungen 

(86) A~2u~ ---- 0, d.h. ~d~u~-#~dtu ~, oder 

(87) D,,u' + ~ '  (a,b~aau ~ - a, g a ,  u~) = o. 
2 

VI.  A b l e i t u n g e n .  

w 23. Gemeine und kogrediente Ableitungen. 

Die Grundformen dtd sollen linear unahh~ngig sein; daher lg~t sieh 
jede lineare Differenfialform db ~ls .~b~du i oder .~u darstellen. In 

i 
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folgeriehtiger Durehbildung unserer allgemeinen Verwendung des Differen- 
~b ~b 

tialzeichens bezeiehnen wit b~ mit ~u,' b~ mit 0u,' setzen also 

(88) 

wonach 

(89) 

~ ~b ~-~, ~b 
db = ~ du'  = ~ d ,q, 

~b ~ ~b ~b ~ ~b 
- -  OvA' o u '  Ou~ ' 

k 1, 

b u~, ? u j' = a '1' ' 

und allgemein (unabhiingig yon der Zeigerstelhmg)" 

(90) 
o 

sein mull Das wesentlieh neue Element dieser Verallgemeinerung l ie~ 
darin, daft nut db, dv~ usw., nieht abet b, u ~ usw. selbst einen Sinn zu 
haben brauchen. 

Es treten auch Linearformen auf, die mit ~ an Stelle yon d bezeich- 
net sind. Dement~preehend mfil~ten wir ein dem geschweiften ~ entspreehen- 
des ,partielles" Delta erfinden, wenn nicht gtticklicherweise die kogredienten 
Differentiale auf die Z~hler unseres Ableitungssymbols besclu4nkt blieben. 
I-]ierbei ist es nun vSllig ausreiehend und unmiBverst~indlieh, zu sehreiben: 

�9 91) ~b = _ _ l _ : ~  du~ ----~..:oui- dui .  

kuch hieffiir gelten selbstvers~ndlich (89) und (90). Die Koefiizienten 

ab ab in denen, sofern ~b yon db verschieden sein soil, das Zeiehen b 0u i '  ~ui' 
natiirlich noch einen oder mehrere Zeiger triigt, woUen wir ,kogrediente 
Ableitungen" yon b nennen, entsprechend den kogredienten DifferentiMen, 
dutch deren Zerlegung sie entstehen. Sie sind ~,kogredient" allerdings nur 
in einem erweiterten Sinne des Wortes; denn sic bilden einen Tensor yore 
ntir h6heren Range und ~ragen demen~prechend im Nennersymbol einen 
neuen Zeiger. Dabei is~ zu beachten, dab dessen Stand fiir das ganze Ab-  
leitungssymbot der umgel:ehrte is~, wie fiir de~ Nenner al ldn:  Ein im Nenner 

hochstandiger Zeiger hat ffar den Tensor { 
0b } die Bedeutung eines tie/: 

~b 
st//nd/gen mad umgekehrr wie dies sehon die Bezeiehnung ~u, ~" bi im 

Eingang dieses Paragraphen zum Ausdruek brachte. 



210 6. H ~ s s ~ e .  

w 24. Xbsoluter Differentialkalkul. 

Wit kommen nunmehr zu dem Nachweis, daft der Orientierungs- 
tensor ~ats~chlich den Forderungen (85) bis (87) entsprechend gewghlt 
werden kann, und dab alsdann unsere ,~offred/en~" Ableitungen mit 
denen des .absolute" Differentialkalkifls identisch sin& Genauer gesas~: 
Dab sie diese als So~derfall enthalten, in welchem die Grundformen du ~ 
exakte Differentiale und aUe Zeiger des abzuleitenden Tensors tiefst~ndig 
sind.*) 

In den Ableitungen ausgedriickt lautet (48): 

~,aA~ = ~ - ~ A ~ . - - ~ , ~ a  ~- ~ ~,A.~2j;,'+ ~,a ~ " 
/~ ----1 ,~=~1 ~.~.I 2 = 1  

Dieser Aus&~uck enth~t (11) a!s Spezialfall, wenn wit zeigen, dab 
bei integrablen Grundformen dui: 

(92) -~b, = } 

ist. Hierfiir ist notwendig und hinreichend~ dab die Gleiohmagen (12) uad 

$ 
gemein gesag~n ist aber under dieser Annahme aik z mit ~ a i ~  idenfisoh trod 
dieses nach (41) oder, was dasselbo bedeute~, (54), in der Tat nulL Fornor 
ist in (87) das hdditament in unserer Bezeichnung gleich 

~uZ 

Se~zen wir daher die Bedingung Al,u* ~ 0 a!s erfiint und zugleich die 
du' als exakte Difforentialo, d. h. D~su ~ 0 voraus, so mul} 

d. h. mit Rficksicht auf (92), in der Tat (13) efffiUt sein. 
Hiermit ist unsere Behauptung erwiesen und der Anschlu~ an die 

glteren Theorien hergestellt. 

*) Die erste Annahme finder sich durchgehends in der ganzen Literatur, die 
zweite ist unwesentlich. Bereits Ricci und Levi-Civita betrachten 1. c~ den , k o ~ "  
va~J~m"  Tensor mit lauter hochst~lndigen Zeigern, bilden ~bex seine Ableit~vg in 
einer f ~  die noch unfiberwundene Einseitigkeit der Auffassung sehr kennzoir 
Weise, indem sie die Zeiger vor dar Bildung tier Ableitung senken und nachtr~Hch 

wieder hebe~ 
~P~ p~ ~_ ~ p~, also bp~ ~P~; dies i~t in tier Tat 

**) Vektoriell bedeutet dies: ~-~ ~u~ ~-~ ~- ~-~ 

formal die Bedingung (85) der Integrabilit~t yon d~-~ ~ p ~  d~d. 
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w 25. Yera | lgemeinerung fu r  nicht integrable 6rundformen.  

Der Volls~ndigkei~ halber geben wir noch die Werte __O0/~ flu" den 

allgemeinen Fall an, dab die Grundfomen keine exak~n Di~erentiale sin& 
Alsdann sei 

(94) z~l,u' = ~ 6t,. a , .  ~ a,~,,',*) 

darin: 

(95) v;~ = - ~ .  
Naeh (87) ist alsdann ~ S~elh yon (93): 

(96) ~ b' ~ b '  ~-~ ~ - ~  ~ + ~ = 0 ,  

wghrend (41) formal unge~uder~ bleibt. Setzen wii" daher 

(9"/) ~ b z {'~} h ~ 

wobei { ' / }  naeh wie vor durch (8)definier~ sein soil, so wird 

(98) h,~. - ;,~,~ + tr1,. - o, 

(09) +  'hl, = 0, 

woraus sieh dutch eine zu w 2. (14ff.) aasloge leiehte Reehnung**) 

(100) 2h'., = ~ a ' "  (aia U~, + a,~/TX~ -- a~  

mad nunmehr aus (97) d ~  usw. ergibt.***) 

r 

r a r e ,  a 

**) Dutch Verwendung der Lfickenbezeiehnung (S, 195, Fu~note) erhglt man eiae 
besondezs einfache Darstellung. Wit schreiben etwa ~,eao und rrieo ~ h~ und/7~. " t  ok  " o 2  M 

])ann l~utet zun~hst (99): h,~ Jr" h~,,==O, und av~ (98) erhatten wit dutch 8enken 
des Zeigera i: hai ~ - -h~ z "it" ~ ~ O. Nunn~hr ergibt ~ich unmittelbar: 

mad dutch Hebea des Zeigens 1 folg~ (100) in der 8ebxc4bwei~ 
+~.,_o to r r e l o  /3,olo /Ttoo 

*~3 Es sei nochmal~ damn erinnert, dal$ tier O r i ~ a ~ n ~ o r  ein ( ~ , u i ~  
iat; w~re ex ein eigentlicher Tensor. ~o w~.e die C~._ri~ffekehe 8ymme~e in zwei 
gleichsts Zeigern eine invariante Eigenseh~ und k~nnte dutch l~ergsag zu 
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VH. H6here  Ableitungen.  
w 26. Integrabflit~tsbedingungen. 

Unter ~u~ ~'r und ~u~,~'~u~. sind folgerichfig die Koeffizienten yon d~v' 

~ und ~ in d~-~ ~ - ~  zu verstehen, wobei d~ irgend eine Lineafform be- 

zeichnet: 
~ ~'~ d~", = ~ ~. .  d~". 

t~ t~ 

Es liegt in der Natur der Sach% dab die Verallgemeinerung der gm~einen 
zweiten Ableiiungen so ~o~t wie gar nicht benSti~ wird, da bei zweck- 
miBiger Rechnung das kogrediente Differential an Stelle des gemeinen be- 
nutzt werden wird. Dazu kommt, da] die gemeinen hiiheren Ableitungen 
im (]egensatz zu den kogredienten nur einen Quasitensor bflden, so da~ 
eine Reihe wichtiger Eigenschaften beim Ubergang zu nichtintegrablcn 
Grundfol~nen verloren geht, vor aUem die Symmetrie 

a|s ]_utegrabililditsbedingung fiir d~. In kogredienter Darst~llung wird mit 
Riicksicht auf (86) 

- d~u~ d ~  ; . ~ u ~  ~ u ~ u ~ /  

die Integrabili~tsbedingung Ftir dcp besteh~ also, unabhiingig davon, ob die 
Grundfwrmen integral)el sind oder nic]d, in der Gleichheit der kogredienten 
mittleren Ableitungen. Nun ist erplizite: 

(104) ~u~,~u~ = ~ - - ~  ~ ~ur 

und unter den be/de~ Voraussetzungen Ax?d= O, D~u ~ = 0 ist nach (93) 
das Additament~ in den Zeigern ~ ,~ symmetrisch~ daher die Differenz der 
kogredient~n gleich der der gemeinen mittleren Ableitungen und (102) 
mit D~sg~----0 gleiohwexCig. 

w 27. Differentialparameter ~'-'~ im bin~ren Fall. 
Dieser Hinweis ist wichtig ftir die zweifache DarsteUung des Beltra- 

mischen Differenfialparameters A2cp im Falle . ~ 2, wobei wit die be- 
kannte Bezeichnung axl = E,  a~ = F, a~j = G, du I ~  du, du 2= dv ver- 
wendea woUen: 

nichtiategrablen Grundformen nicht verloz~m gehen. Ebenso ist nat~lich { ~ } ein 
Quaaitensor, da er dvxch beaondere Wahl dex Q~&fozmen zum identischen Verschwin- 
den gebm~ht warden karat. 
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1 / 6'~ [E ~'~ ~'~ ~ e~7 (105) = ~; a,,, F ( ~  +~-~/+ G ~], 
1 a am 

Die zweite Darstellung ist nur gfilt;ig unter den Annahmen AI, u'= 0, 
D1su i = O. Unabh~gig yon ihnen muB sie nach w 26 lauten: 

1 a I (/,~_ G ~-~)], 
und geht dann unmittelbar in (105) iiber, wenn man beim AusfRhren der 
kogredienten DLfferentiationen beachtet, daft sich ~', F, G, T wie Kon- 
stanten verhalten. Die wesentliche Folgerung, die man aus (106) zu 
ziehen pfleg~, dab n~imlich ffir As~ ffi= 0 die Fore: 

d~ = _ ~ ( ~  x ~ 

integrabel ist, flieBt nach w 26 unabh~ngig yon tier Integrabilit~t der 
Grundformen unmittelbar aus (107). 

w 28. Derselbe far n Variable. 

Fiir n ~ 2 definiert man A2r als Falttmg analog zu (105): 

(108) A'~ = Z 
~" qp 

i i k i , k  

Explizi~e ist andererseits unter Voraussotz~g yon (93): 
= ~ I /  ~'q~ ~b~ ~ l ~ b  i ~ 

Vertauscht man in der Doppelsumme die Zeiger und beachtet (55): 

i i 

k ~",/ 

so erh~ilt man das Analogo~, zu (106). Dasjenige zu (107): 

~ (T~ ~ ~ ~(T~a,. ~ 
i t k 

geht wegen 5T==O unrai~Tbar in (108) iiber, ist im Gegensatz zu (109) 
yon der Annahme (93) unabhKngig und enthKlt, wenn diese gem~cht 
wird, (109) als SonderfaU, weft sich a|_.dann die Additamente gegenseitig 
aufheben.*) 

*) Letzteres gilt /ibrigens fdr jeden zu { Tq~ } kogredienten d. h. in allen Z e b r a  
/%,---, k, alternierenden Tensor { ~ . . .~n }. 
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VIIL D o t  ~ u n g s t e n s o r .  

w 29. Mternierende Eigensehatteh. 

Wenn die Grundformen exakte Differentiale shad, ist na~h (92): 

ba = 

wonae~h duteh Vergleich mit (18) sus (69) fo]gt: 

(Ii I) A,,b(o ~ == ~ '  (iklm) 4u' d,u ~,*) 

(112) K - - ~  A.b(o, diu' d ~  =~'l),,p,d~u'p,d,u~. 

Well d,u ~ ein Skalar, ist D~d~u ~ ----0, also 

(113) X .l)a~ p , d, u' -~ D .  ~ p , d, u' = Du dx ~ , 

somit endlich: 
(114) K- - / ) . d ,~  d~.  

Die Darstellungen (112), (114) si~d i~fdge zT, rer l~varia~z vo~ der An- 
m~hme fl~u~-=O u n a b h ~ ,  h~ Stelle der Relationen (19) bis (22) 
t~ten jetzt: 
(115) 

(116) 
(117) 

(118) 
Die beiden 

2)~,4~44 = z)..4~ d j ,  
(1),,d,~ + D , ,d~  + Z),,4~) d,~ = 0.**) 

ersten folgen dutch nahezu wSrtliche ~oersetzung der 
Beweise zu (19), (20) in die neue Ausdrucksweise. AUgemein ist n~mlich: 

D ~ w  = - D . ~ ,  2), ,q. ~ + z) , ,~,  q = D,,(qO = o, 
letzteres, weil qv ein Ska]ar ist.***) Ersichflich werden hierbei lediglich 

*) Setzt m ~  

so ist  na~h (65) 

w~hrend man aus (67) eine zu (18) analoge I)arstellung yon { ikZm } dutch die Gr~lSen 

**) Diese Daiztelln~g entspr~cht nicht genau (22), sondern der gleichwertigen 
(22a), untet gleichzeitiget Vexsetzung det Ditfexentiationszeigex 1, 2, 3, 4. 

***) Ebenso wa,~le (64) bewiesen, welches mit (116) gleiehwettig, anderetseits eine 
Folge aus der mit (12) bzw. (15) gleichwertigen Bedingung (41) ~ I)ementsprechend 
mu~te beim Beweise yon (20) auf (15) zur~ckgegr~en werde~L 
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die Eigenschat~n der //u~ere~ Orientierung, noch nicht abet die Ma~ 
bestimmung in ~ herangezogen. 

w 30. Symmetr ische  und zykHsche Eigensehi f t .  

Andererseits ist klar, da~ (21), (22) olme die MaBbestimmung in % 
unm6glich bewiesen werden k6nnen. Denn die Zeiger i~ ]c des Symbols 
(i k Z m) beziehen sich auf eine v ~ e a ~ e  Zerlegung nach den G~nd-  
ve/doren, dagegen l, m a u f  eine difforentid~e nach den ~ f o r m e n .  So 
lange daher diese mit jenen noch nicht dutch die MaBbestimmung ,trans- 
formatorisch gekoppelt" shad, hindert uns nichts, beide unabh~ngig von- 
einauder zu transfor_mieren, wobei natfirlich eme invariaute Beziehung 
zwischen den zugehSrigen Zeigerpaaren unmSglich ist. 

Der glammerausdruck in (118) entsteht dutch den Operator: 

(119) = ds d, dx - -  dl d, ds + d, d~ ds --  d,a dx d, + da ds d~ - -  ds d. d, x 
---d,D,, + d,D,, + 

so dais (118) kiirzer laurel: ~)x~d4~ = 0. Die dritto der Darstellungen 
(119) l~flt abet erkennen, dab mit Da~ = 0 (85) aueh ~ x ~  ~- 0 ist. Analog 
zu w 3 erweist sich nunmehr (117) wieder als Folge yon (115), (116) 
und (118) vermfige der Identit~t: 

= - - + 

w 31. Fa l l  des versehwindenden Kr~amungs t enso r s .  

Das Verschwinden des Kriimmungstensors bedeutet bekauntlich, daft 
die MaBbe~timmung in ~ eine eu/d/d/sehe ist, d. h. da6 ds j a!~_ Summe 
der Quadrate yon n exak~n Differentialen dx e dargestellt werden kann. 
Den Beweis dieses Satzes k~innen wir im Anschlufl an unsere Trennung 

*) Man kann /)xs, ~)x2s mad die bciden Seiten yon (120) dutch fo.lgende sym- 
bolischen Determinanten darstelIen: 

d. d, d~ 

d~ d, 4 
d, d. d, . 

mit der Vorschrifr~ daft in jedem Glied der Ent~cklung die Faktoren in der Reihen- 
folge der Zeflen ~ i b e n  sind, denen sie ez~nommen werdeu. In (119) haben 
wit die Entwicklungen nach der ersten bzw. letzt~m Zeile und die volle Entwicklung 
vor uns, in (120) links die Entwicklung nsch Unterdeterminantea zweiten.Grades 
(erste und zweite Zeile einerseits, dritte und vieztz andezezseits), rech~a die Entwiek- 
lung nsch der letzten Zefle und ihren Unterdeterminanten dritten Grade~ 
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yon Orientierung und Messung in zwei Sehritte zerlegen, yon denen der 
erste bereits in w 19, Anmerkmag, im Ansehlug an die Orientierung ge- 
nannt ist: !m Falle ~ 2 ~  ~ 0 l ~ t  sieh das Grundsystem in eine n-dimen- 
sionale euklidische Mannigfaltigkeit einbetten, d. h. man k~nn p,-~p,r  

setz~n, wobei de e ~-0, er  e~, also das neue Grundsystem {ee} ein e festes 
orthogona~s Einheitssystem ist. Nach Einffihrung der Maflbestimmmag wird 
daher 

d g = ~ r  0, (ds) 'Z=~(dxr ', d x e ~ - ~ p ,  edu~, 
0 q * 

und die Fordermag Dang ~.a~e e Dnx e -=-0 bedeutet, da$ die Grundformen 

d% exakte Differentiale sine[' 

w 32. Bin~rer Fall und Gaugisehes Kriimmungsmal$. 

Ira F a l l e n - ~  2 hat eine alternierende Bilinearform die Gestalt 
c(daud2v--d~udav), wobei wir du, dv far du b du ~ schreiben. Der 
Klammerausdruck ist mit T -x kogredient, so dag c T -1 eine Invariante 
ist. Insbesondere sei diese far die Pfat~sehe Kovariante einer Linearform 
dr mit J r  bezeiehnet: 

Der Krfimmungstensor nimmt die Gestalt 

(122) K = K .  T'(daud, v--d,  udav ) (d~ud, v--d,  udsv ) 
an, wobei die Invariante K =-(1212):2 '  ~ das ,,Kriimmungsma~' oder die 
,K:riimmun9 a schlechthin genannt wird. 

In einer fr~heren Arbeit*) babe ich das folgende, far viele Anwen- 
dungen bequeme mad eine gauze Reihe yon Darstel]ungen far K ais 
Sondeff~Ue umfassende Veffahren zur Berechnung yon K angegeben: 
Man stdle (ds) t als 8umme ~weier Qua@rate yon Lineaoeorraen dar: 

= (ap) ,  + (dq)': 
dan~ ist 

K - -  -- J(ap.dp + Jq. dq). 
Dieser Sats lii6t sich dank unserer VeraMgemeinerung auf nichtintegrable 
Grundfomen wesentlich kfirzer beweisen~ a|s es 1. e. mater Besehr~nlrung 
auf integrable m~glich war. 

Wit w~h']en n~mlieh dp, dq sls Grundformen; dann wird das GTund- 
system eln orthogonates F_Euheitssystem, die Unterscheidmag zwisehen Hoch- 
und Tie~amd der Zeiger gegenstaudslos, p,~-p', a,k..a~, db,~,ffid~ usw., 
insbesondere 

4* 

*) ~ die Invarianten lin~.xer mad quadratischer binder Dilfetenti~formen usw., 
w 15f. Xcta m~th. Bd. 28. 
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r =  1, 02 ) { ' / }=o ,  
( i25) ab , ,  = a b ~  = O, abe, = - ab , , .  

Wegen (125) ist das idditament yon A.,b0) , null (vgL 67), also t~ib(x), 
= .D~,b~ ~ d  n a ~  012)  
(126) K = D~b,, (a,p,~q-a~pd~q).  
Wegen (123) ist allgemein na~h (121): 

z)~,~, = J,.. (a~p a ~ q - a ,  p a~q), 

also insbesondere nach (126) uad (12~2): 
0 2 7 )  K =  Jb,~ 

~nd nach (94, 95), weil d u  I ~ d p ,  d u  ~ ffi d q :  

<le8) v / ,  ~ J . ~  -~ orp; v'h ~ or,, = e~ .  

Aus (97) mad (100)*) abet erredmen wit mit (12.4): 

also nsch (128) 
r ib1,  f f i  - J ~  . a p  - -  orq . d ~ ,  

woraus  mit  ( 127 )  unser S a ~  folg~, m 

Breslau, im Juni 1916. 

*) Besonders efuf~h ~n //and der in der Fuflnote Seite 211 gegebenen Dar- 
~tellung, unter Beachtung tier Gegenstandstosigkeit dee Zeigerstsaxdes. 
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