
W. M~tmzoFs. Polynome, die m0glichst wenig yon Null abweichen. 2J[3 

t~ber Polynome, die in einem gegebenen Intervalle mSglichst5 
wenig yon Null abweichen. 

Yon 

~'LADIMIR ~ARKOFF. 

(~bersetzt yon Dr. J. GROSS~A~N) 

u yon Serge Bernstein in Charkow. 

Die Abhandlung, die hier in deutseher Sprache erscheint, is~ die 
Arbeit des frfih verstorbenen Mathema~ikers W. A. Markoff.*) Sie ist 
im Jahre 1892 in russischer Sprache ersehienen (ira Verlage der Akade- 
mie der Wissenschaften zu St. Petersburg), aber auch in Ru$1and wenig 
bokannt geworden. Sis enthiilt eine Vertiefung und Weiterbildung be- 
kannter Ideen yon Tchebyscheff, und verdient, bei dem steigenden Inter- 
esse, das diese Ideen finden, und bei der Bedeutung ihrer Anwendnngen, 
allgemein bekannt zu werden. Das wichtigste Resultat der vorliegenden 
Arbeit ist meiner Ansicht nach die Aufstellung einer exakten oberen Grenze 
far die k ~ Ablei~ung eines Polynoms ~t~= Grades in einem ]_ntervalle~ 
in dem der Betrag des Polynoms eine gegebene t~renze nicht iibersteigt. 
Die Bean~wortung dieser Frage**) ist viel sehwieriger, ale man annehmen 
k8nnte, uud hat Markoff zur Eutwicklung mehrerer Hilfssiltze yon selb- 
st~indigem Interesse veranlaBt. 

Die vorliegende Ubersetzung is~ an einigen Stellen dem Original 

*) Wladimir Andrejewitseh Markoif, geboren am 7. M~ti 18~I~ ist am 18. Januar 
1897, ffiufundzwanzigj~hrlg, a~, Sohwin&ucht ge~torben. Au~e~ der~iec ~erSt~entlichten 
Abhandlung, die er noch als Student refract hat, h~t er noch zwei Ablmndlunge.n 
fiber positive tern~e quadratische Formen geschrieben, yon denen die-ers~ 1898 in 
den Communications de la Socidtd Math6matique de Charkow, die zweRe er~ naeli 
seinem Tode sis Magisterdissert~tion (St. Petersburg 1897) erschienen ist. Er be@eist 
unter anderem in diesen Arbeiten die Eisensteinschen Formeln f/it die Klauenzahl 
der positiven tern~en quadratisohen Formen. 

**) Man vergleiche meine Note ,Remarques sur l'indgalit.d de Wladlmlr Msrkoff" 
(Commun. de Is Soc. M~th. de Charkow 1913). 
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gegenitber gekfirzt. Diese Kiirzungen sind auf Wunseh der Annalenredak- 
tion vorgenommen und yon dem Bruder des ~erstorbenen Verfassers, dem 
Akademiker A. A. Markoff, in entgegenkommender Weise gepr(ift und gut- 
geheiflen worden. 

Kapite] I. 

w  

Wit woUen bier Funktionen der einen Vefiinderliehen x yon der Gestalt 

(1) poX~ + ~ l x ~ - 1 +  . . .  + p~ 

be~raehten, we n e i n e  ganze positive ZaM bedeutet, 

.Po, .Pl~ " " ", P,~ 

reelle Parameter sind, die der Gleichung 

(2) ~o.Po + ~ p~ + ' "  + ~ p ~  ~ 
genitgen, und 

gegebene reelle Zahlen sind, yon denen a und mindestens Jaoeb eine der 
Zahlen a~ nicht gleich Null sind. 

Solche Funktionen wollen wit Funkt~onen van Gestalt (I) nennen. 
Die lineare Funktion 

der Koefilzienten irgend einer ganzen Funktiou ~:on x 

r  ffi Vo ~ + V~-. ~ + - . .  +'V~ 

yon nicht hBherem als n ~" Grade woIlen wir mi~ 

bezelchnen. 
Den grSl~ten Wert, den der absolute Betrag einer Funktion V(x) yon 

Gestalt (1) annimmt, wenn x ein In~ervall*) (a, b) yon a bis b > a dureh- 
liiuf~, wollen wit die Abwdchu~g der 2"unktion W(x) yon _lYull in dem 
lntervalle (a, b) nennen. 

Diejenigen der Funktionen yon Gestal~ (1), denen der kleinste Weft 
der Abweichung yon Null in dem Intervalle (a, b) entspricht, wollen wit 
die am wenigsten yon Null in dem Intervalle (a, b) abu, eichenden 2Funk- 
tionen vo~ Geslalt (1) nennen.**) 

*) Alle In~ervalle, yon dene~ die Rede sein wird, sind als die Grenzpunkte ein- 
sohliel]end angenommen. 

**) Die Existenz mindestens elner solchen Funktlon ist evident. 
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w 
Hilfssat~z. E8 sei 

y = f(z)  

eine Funktion van Gestalt (1), Z ihre Abweichung yon Null in dem Inter- 
valle (a, 5), es seien 

(3) x~, x , , . . . ,  x, 

sdmtliche voneinander verschiedene Wurzeln der Gleichung 

L 2 _  y2 ~ O, 

die im _rntervalle (a, b) liegen. 
Ist y eine am wenigsten van Null in dem Intervalle (a, b) abweichende 

.Funktion van Gestalt (1), so gibt es keine ganz, e _Funktian van x van nicht 
h6herem als n t~" Grade g(x) derart, daft 

~ ( g )  ffi o 

ist, und zugleich die Produkte 

g(x,) f (x ,) ,  g(x~) f (x , ) ,  . . ., g(xp) f(x~) 

s~mtlich negativ ausfallen. 
Gibt es umgekehrt keine solche Funktion g(x), so ist y eine am wenigsten 

van .5TuJ1 in dem Intervalle (a, b) abweichende Eunklian van Gestalt (1). 
Beweis.  Gibt es eine solehe Ftmktion g(x), dann ist in dem laxter- 

valle (a, b) die Abweichung yon Null der Funktion 

y, = ~ + ~g(z ) ,  

die zu den Funktionen yon Gestalt (1) geh6rt, bet gentigend kleinem 
positiven Werte der Zahl ~ kleiner als L. 

In der Tat, betraehten wir die Differenz 

L ' - - y , ~ =  L ~ -  y~-- 2 oyg(x) --  ~g~(x).  
Da 

f(x,) g(x,) < 0 l ~- 1, 2,. .  ",1~ 

ist, so kann man eine hinreichend ldeine positive Zahl (~ finden, derart~ 
dal~ keines der Intervalle 

(4) (x , -~ ,  ~,+ ~), C~,- ~, x~+~), . . . ,  (x~-~, x~+~) 
Wurzela der Gleichung 

yg(~) = 0  
enth~ilt. 

Bezelchnen wit mit M, #, N und v positive Zahlen, die den BeL 
dingungen 

g~(x) < M , }  innerhalb der Intervalle (4)~ 
- 2 y  g ( z )  > t, 
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I2y g(x)l + g~(x) < N,] innerhalb dee Intervalls (a, b), 
L ~ -  y ~  ~ aber auflerhalb der In~ervalle (4)*) 

geniigen, und sei ~ kleiner als jede der Zahlen 

v 
1, ~-, ~ .  

Alsdann ist innerhalb des InLervalles (a~ b), abet auBerhulb der Infer- 
valle (4) 

$, 

innerhalb der Intervalle (4) 

L ' - - y I ' >  O (I~- --~ M) -~ O, 

uad folglich ist die hbweichung yon Yx yon Null in dora Intervalle (a, b) 
kleiner als 25. 

Worm sber keine solehe Funktion g(x) exis~ier~ dann is~ die Differenz 
zwisehen einer jeden Funktion yon Geslal~ (1) und y ~ r  mindestens eine 
der Zahlen (3) yon nieh~ entgegengese~ztem Vorzeichen mit y, und folg- 
lieh is~ die Abweiehung yon ~ull  in dem IntervalIe (a, b) einer jeden 
Funktion yon (~estalt (1) nicht kleiner als Z. 

w 
Satz 1. Es sei 

y 

eine Funktion yon Gestalt (1), die n~c~t gleidr ~ ~ ~i,~re Abweichung 
% 

yon Null in gem Intervatle (a, b), ~ sg4e~-: 

x~, x~, . . . ,  % 

s~imtliche i~ dem Intervalle (a, b) gdegenea und nach wachsendem Werte 
geordneten vonei~ander verschiedenen Wurzeln der Gleichung 

(5) L~-- y~= O. 
Es werde ferner 

l=p t=p 

1..~.1 i = 0  

und 

(7) ~ _ x  , l=~ 1 , 2 , . . . , p  
gesetzt. 

*) Den absoluten Betrag irgend einer Zsh! r bezeiehnen wit mit [r  I. 



Polynome, die m~glichst wenig yon Null ~bwei~hen. ~ 1 ~  

Ist y eine am wenigsten yon Null in dera Intervalle (a, b) abwddm,~  
Funktion yon Gestalt (1), so gibt es unter d2n Zahlen 

(8) m(F1)(--l)~f(xl), ~ ( F , ) ( - - 1 ) ' f ( x , ) , . . . ,  ~(F,)(--1)~f(x,)  

keine zwei van entgeg'engesetztem Y~r~eichen. Im Falle 

p < ~ + l  
ist auflerdem 

(9) m (F~p) -- O, 

~was auch fi~r eine ganze Funktion yon nicht h6herem als (n ~p)~= G,rade 
O(X) sein mag. 

Gibt es umgekehrt in der t~eihe (8) keine z, wei Zahlen yon entgegen- 
gcset~tem Vorzeichen, und finder auflerdem, im Falle p < ~ -+-1, die Gleichung 
(9) fiir jede ganze Funktion yon ~icht hgherem als ( n -  p)**" Grade ~, (x) 
start, so ist y eine am wenigsten yon Nul$ in dera Intervalle (a, b) ab- 
weic~ende Funktion yon Gestalt (1). 

Beweis. Wir bemerken vor allem, da$ 

ist~ day keine Konstanbe sein kaun~ und jede im Intervalle (a, b) gelegene 
und yon a und b versehiedeue Wurzel der Gleichung (5) yon gerader Viel- 
fachheit sein mu~. 

Ferner haben wir naeh der Lagrangeschen Formel, was auch far 
eine ganze Funktion yon nicht h6herem als n t~= Grade g(x) sein mag~ 

(lo) g(x) = AF(x)  F,(x), 
I = l  

wo A eine konstante Zahl bedeutet, und //(x) im Falle p < n - ] -1  eine 
ganze Funktion yon nicht hSherem als n __~t~- Grade ist; im Fslle 

/o = n -t- 1 ist 
~(x)  ---- O. 

(lo) foigt 
l= p g (x~) 

1 = I  

Finder, im Falle p < n + 1, die Gleichung (9) nieh~ fitr jede gaJa~ 
Fuaktion yon nicht hiiherem als ~ ~ pu~ Grade V(x) statt~ so kann ma~ 
eine Funktion / / (x)  so ausw~ihlen,~dal~ 

wird, und dann, iudem wit 

Matb.emat~ohe Ann&|en. LXxI~r~. 15  
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$~zen, die Zahl A so bestimmen, da~ 

~(g) = o 

wird, und folglioh kann naeh dem Hilfssatz des w 2 y nieh~ eine am wenigsten 
yon Null in dem Intervalle (a, b) abweie]~ende Funktio'n vo~ Gestalt (1) sein. 

Ist also y eine am wenigsten yon Null in dem Intervalle (a, b) ab- 
weieheude Funktion yon @estalt (1), und is~ p < n  + 1, so finde~ die 
@leiehung (9) ftir jede gauze Funk~ion yon nicht hfiherem als ( n -  p)t~ 
Grade 4@) start. 

Wenn also y eine am wenigsten yon Null in dem Intervalle (a~ b) 
abweichende Funk~ion yon Gestalt (1) isb so geh~ Formel (11) in 

. . . . . .  F-R~,) ~ ' (F,)  

~ber. l-1 

Berficksieh~igen wir abet die Gleichung 

m=~--I m - ~  

--- ( -  I 
",'n~ l I n ~ l + l  

so folgt, dal] wenn es in der Reihe (8) Zahlen yon entgegengesetztem 
Vorzeichen gibe, der Gleichung 

(13) co (g) = 0 
zugleieh mit den Ungleiehungen 

(14) g(x,)f(x,) < O, g(x,)f(x,) < O, ..., g(%) f(%) < 0 
Oentlge geleistet werclen kann, und folglieh, nach dem Hilfssatz des w 2, y 
~ieht~ei~e am wenigsten yon Null in dem Intervalle (a, b) abweiehende 
Funk~ioh yon Gestal~ (1) sein kann. 

Gibt es dagegen in der Reihe (8) keine zwei Zahlen yon entgegen- 
gese~ztem Vorzeichen, uud finde~ auBerdem, im Falle p < n + 1, die Glei: 
ehung (9) fitr jede gauze Funktion you nicht h6herem als n ~ ~u'~ (~rade 
~(x) statt, so kann nicht der Gleichung (13) und zugleich den Unglei- 
chungen (14) Geniige geleis~e~ werden~ und folghch ist y naeh Hilfssatz des 
w 2 eine am wenigsbn yon Null in dem Intervalle (a, b) abweichende 
l~unktion yon Gestalt (1). 

w 
Se~zen wir in Gleichung (9) nacheinander 

~ , (x )  = ~ - ~ ,  ~,(~,i  = ~ - ' - ~ ,  " "., ~,(~) ~ 1,  

~a" erhalbn ~vir aus Gleichung (9) die ihr iiquivalenten Gleichungen 
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% Q 0 + ~  Q , + . . . +  %q,= o, 
~ Q~ + ~ Q~ + " "  + %+t Qp == O, 

~.-~Qo + ~ - ~ + ~ Q ~  + " "  + ~.Q~ =. O. 
Wir bemerken noch, dab wenn y eine am wenigst~n yon Null in 

dem Intervalle (a, b) abweichende Funktion yon Gestalt (1) ist, eo(O), wle 
aus Formel (12) ersichflich, in der Gestalt 

(r = ~ c, r (x,) {D 

t = ]  

"dargestellt werden kann, we die Zahlen C1, Cg,- . . ,  U~ nieht yon O(x) 
abh~ingen, und die l~eihe 

C, f(x,) ,  C, f ( x , ) , . . . ,  C~ f(x ,)  

keine zwei Zahlen mit entgegengesetztem Vorzeichen enth~lt. 
Daraus folgt, dab wenn 

e(O) nicht = a,O(~) 

ist, we z irgend eine im IntervaUe (a, b) geiegene Zahl bedeutet, so wird 
alas Maximum des absoluten Betrages einer jeden am wenigsten yon Null in 
dem In~ervalle (a, b) abweichenden Funktion yon Gestalt (1) nicht weniger 
als zweimal im Intervalle (a, b) erreicht. 

Ist aber 
(r = ~, ~(~), 

und liegt z im [ntervalle (a, b), dann ist offenbar jede Funktion yon Ge- 

stalt (1), deren Abweichu,g yon _Null in dem Intervalle (a, b) gleich ~ 1  

ist, und n, ur eine solche, eine am wenigsten yon Null in dem IntervaUe (a, b) 
#zbweichen~ JFunktion yon Gestalt (1). 

In diesem Falle ist a. offenbar nich~ gleich Null. 

w 

Satz 2. Gibt es mvhr als eine am wenigsten yon Null in dem l~er ,  
valle (a, b) abweichende Fun~ion yon Gestalt (1), so kann man unter den 
am wenigsten yon Null in dem lntervalle (a, b) abweichenden F u ~ l ~ i o ~  
v.on Gestalt (1) eine finden, deren absol~#rr Betrag im Int~rvalle (a, b) 
6ei.nv~ grSflten Weft fiir nicht mehr als p Werte yon x err~ic~ we: .. :i:_~ 

n + 2  
I~ = =  -]-- f'dr n gerade, 

n + 1 fiir n ungerade 
Y-~ 2 

15" 
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ist. Ist die Anzahl dieser Werte yon x gZeich g, so sind bei gcradem n die 
belden Zahlen a und bunter  ihnen enthaIEm, bei ungeradem n mindes~ts 
eine dieser Zahlen. 

Beweis.  Es sei y eine am wenigs~en yon NuU in dem Intervall (a, b) 
abweichende Funktion yon Gestalt (1), L ihre Abweichu~lg yon Null in 
dem ]ntervalle (a~ b), 

(15)  x~, x , , . . . ,  x~ 

si~mtliche in dem IntervaUe (a, b) gelegenen und voneinander versehiedenen 
Wurzeln der Gleiehung 

L ~ -  y~= 0. 

Es sei ~/ vine andere ,am wenigsten yon Null in dora Intervalle (a~ b) ab- 
weichende Funktion yon Gestalt (1). 

Bezeichnen wir die Differenz 
~ - - y  

mit  v(x). Dana kiinnen nicht mehr als ~ tier Zahlen (15) der Gleichung 

(16 )  ~(x)  = o 

geniigen, und wenn genau # der Zahlen (15) der Gleichung (16) genitgen, 
dann sind bei geradem n die beiden Zahlen a und bun te r  diesen ~t Zahlen 
enthalten, bei ungeradem n mindestens eine dieser Zahlen. 

In der Tat, jede der Zahlen (15), die yon a und b versehieden ist 
und der Gleichung (16) gentigt, muB eine Wurzel yon gerader Vielfaeh- 
belt fill" diese Gleichung sein. 

Da 
(~) = " ( ~ )  - ~ 0r = o 

is~, so wird die Funktion 
w(x) f .  y + ~ r(x) 

eine Funk~ion yon Gestalt (1) seln~ welchen Wert die Zahl Q auch haben mag. 
Setzen wir aber 

O < o < l ,  

so finder dana fiir jeden Wer~ yon x, der der Gleichung (16) nieht genilg~, 
miadestens eine der Ungleichungen 

w~(x) < yl oder w~(x) < ~ 
~tatt. 

Daher ist tier absolute Betrag you w(x), ffir alle im Intervalle (a, b) 
gelegenen und der Gleichung (16) nlcht gentigenden Werte yon x, Ideiner 

"als L. Ftir die Werte yon x, die der Gleichung (16) geniigon, ist 

w ( x )  --- y = ~. 

Da nun unter diesen letzteren Werten yon x nicht mehr als g der Zahle~ 
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(15) enthalten sind, so erreicht der absolute Betrag yon w(x) seinen 
grSB~en Betrag L nichl mehr als f~ir ~ Wer~e yon x. 

Erreicht ferner der absolute Betrag yon w(x) den Wert  L fur genau 
im Inbrvalle (a, b) gelegene Wer~e yon x, so sind mater diesen p Werben 
yon x beide Zahlen a und b enthalten bei geradem n, mindestens eine 
dieser Zahlen bei ungeradem n. 

w 7.*) 
Gehen wir fiber zu dem FaUe 

wo z eine gauze positive Zahl < n, ~ eine gegebene Zahl bedeutet. In diesem 
Falle geht die Gleichung (9) in 

( 1 7 )  ~ (Fez) V(~I) ~ 0 
d z  x 

fiber. 
Entwiekeln wir diese k t~ Ableitung des Produktes zweier Funktionen 

nach der Leibnizsehen Formel, so erhalten wit 

(18) 

Da die Zahlen 
..., 

ganz willkiirlich sind, so besagt die Gleichung (18), dab fiir 

notwendig 
F(~)(~) -= F (~- ~)(z) ..... F(z) = O, 

far 
u > n - - p  

notwendig 
F(~)  (~)  = F (  ~ - ' )  ( z )  . . . . .  F (~ - ~ + ~ ) (z )  = 0 

sein mug. 
Wit  bemerken noeh~ dab im Falle 

io<n, x > n--i~ 
die Reihe 

mindestens zwei positive Zahlen enthiilt, die nieh~ grSBer als i v sin& E ~  
Fiinde also bei p < n die Glebhung (17) fiir jede gauze Fuh~i9  n 

*) . I ra  ~ 6 i.~ ~u,f~b~lich der F~U ~ ~ 2 ~t ,~.sucht,  und Bi~a ~ i ~ : : ~ :  
f'tir n ~  3, n~-4 betrachtet. Die Formel (17) entspricht der Formel-(~4).'~le~:Orr- 
ginals usw. 
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.yon nich~ ktiherem als (n _ p ) t ~  Grade ~p (x) start, so wiirde entweder der 
Grad yon F(x)  ldeiner als ~ -  1 sein, oder abet die Gleichung 

F(~) = o 
wfirde imagin~ire oder gleiche Wurzeln besitzen. 

Ist daher 
~(r = r 0 < ~ < n,  

so mug der absolute Beirag ether jeden am wenigsten yon Null in dem 
Intervalle (a, b) abweichenden Funktion yon Gestalt (1) selnen grSi~en 
Weft im Intervalle (a, b) fiir mindestens n Werte yon x in diesem Inter- 
vane erreiehen. 

w 
Ist 

~ r  r  = n! t 'o*) ,  p < .  + ~, 
so geht die (~leiehung (9) bet 

~, (x)  -~ x ' - ~  
in 

tiber, was unm6glich is~. 
Ist daher 

so erreicht der absolute Betrag ether jeden am wenigsten yon lqull in dem 
Intervalle (a, b) abweichenden Funktion yon Gestalt (1) sainen grtiB~en 
Wert im Intervalle (a,  b) fiir mindestens n + 1 Wer~e yon x in diesem 
In~ervalle. 

Dasselbe gilt ftir den Fall, daB 
~(r  ~-r  

ist, we z irgend eine nicht im IntervaUe (a, b) gelegene Zahl bedeutet. 
(Von dem FaUe, dab 

ist uud z im Intervalle (a, b) liegt, war schon in w 4 die Rede.) 
In der Tat, in diesem Falle laute~ Gleichung (9) 

F(z) ~(~) = o, 

und da ~p(z) willkfirlich ist, mul3 
F(~) - o 

sein. 
Das ist abet unm6glich, da alle Wurzeln der Gleichung 

P ( ~ ) - -  0 
im Intervalle (a, b) liegen. 

*) Mit n! bezeichnen wir das Produkt 1 . 2 . . .  n. 



Polynome, die m6glichs~ wenig yon Null abweichen. 

Aus Satz 2 folg4, dab in  den beiden F~llen, yon denen in diesem 
Paragraphen die Rede war ,  n u r  eine einzige am wenigsten yon :Null in 
dem Intervalle (a, b) abweichende Funkt ion yon Ges~al~ (1) exisiierL 

w 

kus  dem in w167 7 und 8 Gesagten und aus Satz 2 folg~, dalt wenn 

(0 )  = o < =<.  

und n > 3 let, nicht mehr Ms eine am wenigsten yon :Null in dem Inter- 
valle (a, b) abweichende F u n k t i o n  yon Gestalt (1) existioren kann. 

Isr n - ~  1, so ist ~ ~ 1 = n, und aus w 8 folgt  dann, dab in diesem 
Falle nieht mehr als eine am weoigsten yon Null in dora Intervalle (a, b) 
abweiehende Funktion yon Gestal t  (1) existieren kann. 

Dasselbe gilt ftir den Fa l l ,  da$ n -  ~ = 2 ist. 
Ferner folgt aus Satz 2~ des  im Falle n -~ 2, x = 1 nieh~ mehr ale 

eine am wenigsten yon Nul l  in dem Intervalle (a, b) abweichende Funk- 
tion yon Gestalt (1) existieren kann,  falls nieht die Gleiehuag 

o( (x  --  a) (x --  b)) ------- 2z --  a --  b = 0 

statt~indet, d. h. fails nieht 
a+b 

2 

a + b  
Ist abet n = 2, x = 1 u n d  z -- - - V - '  so gib~ es (wie in w 6 gezeigt 

ist) in der Tat unendlieh viele am wenigsten yon :Null in dem Inter- 
vails (a, b) abweiehende F u n k t i o n e n  yon Gestalt (1). 

w 10. 

Ehe wir weiter gehen, schicken wir zwei einfache algebraisehe ttflfs- 
siitze voraus. 

H i l f s s a t z  1. Besitzt die Gleichung 

(19) G(x) = x ' +  A l x ' - '  + . . .  + A,_~x 4- A z O, 

we s irgendeine positive und ganze ZaM bedeutet, ken'he ~ e n  Wttr~bt, 
so finder bei jedem ganzen und gaoa'itiven Werte yon ~t ~. s die. ~Tngleichr 

(cr > o 
fiir all, reellen Werte van x mit Ausnahme der Wac'~e~ g e t - G ~ .  (1-9) 
yea hb'herer ale ~ Vidfadd~t start. Fik, d~eae-A~i~c~er~'  von:x ye]~ 
die Ui~gleichung in eine Gleichung iiber. 

H i l f s s a t z  2. 

w 11. 

Es seien s~imaiche Wurldn der G~ei&ung 

G(z) --  ~ + A1 x ' - '  + . . .  + A,---- 0, 
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die w i t  mi t  
x l ,  x~, . . . ,  x, 

bezeichnen, reell, es sei z eine Wurzel  der Gleiehung 

G(~)(x) -= O, 

wo u irgendeine ganze nicht negative Zahl  < s ist und  es werde 

G~(x) ~ e(~) 1 = 1, 2 , . . . ,  s x - -  x~ 

gese~zt; dann gibt es in der Beihe 

(21) 
keine t~wei Zahlen yon entgegengesetztem Vor~eichen. 

ZaM, en aus der t~eihe (21) k6nnen n.ux dann g~.ieh Nul~ sein, wenn 
eine Wurxel  der (~lvichumg (20) yon h6herer als x •" Vielfa2hheit ist. (Is~ z 
eine.,..Wurzel der (}leiehung (20) yon hiiherer als u + 1 ~ Vielfachheit, so 
Sihd's~mfliche Zahlen der Reihe (21) offenbar gleieh Null.)*) 

Kapi~el II. 
i s .  

Wir se~zen nun~ was die AUgeme~nheit nich~ beeln~riichtig~ 

a = - - l ,  b = l  

�9 and beschr~inken uns auf den Fall, dab 

is~, we x irgend eine ganze nich~ negative Zahl <~ n bedeutet. 
W i t  schlieBeu die beiden F~Ue: 

1) ~ ~ 0 und z im ][ntervalle (a, b) gelegen; 

2 
aus der Be~rach~ung aus. 

Aus dem Vorhergehenden folg~, dal~ in dem Falle~ den wir je~z~ be- 
trach~en, nur eine einzige am wenigsten yon Null in dem Intervalle (a, b) 
abweichende Funktion yon Gestalt (1) existier~. 

Wi t  bezeichnen diese Funktion mi~ 

y =- f ( x ) ,  

ihre Abweichung yon Null im IntervaUe (a, b) mit L, die im ~tervalle (a, b) 
gelegenen Wurzeln der Gleichung 

(22) L ~ -  y ~ -  O, 

*) Wit lassen die einfachen Beweise dieser zwei 8~tze weg. 
ha w I2 wird gezeig~, das der .Fall~ wo a und b beliebige Zahlen sind, sich 

leicht zuf den F~ll a ~ -- 1, b --~ 1 zur~Ickffihren 1~8~. Die Numerierung der Formeln 
ist hier w~eder entsprechend ge~,ndert. 
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die wir naeh wachsenclem Werte orclnen, mit 

x~, x , ,  . . . ,  % .  

Da im Falle z ::> 0 keine Funktion yon Gestalt (1) eine Konstante 
sein kann~ so i~olgt aus dora Vorhergehenden, dab im Fall~ u ~> 0 nut zwei 
Voraussetzungen hinsichtfich p gemacht werden kSnnen, 

p=n-~l oder p=n. 

Was den Fall u =-0 betrifft, so ist) wie wit sprier sehen werden~ in 

diadem Falle 
p=n+l. 

fat nun p = n + I, so muI~ y der Differentialg]oichung 

(23) L~ y~ = 1 -  :: '  .,~ - -  ~ y  

genfigen, da jedo Wurzel der Oleichung (22), dis im Intervalle (a, b) go. 
legen und yon a und b verschieden ist, eine Wurzol gerader u 
sein m u B .  

Aus Oleiohung (23) folgt 

(24) y ffi • L z . ( x ) ,  
WO 

S.(~) - Cos ( .  aro Cos x) 
i s t  

Die Funktion (24) ist i~ dot Ta{~ eine gauze Funktion und ihr abao- 
lurer Betrag erreicht im Intervallo (a, b) seinen gr~l}ten Weft L fRr 
genau n --{- 1 Werte yon x, und zwar ~r 

' ~ l = - - l = C ~  ~=Cosn---1~, . . . ,  
{>z= Cos n- -z+  I 

0 ~ , = C ~  @ ~ + l = l ~ C o s ~ -  

D a y  eino Funktion yon Gestalt (1) sein soil, so mul~ 

+ L - -  " 

seth. 
W i r  haben somit~ falls T -- n + 1 ist, 

S (25) y ~ ~ . (x ) ,  

t~  



226 W. M~aKoFF. 

w 14. 

Ist u =- n, so folgt aus dem Vorhergehenden p -- n + 1, und daher 
ist bei u =- 

S.(x), y-~- 2nZl~! 

L -- I~I 
2n- in!  

Es ist leicht zu sehen, dab in diesem Falle die 0lieder der zur 
Funktion (26) geh~irenden Reihe (8) siimtlich yon einem und demselben 
Vorzeichen sin& 

In der Tat, es wird sieh dann u& die Reihe 

, 1 ~s : a S E& n ! ( - - i )  ~_--=~ Z , (a , )  ,~!(-- / p _ , , , f  ,,~ , j ,  . . . ,  

, , , ( -  
handeln, und da 

s.(#,) --- Co~ ( n - ~ +  1)~ = ( -  1)--,+~ 

ist, so sind siimtliche Glieder der Reihe gleich 

(-  1 ) ~ +  ~ - 2n--I 

Daraus folgt der folgende Satz yon Tsohebyscheff. 
Sa~z: / he  .Funktion 

@ Cos (n arc Cos x) 2n--1 

r vo~ Nul l  in dem Intervalle ( - -  1, I )  weniger ab, als jede ~ e  ganze 
~unIotion n ~ Grades yon x, deren Koeffizient yon x ~ gleich Q ist. 

w 15. 

Die zur Funktion (25) gehSrenden Funktionen (6) und (7) lauten jetzt 

F@) (~'--1) s~Cz) 

S"- ~ n(x - -  #~) 

und folglich geht die zur Funktion (25) geh~irende Reihe (8), nachdem 
wit ihre Olieder siimblich dutch 

(-- 1)?+1~ 
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dividiert haben, in 

(27) ~ . - a , - - /  , ,  . . . . .  , - - ~ . - - /  ,, i:-~.-:-~, / 
. . . . . .  dUr . . . .  ' . . . .  d i  ~'-- ' " ' " '  " d s "  

~ber. 

997 

Nach Satz 1 kaml die Gleichung (25) dann und nut dann stattflnden, 
wenn es in der Reihe (27) keine zwei Zahlen yon entgegangasetztem Vor- 
zeichen gibt~ 

Fttr x- 0 geht die Reihe (27) in 

( 2 8 )  ( z , -  1) s~(~)  ( z ' -  ~) s~(J )  ( z '  - 1) s~ (z )  

fiber, und da z nach Voraussetzung im Falle x -  0 nicht im IntervaUe 
(a, b) liegt, so sind die (}lieder der Reihe (28) siimtlich yon einem und 
demselben Vorzeichen. 

]st also 
(| - r  

und liegt ~ .icht im IntervaUe (a, b), so ~t 

S.(z), ,%, (~) 

I~ L~= S. (~ )  j 

w 16. 

Wir schlieBen die eben betrachteten Fiille x -- 0 und ~ -- n nunmehr 
aus der Betrachtung aus, und nehmen im folgenden 

an. 

Wir bezeichnen mit 

die nach wachsendem Werte geordneten Wurzeln der Gleichung 

(29) s~. +,)(x) - o, 
mit e.(x) die Funktion 

(='-- I) s~(x) 
x - -~ .+ ,  =(x- t -  1)S~(x). 

Es ist leieht zu sehen, dab tilt ~ ~ n -- 1 die Wurzeln der Gleiehung 

(30) *(")(X) ~. (x + 1) S(x+')(X) ~- z S.(")(X) == 0 

und die Wurzeln der Gleiohung (29) einander trennen. 
In der Tat, das Vorzeichen yon O~)(x) ist far (zahlenm~aig) genagand 

groBe negative Werte yon x identisch mit dem Vorzeichen yon 
( -  1)'-", 
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fib x ~ ~1 idenfisch mi~ dora Vorzeichen yon 

(__ 1)--~.-,, 
da 

r = ~ s ~ ) ( ~ , ) ,  

das Vorzeiehen yon 8~(~)(x) fiir (zahlenmKBig) geniigend groSe Werte 
yon x idon~isch mit dem Vorzeichen yon 

(- i)"-~ 
ist und die ~leiehung 

s.(~l~) = o 
genau ~ Wurzeln besi~zt, die kleiner als ~z sin& 

Ebenso finden wir~ indem wir mit W.(x) die Funktion 

( ~ , -  ~)s~(~) _- ( x -  i) S~(x) 

bezeichnen, dag far ~ < n -  1 die Wurzeln der Oleichung 

(3i) ~'~)(~) - (x-i)S.(,+i)(x) + ~ S.~')(x) -~ 0 

und die Wurzeln der Oleichung (29) einander trennen. 
Wir bezeichnen mit 

(32) ~, ~,,. . . ,  ~,_, 
die nach wachsendem Werte geordneten Wurzeln der Gleichung (30), i tii~ 
(33) ~ ,  ~2, '" ", */,-, 
die ebenfalls nach waehsendem Wer~e geordnebn Wurzeln der Gleiehung (31). 

Naeh Bewiesenem ist f~ir ~t < n -  1 

~ <  ~ <  } ,<  { , < . . .  < },_~_,< ~_ ,_ ,  < ~,_,, 

Ferner bemerken wir~ da~ 

ist, da das Vorzeichen yon 

mit  dem Vorzeichen yon 

identisch ist. 
Ebenso ist 

(__ 1 ) . - , - 1  

Endlich is~ es leicht zu sehen, da$ die Zahlen (32) und (33)'einander 
trennon. 

In der Tat, aus der Voraussetzung, dab zwischen zwei konsekutiven 
Zahlen (33) 

~z und ~+1 
zwei Zahlon (32) 
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liegen~ wfirde folgen, da~ die Oleiehungen 

%~)%) = - 2&c'. +,(~,.), 
%')%+, )  = -  2s(:+'~(gj+,), 

die tats~ichlieh statthaben, unverta'~tglich sind, da die Zahlen 

S~('-+l)(~j) und S~("+t)(~+l) 

yon ontgegongesetztem Vorzeichen sind, w~ihrend ~us unserer Voraus- 
setzung folgen witrde, dab die Zahlen 

yon einom und domselbon Vorzeichen sin& 
Daher enth~ilt jedos der ]ntervalle 

(34) (,2,, ,~}, (n,, ,~0, " ,  (,~.-~-,, ,~.-~) 
nicht mehr als eine der Zahlen 

und da dieso Zahlen allo im Iutorvalle (~h, %-~) liegen, so enthiilt jedes 
der ]_ntervalle (34) eine dieser Zahlen. 

Somit ist 

~ < ~ < g~ < ~ < , ~ , <  ~, < ""  < ~.-~-~ < n.-~-~ < ~.- .-~ < ~ . - , ,<~ . -~ .  
Daraus folgt, da~ in der Reihe (27) das erste and letzte (]lied dann 

und nur dann nicht yon entgegengesetztem Vorzeichen sind, wenn z in 
einem der Interva]le 

(35) (--  0% ~) ,  (,;,, ~,), (~,, n,), "" ", ( n . - ~ - , ,  ~ . - , ) ,  ( n . - .  o,,) 
liegt. 

Wit wollon beweisen, dal~ wenu z in einem der Intervalle (35) liogt, 
die Reiho (27) keine zwei Gliedor yon en~gegongesetztem Vorzeichon 
enthiilt. 

Dazu bostimmen wir das Vorzeichen der Funktion 

(36) 
wo zur Abkttrzung 

gesetzt ist, fflr x----~. 
Wir haben 

d" ((x -- 1) opt(x)) 
d ~  x 

(x -- 1) S,i(x) 

da 

ist.  

(e({. ~,m)).=~,_ (,,_)%~x)(~,) + ,~,(._,)(f,) = (o , -  1) %(.)(f,), 1) 
1 

d x  ~r 

o(.:)(.~,) = ~. a 7  , , ,=~ ,  ( ~ , - ~ , ) q ' , ( " ) ( ~ , )  + " % ~ " - E ~ )  ~ - ;0  " 
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Nun ist nach Hilfssatz 2 

yon demselben Vorzeiehen wie 

W. M~KOPF, 

~,~)(~,) 

r + ,)(f,), 

d. h. yon demselben Vorzeichen wie 

( - 1 ) ' - ' - - ' .  

Folglich is~ die Funktion (36) yon demselbon Vorzeichen wie 

( -  1)~-~-'+'. 
Ebenso finden wir, dab die Funktion (36) fiir x = ~i yon demselben 

Vorzeichen wie 
( -  1)~-'.- ' 

ist.  
Somit muB /n jedem der Int~erval|e 

(~, ~,), (~,, ~,), . . . ,  (~_ , ,  ~ -~)  
eine Wurzel der (}leichung 

d'~((x --  1) ~(x)) =~ 0 
d x z 

liegen; auflerhalb dieser IntervaUe aber wird die Funktion (36) nie Null  
Daraus folgt, dab die Fun~ion (36) im ganzen Intervalle (~, ~+1) 

yon demselben Vorzeichen wie 
(-- 1)- -~- , ,  

d. h. yon demselben Vorzeichen wie 

ist. 
Auch in den Intervallen (-- 0% ~i) und (~_~, oo) sind die Funktionen 

(~(~')(~) mad (36) nicht yon entgegengesetz~em Vorzeiehen. 
Somit enthiilt die Reihe (27), falls z in einem der I ~ r v a l l e  (35) ge- 

legen ist, keine zwei Zahlen yon entgegengesetztem Vorzeichen. 
Folglich finder die Gleichung (25) dann und ~ur dann staR, wenn N 

in einem & r  Intervalle (35) gelegen ist oder, was  dasselbe besagt, daam und 

nu t  r we'~n 
r v(:)(~) ~ o 

ist. 

w 17. 
Unter anderem finder die Gleichung (25) im Falle 

sT+')(~) = o 
stat~. 

Bemerken wir, dab im Falle 

- -  n (rood.  2 )  
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die ~leichung 
s l  ~. + ~)(o) = o 

statthat, folgender Hflfssatz daraus folgt, der in gewissem Siane eiae u 
aUgemeinerung des in w 11 wiedergegebenen Tschebyseheffschen Satzes 
darstellk 

Salz. Die Funktion 

(-i) ~ !q 
Cos (n are Cos x) 

~ - ~  (~+~ ~ - l ) ( ~ + - ~ - ~ ) . . . ' ( ~ + l )  

weicht in dem Interval[e (-- 1, 1) fiir jeden ganzen loositiven Wart yon u ~ n, 
der der Ko~gruenz 

x ~ n  (rood. 2) 

geniigt, van Null  weniger ab als jede andere gan~e 2'unktion yon x yon 
nicht h6herem a~s n ~ Grade, deren Koeffizient yon x ~ gleich Q ist. 

Der Faktor 
~-._...~x 

'ist f'~r x = =  n -  2 dutch 

fiir ~ =~ n duroh 

zu ersetzen. 

2 n - - $ ~  

1 

w 18. 

Wit bemerken, dub die Wurzeln der Gleichung 

(37) s(: - ,  (x) -- o 
ebenfalls in den Intervallen (35) liegen. 

In der Tat, folg~ aus der Gleichung 

: ~  ~b 2 

dutch Differentiation die Gleichung 

und difforentiieren wit diese letztere Gleiehung u--1 real, so erhalten wit 
die Gleichung 

(38) ( ~ - l ) & ( ~ + ~ ) ( x )  + ( 2 ~ - I ) ~ s ~ 2 ( z )  z { . , - ( ~ - l ) , } s ~ ( . - , ) ( ~ ) .  
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Aus Gleichung (38) folgt ftir diejenigen Worte yon x, die der 81ei- 
chung (37) geniigen, 

(x'--l) 8~(x+ 1)(x). 
s( : ) (x)  = - ( ~ -  1)~ 

Folglich ist fiir diese Werte yon x 
,q  (x -t- 1) ?~,'t 

r = (x + 1) S~ (~- +')(x) + u S~")(x) =- ~:~--)-~x (x -4- 1){ (~--  1)x § ~}, 

S~(x+l)(x) (x--  1){(~-- 1)x- -  u} ~'(~)(x) - -  ( x -  1)s(~+l)(x)  + ~ s(:)(~) -- ( ~ _  ,)x 

Diese Formeln zeigen, dab ffir diejenigen Werte yon x, die der Glei- 
chung (37) geniigen, 

won domselben Vorzoichen wio 

(sx --I)~ 

sind, und dab folglich die Wurzeln der Oleichung (37) siimtlich in den 
Intervallen (35) liegen. 

Da die grSBte Wurzel der Gleichung (37) grSBer als ~_~ ist, so ist 

(2x -- 1)x 
und folglich auch 

r und T(ff')(x) 
positiv ffir diese Wurzel, d. h. diese Wurzel ist gr~Ber als Yn-x" 

Ebonso tlndon wir, dab die kleinste Wurzel der (~leichung (37) kleiner 
als ~x ist. 

FolgIich Iiegen die Zahlen (32) und (33)  s~m~liol~ zwisehen tier 
~deinsbn und der gr~l~bn Wurzel der Gleichung (37). 

Unter andorem liogen clio Zahlen (32) und (33) far x ~ 1 s~mtlieh 
.zwisehen 

- C o s  ~ und Cos ~ '~--~ ~n'  

fttr u ~ 2 ilegea db Zahlen (32) und (33) siimflich zwischen 

C o s ~  mid C o s ~ .  

Offenbar liogen die Zahlen (32) und (33) aach for u ~ 2 slmtlioh 
zwischen 

--Cos~ und Cos~. 

Folglich wird dio Gleichung (25) sicher statthaben, falls 

l si ~_ Cos ~ ,  
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und aueh, falls 

ist. 
~ > 1 ,  I~l ~ Cos--  ~ 

w 19. 

Wir gehen zur Be~rachtung der Voraussetzung 
p ~ n  

tiber. 
Unter dieser Voraussetzung genfigt die Funktion 

It---- s 

der Bedingang 
(39) 
und die Reihe 

F(~) = / - ~  ( x -  x,) 
l = l  

F( ' ) ( z )  - -  0,  

(40) Fl(")(z) (-- 1) 1 f(x,), F~(x;(z) (-- 1)'f(x~), . - . ,  F~)(~) (-- 1)"f(x.), 

we 

F,(~) = r(~) x- -x~  

gesetzt is~, en~iilt keine zwei Glieder yon entgegengesetztem Vorzeichen. 
Auf Grund yon Hiffssatz 2 kann man die Reihe (40) dutch die Reihe 

(41) (-- 1)'f(x,), (-- 1)'f(x,), . . . ,  (-- 1)"f(x,) 
ersetzen. 

Umgekehrt, erreicht der absolute Betrag irgend einer Funk~ion yon 
Gest~l~ (1) h(x) seinen grSSten Wert im In~ervaLle (a, b) ftlr genau ~t 
Werte yon x in diesem Intervalle 

P l < O 2 < "  "" < P., 
ist zweitens 

l = l  
dz~ = O, 

und sind endlich die Zahlen der Reihe 

(-- i ) 'h(~,) ,  (-- i ) 'h(o,) ,  . . . ,  (-- i)"h(o.)  
s~imtlich yon einem und demselben Vorzeiehe-, so is~ die I~a*~kfim, ~(s) 
eine am wenigsten yon Null in dem Intervalle (a, b) abweiohende Funk- 
tion yon Gestalt (1). 

w 20. 
Beziiglich der Zahlen 

(4~) xl, x , , . . . ,  x, 
k~nnen vier versehiedene Voraussetzungen gemaeht werden:  

1. Unter den Zahlen (42) ist a - - - - -  1, aber nicht b - - 1  enthaRen~ 
Mat h o m a t i sohe  ~ - - i { m .  LYT~rII, ' ~  
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2. Unter den Zahlen (42) ist b = ], aber nich~ a ~ffi -- 1 enthalten. 
3. Unter den Zahlen (42) sind beide Zahlen a = --  1 und b ---- 1 ent- 

halten und der Grad yon y ist gleich n -  1. 
" 4. Under den Zahlen (42) sind beide Zahlen a - - ~ -  1 und b-~ 1 en~- 

halten und der Grad yon y ist gleieh n. 
Greift die erste dieser Voraussetzungen Platz, so genfig~ y der Diffe- 

ren~ialgleichung 
(43) Z~ _ yt = (x + 1)n,(e -- z) y'2, 

wo c irgendeine konstante Zahl bedeutet. 
Aus Gleiehung (4B) folg~ 

L,r  i + 1 - y = •  

wobei ~c aus der Bedingung (39), • L. aus der Gleiehung 

zu bestimmen sind. 
Der absolute Betrag der auf diese Weise bestimmten Funk~ion'(4~.) 

erreicht seinen gr6Bten Wert  im In~ervalle (a~ b) genau n real dann und 
nur  dann, wenn 

C > l ~  c- ] - lC~ ~'~- c ~  - 1 < : l ' 2  n 

d. h. dann und nur dann~ wenn 

1 < c _ < l  + 2 T g  ~-~ 

i s t .  

Lieg~ aber die Zahl c in den eben angegebenen Grenzen, so finder 
auf Orund des vorigen Paragraphen die Oleiehung (44) wirklich start. 

In diesem Falle unterscheidet sich die zu y gehSrende Funktion F(x)  
yon der Funk~ion 

(P~(v) = (v + 1) S:(v), 
WO 

~ x + l - - c  
e + l  

is~, nur um einen Zahlenfaktor. 
Bezeiehnen wit daher die naeh waehsendem Werte geordneten Wur- 

zeln tier (~leiehung 

mit 

so haben wit 

Nimm~ c 

= o 

c + l  c - - I  ~ = ~ - -  ~' + - V - "  

vol~ 1 his l + 2 T g  
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zu, so nimmt e~ 

yon ~, his 1 ,=  (1 + Tg'~--) ~ + Tg' 5 
ZU. 

Wir bemerken nooh, da6 ffir x = ~ die Funktion (44) der Fu~k- 
tio- (25) gleieh is~. 

hl.o, die G~ichu~g (44) f imt~ dam, und n ~  dam, start, w e ~  �9 ia 
eistem der I ~ ' v a l l e  

liegt oder, was dasse2be besagt, dann und nut  dan, ,  wenn 

Cos Sin s ~-~) _~ 0 r (~) 
/St; nur ftlr �9 =ffi ~ isis 

p=n+l; 
ist aber z = ~,, so greift nicht die erste, sondern die vierte Voraussetzung 
dieses Paragraphen Pla~z. 

Liege z im Intervalle (~, ~), so gibt ans die Bedingung (39) zur Be- 
stdmmung yon c die Oleichung 

zffife~---- c+z~ c--, 

woraus 

c ~  ~+ i 
fol~. 

L/eg~ folglieh z im I ,  tervalle (~,, i,), so ist 
(i + z)" ~ S. ((l+e~) (x - z) ~,) 

Y -- (~ + ~)~. s ( ,~ ) (~ , )  ~ , - - " i - ~  . . . .  + , 

(~ + z)~" . ~ i 

Wit bemerken, da$ 

ist, da sonst flit z = % zwei verschledene am wenigsten yon Null in dem 
InServalle (% b) abweichende Funktionen yon Ges~al~ (1) existierten, under 
deuen eine Funktion vorhanden wKre, deren absoluter Be@ag sdrten grfigten 
Wer~ im In%ervalle (a, b) ~ + 1 real erreicht, was unmSglieh ist. 

w 21. 

Ebenso finden wir, dalt der zweiten Voraussetzung die Funk4ion 

(45) y --  • < 

en~spricht, wobei die Zahl d aus der Bedingtlng (39), + L aus der Gleidamag 

zu bestimmen ist. 
16" 
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Die  Gleickung (45) finder dann und nzer dann start, wenn z in einem 

tier IntervaIle 
(~, ~,), (~, ~), . . . ,  (~_,,  ~_  ~) 

1,~.gt, we 
/ 

Tg ~ Tg 

ist oder, was dasselbe besagt, dann  und n u t  dann, wenn 

V~)(z) V~')z (Cos' ~ + SiC ~ )  ~ 0 

ist; nut fflr ~ == 7, tat die Funktion (45) der Fuukfion (25) gleich and 

~ o = n + l ;  

is~ aber ~- /~ , ,  so greift nicht die zweite~ sondern die vier~e Voraus- 
s~C~ang "des vorigen Paragraphen Platz. 

I_,iegt ferner z im IntervaUe (t~,, ~7,), so ist 

( l - - z ) "  I '~ L==(t_n~) ~" ~ " 

Wit bemerken, daB, den Fall 

n = 2 ,  ~ = 1 ,  t , = # , = 0  

ausgenommen, stets die Ungleiehung 

gilt, da sonst dem Werte z ~ i i zwei versehiedene am wenigsten yon Null 
in dem Intervalle (a,  b) abweiehende Funktionen yon Gestalt (1) ent- 
spreehen mti~ten, was, den obgenannten Fall ausgenommen~ unm~iglieh ist. 

Die dritte Voraussetzung gibt 

(46) v s~(~(,) s ._ ,(x) ,  

Die  Gleichung (46) finder offenbar n u t  fiir 

Z = ~r~ Z ~ v~  . . ., Z ~ ~,n_ ~ 
s~#, we 
(47) ~I~ ~/~ "" *~ ~ - - y .  
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die nach wachsendem Werte geordmeten Wur~eln der Glvichung 

_ -  o d x  x 
bedeuf~. 

w 23. 
Beachten wit, daft flir 

x nicht --= n (rood. 2) 

eine der Zahlen (47) gleich Null ist, so erhalten wit-folgenden Satz. 
Satz. D/e _Funktion 

~ I  - - X  

~*-'(.-1)(~ -1-*~ 1)(*-~ +* ~) ...(.+1) 
Co. ( ( n -  1) aro Cos x) 

weicht im Interval~e (-- 1, 1) fib" jeden ganzen und positiven Weft yon ~ < n, 
der tier Kongruenz 

---- n (rood. 2) 

nivht gettiigt, yon iVull weniger ab, als jede a~ere  ganze F u n ~ m  vo~ x 
yon nivht hb'herem als num Grade, deren 2~oeff~ient yon x x gldvh Q ist. 

De," Faktor 
n - - l - - x  

(--x) ' t 

ist fiir ~ ---- n -- 3 dutch 

f'ur x = n -- 1 dutch 

zu ersetzen. 

2'* --4 (n -- 1) ' 

1 
2n -~  

w 24. 

Wir gehen zur Betrachtung der vierten Voraussetzung fiber. 
Greif~ diese Vorausse~zung Platz, so besitzt die Gleichung 

~/--0 
aul3er den Wurzeln 

x~, x~, " . . ,  x,,_l 
noch eine Wurzel ft. 

Diese Wurzel muB einer der Ungleichungen 

f i__~a----  1, f i ~ b = l  
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gautigen, da monJt in der Reihe (41) Zahlen yon entgegengesetztem Vor- 
u i c h u  vorhanden w~ren. 

Aue dem Vorhergehenden fo]gt, dais der Fall 

/i ffi- a -- -- 1 
am" far 

der Fall 

I l u r  

Z ' - / ~ ,  #--pl, " ' ' ,  z= 'p~_~,  

~ - - b - - 1  

m--,(l,  e - - ~ ,  . . . ,  z--~t._~ 
�9 ~ttfinden kann. 

In den beiden eben erwiihnten F~llen werden Funktionen, die schon 
oben betmohtet eind, ale die am wenigsten yon Null in dem Intervalle (a, b) 
Ibweiehenden Funktionen yon Gestalt (1) sich herausstellen. 

Nehmen wir nun 

Ira. In dimem Falle wird der absolute Betrag yon y zuerst zunehmen, so 
lange x yon b -  1 bis ~ zunimmt, dann bei weiterem Zunehmen yon z 
emt his zu Null abnehmen und dann unbegrenzt zunehmen. 

Zugleich damit wird die Gleichung 

(48) L s -  y~- .  0 

auBer den ~ -  2 zweif~chen Wurzeln 

(40) 
end den zwei einf~hen 

(5O) 
noeh die mwei Wurseln 

xl,  zs, " - ,  x ._l  

a - - - - l ,  b - - 1  

~ > ~  und ~ > ~  
beuitzen. 

Ebenso beaitzt die (}leichung (48) im Falle 

f l < ~ a - - - - 1  

auger den Zalden (49) und (50) noch die zwei Wurzeln 

~ , < ~  und ~ < ~ .  

In beiden F'Mlen gentigt die Funktion y der Differentislgleiehung 

(51) Ls--  ~ -- (1 -- ~')(x -- ~)(z -- #) y~. ,,(= --  p), 

Wit bemerken, dab Zolotareff in seinem Aufs&tze ~;Anwendung der 
alliptkchen Funktionen auf Fragen betreffend die am wenigsten und am 
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meisten yon Null abweichenden Funktionen ~ die L6sung der Gleichung 
(51) durch elliptische Funk~ionen ausgedrilckt hat. Wit wollen uns abet 
mit dieser Bemerkung begniigen. 

Wit setzen 

Nehmen wir dann 

w 25. 

f(~) = w ( z )  - q, ~-. 
f(-- i) 

;=0 

~ > 1  

aa, so haben wit zur Bestimmung der Koeffizienten der Funktion W ( z )  

qo, ql, "", q. 
und der Zahlen 

die 81eichungen 

I 
xs~ xs,'", x._i ,  ~, 7 and 

w ( -  i) = i ,  
w ( : , )  = ( -  1),, w'(x,)  - o,  
w(x , )  - .  ( - i ) , ,  w'(~ , )  - o ,  

w(x._1) (- I)--, ' - , W ( . _ ~ )  - o ,  
W(1) ~(-I)--~ ~V'(~) -0, 
W(7) - (- i)--, '=- - ,  ' 

w(~)  = ( -  i )- ,  F ( . ~ ( , ) -  ~e" / 

Damit die vierte Voraussetzung Platz greife und aul~erdem 

sei, ist notwendig llnd hinreichend, dab die Gleichungen (52) eine soIche 
L~sung zulassen, dab die Zahlen 

(53) 4 ,  x,,  . . . ,  x ._ l ,  r 

reeU, endlich lind den Ungleichungen 

(54) --1 < x j  < x~ < . . . <: x,,...l < 1 < fl . 

geniigend ausfallen. 
Mehr als eine solche Liisung k~nnen die Gleichungen (52) nieht zu- 

lassen, da sonst mehr als eine am wenigsten yon Null in dem Inter- 
valle (a, b) abweichende Funktion yon Gestalt (1) existier~e. 

Wir woden beweisen, dal~, den Fall 

n = = 2 ,  u ~ l ,  X1~v1--~i 



(~5) 

ausgenommen, die Ung]eichuugen 

statt-flnden und dat~ wenn 

ist, die {~leiehungen (52) eine solche L~sung zula~sen, dab die Zahlen (53) 
reell, endlich und den Ungleiehungen (54) genflgend ausfallen. 

Dazu bemerken wir, daft flit z ~ X, die (}leichungen (52) else LSsung 
besi~zen, ffir die 

&(~ �9 . w(~) -- ( -  i)~ Co~, ~ _ s~,.--~ 

�9 

- + C o .  - - - ' .  xI + T ~  5 ,  

"~==~'==i, (~ 1 - l--2Tg'  5 

ist, und wollen nun unter 

(56) x~, x~, . . . ,  x~_~, ~ ,  ~,, ~ ~ d  W(~) 

solche Funktionen yon z (die letzte auch yon x) verstehen, die den Glei- 
chungen (52) geniigen und fiir z-~ ~., die Werte (55) haben. 

Die Ableitungen naeh z der auf diese Weise bestimmten Funktionen 
in m (56) trod dot Funktion W'(x) w o l l o n  ~ i r  mit 

~x~, ~x~, . . - ,  ~x._~, (~ ,  6 r ,  d~,  ~W(z), ~W'(~) 

bezeichnen. 
Differentiieren wir nun die ~ l e ~ c h u n g e n  (5~) nach n, so erhalten wir 

die Gleiehungen 

, ~ w ( -  t) -- o, 
,~w(x.,) + w'(x~) ,~x~ = o ,  ,yw'(z,) + w"(x,) ~ ,  - o, 
aW(x,) 4-W'(x~) ~ - . o ,  nw'(x,)  +w"(z,)  ,~z, - o ,  

�9 . , * �9 . * * * * 

(57) ~w(~._D+ W'(x._,)~x._l-. o ,  ,~ w'(~._,)+ w" ( z ._D~x ._ , -o ,  

~w(- i) -- o, 
~ w(~) + w" (~) ~r --- o, a w'os) + w"(~),~ ~ - o, 

~w(~) + w ' ( ,~ )~  - o, 
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Biar tiC,; 

F ( x )  = (x ' - -  1) H ( x -  xi), 
$.-~--$ 

~ ( x ) -  F(x) 

A m  den (Beichungen (57) fo l~ ,  wenn wit die (~leichungon (52) be- 
~olui~ht~g~a, 

~ w ( - t )  - , ~ w ( ~ )  .= ,~ w ( , ~ . )  . . . . .  ~w(x,,_O = , ~ w o )  = o. 

Daram~ schlioi~en wir, dab 

(55) ~ W(~) = A F(x)  

ist, wo A eine yon x unabhiingige Zahl bedeutet und folglich, dab 

(59 )  ~ w ' ( x )  = ~F' (x )  

Ermotzen ~ nun in den Gleichungon (57) 

OW(v), ,~W(e), eW'(x,), ,~W'(~,), ..., ~W'(~._~), ,~W'(~) 

~Mrah die ~ ~ie arm den Gloie&ungon (58) mad (59) folgendan Wart~ 
Aoh~m wi t  au,, den auf  diese Weise erhal~enen .Gleichuagen 

~ ,  ~xt, . . . ,  ~x~_i, ~ ,  ~,, ~ ,  
zu b ~ i m m e n ,  so k o m m t  

(6o) 

a(x j ' - -  x) 
(~z~ =. -- n(to (x s -- ~) ' 

.,'tF'(r 
' ~ = -  w"(r , 

a (~ ' - -  x) 

A(8 t -  1) 
(~e , = -  ,,~ (~_ #). 

~ t m m  wit  abar in der le~z~en der Gleichungen (57) 

dutch ihre Wer~e (60) und suchen wir aus der auf diese Weise ~rhsl-.- 
tenen Gleichung A zu beskimmen, so kommt  

A ..... "q~F(:+~)(~) 
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und ferner 
x~ ~- 1 (x+i) 
----~F (~> z~--p 

~x~= ,= ._~  , 
~ ,  X~ - - 1  ~,(x)~,,\ 
/ %  . .s.. ~ k " ]  

ap= nqo F("  + 1)(z) F' (~e) 

~'-- 1 F(X+ i) (~) 

Z=n--I | . 

Wir bemerken, dab fiir jeden Weft yon z, ftir den die .WorSe der 
Funk~ionen 
(62) x,, x , , . . . ,  
reeD, endlich und den Ungleichungon 

(63) -- l < x ~  <x~ < . . .  < x , _ , <  1 s  

genfigend ausfaUen, die Ungleichung 

F'@) F'@ 
w " @  -- -w'~(-~ > 0 

qo 
statthat, da die Koeffizienten der hSchs~en Potenzen yon x in den Funktionen 

F'(x) und W"(x) q, 
posi~iv sind, und die Gleichungen 

F'(x)=O und W"(x)=O 
ffir einen solchen Weft yon z keine Wurzoln haben, dio grSBer oder 
gleioh ~ sin& 

Aus den Formeln (61)und auf Grund der eben gemachten Bemer- 
]rung und des ttilfssatzes 2 schlieBen wir, dab 

(64) x 2, x s, . . . ,  x~_l, ~, ? und 

sLe~ige und mi~ z zunehmende Funktionen yon z sein werden ffir jeden 
Weft yon 1, fiir den die Werte der Funktionen (62) reell, endlich und 
den Ungleichungen (63) genilgend ausfal]en. 
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Da die Gleichungen 
x ~  x~.+l, x ,_  1 ~  1, 

wie aus den Gleiehungen (52) ersichflich, nicht' s~atthaben kSnnen, so 
bleiben bei stetigem Zunehmen der Funktionen (62) die Ungleichungen (63) 
immer richtig, wean sie am Anfange des Zunehmens richtig waren. 

Wenn also jedem im Intervalle (X,, Q)~ wo p irgendeine Zahl grSBer 
als ).~ bedeutet, enthaltenen Wer~e yon ~ ein endlicher Wer~ tier Funk- 
tion fl entsprich~ so werden die Funktionen (64) ffir z = O  reelle, end- 
liehe und mit  ~ zunehmende Funktionen yon z sein; auBerdem werden 
dann die Ungleichungen (63) statthaben und 

p > l  
sein. 

Nehmen wit an, dab jedem im IntervaUe (X,, #~) enthaltenen Werte 
yon $ ein endlicher Wert  yon fl entspreche, so wfirden wir auf Grund 
des eben Ausgeffihrten zu dem Schlusse kommen, dab die far z ~ 6 ~  am 
wenigsten yon Null in dem Intervalle (a, b) abweichende Funktion yon 
Oestal~ (1) eine yon der Funktion (45) verschiedene Funkt ion sei, was 
unmSglich is~. 

Daher muB im Intervalle ()-i~ ~ )  eine yon X~ und ~i verschiedene 
Zahl 0~ rorhanden sein derart, dab jedem Werte  yon z, der im Intervalle 
(~t~'@~) enthalten und yon 0, verschieden ist, ein endlicher Wef t  yon fl 
entspricht, ~ abet unbegrenzt w~ichst, wenn z zunehmend sich dem Grenz- 
wert 0~ n~ihert. 

Aus dem Vorhergehenden folg~, dab wenn z zunehmend sich dem 
Grenzwerte ~ ~iihert~ dann 

x~., xs~ . . . ,  x~_  1 

zunehmend sich gewissen endlichen Gronzwerten niihern. 
Folglich n~horn sich auch die Koeffizienten der Funktion 

I----n--1 
h(x)=  w'(~) / 7  

~o(Z- ~) ~.~ 

gewissen endlichen (}renzwerLen~ ,wenn ~ zunehmend sich dem (]renz- 
wer~e 9~ n~iher~. 

Wir haben ferner 
$$ 

W(x) -- g o j  (x - p) + 
(65) - '  

- 1  - -1  
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(66) 

Aus der Gleiehung 

, o / ~  w(,~,)  = ,, h(z,) a :  - n e o a f  ~(z )  a z  + 1 _ _ 1 
- 1  - 1  

~0 

und ferner 

(67) ~0~ = 

far 

- I  - 1  

Da die Gleich,m_g 

~ ( ~ )  ~ 
a ~  - -  ~ - f ~  h(~) d~ 

h(~) - 0  

~ < : m < O ,  

keine Wurzeln besitz~ die zwischen - - 1  und x s l ie~n~- ~.. . .k~aala~ wit 
aus den Formeln (66) und (67) schlieBen, daB, wenn m ~ ~ 1  sigh 
dem Grenzwerte 0, n~hert, qo sich dem Grenzwer~e N u l l ,  q o ~  ~ = ' ~ m  
gewissen end].ichen Grenzwerte n~iher~. 

Daher folg~ aus Formel (65), dab gleichzeitig I~r(x)  gogen  eine 
gewisse ganze Funktion yon x yon n - - 1  ~m Grade konverg ier t ;  und zwar 
gleichm~iBig f(ir aUe Werte yon x im Intervalle (-- 1, 1). 

Da aber far jedes den Ungleichungen 

i, < ~ < 0, 
gentlgende z der absolute Betrag yon W(x) im Interval le  ( - - 1 ,  1) sainen 
grSBbn Were, der gleich 1 ist, genau •mal erreieht u n d  

W(-- i) -- 1 

is~, so ist 
tim W(x) = (-- 1)"- '  &_,(x) .  
~'ffiql 

Zugleieh ist nattirlich 

lira xj ----- Cos n - d  
sfQ/ 

~/~(~) = ( ~ ' -  1) s ._ , (~) ,  

und folglieh muB q, einer der Zahlen (47) gleieh sein; d a  a b e r  dis An- 
zahl der Zahlen (47) der Anzahl der IntervaUe. 

gleieh ist, so haben wir 
q,  = v , .  
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Folglich ist in der Tat 

und die Gleichungen (52) lassen ffir 

oine LSsung zu, fiir die die Zahlen (53) reell, endlich und den Unglei- 
chungen (54) geniigend ausfallon. 

w 26. 

Die Betraehtungen des vorigen Paragraphen zeigen, daB, wenn 

)., < z < v~, 
oder, was dasselbe besagt, wean 

Qb(') ( .  C O s '  ~-~ ~ - -  Sin" s~-n) ~ dZ((z'--l)S:-l(Z))d, ~ < 0 

ist, dam, die vierte Korausset~ung des w 20 21atz greift und 

~ > 1  
~st. 

Nimmt  auflerdem ~ yon X~ his v~ zu, so nehmen die x$ 

t~on (1 + Tg ~ ~---) Cos n--~ + i = + Tg V~ bLs Cos ~ ~, 

u ~ d r  
yon 1 bi~ oo, 

$ fit 
yon 1 + 2 Tg V-~ b/s oo 

Hier sind wie friiher mit 

Xl~ X2~ "" "7 Xn 

siimfliche im Intorvalle (a, b) gelegeaeu und nach wachsendem Werte go- 
oTdneten Wurzeln der Gleichung (22) bezeichnet. 

Ebenso finden wir, indem wir mit 
rl~ r~, . . . ,  r~ 

die nach wachsendom Worte geordneten Wurzeln der Gleiohung 
y----0 

bezeichnen, da~, wenn z yon ~ bis v~ ~unim~nt, dann ~'~ fiir j < ~r 

yon (1 + Tg ~ ~-n) Cos ~n -- sj + 1 s ~ ~n -- s j - -  1 ~-~ z + T g  V6 b/s Cos (~n--1) ~'  

r~ 

yon (1 + T g ' ~ ) C o s - - 1  ~ ' '~  2n + T g  Vgn his oo 

~unimmt. 
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w 27. 
Durch ganz analoge Betrachtungen wie die in w 25 

kSnnen wir sehlieBen, daB, wenn 

oder, was dasselbe besagt, wenn 

d~'((z~'-l) < - '  ( z ) ) d ~ .  ~F~:) (~ Cos s ~-~ + Sin' ~-~) < 0 

iSt, dann die vierte Voraussetzung des w 20 Plata greift und 

ist. 
2r a u ~ d e m  z van v~ Ms ~ ~ ,  so nehmsn die z~ 

n--]  (l + Tg ~ '"n 

fl und ~, yon - - o o  bis - - 1 ,  

2 ~ t~ yon ~ o v  bis - - 1 - - 2 T g  ~-~, 

( ~) 2,,--x , ~  
r z yon - - o o  bi, l + T g  ~ n  C o s ~ - - T g  ~n'  

und r~ t~r j > 1 

yon Cos ~'* -- ~ + ~ 

g~. *) 

dargelegte~ 

bis l + T g  ~ Cos ~ ~ - - T g  

Kapifel  III. 

w 33. 
Kennen wir die am wenigsten yon Null in dem Intervalle (a~ b) ab- 

weichende Funk~ion yon Gestalt (1), so ist es leicht folgeade Aufgabe zu 
l(isen. 

Aufgabe.  Den gr6flten Wert zu bestimmen, den der absolute ~e~rag ein~ 
14nearen Funktion ~ (h), gebildet aus den Koeffizienten einer gan~en ~'unktion 
yon nich$ hSherem als n ~m Grade h(x) annehmen kazan, wenn die Abweichung 
der Funktion h(x) v ~  N d l  in dem lntervalle (a, b) die gegebene ~ositive 
Zahl M nicht igoersteigt. 

Li i eung . .Es  sei y die am wenigsten yon 2gull in dem intervalle(a, b) 

*) Die 9w 28--31 deren wesentlicher InhMt in Beispielen besteht, lassen wir 
weg. S.B. 
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abweiehende Funlction yon Gestalt (1), L ihre Abweichung yon Null in 
demsdbe~ IntorvaIle~ dann ist das gesuehte Maximum gleich 

M 

und entsprivht der Funktion 
h(~) = M 

"z'Y" 

In der Ta~, wgre ftlr irgend eirae gauze Funk~ion yon nieht hSherem 
Ms n ~ Orade g(x), dereu Abweichung N yon Null in dora In~ervalle 
(an b) die Zshl M nicht fibersteigt, 

M 
I~0)L > ~ I . t ,  

so wttrde die Abweiehung yon Null in dem Intervalle (a, b) der Funktien 
yon Ges~lt (1) 

gleich 
I~l N <  LN 

i ;,~5i -~ -  < L 

Dsh'er kama dss gesuchte Maximum nicht grSBer sein als 

-f-l~l, 

und dieser Grenzwer~ yon I~o(h) t wlrd ffir die Funktlon 

2d 

deren Abweichung yore Nullpunkte in dem Intervalle (a, b) gleioh M ist~ 
erreichL 

Offonbar ist aueh umgekehr~, wenn der grSl~te Wer~ yon Ion(h)] der 
Funktion 

h(~) = g(x) 
ent~prieht, die Funktion 

r 

-~q) g (x) 

die am wonigs~en yon Null in dem In~ervalle (a, b) abweiohondo Funktion. 
yon Oestalt (1). 

Es ist natttrlieh nicht ntitig, bier 

a==- -  1, b - - I  
mazuuelmaen. 
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w 33. 

Auf Grund des vorigen Paragraphen uad der Siitze der ~w 17 mad 29, 
schlieBen wir auf den folgenden Satz. 

S atz. Ubersteigt die Abweichung yon ~ul l  einer ga/azen Funktion 

h(x) =po  x" § p ~ - ~  § �9 �9 �9 + p~ 
#)on n4zht h6herem als n ~ Grade in dem Intervalle (--1, 1) nicht die Zahl 

so i s t  

#,nd fiix i > l 
2n-s~-in(n--i--1) (n--i--S) . . .  (n--Si +1) M 

dabei kann jede dieser Ungleichungen tats~'chlich i~ eine Glvichung iibergehen. 

w 34. 

Aufgabe.  Zu bestimmen ist der gr6flte Weft, den die Abweichung yon 
Null  in irgend einem gegebenen Intervalle (a, b) der x ~ Ableitung h(~)(x) 
~iner ganzen Funktion h(x) yon nicht hJherem als n ~" Grade haben kann, 
wenn die Abweiehung yon ATull in dem Intervalle (a, 5) der Funktion h(x) 
die gegebene loositive Zahl M nicht iibersteigt*). 

L/isung. Wir nehmen zunRchst 

a=-- l ,  b=l  
~, l l .  

Ftir den gr6B~en Were, den eine Funktion (~(x) im In~ervalle (a, b) 
~nnehmen kann, wollen wir die Bezeiclmtmg 

max. *(x) 
einfllhren, 

Dss gesuchte Maximum mSge der Funktion 

h (x) = y = f (x)  

�9 enispreehen, und der absolute Betrag yon y(~) mSge dieses Maximum fttr 
~ten im Intervalle (a, b) liegenden Wer~ 

,erreichen. 

*) Dm die Zahl, die wir im Kapi~el IImit L bezeiclmeten, eine stetige Funkfion 
yon z i~t und folglich im Intervalle (--I, 1) einen kleinsten Weft hat, so ist, wenn 
w/r die zu Anfang des w 12 gemachte Bemerkung und w 32 berficksieh~gen, die 
Existenz des gesuchten Maximums offenbar. ~brigens wird sie auch aus der L~sung 
tolgen, die wir bier geben. 
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Aus dem i m w  32 Gesagten folgt, dab y eine am wenigsten yon Null 
in dem Intervalle (a, b) abweichende Funktion yon Gestalt (1) sein mu$, 
die dem FaDe 

entspricht. 
Folg[ich ist entweder 

(6s)  y = + MZ~(~),  

oder 

(69) y = + ~ s ~ _ , ( ~ ) ,  

oder 

(70) y = + ~z~ ( ~ +  ~ - ~  
- \ ~-~T / ,  

wo c eine gewisse reelle Zahl gr~Ber als 1 bedeutet, oder 

(71) y = • 

wo d eine gewisse reeUe Zahl kleiner als - -1  bedeutet, oder endlieh 

y ~ Mu,  
WO 

u = g (x) 

eine gauze Funk~ion n un Grades bedeutet~ deren absoluter Betrag im Inter- 
valle (a~ b) seinen ~ l ~ t e n  Were, der gleich Eins ist~ fitr genau n in 
diesem Intervalle liegende Werte yon x 

x 1=  a = - -  1 < x ~  < �9 �9 �9 < x~=~ b ~ 1 

erreicht, und wo [iberdies g(x) so beschaffen ist, da$ die Zahlen 

(-i)~g(x~), (-1)~g(~,),..., (-1)~g(x~) 
sgmflich yon einem und demselben Vorzeichen sind. 

Diese Funktion u genfigt der Differentialgleichung 

(72) 1 -- u ~ ---- (1--x') (x--v) (x--~) 
n,(x_~)~ u", 

wo die yon x unabhiingigen und reellen Zahlen 

yon einem und demselben Vorzeizhen sind und den Ungleichungen 

i < l ~ l < l r l < l a l  
genfigen. 

Da fiir 
c > l  und - - I < E x _ ~ I  

die Ungleichungen 

_ l ~ X + l - - c  _ 1 + ~ (~+ l )  < i  c +----'~ < 1  , ~ r  -~ c + 1  

Mathem~titche Annalgn, Y,~:X~II 17  
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staY~haben, so gil~ fiir 
c >  1, - - l _ < x < l  

die Formel 

i s . (  , k r  ~ < ~ "  I - - ' ) (x ) l ,  

und folglieh ist die Gleiehung (70) unmiiglich. 
Ebenso finden wir, dab auch die Gleichung (71) unmSglieh ist. 
Ferner ist es leicht einzusehen, daB, was auch fiir eine ganze nic]d 

negative Zahl  ~ ~ n sei, die Gleichung 

I z ? > ( z ) l -  m ~ .  IZ2)(x) I 
fi~r 

x = . - - 1  und x - - I  
und,  falls 

0 < ~ < n  

ist ,  n u t  fi~r diese IVer~e yon x stattfindet 
Wir haben in der Tat 

S ~ ( x )  = x ,  s ~ ' ( x )  = ~, 
" S~(x) = 2x  ~ -  1, S~'(x) = 2x ,  S~"(x) = 2, 

S , ( x )  = 4 x  s -  3x ,  Ss ' (x  ) = 12x : -  3, S~"(x) = 24x ,  Sa"'(x ) = 24 ,  

und unsere Behauptung finder folglich ffir 

n =  l ,  n ~ ' 2  und n = 3  
scarf.  

Aus der Gleichung 

Sin m e  -- Sin (m--2)~o = 2 Sin r Cos (m- -1 )~  

folg~ aber, wenn wit 
S~, (x) ,n Sin (m are Co~ x) 

"~" Sin  arc  Cos x 

beriicksichtigen, die Gleichung 

' S ; ,_~(x)  Z;~(x) ' 

Differentiieren wit diese Gleichung u -  1 real, so erhalten wir nach 
einfachen Umformungen die Gleichung 

( 7 3 )  s(~)(x ) m ,~(~) (x) + ~ _ ,  (x). 
m ~  2 ~m--~  

Wit bemerken, dab fiir 

m > 3 ,  0 < x < m  
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i s t .  

Folglich ist 

max. IS2)(x)' ~ ' ( . ' - 1 ~ ( ~ ' - 2 ' ) . . . { ~ ' - ( ~ - 1 ) ' }  , = ~ . 8 . 5 . . . ( ~ - - 1 )  

Der Ausdruck 
n ~ ( n  "~ - -  1 ~) ( n ' ~ 2 ~ ) . . .  { n ~ -  (~--1) 2 } 

1 . 3 -  5 - - .  (2u--l) 

nilnm~ mi~ waohsendeIIl ~ zu. 

Daher is~ 

~ [sL>~ (~)1 < m ~ .  I ~ ) ( ~ ) I ,  

trod folglich kann die Gleichung (69) nicht stattfinden. 
Ehe wir welter gehen, wollen wir folgenden algebraischen ttilfssa~z 

beweisen. 
H i l f s sa t z  3. Es  seien A und B positive Zatden, 

a~, a~, . . . ,  a,, bl, b~, . . . ,  b, 

reelle Zahlen, die den Ungleichungen 

b 1 ~ a  1 ~b~  <:a 2 ~ .  �9 �9 ~ b , ~ a ,  
gen@en. 

17 '  

mindestens eine der Bedingungen 

O ~ m - - 2  oder 0 ~ r - - l ~ m - - 1  
erfiillt ist. 

Augerdem sind die Zahlen 

S ( j !~ ( -1 )  und S(~-:)(1) 

yon einem und demselben Vorzeichen. Auch sind die Zahlen 

s<2)~(-1)  ~=a s(:-_ :) (-1)  
yon einem und demselben Vorzeichen. 

Daher folgt aus Gleichung (73), dab wenn unsere Behauptung fttr 
jedes n kleiner als m richtig is~, sie auch filr n ~ m richtig sein wird. 

Da abet unsere Behaup~ung ffir n ~ 4 wirklich richtig ist, so ist sie 
damit vollsti~ndig bewiesen. 

Beriicksichtigen wir ferner die Gleichung 

( x ~ -  1) s~(~ + ~)(~) + (~ ~ -  1) x s,(-)ix) - {-~ = ( ~ -  1)'} s ( : - , ) (~ ) ,  

so finden wir leicht, dal3 

S(x) ( i )  n ' (n ' - - I ' ) (n ' - -25 ... {n ' - -  (~--I) '} 

S~)(_ 1) == (_1) ._  ~ , , ( , , - - i  s) (n'--~,)... { , ' - - ( ,~--  x)'} 
1. $.5...(~x2--i) 
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so ist 

W/r set~en 

aC~) = A(x- -  ~,) ( x -  a~) . . .  (~ - ~,), 
B ( z )  = - B ( x - -  b,) ( x - -  b~) - - .  ( x - -  b,). 

Geniigt ~ der Gleichung 
G(~>(z) = 0, 

2/(~)(z) 
G(~+~)(z ) < O. 

Bewe i s .  Wit  seizen 

a(x) -_ G~(x). 
X ~ a~  

l~lae]~ der Lagrangesehen Formel haben wir 

~(~) _~ H(~,) a,(x) + o a(}) 
6~' Ca;) 

wo C eine konstante Zah[ bedeutet, und folglich is~ 

(~) -- ~ /{(a;) Zr<~) 
8'~i5 Gf~)(z)" 

Das Vorzeichen yon H(a~) is~ aber iden~isch mit dem Vorzeichen yon 

( -  I ) ' - ' - 5  
das Vorzeichen yon G'(a~) is~ identisch mit dem Vorzeiehen yon 

( -  1)'-', 
das Vorzelchen yon G~')(~) 
zeichen yon 

Folglieh ist 

was zu beweisen war. 

ist nach Hilfssatz 2 identiseh mit dem Vor- 

G(~- + X)(z). 

~(f)(z_ ) < O, 
G(~. + 1) ~z) 

Aus dem bewiesenen Hilfssatze folgt, wie wlr nebenbei bemerken, dab 
die Wurze ln  der Gleichungen 

G(~.)(x) = 0 und H('->(x) = 0 
e i n a ~ e r  trennen. 

Wit  kehren zu. uns~rer Aufgabe zuriick und nehmen 

y = M u ,  ~ > 1 

In diesem Falle mut~ naeh w 25 die Zahl t in einem der Intervalle 

(~,, ~) ,  (~,  ~,), . . . ,  (~._~, ~._.) 
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liegen, und eine der Funk~ionen 

u oder -- u 

mu~ mit  derjenigen Funktion yon x zusammenfallen, in die die in w 25 
definierte Funkt ion yon x und z 

iibergeht. 

w(~) 

~ t  

Wir wenden uns daher zur Betrachtung dieser Funkt ion W(x), wobei 
wit  alle Bezeichnungen des w 25 beibehalten. 

Aui~erdem wollen wir, was auch fiir gsnze und positive Zahlen Z und s 
sein m6gen, die Ableitung yon 

s W (x) 
W+(x) = =~-~i--, 

nach $ (genommen unter der Voraussetzung~ dab x nicht yon z abhiing~) ~hit 

~w<~(x), 
die Ableiiung s t~ Ordnung nach z yon 

(s Wc~>(~) =- \~/==, 

(wobei berticksichtigt wird, d ~  die Koeffizienten der Funkt ion W(x) 
yon x abh~ngen) wie gewShnlich mit  

d'W(O(~) 
d z a 

bezeiehnen. 
Erinnern wir uns, dab nach dem imw 25 Bewiesenen 

Ii~ w(x) = (- 1).-~s._,(x) 

is~ so kSnnen wir auf Grund dessen, falls 

is~, 

setzen. 
Da die Derivierte 

dw+( , )  ~wc~l(~) + Wr =: A~'<~)(~) + WC~+~)(~) . :  W<~+~)(~) 
dz ~--= 

eino stetige Funktion yon ~ ist, ftir jeden im Intervalle (~tt, ~,) liegenden 
Wef t  yon z, so entspricht der gr6~te Wert ,  den 

I W+ (,) I 



d ~ W(") (~) = el W ~" + ~) 
dz' dz 

anaimmt, wenn z im IntervaUe (~, v~) variier~, entweder dem Wer~e 

== ~ 
odor dem Werte 

oder einem yon 2~ und v~ versehiedenen Werte yon z~ fiir den 

W (  ~- + "  (z) = 0 
ist. 

Wit  wollen zeigen, dab ira le~zteren Falle 

I w(~)(z)l 
nich~ seinen gr~iBten, sondern seinen kleinsten Wert  im Intervalle (is, y~) 
erreicht. 

Wir  nehmen also an, dab # versehieden yon ~ und v~ is~ und dab 

WI~+I)(~) = 0  
ist, 

Da im Falle ~ = n -  1 die Gleichung 

W("+~)(z) = nl go = 0 
nut  ffir z - ~ v  o = 0 statthat, so folgt aus unserer Annahme 

~<n--1. 

Wit  haben 

= ~Wr q - W  ~+') (z) ~ AF(~§ -b W("+')(z) .  

Hier is~ 

21 ~ -- nq~ ~ - -  nq~ F(r'+l)(z) ~__ nqo F(X+ ~)(z) 
l=n--I . Z=n 

X'  xz ~ -  1 ~,(x)~.~ ~7 x~'-- 1F(r.)(z) ~(")(z) 

wobei 
x 1 ~ - -  1, x~ = 1~ 

X - - X L  J X - - X . n ~  

1 
F~(x) = ~ (x~ + ~) .Ft(x ) + (fl~-- 1) 2 

F,(x) 

l = l  1=I l=1 

F~(x) 
= - - 2 !  ( x - - x , ) ~ ( x )  + (x + f l )~_'  F~(x) + (fl~-- 1 ) 2  x , - -~  

l =  I l =  1 l =  1 

= -- n F ( x )  + (x + f l )F ' (x )  + ( f l ' -  1 ) ~  F,(x) 

gesetzt ist. 



Polynome, die mSglichst wenig yon Null abweichen. ~55- 

Wir se~zen ferner 

Da 

ist, so folgt 

,•'• ~(~) 
~ , -  ~ = ,  (~), 

t = l  

( x -  ~) , ( x )  = z (x). 

z (~,) = ( ~ , -  ~) ~(x,) = ~,(x,) = F'(x,) ,  

z (~ )  = o 

z(x) = ( x - ~ ) , ( x )  -- F (x) ~"~) F(x) ,  Y(r 

-F<~)- Y(~)(~) = F<'. + ') (z) , 

z - - p  

und ferner 

~'-- 1 z(~'--l) 

Wir haben ferner 
. q o ( ~ -  ~) ~(~) = ( x , -  1) W'(x) .  

Differentiieren wir diese Oleichung ~ + 1 real, sotzen wir in die auf 
dioso Weise erhalteno Gleichung 

eiu, und beriicksichtigen wir, da6 

~(~.)(~) = o,  w ( ~ + , ) ( ~ )  = o 

ist, so erhalten wir die Gleichung 

" ~ o ( ~ -  #)  F ( .  + ~)(~) = ( ~  - i )  W (  ~- +')(~) + (~ + 1) ~ W(~>(~), 

aus der wir dsnn 

n~o 

erhalten. 
Folglich ist 

A.~+~)(~) _-- - s  F ('+~)(~) 
(x) (z) 

- F ( x  + 1)($) 

(~+ 1)x 
~_~ W(~)(~) 

Zs 1 x(~s-- I) ~P(~- I)(Z) 



256 

und ferner 
d ~ W (~') (z) (74) a~' 

W', ]~'ARI~ OFlP ~ 

AFv*I)(z) + W(~+ ~)(,) 

z ~ -  1 
~__~ W(~.+~)(z) (~ -I- 1),, W(~.)(~) 

z - - ~  

z - -  p ~ ~ 0 .y'<,+l)(z ) 

- -  + W(~+')(~)  

uW(~)(z) ~ Jr- 1 -t- ( ~  1~ V(~'-~)(z) W(~+~)(z) 

- -  Z * ' ~  1 Z ( p " - - l )  V(~-I)(z).) 

z ~ - - -  , ~ _ p  F(,,.+l)(z) 
Dn. 

> 1, x , ~  1 

is~, so haben wir auf ~rund yon I-I i l fssatz  2 

z' -- 1 x(~ ~-1) ~(~'- i)(z) W(~')(~) ~-1 xt -- ~ 
z - - p  ~--~ F(~-+~)(z)  ~ .F(~-+O(z) ~ F(,~+~)(z) 

Beriicksichtigen wir aber, daiS d ie  Gleiohung 

W ' ( ~ )  = 0 

weder imagingre, nbch gleiehe W u r z e l n  besitzt ,  und dab 

W(~ '+~) ( z )  = 0 

ist~ so sehlieisen wir auf Grund yon  I-Iilfssatz 2, da$ 

W (~ + ~) (z) < O 
W(,'-)(z) 

ist. 

> 0 .  

Wir bezeichnen mit 

die nach wachsendem Werte  geordne~en Wurze ln  der Gleiehung 

F'(~) - o,  

b 1, b2~ "" ", b,,-1 
die ebenfalls nach wachsendem W e r t e  geo rdae t en  Wurzeln der Gle ichung 

r (~ )  - o .  
Aus der Gleiehung 

F" @ 2'(x~ ( x -  p ) ,  (x) = F "  ( ~ )  - ~ , 

schlieflen wir, dab der Koeffizien~ yon  x " - *  in der ~'anktion ~(x) negt t t iv  
ist, das Vorzeiehen yon ~9(x) far (zahlenmii$ig)  geniigend groSe (nega t ive )  
Werte  yon - - x  identisch rail dem u  yon 

( -  0" ,  
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das Vorzeichen yon 

~ ( a e  ) = .F" (~) ~'(ae) 

identisch mit dem Vorzeichen yon 
(- 

Folglich ist 

und da 
b 1 < a ,  < b~ < a~ < �9 �9 . < b~_~ < a ~ _ x ,  

----0 

957 

Fo lg l i ch  ist die Annahme 

y = M u ,  3 > 1  
unmSglich. 

Ebenso finden wlr, dab auch die Annahme 

y = M u ,  3 ~ 1  
unmiiglich isk 

Ist als~ 
a - ~ - - l ,  b = l ,  x ~ n - - 1 ,  

so ist das gesuchtr Maximum gleich 
n ' ( n ~ - -  * * ) ( n ' -  ~ )  �9 �9 �9 { n "  - -  ( ,  - -  * )~  } ~ l  

1 �9 a .  5 . . .  ( s x - -  a) 

y = + M S , , ( x ) ,  t = +_ 1. 

I w - -  s (") s:  I , n - l ( Y i )  ~ m a x .  I" 

( d ~ -  l ~ ,  (~)~ 

is~, so folgt auf Grund you ttilfssatz 3 

~(~-*)(z) < 0. 
F(~. + 1) (z) 

Berfieksichtigen wit alle hier gemachten Bemerkungen, so sehliel~en 
wir aus der Formel (74), dab 

d' W(~') (z) 
dz  2 

yon demselben Vorzeichen ist wie W(~)($), und dab daher im vorliegen- 
den Falle I W(~)(z)l nicht seinen grSB~en, sondern einen kleinsteu Wer~ 
im Intervalle (2~, vi) erreicht. 

Folglich entspricht der griil~te Wen, den ]W(~)(z)] erreicht~ wenn z 
im Intervalle (2~, vi) variiert, eiuem der Werte 

z = 2  i oder ~-----v~. 
Fiir z = 2~ ist aber 

2 

:[fir Z ~ Yi 
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Was den Fall 
a = - -  1, b = l ,  ~ = n  

betrifft, so folgt aus dem Satze des w 33, dab in diesem Falle das ge- 
suchte Maximum gleieh 

2"-  1 n! = n'(n" -- l")(n' -- ~') . �9 �9 ~ n'  - -  (x -- 1)' } M 
1 �9 3 . 5 - . . ( 2 n - - 1 )  

y = + M Z A x ) ,  

and t irgendeine im Iatervalle (a, b) liegende Zahl ist. 
Gehea wir dana (naeh dem w 12) yore Falle 

a = - - l ,  b----1 

zam Falle beliebiger a and b tiber, so erhaltea wit folgenden Sa~z als 
Antwor~ auf dis in diesem Paragraphen ges~ell~e Frage. 

"Sg%z. (Jbersteigt die Abweichung yon Nul~ in dem In~ervalle (a, b) 
einer gan~en Funktion yon nicht h6heron als n ~m Grade h(x) nicht die ge- 
gebene positive Zahl M, so iibersteigt, was auch fiir ei~e ganze und 2ositive 
Zah l  x ~_ n s e i ,  die Abweichung yon Null  ihrer ~t t~" Ableitung h(~)(x) in 
demselben Intervalle nicht die Zahl 

2r'n~(n ' - l~)(n  2 ~ 2  ~)- �9 { n ' - - - ( u - - 1 )  ~ } M  
1 -  3 .  5 . ~ 2 u - - 1 ) ( b - - a )  X 

und dieser Grenzwert wird fiir jede der Funktionen 

h ( x ) = M S . \ -  ~ - - a  ] und h = - - M S ~ { 2 x - - a - - b t  

and nur fiir diese Funktionen erreicht. 
Wit bemerken, dab dieser Sa~z fiir den Fall x = 1 yon A. A. Markoff 

im Anfsa~ze ,,~ber eia Problem yon D. J. Mendelejeff" bewlessn is~.*) 

�9 ) W i t  l a s sen  den  w B5 und  den  A n h a n g  zum w 84 weg ;  der  let;zte enth~lt; e inen  
~nderen  Bewels des Fundamen~alsa tzes  des w 84 ffir die F~lle x --~ 1, ~ ~ 2, u ~ n - -  ~, 

x=h--i. S.B. 


