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Einleitung,

1. DasHauptresultat der klassischen Untersuchungen von H. A. Schwarz *)
diber konforme Abbildungen gipfelt in dem Satze, daB jedes einfach zu-
sammenh#ngende, schlichte, aus einer endlichen Anzahl von analytischen
Kurvenstiicken, die sich unter von Null verschiedenem Winkel schneiden,
berandete Gebiet, einschlieflich des Randes eineindeutig und stetig auf
einen Kreis derart abgebildet werden kann, daB diese Abbildung fiir ¢nnere
Punkte winkeltreu sei.

Um eine derartige Abbildung eindeutig festzulegen, kann man sich
u. A. zwel entsprechende, orientierte Linienelemente des Inneren geben,
d. b. zwei Punkte und zwei durch diese Punkte gehende Richtungen, die
durch die Abbildung in einander iibergehen sollen.

Nun kann man, wie es Poincaré zumerst getan hat®¥), beweisen, daB

¥ Gesammelte Abhandlungen II passim; siehe auch Picard, Traité d’Analyse
{2* édition, Paris, Gauthier-Villars 1905) II, Kap. 10.

**) Acta Math. 4, S. 231, Der einfache Beweis, den wir im § 5 dieser Arbeit
fiir diesen Satz geben, ist im wesentlichen derselbe wie bei Poincard. Einen anderen
Beweis, der auf das Problem fir mehrfach zusammenhingende Flichen erweiterungs-
fahig ist, hat vor kurzem Koebe gegeben: Uber dic Uniformisierung belichiger ana-
lytischer Kurven, 2. Teil (J. £ Math. 139, 8. 249—292), 8. 262,
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die konforme Abbildung von zwei zusammenhéngenden Gebieten aufeinander,
bei welcher ein Paar von entsprechenden Linieneclementen im Inneren
dieser Gebiete gegeben ist, auch dann eindeutig bestimmt ist, wenn man
iiber die Bezichungen der Rinder aufeinander, oder sogar iiber die Existenz
einer derartigen Bezichung, gar keine Voraussetzung macht. Das zunerst
erwihnte Problem der konformen Abbildung, bei welchem man die Stetig-
keit der Abbildung auch auf den Rand erstreckt, kann demnach angesehen
werden als spezieller Fall eines anderen erweiterten Problems, wo die
stetige und konforme Abbildung pur fiir die inneren Punkte der beiden
aufeinander abzubildenden Gebiete verlangt wird.

Diese beiden Probleme sind — infolge des Poincaréschen Unitiits-
satzes — in allen Fillen fquivalent, wo das erste von ihnen eine Losung
zuldBt; da man aber sehr leicht Beispiele konstruieren kann, bei welchen
letzteres nicht zufrifft, so sieht man, daB das ,Problem fiir innere Punkte®
tatsdchlich allgemeiner ist, als das andere.

Die ganze neuere, groBartige Entwicklung des Problems der konformen
Abbildung®) fuBt auf der Tatsache, daB die Abbildung zweier Gebiete
aufeinander schon vollkommen bestimmt ist, wenn man Stetigkeit und
Konformitit fir das Innere dieser Gebiete postuliert (und natiirlich auch
zwei entsprechende Linienelemente vorsehreibt); die stetige Abbildung der
Rénder aufeinander darf man dagegen a priori wicht verlangen, sie ist eine
Eigenschaft, die in jedem speziellen Falle entweder vorhanden ist, oder nicht.

Dieser Sachlage gemiB, beschiiftige ich mich in der vorliegenden
Arbeit ausschlieBlich mit der Abbildung des Inneren von einfach zusam-
menhingenden Gebieten auf das Innere eines Kreises®™¥). Uberhaupt
werde ich stets mit dem Inneren der in Betracht kommenden Gebiete und
nie mit ihren Randpunkten operieren, -

2. Fiir die Probleme der konformen Abbildung iiherhaupt scheint nun
folgende Frage, die wir in dieser Arbeit vollstindig beantworten, von Be-
devtong zu sein: Es seien Gy, G,, - - - eine Folge von unendlich vielen Ge-
bieten, die einer w-Ebene angehdren, alle den Punkt v = 0 im Inneren ent-

% Vgl z. B. das Verzeichnis der Arbeiten von Poincaré, Osgood, Hilbert,
Xoebe usw., das in Koebes ,Uniformisiernng beliebiger sualytischer Kurven® (J. f.
Math. 138, 8. 195) znsammengesteﬁlt ist.

¥} Die Existenz der konformen Abbildung fiir das Innere des allgemeinsten
schlichten einfach Zmsammenhiingenden Gebietes, dessen Rand mindestens zwei von-
eivander verschiedene Punkie enthiili, hat Osgood bewiesen [On the existence of
Greens Funetion for the most general simply connected plangregion. Traps. Am.
Math. Soc. T (1900) 8. 310—3141].

7 ‘Einen wesentlich vereinfachien Beweis hat Koebe vor kurzem gegeben [J. f, Math.
139, 8. 260—61]. -
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halten und (um nur den einfachsten Fall zu erwihnen) siwilich im Inneren
des Kreises |u| < M liegen. Es sei f,(2) die analytische Funktion, welche
das Gebiet G, auf den FEinheitskreis (2| <1 derart konform abbildet, daf
die Punkte 2 =0 und u =0 wund in diesen die positiven Fichiungen der
reellen Achsen einander enisprechen. Welche notwendigen wnd hinreichenden
Bedingungen miissen die Gebiete G, erfiillen, damit die Funktionen f,(2)
bet wachsendem n gegen eine Grensfunktion konvergieren, und welches sind
die FEigenschaften dieser Grenzfunktion?

Diesen Uniersnchungen stellen wir ein Kapitel voran, in welchem
wir gewisse zum Teil schon lingst bekannte Ungleichheiten entwickeln,
die spiter gebraucht werden.

Die meisten Auntoren benutzen zu Zhnlichen Zwecken den Harmack-
schen Satz; ein rein funktionentheoretisches dquivalentes Hilfsmittel, das
den Vorzug besitzt sehr elementarer Natur zu sein, findet sich bei
Schwarz*) und geniigt unseren Zwecken vollkommen. Wir werden micht

einmal von der Verallgemeinerung dieses Satzes Gebrauch machen, die
Herr E. Lindelof gegeben hat *%).

3. Unsere Resultate sind mancher Anwendungen fihig, von denen
wir in der zweiten Hilfte dieser Arbeit einige nsher untersuchen. So
wird sich z. B. zeigen, daB man das Jumere einer beliebigen Jordanschen
Kurve auf das Innere eines Kreises konform abbilden kann, indem man
von der Abbildung von Polygonen ausgeht, welche die Kurve von aufen
ber approximieren, und dann zur Grenze ibergeht. Wir werden uns auch
mit der Stetigkeit der Abbildungsfunktionen eines verinderlichen Gebietes
beschiftigen.

Die bei weitem interessanteste Anwendung, die wir von unserem Satze
gemacht haben, besteht aber in einer neuen Methode, um die Existenz
der konformen Abbildung eines allgemeinen Gebietes zu beweisen. Alle
uns bisher bekannten Beweisanordnungen fiir den allgemeinen Satz be-
nutzen den Umweg iiber die Lisung des Randwertproblems fiir die Glei-
chung Au = 0. Wir werden dagegen rein funktionentheoretisch vorgehen
und mit verhiltnismaBig einfachen Mitteln, nicht nwr die Muglichkeit der
konformen Abbildung eines Gebietes beweisen, sondern die Abhildungs-

* Zur Theorie dexr Abbildung [Programm der eidgendssischen polytechnischen
Schule in Ziirich fiir das Schuljahr 1869—70; Gesammelts Abhandlungen II, S. 108—232]
Gesammelte Abbandlungen I, 8. 169.

**) Mémoire sur certaines inégalités dans la théorie des fonctions monogénes et
sur guelqnes propriétés nonvelles de ces fonctions dans le voisinage d'un point singulier
essentiel (Acta Soc. Se. Fennicae 35, Nr. 7, 5. 1—34) 8. 1.
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fanktion selbst durch ein rekurrentes Verfahren gewinnen, das bei jedem
Schritte nur die Auflésung von Gleichungen ersten oder zweiten Grades

verlangt.

Kapitel 1.
Das Schwarzsche Lemma.

4. Satz 1. Es sei f(2) eine analytische Funktion der komplexen Ver-
dnderlichen z, die fir (3| <1 regulir sein moge. Es sei ferner in diesem
Bereiche
@ ) <1
und f(0) =

Donn gilt fir jedes z, das der Bedingung 0 <|z) <1 geniigt, die
Bezichuny

@ )] <lef,
wenn nicht f(2) gleich einer linearen Fumltion &%z ist, wo damn immer
[f(2)| = |2] ist.

Fir diesen Satz von Schwarz*) geben wir den einfachsten uns be-
kannten Beweis:

Nach den Voraussetzungen ist die Funktion ¢(2) = A (z) fiir 2] < 1
regulir. Es sei ¢ eine positive Zahl, die kleiner als 1 ist; das Maximum
des absoluten Betrages von ¢(z) innerhalb des Kreises 2| < o wird auf
der Peripherie | 2| = ¢ dieses Kreises erreicht. Auf dieser Peripherie ist aber

Ol __if@l 1
9@ = |52 =2 <2,
letzteres weil |f(2)] < 1 ist. Hieraus folgt, daB fiir 2| <o

FOES

sein muB; und da diese Ungleichheit fiir jedes o <1 gilt, folgt sehlieBlich,
daB fiir jedes |z| <1 (Gleichheit ausgeschlossen)

&3 (@] <4

sein muB. Ist @(2) nicht konstant, so kaun fiir keinen inneren Punkt des
Einhejtskreises |[f(z)| = |#| sein, weil es sonst dann auch innere Punkte
dieser Kreisfliche geben wiirde fiir welche [f(2)| > |z| sein miiBte, was
der Bedingung (3) widerspricht. Ist aber |p(s)] =1 fiir jedes |2} <1,
so muf die Funktion f(2) von der Form ¢%z sein, Unser Satz ist in
seinem ganzen Umfange bewiesen.

*) In der oben zitierfen Abhandlung [Ges. Abb. II, 8. 109],
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5. Mit Hilfe des Safzes von Schwarz kdnnen wir jetzt sehr leicht das
in der Einleitung erwihnte Resultat von Poincaré beweisen, das besagt,
da8 die konforme Abbildung des Inneren eines einfach zusammenhingenden
Gebietes G auf das Innere des Einheitskreises nur auf eine einzige Weise
mdglich ist, wenn zwei gegebene Linienelemente ineinander iibergehen sollen,

Ohne Beschrinkung der Aligemeinheit konnen wir annehmen, daB G
den Anfangspunkt der Koordinaten im Inneren enthilt und daf bei der
Abbildung die Anfangspunkte der Koordinaten und in diesen die positiven
Richtungen der reellen Achsen einander entsprechen sollen.

Es seien unter diesen Umstinden

€] u=F(2), u=Fy

zwei Funktionen, durch welche das Innere von G auf die Kreise |2/ <1
und |¢] <1 konform abgebildet ist. Zugleich werden die beiden Kreis-
flichen |z| <1 und [§] <1 konform aufeinander abgebildet und zwar
derart, daB ihre Mittelpunkte und in diesen die positiven Richtungen der
reellen Achsen einander entsprechen.

Die Abbildungsfunktion ¢ = {(#) und ihre Umkehrung 2 = 2(£) ge-
niigen beide den Voraussetzungen des Satzes I; also ist nach diesem Satze
sowohl ! %1 £ 1 als auch (fé | £ 1 fiir zwei entsprechende Punkte. Hieraus
folgt nach dem zweiten Teile des Satzes, daf ¢~ ist, und, da (55
reell und positiv ist, haben wir schlieflich § = 2.

Die beiden Funktionen F,(z) und Fy(s) sind m, a. W. identisch.

=0

6. Den Satz I wollen wir jetzt dadurch verallgemeinern, dal wir die
Voraussetzung f(0) =0 fallen lassen. Es sei also fiir |2] << 1 die Funk-
tion y = f(2) reguliir und |f(2)| < 1; im Nullpunkte # = O habe man jetzt
f(0) = a,.

Durch die lineare gebrochene Substitution

@ — @

iaoif(5)~%3

® u=g(2) =

bilde man den Einheitskreis || <1 auf sich selbst derart ab, daf der Punkt a,
in den Mittelpunkt dieses Kreises iibergeht. Wir konnen auf die Funktion
o(2) in welche f(2) durch diese Substitution transformiert wird, den Satz I
anwenden und danach schlieBen, da8 fir alle Werte von {2} <& < 1, der
Punkt # = @(2) innerhalb eines Kreises & der «-Ebene liegen muB, dessen
Mittelpunkt mit dem Anfangspunkie der Koordinaten zusammenfillt und
dessen Radius gleich £ ist. Die Funktion f(z) selbst muB also auch in
einem Kreise x der y-Ebene liegen, nimlich demjenigen, der durch die
Substitntion (B) in & iibergeht.
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Es sei o der Radius des kleinsten Kreises in der y-Ebene, dessen
Mittelpunkt im Anfangspunkte der Koordinaten liegt und der » enthslt;
die GroBe ¢, die ibrigens von { abhingt, hat die Eigenschaft, daB fiir
{2} £ ¢ die Ungleichheit |f(¢)| < ¢ stattfinden wird.

Um @ numerisch zu bestimmen, nehmen wir zuerst an, da8 a, reell
und positiv ist. Dann geht (5) iiber in

% —Y
b T gy —1’
wOorans
Gyt
¥ = aur1

folgt. Da durch diese Substitufion die Achse des Reellen in sich selbst
transformiert wird, geht der Kreis ju| = ¢ in einen Kreis iiber, der diese
Achse orthogonal schneidet; die beiden Schnittpunkte dieses letzten Kreises
mit der reellen Achse haben die Werte

_ 4+ £ a—§

T TFar %1 at

und die gréBere der beiden Zahlen |y,| und |y,| wird den gesuchten

Wert o geben.
Nun sind (da sowohl @, <1 als auch { <1 sein miissen)
2a,(1 — ¢
bty = Pl >0
und
2t —al
Y1 — Y= "f—f_'{'“gg;) >0;
es ist also

% +§
9=fy1|=y1=m'

Ist @, nicht reell und positiv, so braucht man nur die ganze Figur
um einen gewissen Winkel zu drehen um die Bestimmung von ¢ auf den
erledigten Fall zuriickzufiihren. Dabei geht o, in |g,| @ber, und man
erhilt schlieBlich

g +¢ R
=3 + e

7. Es sei jetzt F(x) eine Funktion, die flir jz —2,| < r regulir ist,
und deren absoluter Betrag in diesem Bereiche den Wert M nicht iiber-
steigt; setzt wan 2 = 2, + r2, so wird die Funktion

f(z) _ F(w,ﬂ;— rZ)

fiir }2] <1 regulir sein und einen absoluten Betrag besitzen, der Eins nicht
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tibersteigh. Nach vorhergehendem haben wir aber, wenn & eine reelle
positive Zahl bedeutet, die kleiner als Eins ist, fiir

[g—g| S
die Ungleichheit
f IF(%)J +M5’

Bemerkt man jetzt, daf die rechte Se1t;e von (6) monoton wichst,
wenn | F(z,))| von Null bis M zunimmt, so sieht man, daB man in (6)
[F'(z,)| durch jede groBere Zahl M, ersetzen kann, die M nieht tibersteigt
und erhiilt schlieBlich folgenden Satz: -

Satz II. Es sei die analytische Funltion F(x) im Kreise |z—x,| <r
reguliir und daselbst ihr absoluter Betrag |F(z)| < M; es seien & und M,
swei beliebige positive Konstanten, die den DBedingungen 0 <& <1 wund
1 F (o)l £ My < M geniigen.

Dann ist fir jeden Wert von z, der im Kreise |x—ax,] < &r liegt

() |F()| < M 2t 22

wy e <M

Dieser Satz kann in gewisser Hinsicht als eine Verallgemeinerung
von I angeseben werden; er geht nimlich in I iiber, wenn man z, =0,
r=1, M=1 und M, =0 setzen kann.

Andererseits ist II ein spezieller Fall eines viel allgemeineren Satzes
von Schottky*), den Landau**) vor kurzem noch erweitert hat.

8. Wir wollen jetzt den Satz I in einer anderen Richtung vervoll-
stindigen: Es sei wieder fiir |2} < 1 die Funktion u = f(2) regulir und
|f(2)| < 15 ferner sei f(0)=0. AnunBerdem soll aber hier die neme An-
nahme gemacht werden, daf die erste Ableitung f'(2) von f(2) fiir 2 =0
von Null verschieden sei.

Dann kann man die Gleichung u=f(z) in der Umgebung von 2=0
nach 2z aufldsen und erhilt ein Funktionselement z =~ @(u), das in der
Umgebung von % =0 regulir ist. Es sel g, die groBte positive Zahl
zwischen Null und Eins (eingeschlossen), welche die Eigenschaft besitzt,
daB fir 'u| <o, die Funktion ¢(u) regulir und {p(u)] <1 ist.

Das Fanktionselement ¢(u) ist im Kreise [u| < g, die Umkehrung
einer eindeutigen Fupktion und stellt daher die Abbildung eines schlichten,
sich nicht tiberdeckenden Gebietes T der #-Ebene auf den Kreis [u| < g,

* Uber den Picardschen Satz und die Borelschen Ungleichungen [Berl. Ber.
1904, S, 1244—1262] S. 1285,

*%) Bohr u. Landau, Uber das Verhalten von {(s) und* . (s) in der Nihe der
Geraden s =1 [GGoth. Nachr. Math-phys. Klasse, 1910, 8, 303—330].

Mathematische Annalen. LXXIL 8
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dar. Umgekelrt entspricht jeder Kreisfliche |s| < ¢ die ganz innerbalb,
des Gebietes 7' verlduft, ein schlichtes sich nicht iiberdeckendes Gebiet
in der u-Ebene.

Um zu einem vollstindigen Resultate zu gelangen, schlieBen wir den
trivialen Fall u = €72 aus; die Uberlegungen des § 5 zeigen, daB dies
der einzige Fall ist, wo g, =1 sein kann. Nach dem Satze 1 ist danw
fiir |2] < g, immer lui < @, (Gleichheit ausgeschlossen).

Diese Kreisfliche liegt also einschlieBlich ihrer Peripherie ganz inner-
halb des Gebietes T und es gibt Kreise 2] < o, wo o > g, ist, welche
dieselbe Eigenschaft besitzen. Es sei g; die grioBte positive Zahl zwischen
Null und Eins (eingeschlossen) von der Eigenschaft, daB der Kreisfliche
i8] < g, vermbge der Funktion # = f(z) ein schlichtes sich nirgends tber-
deckendes Gebiet der u-Ebene entspricht; nach vorhergehendem ist g, > g, -
(Gleichheit ausgeschlossen). . V

Nehmen wir nun die positive Zahl g, kleiner als g, aber sonst be-
liebig an, so entspricht, wie der Satz I lehrt, der Kreisperipherie |2;=¢
eine geschlossene Kurve C der w-Ebene, die ganz im Kreise |u| <o liegt,
und es entspricht zugleich der Kreisfliche 2! < ¢ ein schlichtes, sich
nirgends iiberdeckendes Gebiet %, dessen Rand die Kurve C ist.

Wenden wir nun den Satz I, nachdem wir # = g o gesetzt haben,
auf die Funktion ¢(g,») an; so kommt fiir |v| <1 oder, was dasselbe
ist, fir ju} <g,

1elee®) | eotp('w < 1.
e |

Der Kreisfliche |u} < pg, entspricht also vermdge der Funktion
g = qa(u) ein Gebiet der z-Ebene, das einschlieflich seines Randes inner-
halb des Kreises |s] = ¢ verliuft; diese Kreisfliche | ju] £ 00, ist also im
Gebiete # enthalten, und da dleses Gebiet sich nirgends iiberdeckt, folgt
schlieBlich, daB die Kurve C im Kreisringe, der aus den Kreisen |u| =
und |u}, = po, gebildet ist, verliuft.

Wir sehen also, daB fiir jeden Wert von z, welcher der Bedingung

0<]z{ <o
geniigt, die Ungleichheiten
ool < |f(2)] < |7
bestehen, und konnen folgenden Satz formulieren.

Satz 1. Es sei die analytische Funktion w = f(2) fiir 2| <1 reguldr
und daselbst |f(2)] < 1; diese Funktion sei keine lineare Funktion wvon 2z,
und es sei ferner

f0)=0, 7O)=+0.
Mt o, bescichnen wir dic grofite positive Zahl zwischen Null und Eins, fiir

e
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welche das Funltionselement z = @(w), das in der. Umgebung von u =0
dic Umkehrung von f(z) darstellt, im Kreise |u| < o, regulir und dem ab-
soluten Betrage wach FKleiner als Fins ist.

Mit g, bezeichnen wir die gropte positive Zahl zwischen Null und Fins
(eingeschlossen) von der Figenschaft, dof der Kreisfliiche |2 < o, vermige
der Funktion uw = f(2) etn schlichies, sich nirgends iiberdeckendes Gebiet der
u-Ebene entsprichi.

Donn ist immer o, > o, (Gleichheit ausgeschiossen), und ferner ist fiir
0<izl < g )
®) 00,2] <[f()] < izl

9. Man kann durch eine Reihe von geeigneten elementaren Trans-
formationen und nochmalige Anwendung des Satzes I unseren letzien
Satz III durch einen anderen wesentlich schirferen ersetzen.

Wir fihren zu diesem Zwecke eine Funktion ¢(#) ein, die fiir [s[{<1
regulir sein und den Bedingungen

©) e<lp(|<1
geniigen soll, wo ¢ eine positive GroBe zwischen Null und Eins bedeutet;
auBerdem soll ¢(0) reell und positiv sein. [Der Punkt @(2) liegt wegen (9)
im Inneren der unendlichblittrigen Riemannschen Fliehe, die das Ringgebiet
e<lgl<1

ausfiillt; diese Fliche, die einfach zusammenhingend ist, wird im folgen-
den auf den Einheitskreis abgebildet.]

Bs sei
(10) 1) =19(2)
und derjenige Zweig des Logarithmus gewihlt, fiir welchen y(0) reell ist.
Dann ist wegen (9)
(11) lo < Ry(s)<O.

Zweitens sei

i1 - 28
(12) v =%
Aus (11) folgt sodann, daB fiir iz, <1
(13) Sw(e) >0
ist; ferner ist |(0)| =1 also ¢(0) = €%, wo (wegen (13)) 0 < & < = ist.
Endlich sei
,
_ y@—e
) o) = 2=,

wegen (13) ist fiir {2| < 1 auch jz(2)] <1 und auBerdem ist z(0) =0
83
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Nach dem Satze I ist also fiir jedes positive ¢ <1 und fir [2{< e
auch |z(s)| < 6. Aus (14) folgt nun

Si — -3t z
(15) P(2) = ~h1 "

Dem Kreise |z| — g entspricht vermdge (15) ein Kreis in der y-Ebene,
der die Gerade, welche die Punkte ¢’ und e ?¢ dieser Ebene verbindet,
orthogonal schneidet. Diese Gerade entspricht nimlich in der Transfor-
mation (15) reellen Werten von 7; wir bekommen also die zwei End-
punkte eines Durchmessers des- betrachteten Kreises, wenn wir in (15)
7 = 4 6 seizen und finden ferner fiir den Mittelpunkt » und den Radius r
unseres Kreises die Werte

_ i gt _ 26sind
=i 0 TT A=

Hieraus entnehmen wir, daf die den Werten |2, < 6 entsprechenden
Werte von ¥(z) ganz innerhalb eines Kreisringes liegen, der aus zwei
Halbkreisen besteht, deren Mittelpunkte in ¥ = O liegen, und welche die
Radien |m} + 7 und [m| — r besitzen. '

Lifit man & zwischen Null und = variieren, so wird sowohl das
Maximum von

- o i
}m} +r=(l 26’(&082;’%_—_{-;) +26sin &

als auch das Minimum von

{t —26%cos 24 + 6‘)7—-2asm&
1 — 6%

|m| — ¢ =

fir &= i erreicht, und man erbilt schlieBlich fir |2| <@

Aus (12) folgt sodann

1—s6 x(z) 146
as < (i 1) <1

- Setzt man nun @(2) = ¢, wo 4 und u reelle GroBen bedeuten, die von 2
abhiingen, so liefert (10) die Gleichung y(s) =14 + sy, und (16)

1+6 1—o
—*Zgl <y,£——l l TTs

Diese letzte Bedingung hesagt, wenn wir 6 = ¢ machen und die Be-
zeichnung

17 F'o=;;l£’l‘f_;;
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einfithren, daB fiir alle |2/ < ¢
(18) le] <o
sein muB. Da ferner nach (9) i zwischen ¢ und 1 liegen muB und

dasselbe von ¢(0) gilt, bestehen die Ungleichheiten
|1 —dcosp<(l—9) +£"%“,

PO —Lcosp < (1—9) + 14,
|4 sin gf <y,
die wir zur Abschitzung der Gleichungen
l1—g(#)=1—2cosu—ildsing,
{(p(()) —@(8) =@(0) —Acosu —iisiny
benutzen. Setzen wir dazu

(19) (o) = V (1—e+ "’—;f)z—!— '
so erhalten wir fir (2| <o
{ !¢(ﬁ) —1< 8(9):
lo(2) — 9 (0)] < (o).
Eine elementare Abschiitzung zeigt ferner, daB fiir jeden der in Befracht

kommenden Werte von ¢
o) <14Y1—p
ist, woraus folgt, daB Lim &(g) = O ist, eine Beziehung, die man auch
g=t

direkt aus den Formeln (17) und (19) hitte entnehmen kénnen.
Im allgemeinen liefert aber die letzte Formel eine viel zu hohe Zahl;
so ist z. B. fiir ¢ = 0,999 die GroBe (o) < 0,0010025, wihrend

141 — o> 0,044
wird.

Die Dngleichheiten (20) sind in dem Falle, den wir bis jetzt voraus-
gesetzt haben, daB ¢(0) reell und positiv ist, idenfisch mit den folgenden:

@1) 9 — 251 < 2(0), |9(5) — p(0)] < e(o)-

In ihrer letzten Form (21) behalten sie aber ihre Giiltigkeit, auch wenn
¢ (0) komplex oder negativ ist, da man durch eine Drehung der p-Ebene
— wobel die Ungleichungen (21) invariant bleiben — den allgemeinen
Fall auf den zuerst behandelten zuriickfiihren kann.

Nun kehren wir zu der Funktion f(2) unseres Satzes III zuriick; nach
diesem Satze ist fiir (2] <<g,

F-4

(20)
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Seizen wir z=g,¢ und ¢ (f) = A f‘f) fg)/ wobei @ (0) = f’(O). wird,
so folgt aus (21)
. o .
12 L8 <o) (2 ~1©) | <elon

!

fir |¢] < g, oder, was dasselbe ist, fiir |2| < o, 0,.

Wir konnen demnach folgenden Satz aussprechen:

Satz IV. Es sei die analytische Funktion f(2) fir |z| <1 requliir
und daselbst |f(z)| < 1; auperdem sei [(0) =0 und f(0) 0.

Mit o, und @, bezeichnen wir, die im Satze I definierten Grofen
mit e(p) die durch die Gleichungen (17) und (19) definierte Funltion.

Donn ist fir |2} < g,0,

[F(2) — F(0) 2] < o401 £(00) < L4 gy0, V1 — g,

0
]f( ) — .;g‘,; 3 < ous #(e) < L4 oo, Vi~ g,.

Der Satz IV kann als eine oft brauchbare Vervollstindigung des im
§ 5 bewiesenen Eindeutigkeitstheorems angesehen werden; er zeigt nim-
lich, daB innerhalb eines jeden festen Kreises |21 << 6 <1 die Funktion
f(2) beliebig wenig von einer linegren Funktion abweicht, wenn nur die
Zahl g, hinreichend nahe an Eins liegt. Oder man kann auch sagen, da8
das Maximum des absoluten Betrages des Restes

0 0
f() 2_}_17(‘2(; e
der MacLaurinschen Reihe von f(z), innerhalb des Kreises |z| <6 nur
von g, abhingt, sobald g, > ¢ ist. '

Interessant ist ferner die Bemerkung, daf bei gegebenem g, die
GroBe der Approximation voun der Gestalt oder Analytizitit des Randes
des Gebietes oder allgemeiner der Riemannschen Fliche, die f() fiir
j#z] < 1 durchlduft, vollig unabhingig ist.

wnd

Kapitel II.
Der Kern einer Gebietsfolge.

10. Als offenes Gebiet G- bezeichnet man bekanntlich jede Punkt-
menge (einer Ebene der komplexen Veriinderlichen %), die folgende Eigen-
schaften besitzt:

a) Um jeden Punkt von G als Mittelpunkt kann eine Kreisfliche be-
schrieben werden, die aus lanter Punkten von G besteht.

b) Zwei Punkte ¢ und b von G konnen stets durch einen Polygon-
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zug verbunden werden, der eine endliche Anzahl von Ecken besitzt und
aus lauter Punkten von G besteht. 4

Unter Umstinden wollen wir auch den unendlich fermen Punkt der
Ebene # als Punkt von G zulassen. Damit verstehen wir, daf das Ge-
biet G,, das aus &G durch die Transformation durch reziproke Radien

%, = % entsteht, den Punkt «, = O enthalten soll.

Man nennt Begrenzung oder Rand des Gebietes G die Gesamtheit y
derjenigen Hiufungspunkte von &, die selber nicht zu G gehoren. Fiigt
man zu den Punkten von G die Punkte von p hinzn, so erhilt man eine
abgeschlossene Punktmenge, die wir stets mit G bezeichnen wollen, und
die man ein abgeschlossenes Gebiet nennt.

Ein Gebiet G (oder G) ist einfach zusammenhingend, wenn entweder
das Innere oder das AuBere eines jeden geschlossenen Polygons ohne
Kreuzungspunkte, dessen Rand aus lauter Punkten von G besteht, ganz
in G liegt.

11. Es seien G,, Gy, -+, G, - - - unendlich viele einfach zusammen-
hiingende, offene Gebiete der u-Ebene, die alle den Punkt % =0 enthalten;
auBlerdem wollen wir voraussetzen, um den einfachsten Fall vorweg zu
behandeln, daB alle G, innerhalb des Kreises |u; < M liegen.

Wir nehmen an, daB man die konforme Abbildung simtlicher Ge-
biete G, auf das Innere des Kreises 'z' << 1 bewerkstelligen kann und
daB f,(2) diejenige analytische Funktion von z darstellt, welche die Ab-
bildung von &, liefert, bei welcher die Punkte « =0 und #2=0 und in
diesen Punkten die positiven Richtungen der Achsen des Reellen einander
entsprechen.

Wir wollen untersuchen, ob man fiir die Gebiete &, notwendige und
hinreichende Bedingungen ausfindig machen kann, damit le f.(2) fir
8} < 1 existiere.

12. Die Funktionen

(22) ' fl(z)) f2<z)) Ty f”(z), e
sind fiir {2| <1 regulir; ferner ist in diesem Kreise fiir jedes »
L] < M.

Fiir eine derartige Folge von Funktionen hat Herr Montel folgende
Eigenschaften bewiesen®):

*) Sur les suites infinies de fonctions [Ann, Ec. Norm. (3) 24 (1907), 8. 233—3804].

Le¢ons sur les séries de polynomes & une variable complexe [Paris, Gauthier-
Villars 1910, S. £--128], S. 20—25.

Vgl. auch Carathéodory und Landaw, Beitrige zur Konvergenz von Funktionen-
folger [Berl. Ber. 1911, 16, 8. 587—613). ’
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a) Wenn die Folge (22) im Kreise |2| << 1 konvergiert, so konvergiert
sie gleichmipig tn jedem Kleineren Kreise und stellt demnach im Kretse
|2| < 1 eine yegulire Funktion dar.

b) Aus jeder Tedfolge von (22) kann man eine neue Tezlfolge ent-
nehmen, die fir jedes (3| <1 konvergiert.

In der Terminologie von Fréchet wiirde man m. a. W. sagen, daB die
Folge (22) kompakt ist.¥)

13. Nehmen wir zuerst an, daB der Lim f,(2) unserer Abbildungs-
fopktionen fiir |2, <1 existiert und nicht konstant ist; dann ist nach

vorhergehendem )
L1=m fn(z) = f(ﬁ’)

und f(g) stellt eine analytische regulire Funktion dar, die nicht kon-
stant ist.

Die Funktionen der Reihe (22) haben — als Abbildungsfunktionen
von schlichten Gebieten — in jedem Punkte z, des Kreises ;2| <1 eine
von Null verschiedene Ableitung; wir bebhaupten, daB dieselbe Eigenschaft
der Funktion f(2) zukommit.

Es sei namlich, entgegen dieser Behauptung f(z,) = O und ¢ positiv
und so klein gewihlt, daB einerseits der Kreis 2,4+ ¢¢7 im Inneren von

|21 <1 liege [was z B. sicher der Fall ist, wepn ¢ < LTEL{"J ist] und

andererseits fiir 0 < |2 — 2,] < ¢ die Funktion f'(2) &= 0 sei. Dann wird,
wenn 2z den Kreis 2,+ o¢¥ bei variablem & einmal durchliuft, der Punkt
% = f(£) in der u-Ebene den Punkt f(z,) mehrfach — sagen wir k-mal .
(#=2) — umkreisen. Wegen der (leichmiBigkeit der Konvergenz, die
als Folge der Eigenschaft a) des § 12 lings dieses Kreises erfolgt, miiite
dies fiir hinreichend groBe # auch fiir den Punkt £, (¢) der Fall sein.
Letzteres ist aber nnmoglich, da, wegen des Nichtverschwindens von £,'(2),
der Punkt £, (¢) jeden Punkt der Ebene u héchstens einmal umkreist.

Zweitens wollen wir zeigen, daB die Grenzfunktion f(z) fir zwei
verschiedene Werte von z ebenfalls verschiedene Werte annimmt, d. h.
daB aus (2, —2,) =+ O die Ungleichheit f(2,) < f(z;) folgt.

Da nidmlich fiir jedes |{#| << 1 die Ableitung f'(2) 4 0 ist, so wird
vermége der Funktion u = f(z) fir hinreichend kleine o dem Kreise
|2— 2| < o ein schlichies Gebiet U, in der u-Ebene entsprechen, das
sich nirgends iiberdeckt und den Punkt u, = f(z,) in seinem Inneren ent-
hilt. Man wihle anBerdem ¢ so klein, daB der Punki 22 auBerhalb des

2) Fréchet, Sur quelques points dn Calenl Fonctionnel [Rend. Cire. Mat Palermo
22 (1906), S. 1—74], S. 6.
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Kreises {# — 2, < ¢ fillt, und dieser Kreis einschlieBlich seines Randes
innerhalb |2} <1 verlinft. Den Abstand des Punkies u, =f(z) vom
Rande des Gebietes U, bezeichne man mit 6.

Die Reihe (22) konvergiert gleichmiBig im Kreise |2 — 2,{ < g5 der
Peripherio dieses Kreises einerseits und dem Mittelpunkie andererseits
entsprechen demnach, vermdge der Abbildungsfunktion u = f,(2), eine
Kurve und ein Punkt, die von einem gewissen » = N an vom Rande des
Gebietes U, resp. vom Punkie u =f(s) um weniger als % -abweichen;
der Kreisfliche [z — 2,{ < o entsprechen dann bei denselben Abbildungen
Gebiete der u-Ebene, die alle den Kreis |u — u, | < % in ihrem Inneren
enthalten. Fir »>> N wird demnach, da die Funktionen f.(2) fir von-
einander verschiedene Werte von z v. e. verschiedene Werte annehmen,
die Ungleichheit |£,(2,) — %, | > —% gelten, woraus folgt, dab f(z,) = (2.}
ist, wie zu beweisen war.

Aus diesen simtlichen Uberlegungen schlieBen wir folgendes Resultat.

Wenn durch die Funkiionen

22 fi(@) f(2), - 1u(2), -
eine Folge von unendlich vielen Gebieten
Gu Gz:"‘; Gm U

(die auf der u-Ebene alle innerhalb eines und desselben Kreises liegen und
den Punkt w = O enthalten) auf den Kreis (2] << 1 derart konform abgebildet
werden, daff die Punkte w =0, 2 =0 und in diesen Punkten die positiven
Richtungen der Achsen des Reellen einander enisprechen; wewn auperdem
fiir jedes (2] <1 der Grenzwert

Lim £,(2) = £(¢)

existiert, so ist entweder f(z) identisch Null oder es liefert die Funklion
%= f(z) fir |2} <1 die konforme Abbildung eines gewissen Gebieles [ der
w-Ebene, das nirgends innere Windungspunkte enthilt und swh nirgends
iiberdeck:.

14. Es sei im Falle, wo f(2) nicht identisch verschwindet, H ein
abgeschlossenes Gebiet der u-Ebene, das einschlieSlich seines Randes ganz
innerhalb [" liegt und den Punkt 4 = O in seinem Inmeren enthilt. Durch
die konforme Abbildung, welche die Funktion « = f(2) leistet, wird dem
Gebiete H ein gewisses abgeschlossenes Gebiet auf dem Kreise (2] <1
entsprechen, das bei positivem hinreichend kleinem 6 ganz im Inneren des
Kreises [z < 1.— 26 liegen wird. Dem groBeren Kreise [2{ =1 — ¢ ent-
spricht demnach vermoge der Funktion « = f(2) cine analytische Kurve €
in der u-Ebene, die das Gebiet H umgibt.
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Es sei 2¢ die Entfernung zwischen € und H. Dem Kreise |2| =1 — 6
entspreche vermdge der Funktion u = f, (2) die analytlsche Kurve C, in
der u-Ebene; da die Funktionen f,(2) auf diesem Kreise gleichmiBig gegen
f(2 konvergieren, so wird von einem gewissen » > N an der Abstand
zwischen den Kurven C, und C Kkleiner als e sein. '

Fiir diese Werte von # hat das Gebiet H keinen gemeinsamen Punkt
mit C,, und da der Punkt  — O sowohl im Inneren von H als auch im
Inneren von C, liegt, so muB X ganz innerhalb C, und folglich ganz
innerhalb G, liegen.

‘Wir haben schlieBlich das Resultat, daf wvon einem gewissen n ab
H einschlieflich seiner Grenze ganz im Inneren aller Gebiete G, liegen mup.

15. Wir wollen jetzt beweisen, daB jedes Gebiet I';, das sonst beliebig
ist und nur die im letzten Paragraphen bewiesene Eigenschaft von [ be-
sitzt, im Inneren oder mindestens nicht auBerhalb von I verlauft.

Es sei also I', ein Gebiet, das den Punkt u = 0 in seinem Inneren
enthilt und von dem wir wissen, daB jedes abgeschlossene Gebiet H, das
den Punkt =0 in seinem Inneren enthilt und einschlieBlich seines Randes
in [, liegt, von einem gewissen # an innerhalb simtlicher Gebiete G, ver-
liuft. Es sei u, ein (innerer) Punkt von [; zu beweisen ist, daB v, im
Inneren von I enthalten ist.

Wir konstruieren zunichst ein abgeschlossenes Gebiet H, das die
Punkte u =0 und % = u, in seinem Inneren enthalt und in I, liegt, und
verbinden diese beiden Punkte durch einen Polygonenzug, der ganz in H
liegt, und dessen Abstand vom Rande von H gleich 26 sein mdge.

Wir konstruieren zweitens eine Kette von Kreisen, deren Radien
gleich 6 seien und deren Mittelpunkte auf diesem Polygone liegen. Der
erste Kreis der Kette habe seinen Mittelpunkt in # =0 und jeder der
dbrigen auf der Peripherie des vorhergehenden Kreises der Kette; der
k* Kreis der Kette enthalte den Punkt w,. Es seien

=0, uy, us, -+, ¥y
die Mittelpunkte dieser Kreise.

Nun gibt es nach Voraussetzung eine positive ganze Zahl N derart,
daB fir jedes » > N das Gebiet H und folglich die Kreise
(23) [ —p; < 26 (j=0,1,2,.-, k)
alle im betreffenden G, enthalten sind. Die Umkehrung z = ¢, (u) der
Abbildungsfunktion % = f,(#2) ist also in jedem Kreise (23) regulir und
da |g; ., —p;l =0, |u,—u| <6 ist, so ist nach dem Satze I, in
welchem man

M=1, =3, My=ig.u)
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zu setzen hat,

2 ;‘P-n(”j)} + 1
lou (e )1 £ m

R 2"”1&("‘&” + 1
o, () < W

24) (G=12--,&-1).

Durch sukzessive Anwendung dieser Ungleichheiten folgt, wenn man
auch hier bemerkt, daB man in den rechten Seiten von (24) die GroBen
|@, ()| durch groBere Zahlen ersetzen darf und daB auBerdem ¢, (4,) =0 ist,

1 S . _ 8 -1
0a(e) <5s (Pl <gpe e Palm)] <g=iy1

SchlieBlich findet man
9u0) < 3 < 1.
Die Punkte
&= @u(t)
befinden sich demnach alle innerhalb eines festen Kreises, dessen Radius
kleiner als Eins und von » unabhingig ist; sie haben also mindestens
einen Hiufungspunkt z,, der sich in diesem Kreise

befindet. Dieser Haufungspunkt z, wird durch die Funktion u = f(2) auf
einen Punkt u,” des Gebietes I abgebildet; ich behaupte, daB u,” mit %,
identisch ist. Im entgegengesetzten Falle konnte man die positive Zahl 5
so klein wahlen, daB der Kreis |u —%," | < 2% im Inneren des Gebietes I’
lage, wahrend u, selbst auBerhalb dieses Kreises und in endlichem Ab-
stande % desselben sich befinde.

Dem Kreise |u — u,'| < 7 entspricht in der Abbildung von I auf
2] <1 eine gewisse Umgebung von z,, die den Kreis |z — 2z, < ¢ ent-
halten mége. Da die Funktionen f, (4) in diesem Kreise gleichmiBig kon-
vergieren, wird von einem gewissen z» > N, an fiir jeden Punkt dieser
Kreisflache |f,(2) — u,"| < 2% und folglich |£,(2) — u,| >k sein. Hierin
ist aber ein Widerspruch enthalten, da nach unserer Konstruktion beliebig
grofie » und Punkte, die an z, beliebig nahe sind, existieren, fiir welche
f.(2) = u, ist. Also miissen die Punkte u,” und %, zusammenfallen, und
es ist jeder Punkt von I, in [ enthalten.

Wir haben alles in Allem gezeigt, daf das Gebiet I, das durch die
Grenzfunktion f(z) auf den Einheilskreis abgebildet wird, das grofte Gebiet
ist von der Eigenschaft, dap jedes abgeschlossene Gebiet H, das in ihm ent-
halten ist und selbst den Anfangspunkt der Koordinaten u = 0 enthilt, von
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etnem gewissen n an imnerhalb similicher Gebicte G, der gegebenen Folge
verliuft,

Zngleich hat sich ergeben, daB, wenn die Funktionen f,(2) gegen die
Konstante Null konvergieren, kein einziger Kreis existiert, der den Punkt
% = 0 umgibt und sich von einem gewissen » an innerhalb aller G, be-
findet. ’

16. Die zuletzt gefundenen Eigenschaften von I' sind rein mengen-
theoretischer Natur. Jeder Folge von unendlich vielen einfach zusammen-
hingenden Gebieten

Gi’ Gm Y Gm T

die alle den Punkt # = O enthalten und innerbalb des Kreises ju| << M
verlaufen, kinnen wir ein Gebiet K zuordnen, das wir den Kern der Ge-
bietsfolge nennen wollen und das immer existiert, ganz unabhingig davon,
ob die Folge der Abbildungsfunktionen f,(2) konvergiert oder nicht.

Definition I. Der Kern K einer Gebietsfolge soll aus dem einzigen
Punlide w =0 bestchen, wenn es keinen Kreis gibt, der uw—= 0 zum Mittel-
punkte hat und von eimem gewissen n an inverhalb simtlicher G, liegt. In
jedem anderen Falle soll K das grifte Gebiet von der Eigenschaft sein, daf
Jedes abgeschlossene Gebiet H, das den Punkt u = O als inneren Punkt ent-
kilt und sami seinem Rande im Inmeren von K liegt, auch von einem ge-
wissen n an innerhald simtlicher @, verlduft.

Der Kern K ist durch diese Definition eindeutiy bestimmt. Man kann
diese Tatsache beweisen, indem man eine eindeutig bestimmte Konstruktions-
regel angibt, die ein Gebiet liefert, von dem man beweist, daB es mit
jedem Gebiete, das unserer Definition geniigt, identisch ist:

Wenn der Kern nicht aus dem einen Punkte u = O besteht, so gibt
es Kreise vom Mittelpunkte w = O, die von einem gewissen » an, inner-
halb simtlicher Gebiete G, liegen. Der Radins dieser Kreise ist sicher
kleiner als M und besitzt eine obere Grenze g,. Es sei u, irgend ein
Punkt des Inneren des Kreises |u] < g,, es gibt dann sicher Kreise
ju—u,| < o, die von einem gewissen » an innerhalb simtlicher G, liegen;
die Radien dieser Kreise haben eine obere Grenze o, und es ist o, > 0y — [u, !
Indem man genaun so fortfahrt, wie bei der Konstruktion des Definitions-
bereiches einer analytischen Funktion, von der ein Funktionselement be-
kannt ist und dabei beriicksichtigt, daB die &, alle einfach zusammen-
hingend sind, erhilt man ein Gebief, das mit dem Kerne K unserer Folge
iibereinstimmen mu8.*)

17. Nachdem wir eingesehen haben, daB jede Folge von Gebieten

* Vgl § 2t dieser Arbeit, der eine detailliertere Konstruktionsregel enthilt,
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notwendig zn einem wohlbestimmten Kerne fithrt, konnen wir folgende
Vereinbarang treffen:

Definition I Wir wollen sagen, daf eine Gebictsfolge
(25) Gla Gﬁy ] Gm ]

die aus unendlich vielen Gebicten (mit denselben Figenschaften wie friiher)
besteht, gegen ihren Kern K kowvergiert, wenn jede belicbige Teilfolge

(26) ' lez Gv,: ey G, e

von (25) denselben Kern, wie die Haupifolge besitzt.
Es ist klar, daBl, wenn der Limes der Abbildungsfunktfonen

Lim £,(2) — (2
fiir |2] < 1 existiert, die Gebietsfolge gegen ihren Kern konvergieren muB.

Jede Teilfolge
@, 1,08 - £,(8), -+

konvergiert nimlich dann gegen dieselbe Funktion f(s), und diese ist nach
Fritherem nichts anderes als die Abbildungsfunktion fiir den Kern der
Gebietsfolge (26).

Wenn nun aber umgekehrt die Gebietsfolge (25) gegen ihren Kern K
konvergiert, so behaupte ich, daB die Grenzfunktion f(2) existieren muB
und die Abbildungsfunktion von K darstellt.

Angenommen ni#mlich, es gibe im Kreise |#; < 1 einen Punkt s = 2,
fir welchen Lim f,(2) nicht existierf, so kann man ams der Folge f(2),
f2(2), + - - zwel Teilfolgen

@0 RONACOEEN AMONES
und
(28) £ (@) £, @) F, @)y

_ aussondern derart, daB

Limf, (&) =4, Limf, ()= §
und < § ist.

Ferner kionnen wir nach § 12b) aus (27) eine Teilfolge aussondern,
die gegen eine Funktion @(2) und aus (28) eine andere Teilfolge, die
gegen eine Funktion #(z) konvergiert.

Ubrigens ist g(s,) = « und (z,) = B, also

(29) »(8) + w(2).

Andererseits sind @(2) und ¥ (2) die Abbildungsfunktionen eines und
desselben Gebietes, niimlich des Kernes K, gegen welchen die Gebiets-
folge (25) konvergiert. Nach dem Eindeutigkeitsbeweise von § b miissen
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sie also. identisch sein, was mit (20) im Widerspruche steht. Es muf
also entgegen unserer Annahme Lim f,(2) fiir jedes 2| < 1 existieren und

wir haben den Satz:

Satz V. Ist in der w-Ebene eine Folge von einfach susammenhingenden
Gebieten Gy, G,, « - - gegeben, die alle den Punkt w = O enthalien, im Inneren
des Kreises (u| < M liegen und die man auf den Einheitskreis abbilden kamn;
bezeichnet man ferner mit f1(2), f3(2), - - - die analytischen Funltionen, welche
dicjenigen konformen Abbildungen der Gebicte G, G,, - -- auf den Kreis
|21 < 1 liefern, bei welchen die Punkic w =0 und 2 =0 und in diesen die
positiven Richtungen der Achsen des Reellen einander entsprechen; so ist die
notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daf

Lim £,(s) = /(&)

fir jedes 2! < 1 existiere, die, da die betrachicte Gebictsfolge gegen ihren
Kern konvergiert. Die Funktion f(z) liefert die Abbildung von K auf |zi< 1.

18. Der Batz V kann nach verschiedenen Richtungen hin erweitert
werden.  Wir wollen zuerst algebraische und logarithmische Windungs-
punkte zulassen und statt der Gebiete G,, G,, ---, G, - - - eine Folge von
Riemannschen Flachen
(30) RU Rs: Ty Rn: e
anf der u-Ebene betrachten; von diesen wollen wir voraussetzem, dab sie
simtlich, einschlieBlich ihres Randes im Inneren eines Kreises u| < M
lieger und auf das Innere des Kreises |2] << 1 konform abgebildet werden
konnen, also einfach zusammenhingend sind. Wir bezeichnen auch jetzt mit

(31) fl(z)) fz(z), T fn(z)7 T
die (eindentigen) Funktionen von z, welche diese Abbildung leisten, und
nehmen wieder an, daB fir jedes # £,(0) = 0 und £,(0) reell ist. Den
Puankt, der in jedem R, dem Punkte z =0 entsprechen soll, wollen wir
mit #* = 0 bezeichnen, um ihn von den anderen Punkten von E, zu unter-
scheiden, in denen miglicherweise ebenfalls % = 0 ist.

AuBerdem wollen wir sofort bemerken, daB diese Funktionen siimt-
lichen Eigenschaften des § 12 geniigen, da sie fiir [2| <{1 regulir und
gleichm#Big beschrinkt sind.

19. Unsere Untersuchung beginnmen wir wieder mit dem Falle, wo

Lim £,(2) = £(5)
fir |2] <1 existiert und keine Konstante darstellt, wo also f(2) nicht
durchweg in diesem Kreise verschwindet; die Konvergenz ist nach § 12a)
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in jedem kleineren Kreise gleichmifig, woraus man, nach einem bekannten
Satze der Funktionentheorie folgert, daf

Lim £,(2) = /'(¢)

fiir jedes |#] <1 existiert und daB die Konvergenz der f,'(2) in jedem
kleineren Kreise ebenfalls eine gleichmiBige ist. Hieraus entnehmen wix
ferner, daB sowohl f(2) als auch f'(2) fir |z| <1 regulire analytische
Funktionen darstellen. AuBerdem folgt aus unseren Voraussetzungen, daf
/(#) nicht durchweg verschwinden kann; die Funktion u = f(¢) vermittelt
demnach die konforme Abbildung einer gewissen Riemannschen Fliche P
der u-Ebene auf den Einheitskreis |2/ < 1. Da die nicht iiberall ver-
schwindende regulire Funktion f'(2) in jedem Kreise |#| < # < 1 nur eine
endliche Anzahl von Nullstellen besitzen kann, so hat sie im ganzen Be-
reiche |z < 1 hichstens eine abzihlbare Menge dieser Punkte, denen die
algebraischen Windungspunkte der Riemannschen Fliche P entsprechen.
Wir wollen die Gesamtheit der iibrigen Punkte, also die Gesamtheif der-
jenigen Punkte voun P, die keine Windungspunkte sind, mit P’ bezeichnen.

Es sei u, ein beliebiger Punkt von P’, der durch die Funktion u={(2)
anf den Punkt z, abgebildet sein moge. Da nach Voraussetzung f'(z,) =+ 0
ist, so kann man den Radius ¢ eines Kreises |z — g,| < ¢, dessen Mittel-
punkt in 2, liegt, so klein wihlen, daB in diesem Kreise

IF =5 1f ()] >0

sel, und daB ferner das diesem Kreise auf der Fliche P’ entsprechende
Gebiet sich nicht iiberdecke. Dieses letzte Gebiet enthilt den Punkt u,
und folglich auch einen Kreis {u — %,| < 6 in seinem Innerer. Aus der
GleichmiBigkeit der Konvergenz der Funktionen f,'(2) im Kreise |z — 2, <o
folgt, daB in diesem Kreise von einem gewissen » an |f,'(2)] grofer als

eine feste positive Zahl, z. B. grofler als 71«2 (%) sein muB. Indem man

die SchluBweise des § 14 wiederholt, wird man auch hier folgern kénnen,
daB der Kreis {u — u,| < ¢ fiir hinreichend groBe » im Inneren simtlicher
Riemannschen Flichen R, liegen muB und keine Windungspunkte dieser
Riemannschen Flichen enthilt. ’

Es sei jetzt S ein beliebiges einfach zusammenhingendes, abgeschlossenes
Flichenstiick, das ganz im Inneren der Fliche P’ verliunft. Das Flichen-
stiick S darf sich teilweise fiberdecken, es folgt aber aus der Abgeschlossen-
heit von S, daB in jedem Punkte der u-Ebene mur eine endliche Anzahl
von Blittern von S ibereinander liegen. Um jeden Punkt u, des Flichen--
stiickes S gibt es einen Kreis {u — u,| < 6, der fiir hinreichend grofe »n’
iw, Inneren von simtlichen E, liegt; nach dem bekannten Satze von
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Borel-Lebesgue wird man das ganze abgeschlossene Gebiet 8 mit einer
endlichen Anzahl derartiger Kreise iiberdecken konnen. Hieraus folgt, dab
das ganze Gebiet S fiir hinreichend groBe n inmerhalb der Flichen R,
liegh und keine Windungspunkte dieser Riemannschen Flichen enthilt,

Es sel w irgend ein Weg, der innerhalb S verlsnft und auf der
Fliche P’ geschlossen sein mdge., Diesem Wege entspricht durch = f(2)
eine geschlossene Kurve € der z-Ebene, die ganz innerhalb eines Kreises
j2] < & <1 liegt. Durch die Funktion u = f,(z) wird die Kurve C auf
einen Weg w, abgebildet, der auf der Riemannschen Fliche B, geschlossen
" ist; wegen der GleichmiBigkeit der Konvergenz der Funktmnenfolge 1.2
langs der Kurve € wird fiir hinreichend groBe » der Weg w, ganz inner-
halb des Flichenstiickes S und dieses nach obigen Uherlegungen ganz in
R, lisgen und keine Windungspunkte dieser Fliche enthalten.

Der Weg w, der ganz in S verliuft, ist zwar nach Voraussetzung auf
P’ geschlossen, im allgemeinen sind aber auf § sein Anfangspunkt 4 und
sein Endpunkt B voneinander verschieden: sie liegen m. a. W. in zwei Teilen
von S, die sich (in P’) tiberdecken. Um diese beiden iibereinanderliegenden
Punkte als Mittelpunkt gibt es also zwei Kreise von gleichem Radius,
die beide in § verlanfen und sich iiberdecken und folglich anf der Riemann-
schen Fliche P’ nicht voneinander verschieden sind. Fir hinreichend
groBe Werte von » fallen nun diejenigen Punkte von w,, wenn man diese
Kurve auf S verlanfend denkt, die den Punkten 4 und B entsprechen, in-
das Innere der soeben betrachteten Kreise. Da die Kurve w, auf der
Fliche B, geschlossen ist und die Fliche R, die beiden Kreise in ihrem
Inneren enthilt, miissen diese Kreise in demselben Blatte von R, liegen,
und es ist folglich auch W eine geschlossene Kurve anf R,.

Da man jedes Kurvenstiick, das in P’ verliuft, gleichviel ob es mehr-
fache Punkte besitzt oder nicht, mit einer abgeschlossenen einfach zu-
sammenhiingenden Fliche S umgeben kann, haben wir schlieBlich das
Resultat: Jede Kurve, die ganz im Inmeren der Fliche P’ verliuft und auf
dieser Fliche geschlossen ist, verlduft von einem gewissen n ab innerhalb
siimilicher Gebiete R, und ist auch dort geschlossen.

Diese Eigenschaft der Fliche P’ hat zur Folge, daB wir die Bedingung,
die wir S auferlegt haben, einfach zusammenhingend zu sein, fallen lassen
konnen und dann zu folgendem Resultate gelangen: Ist 5 eine abgeschlossene
einfach oder mehrfach zusammenhingende Fiemannsche Fliche, die ganz
innerhalb P’ liegt, auf dieser leizten Riemanmschen Fliche aber schlicht aus-
gébreitet ist, so liegt von einem gewissen n ab die Fliche S im Inneren
similicher Flichen R, und ist auch dort schlicht ausgebreitet.

20. Die Punkiion f'(s) kann sehr wohl eine Nullstelle im Punkte
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2z =0 Dbesitzen; jedenfalls gibt es aber einen Kreis |2|{ <6, in dessen
Inneren sie keine andere Nullstelle besitzt. Diesem Kreise [} < 6 ent-
spricht vermdge der Abbildung u = f(2) ein einfach zusammenhingendes
Stiick der Riemannschen Fliche P, die anBer dem Punkte «*=0 keine
Singularitit enthilt. Da w*= 0 im Inneren dieses Gebildes liegt, gibt es
eine Kreislinie |#| =7 von der Eigenschaft, daB, wenn man simtlicke
Blatter der Riemannschen Fliche P lings |u|= v aufschneidet, ein ein-
oder mehrblittriges Stiick dieser Fliche abgesondert wird, das den Punkt
u¥*= 0 enthilt, auBer diesem Punkte keine Singularitit besitzt und dessen
Rand aus der ein- oder mehrfach durchlaufenen Kreislinie |%| = v besteht.

Dieses Stick wollen wir P, resp. P,” nennen, je nachdem wir ihm
den (allerdings nicht immer vorhandenen) Windungspunkt 4* =0 zuzihlen
oder nicht.

Jeder Teil von P,’, der in einem Kreisringe 7, < |u| < 7 enthalten
ist, hat dieselben Eigenschaften, wie die Fliche S des vorigen Paragraphen:
Von einem gewissen n ab liegt es innerbalb siimtlicher B, und ist auf
diesen Flichen schlicht ausgebreitet.

Damit eine Grenzfunktion f(2) existiere, die nicht durchweg gleich Null
ist, ist insbesondere notwendig, dap eine Fliche mit den Figenschaften von
P, resp. P, im Inneren von P resp. P’ enthalien sei.

Es sei jetzt P, irgend eine Riemannsche Fliche, welche die die
Fliche § betreffende fiir P’ ausgesprochene Eigenschaft besitzt und den
Punkt «* = 0, sowie die Umgebung P,” dieses Punktes mit P’ gemeinsam
hat. Wir betrachten irgend einen Punki w, des Inneren vor P,” und
einen Weg ,, der das Innere von P,” nicht verlift und %, mit einem
Punkte des Inneren von P,” verbindet.

Durch wortliche Wiederholung der Betrachtungen des § 15 zeigt man,
dab dieser Weg t, das Innere von P’ nie verliBt, und daB folglich u,
auf P’ liegen muB.

Jeder andere Weg W,;, der auf P, zu demselben Punkt %, fihren
wiirde, muf auch auf P’ diese Eigenschaft besitzen.

Es ist mit anderen Worten die Fliche B, ganz in P’ enthalten und
P’ kann als die grifte Riemannsche Fliche angesehen werden, welche die
am Ende des vorigen Paragraphen ausgesprochene Eigenschaft besitzt und
die Fliche P,” enthilt.

Die Riemannsche Fliche, die durch f(z) anf |2|<C 1 abgebildet wird,
wollen wir wieder den Kern K der Folge

-RnRs: t -Rm"

nennen. Der Kern K ergibt sich, wenn man zu P’ die algebraischen Ver-
zweigungspunkte hinzofiigt.

Mathematische Annalen. LEXXIL ]
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Die folgende eindentige Konstruktion kann man benutzen, aum P’ und
dann natiirlich anch K zu gewinnen.
Wir betrachten eine abzihlbare Menge von Punkten

(32) Cyy gy Ogy =t vy By * * %

die alle im Kreise |u|< M liegen und diesen Kreis iiberall dicht ans-
fiilen, Unser Ziel ist eine Folge

(33) P;7 Pé; Pg; ] P:: Tt

von Riemannschen Flichen sukzessive zu konstruieren, die folgende Eigen-
schaften haben:

a) Jdedes P, besitzt in jedem Punkte des Kreises |#| << M pur eine
endliche Anzahl (ev. Null) Blitter.

b) Jedes P, enthdlt P,_,, ist in P’ enthalten und ist schlicht auf
P’ aunsgebreitet.

¢) Die P, konvergieren gegen P’, d.' h. jeder Punkt von P’ ist von
eipem gewissen % ab in simtlichen P, enthalten.

Wir definieren die Folge (33) folgendermaBen:

Das erste Gebiet P, soll mit dem soeben eingefiihrten P,” zusammen-
fallen.

Ist P, gefunden, so wird P, folgendermaBSien konstruiert: man be-
trachte die » ersten Punkte «, oy, - -+, &, der Reibe (32) und markiere
jeden dieser Punkte in jedem Blatte von P, in welchen sie ev. einen
inmeren Punkt darstellen; die Punkte des Randes von P,, sowie die
Windungspunkte, werden bei dieser Auswahl also nicht beriicksichiigi.
Jeder der markierten Punkte wird von irgend einem Punkte von P,” aus
Iings eines Weges erreicht, der ganz in P,, und von einem gewissen »
ab, ganz in R, liegt; es entspricht ihm dann ein ganz bestimmter Punkt
jeder dieser B,. Um jeden der markierten Punkte als Mittelpunkte gibt
es Krejse derart, daf jeder Kreis von kleinerem Radius von einem ge-
wissen » an in siimtlichen B, liegt; der grofite Kreis, welcher diese Eigen-
schaft besitzt, werde dazu benutzt, um P, zu erweitern. )

Im Falle, daB bei einer derartigen Erweiterung von P, Teile der so
entstandenen Fliche sich iberdecken, und die Punkte von zwei fiberein-
anderliegenden Stficken der Fliche, von einem gewissen » ab einem und
demselben Punkte von R, entsprechen, sind die zugeordneten Flichen-
stiicke aneinanderzuheften, was durch Ausloschen eines Teiles des Randes
in jedem dieser Flichenstiicke geschieht.

Die Flache P,., entstehf, nachdem man diese verschiedenen Ope-
rationen an jedem der in Betracht kommenden Punkte, der Reihe nach
vorgenommen hat. :
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Die so konstruierte Folge geniigt selbstverstindlich unseren Forde-
rungen a) und b); es wird aber auch, wie ¢) verlangt, schlieBlich jeder
Punkt ven P’ erreicht, auch wenn P’ unendlich viele Blitter, die in
einem Punkte ibereinanderliegen, enthilt, da jeder Punkt «, bei der von
uns benutzten Anordnung unendlich oft berticksichtigt wird.

21. Die soeben geschilderte Konstruktion kann auf jede Folge von
einfach zusammenhingenden Riemannschen Flichen, welche die von wuns
geforderten Bedingungen erfiillen, angewandt werden, ganz unabhingig da-
von, ob die Folge der entsprechenden Abbildungsfunktionen komvergiert
oder nicht und liefert immer ein wohlbestimmtes Gebilde, den Kern K
der Folge. Im Falle, wo ein Gebiet, das die Eigenschaften von P, besitzt,
nicht existiert, soll K aus einem einzigen Punkie, nimlich % = 0, bestehen.

Wir wollen auch hier sagen, daf die Folge (31) gegen ihren Kern
kowvergiert, wenn jede Teilfolge denselben Kern wie die Hauptfolge besitzt.

Wenn wir jetzt bemerken, daB sowohl der Eindeutigkeitsbeweis des
§ 5 als auch der Satz von'§ 12 sich auf unseren jetzigen Fall erstrecken,
go sehen wir, daf wir den Beweis des § 17 wirflich hier wiederholen
konnen und folgenden Satz erhalten.

Satz VL Es sei eine Folge R, R;, --- von einfach susammenhimgenden
Riemannschen Flichen gegeben; jede Fliche R, liege im Kreise |u| < M
und enthalte den Punki w*= 0 in threm Inneren. Durch die Funltionen
f2(2) werde R, derart auf |2] < 1 abgebildet, daf die Punkie w¥=0 und
2=0 und in diesen die positiven Richiungen der reellen Achsen einander
entsprechen.

Dann ist die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daf
Lim £,(2) = f(2) fiir jedes |z} < 1 existiere, die, daff die Folge der R, gegen

thren Kern K konvergiere. Die Gremzfunktion f(2) liefert damn die kon-
forme Abbildung des Kernes K.

Zu bemerken ist noch folgender Umstand: Der Kern einer Folge von
Riemannschen Flichen R,, R,, ---, welche unsere iibrigen Bedingungen
erfiillen, aber nicht gegen K konvergieren, kann schr wohl mehrfach zu-
sammenhingend sein, wie einfache Beispiele zeigen. Dagegen folgt aus
unserem Satze VI, daB, wenn (31) gegen K konvergiert, K notwendig
einfach zusammenhingend sein mus.

22. Andere Erweiternungen unserer Sitze V und VI bestehen darin,
da8 man die Bedingung, daB die Gebiete der Folge (31) im Inneren eines
festen Kreises |u|<< M liegen, durch allgemeinere ersetzt. Diese Be-
dingungen haben wir lediglich dazu benutzt, um die Resultate des § 12
anwenden zu kénnen Diese Eigenschaften bleiben aber, wie Herr Landan

g*
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und ich in einer gemeinsamen Arbeit gezeigh haben, bei viel aﬂgemeineren
Klassen von Funktionen erhalten.¥)

Jede derartige Klasse ist durch gewisse Bedingungen charakterigiert,
die man auf die Riemannschen Flichen R, tbertragen kann. Ist dann
eine Folge von Riemannschen Flichen gegeben, welche diesen Bedingungen
geniigen, so folgt aus der Konvergenz der Folge gegen ihren Kern die
Konvergenz der Abbildungsfunktionen und umgekehrt.

Um einen bestimmten Fall zu betrachten, so sehen wir (nach Satz VI
der erwihnten Arbeit), daB unser Satz VI auch dann richtig ist, wenn
wir die Bedingung {w]| < M fallen lassen, dafiir aber die Forderung stellen,
daB die Riemannschen Flichen R,, R,, --- drei beliebige feste Punkte
a, b, ¢ nicht in ihrem Inneren enthalten, also dort kein Blatt besitzen, das
regulir oder algebraisch verzweigt ist. Diese Bedingung ist natiirlich
immer erfiillt, wenn die R, simtlich in einem Kreise |«| < 3 liegen.

Dagegen muB betont werden, daB eine Beschrinkung irgendwelcher
Natur notwendig ist, damit unser Saiz gelte, und daB ibre Einfilhrung
beim Beweise unseres Satzes kemeswegs kiinstlich war: Man kann leicht

Beispiele bilden (z B. bei £,(2) = )) bei denen nicht nur die Folge
von Riemannschen Flichen gegen 1hren Kern konvergiert, sondern auch
eine ganz bestimmte Abbildungsfunktion f(2) des Kernes K existiert, aber
die f,(2) nicht gegen f(2) konvergieren.

Kapitel IIL
Anwendungen.

23. Die erste Anwendung, die wir von unseren Sitzen machen wollen,
gilt der Approximation der konformen Abbildung einer gewissen Klasse
von einfach zusammenhingenden Gebieten, durch die konforme Abbildung
von Gebieten, deren Rand aus eimer oder mehreren analytischen Kurven
bestehen.

Es sei in der u-Ebene ein einfach zusammenhingendes Gebiet 4 mit
dem Rande « gegeben; auBerdem sei bekannt, daB ein einfach zasammen-
hiangendes, nicht mit 4 identisches Gebiet B existiert, dessen Rand 8 den
Band « enthilt.

Durch die letzte Voraussetzung ist dem Gebiete A4 eine gewisse Be-
schrinkung auferlegt (das Innere eines lings eines Radins aufgeschnittenen
Kreises geniigt z. B. unseren Voraussetzungen nicht); dagegen sei gleich
hervorgehoben, daB jedes Gebiet, dessen Begrenzung eine Jordansche Kurve
ist unseren Bedmgungen geniigt.

) ’Vg}. § 6 m. folg. der in der FuBnote S. 119 zitierten Arbeit.
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Aus unseren Annahmen folgt zunichst, daB die Gebiete 4 und B
getrennt liegen d. h. keinen gemeinsamen Punkt besitzen; es gibt nimlich
nach Voraussetzung mindestens einen Punkt #, von B der kein Punkt
von A ist. Wire nun %, ein gemeinsamer Punkt von 4 und B, so
konnte man u, und u, durch ein Polygon verbinden, das keinen Punkt
von B und folglich auch keinen Punkt von e« enthilt. Danach miiBte #,
auch ein Punkt von 4 sein, was der Voraussetzung widerspricht.

Wir kinnen weiter, ohne Einschrinkung der Allgemeinheit voraus-
setzen, daB A den Punkt =0 und B den Punkt 4= 0o in ihrem Inneren
enthalten; im entgegengesetzten Falle nimlich, konnen wir dies immer
durch eine linear gebrochene Substitution erreichen.

Nun konstruieren wir eine Folge von Gebieten
(34) Gx: Gz’ Gs: Tt
die folgende Rigenschaften haben sollen

a) jedes G, enthilt in seinem Inmeren den Punkt u = O und ist ein-
fach zusammenhingend,

b) der Rand y, von G, besteht ausschlieBlich aus Punkten des
Inneren des Gebietes B und der Abstand ¢, zwischen y, und § ist von
Null verschieden,

¢) jeder Kreis, der einschlieSlich seiner Peripherie ganz im Inneren
von B liegt ist von einem gewissen n ab auferhald simtlicher G, .

Man kann sebr leicht Folgen von Gebieten &, angeben, welche diese
samtlichen Eigenschaften besitzen und die wegen der Eigenschaft ¢) alle
innerhalb eines festen Kreises liegen miissen.

Nun bemerke man, daB der Kern K der Gebietsfolge (34) mit dem
Gebiete 4 identisch ist. Krstens ist jeder Punkt 4, von 4 in simtlichen
G, enthalten, weil die Punkte = 0 und u = %, durch ein Polygon ver-
bunden werden konnen, das keinen Punkt von B und folglich keinen
Punkt irgend ecines der Réander y, enthilt. Folglich ist jedes abge-
schlossene Gebiet H, das samt seinem Rande in A verliuft, auch in jedem
G, enthalten, und wir schlieBen daraus, daf das ganze Gebiet 4 in K
enthalten ist.

Andererseits aber liegt kein einziger Punki des Randes ¢ von 4 im
Inneren des Kernes K; demn in jeder Umgebung eines solchen Pumktes
liegen (weil dieser Punkt auch in B enthalten ist) Punkite von B, die
infolge der Eigenschaft ¢) von einem gewissen n ab sich auBerhalb simt-
licher G, befinden.

Die Eigenschaften a), b), ¢) besitzt nun nicht nur die Folge (34)
sondern auch jede Teilfolge, die ans dieser ansgesondert wird. Der Kern
einer jeden Teilfolge ist mithin wiedernm 4, wodurch gezeigt ist, daB
die Folge (34) gegen ihren Kern konvergiert.
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Nach unserem Satze V (§ 17) konvergieren also die Abbildungsfunk-
tionen f,(z), welche die Gebiete &, anf den Kreis |#] < 1 derart konform
abbilden, dafl £,(0) = O und £,'(0) reell sei, gegen eine Grenzfunktien f(z)
und die Konvergenz ist gleichmiBig fir {2] <& < 1.

24. Es sei ¢ eine beliebige positive Zahl, die kleiner als Eins ist.
Dem Kreise |z| = ¢ entspricht, vermdge der Grenzfunktion u = f(z), die
das Gebiet A abbildet, eine geschlossene Kurve C, die ganz in 4 ver-
Euft and deren Abstand vom Rande « mit 26 bezeichnet sein mége.
Durch die Abbildungsfunktion % = f,(2) entspricht demselben Kreise |z|=
eine Kurve C,, welche (wegen der GleichmaBigkeit der Konvergenz von
f.(?) auf |z| = @) von einem gewissen n ab um weniger als 6 von C ab-
weicht. Es sei N der erste Wert von » fir welchen dies statifindet.
Dann verlduft Cy ganz im Inneren von 4 und der Abstand zwischen Cy
und « und folglich auch zwischen Cy und B ist mindestens gleich 6.

Die perfekte Punkimenge (4 + f) liegt ganz im Inneren des Gebietes
Gy und hat mit dem Rande von Gy keinen gemeinsamen Punkt. Ihr
entspricht vermége der Funktion w = fy{s) eine perfekte Punkimenge T,
deren grofter Abstand vom Punkte 2 = O kleiner als Eins ist. Letzteres
kann man folgendermaBen beweisen: angenommen es gibe unendlich viele
Punkte z,, 25, 25, - - - fiir welche le || =1 ist und die alle der betreffen-

den Punktmenge 7' gehoren, so wurden die ihnen entsprechenden Punkte

= fx(2:) mindestens einen Haufungspunkt w, haben, der notwendig ein
Pmlkt von (4+p) sein muB. Dem Punkte u, entsprieht aber bei der
konformen Abbildung von Gy ein Punkt 7, des Inneren des Kreises [2{<C1.
Einem kleinen Kreise », der z, umgibt und einen endlichen Abstand vom
Kreise |z| =1 besitzt, entspricht vermoge der Funktion fy(z) eine Um-
gebung von u,, und kein Punkt dieser letzten Umgebung ist Bild eines
Punktes, der auBerhalb x liegt. Nun ist aber nach Voraussetzung u,
Hiufungspunkt von Punkten w,, also miibfen unendlich viele Punkie der
Reibe #,, 2,, - - - innerhalb des Kreises x liegen; letzteres ist aber unmég-
lich, wenn die Beziehung le | =1 gelten soll.

Es gibt also einen K‘rezs |2] £ 0'< 1, der die Punktmenge T’ enthilt,
wobei fzj = ¢ und T keinen gemeinsamen Punkt besitzen. Dem Kreise
|2} = ¢ entspricht also vermbge u = fy(z) eine geschlossene analytische
Kurve Cy, die ganz in B verlduft und die Punkbmenge ¢ umgibt.

Die Kurven Cy und Cj sind Niveaulinien einer und derselben Poten-

tialfunktion; die Differenz Z% der Werte dieser Potentialfunktion auf Cy

and Cy ist kleiner als l%, und kany, wenn man ¢ hinreichend nahe an
Eins wihlt, beliebig klein gemacht werden,
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Wir haben folgendes Resultat erhalten:

Jede Punlimenge «, die einerseits mit der vollen Begrenzumg eines
Gebictes A zusammenfillt, andererseits in der Begrenzumyg eines von A ver-
schiedenen Gebietes B enthalten ist, insbesondere also jede Jordansche Kurve,
leegt gamz im Inneren von Streifen die durch zwei Niveaulinien einer und
derselben Potentialfunktion gebildet sind; die Differenz der Werte der Poten-
tialfunktion auf diesen beiden Niveaulinien kamn beliebig klein gemacht
werden.

25. Es bedeute jetzt A" ein beliebiges, einfach-zusammenhingendes,
schlichtes Gebiet, das die Kurve Cy ganz in seinem Inneren enthili und
selbst im Inneren des Gebietes Gy liegh.

Durch die Abbildungsfunktion = fx(v) wird dieses Gebiet A auf
ein Gebiet A4” der v-Ebene abgebildet, das den Kreis |#| = ¢ in seinem
Inneren enthdlt und selbst im Inneren von |v]=1 verlduft. Es sei
v = ¢(#) die Funktion, welche die Abbildung von A" auf den Kreis |2| <1
lLiefert, wobei die Punkte v =0 und 2=0 und in ihnen die positiven
Richtungen der reellen Achsen einander entsprechen sollen.

Die Abbildungsfunktion des Gebietes A" auf |2] <1 sei mit F(2)
bezeichnet, und es sei ebenfalls F(0) =0 und F'(0) reell; dann ist

(35) Fe) = fu(p@)-
Nun bemerke man, daB man den Satz IV (§ 9) auf ¢(s) anwenden

kann; hier sind die Grifen g, = 1 und g, > o, und ferner ist ¢’(v) reell
und positiv, also ist fir {z| < ¢

(36) lp(2) — 2| < pe(0p) < 02(0) <140V1 —op,

wo (g) durch die Gleichungen (17)und (19) des § 9 (8. 116, 117) definiert ist.

Sind zwei positive Zahlen ¢ und y gegeben, von denen die erste
kleiner als Eins, die zweite beliebig ist, so wollen wir zeigen, daB bei
geeigneter Wahl von ¢ und N die Grofe |F(2) — f(2)] fir alle |2| <6
die Zahl % nicht iibersteigt und von der Gestalt von A’ unabhingig ist.

Im Kreise |2| < ¢ sind nimlich die Ableitungen £,'(2), £'(#), - --
unserer Abbildungsfunktionen f,(2) gleichmiBig beschrinkf [weil diese
Ableitungen in diesern Kreise gleichmiifig gegen eine regulire Funktion
f'(5) konvergieren]. Es sei M das Maximum von |£,'(s)|, wemn |2/ <6
ist und » die ganze Zahlenreihe 1, 2, - - - durchliuft.

Nun wihle man ¢ im Intervalle zwischen ¢ und Eins so groB, da8

oe(0) < 557 sel. Zweitens wihle man die ganze Zahl N so groB, dad

einerseits in der Abbildung des Gebietes Gy der Kreislinie {7|= ¢ eine
Kurve C, entspreche, die ganz im Iuneren von A verlaufe und mit der
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Begrenzung « keinen gemeinsamen Punki habe, und daB andererseits fiir

l#] £ 6 die Beziehung |f¥(2) — f(2)| < 'Z— gelte.
Bemerkt man nun, daB nach Satz I fir [2] < 6 auch |g(2)| < 0 ist,

so sieht man, daB fiir [2{| < ¢ in der Formel
@(z)

F(5) - fa(o)= (e @) — fale) = f F(t) at

bei geradlinigem Integrationswege |fz(f)| < M ist; dann liefert der erste
Mittelwertsatz wit Beriicksichtigung von (36)

|F(e) — fale)] < Mos(e) < -

(F@— (D < |F@) — fs@)] + ifw(@) — )] < 9.

Es sei 4, die kleinste Entfernung zwischen den Begrenzungen py
und « der Gebiete Gy und 4, J, die kleinste Entfernung zwischen Cy
und @, § die kleinste der beiden Zahlen J, und d;. Unsere Ungleich-
heiten gelten fiir jedes Gebiet A, das den Punkt u = ¢ enthilt, wenn
jeder beliebige Punkt der Begrenzung o von A’ um weniger als & von
dem Rande o von A4 entfernt ist.

Um die Abbildungsfunktion f(2) von A durch die Abbildungsfunktion
F(2) eines anderen Gebictes A’ innerhalb des Kreises || < ¢ mit beliebiger
Genauigkeit zu approximieren, gewiigt es also das Mazimum des Abstandes
eines Punlkies der Begrenzung von A’ von der Begrenzumg von A hinreichend
Klein zu nehmen. Die Gestalt des Randes von A’ bleibt dagegen vollstiindig
willkiirlich.

Also ist

26. Die Resultate dieses Kapitels gelten natiirlich fiir alle Gebiete 4,
deren Begrenzung aus einer Jordanschen Kurve gebildet ist.

Instroktiver ist es, ein Gebiet A als Bei-
spiel zu betrachten, fir welches der Rand «
keine Jordansche Kurve ist und das den Be-
dingungen des § 23 geniigt.

Betrachten wir mit Herrn Brouwer¥)
einen Streifen A, der an einem Ende ge-
schlossen ist und sich spiralformig um eine
Kreisfiiche € unendlich oft windet. Durch
den Rand o dieses Streifens werden drei Ge-
biete 4, B und C voneinander getrennt. Die Riénder ¢ und g von 4
und B fallen zusammen und enthalten beide den Rand ¢ von C.

Das Gebiet 4 sowohl wie das Gebiet C liegen beide innerhalb einer

%) Zur Analysis Situs [Math. Ann. 68, 8. 422—444] S. 423,
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jeden geschlossenen analytischen Kurve ohne Doppelpunkte, die in B ver-
Liuft, und die irgend einen Punki von 4 oder C in ihrem Inneren ent-
hilt; B und C liegen beide auBerhalb jeder geschlossenen Kurve, die in
A verliutt.

Trotzdem gelten, nach unseren Resultaten, folgende Sitze:

1. Man kann jede konforme Abbildung des Gebietes 4 (oder des
Gebietes C) durch die konformen Abbildungen des Inneren von Gebieten
approximieren, deren Rand in B verliuft.

2. Man kann jede konforme Abbildung des Gebietes B (oder des
Kreises C) durch die konforme Abbildung des AuBeren von Gebieten
approximieren, deren Rand in A verlduft.

3. Man kann zwei Niveaulinien einer und derselben Potentialfunktion
finden, die beliebig benachbarten Werten dieser Funktion entsprechen, und
von denen die erste in A, die zweite in B verlinft, und auch dasselbe
mit B und C oder mit 4 und C erreichen.

27. Wir gehen jetzt zu einer anderen Klasse von Problemen iiber
und betrachten einen reellen Parameter {, der in einem Intervalle, z B. im
Intervalle 01, variiert; jedem Werte von ¢ entspreche ein Gebiet G,, das
innerhalb des festen Kreises |#| < M liege und den Punkt u =10 enthalte.

Die Abbildungsfunktionen f,(7) der Gebiete dieser Schar auf den
Kreis |2] < 1 sind natiirlich Funktionen von ¢ und wir wollen wiederum
festsetzen, daB fiir jedes ¢ die GroBen f£,(0) und f;(0) gleich Null resp.
reell seien.

Die notwendige und hinreichende Bedingung, damit diese Abbildungs-
funktionen bei festem #, wemnn |2| < 1 ist, stetige Funktionen von # seien,
ist, nach unserem Satze V, die, daB fiir jede gegen einen bestimmien
Wert ¢ konvergierende Folge 4, &, - - - die entsprechenden Gebiete
(36) Gt;; Gw R G‘m tct
gegen einen Kern konvergieren, der mit G, identisch ist.

Es sei, unter der Annahme, daf die soeben ausgesprochene Bedingung
erfilllt ist, H ein abgeschlossenes Gebiet, das den Punkt u =0 enthalt
und samt seinem Rande im Inneren von @, liegt. Dann muB fiir jede
Folge 4,1, -+ von Werten des Parameters, die gegen ¢ konvergieren,
von einem gewissen %> N ab das Gebiet H im Inneren simtlicher
Gt“ lieo'en

Hieraus folgt, daB eine positive Zahl & gefunden werden kann, derart,
daB fiir alle Werte = des Parameters, die im Inmeren des Intervalles 01
liegen und die Ungleichheit

lr—tLe
befriedigen, das Gebiet H im Gebiete &, enthalten lst.
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Im entgegengesetzten Falle wirde nimlich eine Folge #, 4, -+ 4, ¢~
von Werten des Parameters bestimmt werden kdunen, die gegen ¢ kon-
vergiert und die Eigenschaft besitzt, daB kein einziges G, das ganze Ge-
biet H enthalt.

Ist zweitens H ein abgeschlossenes Gebiet, das den Punkt % =0
enthilt und im Inneren von unendlich vielen Gebieten

an Gtz}"'; GS,;)"‘

liegt, und ist ¢ irgend ein Hiufungspunkt der Folge 4,4, - -, so muB H
im Inmeren von G, liegen. Denn aus 4, %, --- kann man eine Folge
¢/, 4, - - - aussondern, die gegen { konvergiert und der Kern K der ent-
sprechenden Gy, muB einerseits H enthalten, andererseits mit G, iden-
tisch sein.

28. Die beiden Bedingungen, die wir gefunden haben, miissen not-
wendig erfillt sein, damit die Abbildungsfunktionen f,(z) stetig von ¢
abhingen; wir konnen sehr leicht zeigen, daB sie auch hinreichend sind.

Wir nehmen dazu an, sie seien erfiillt, und 4, 4, - - - sei eine beliebige
Folge von Zahlen des Intervalls 01, die gegen eine Zahl ¢ desselben
Intervalls konvergieren. Jedes Gebiet H, das von einem gewissen % ab
im Inneren jedes einzelnen G, liegt und den Punkt % — O enthilt, ist,
unserer Voraussetzung nach, ein Teil von G,; also ist G, im Kerne K der
Folge G, enthalten.

Andererseits ist aber jedes abgeschlossene Gebiet H, das im Inneren
von G, liegt und den Punkt u = O enthdlt, von einem gewissen k ab
auch im Inneren simtlicher G, , woraus folgt, daf der Kern der Gebiets-
folge in @, enthalten ist.

Der Kern der Gebietsfolge &,, G,,--- ist bei unseren Annahmen,
unter der alleinigen Voraussetzung, daB die ¢, gegen ¢ konvergieren, mit
G, identisch. Unsere Gebietsfolge konvergiert also gegen ihren Kern.

Wir konnen also folgenden Satz aussprechen:

Es sei jedem Werte eines Parameters t im Intervalle 01 ein einfach
susammenhingendes Gebict G, zugeordnet, das den Punki w =0 in seinem
Tnneren enthilt. Es sei f(z) diejenige analytische Funktion, die das Innere
des Gebietes G, auf den Einheitskreis 2] <1 abbildet und bei welcher
£:(0) =0 wund f;(0) reell und positiv ist. Damn ist notwendig wund hin-
reichend, damit fir jeden Wert von 2, der dem absolulen Betrage nach klewmer
als Eins ist, die Funktion f,(2) stetig von ¢ abhdnge, daf:

a) jedem obgeschlossenen Gebicte H, das im Inneren von G, liegt und
den Punkt =0 enthilt, eime positive Zahl & zugeordnet werden kann,
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sodaf fiir jeden Punkt v des Intervalls 01, welcher der Bedingung \t—z} <z
geniigt, das Gebiet H im Inmeren von G, liegt.

b) jedes abgeschlossene Gebiet H, das den Punkt w =0 enthilt wnd
im Inneren von unendlich vielen Gebieten G,, G, - - - liegt, auch im Inneren
von @, liegt, wo t einen beliebigen Haufungspunkt der Zahlenfolge 4, 1,, - - -
bedeutet.

Die beiden Bedingungen a) und b) des vorigen Satzes sind voneinan-
der unabhingig, wie folgendes Beispiel zeigt: Es sei G, fiir jedes ¢ eine
Kreisfliche, deren Mittelpunkt in u = 0 liege. Der Radius dieser Kreise
set 7, fiir {=0 und 7 fir 0 <L 1.

Ist r, <7, so ist die erste Bedingung erfillt aber nicht die zweite; ist
7o > 7, 50 ist umgekehrt die zweite Bedingung erfiillt aber nicht die rste.

29. Zum SchluB wollen wir eine Anwendung des Satzes VI machen,
indem wir bemerken, daf er zu einem hiufig bequemen Kennzeichen fithrt
durch das man entscheidet, ob eine Folge von Funktionen f,(2), f;(2), - - -
fiir |2] < & < 1 gleichmiBig gegen Null konvergiert, wenn f,(0) = 0 ist.
Kennt man nimlich die Riemannschen Flichen R, R,,---, welche diese
Funktionen auf die Kreisfliche [2| < 1 abbilden, und liegen die %, inner-
halb eines und desselben Kreises, so ist notwendig und hinreichend, damit
Lxm f.(2) =0 sei (fiir |7]<&<1), daB entweder der kiirzeste Abstand 4,

des Randes von R, mit wachsendem » die Grenze Null habe, oder daB in
jedem Kreise |u §< ¢ von einem gewissen # ab dasjenige Stick von R,
das auf die Umgebung von z = 0 abgebildet wird, einen Windungspunkt
p.* Ordoung oder einen logarithmischen Windungspunkt enthalte, wobei
nicht unendlich viele p, einander gleich sein diirfen.

Kapitel IV.

Die Existenz der konformen Abbildung einfach zusammen-
hiingender Gebiete.

30. Wir haben uns bis jetzt auf den Standpunkt gestellt, daB die
Resultate von Schwarz oder sogar die von Osgood uns bekannt wiren.

Bemerkt man aber, da8 die Beweise des Kapitels I nur die Existenz
der Abbildung der Annsherungsgebiete, nicht aber die des Kerns voraus-
setzen, so kOnnen wir bei geeigneter Wahl der Folge Gy, G, - - - [Satz V]
oder der Folge R,, R,, B;, - -- [Satz VI] die Existenz der Losung des
Problems der konformen Abbildung mit rein funktionentheoretischen Hilfs-
mitteln beweisen.

Der Weg, der im ersten Aungenblicke als der na.turhehste erscheint,
wiirde darin bestehen, Polygone als Approximationsgebiete zu wihlen.
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Schwarz hat nimlich eine Methode ersonnen®), die rein funktionentheoretisch
ist und die konforme Abbildung des Inneren eines Polygons liefert. Diese
Methode fordert aber bei jedem neuen Schritte eine schwierige Kon-
stantenbestimmung, die mit der Auflosung transzendenter Gleichungen ver-
bunden ist. Die gewonnenen Anndherungsfunktionen diirften daher sehr
uniibersichtlich sein.

Dagegen werden wir sehen, daB wir mit rationalen Funktionen aus-
kommen kinnen, wenn wir die Eineindeutigkeit der Abbildung fir die
Approximationsgebiete aufgeben und zu Riemannschen Flichen iibergehen.

31. Wir behandeln zunichst das Problem fiir ein einfach zusammen-
hingendes Gebiet A, das derselben Beschrinkung wie jm § 23 unter-
worfen ist: Es gibt ein von 4 verschiedenes Gebiet B, dessen Begrenzung §
die Begrenzung « von A enthilt. Ist z. B. « eine Jordansche Kurve, so
ist die Bedingung fir 4 erfillt. Es ist keine Beschrinkung der All-
gemeinheit anzunehmen, daB A den Punkt =0 und B den Punkt u=o0
enthilt, daf 4 im Kreise |u| <1 liegt und der Rand & von 4 mit der
Kreislinie |#| =1 keinen einzigen Punkt gemeinsam hat: mittels einer
linear gebrochenen Substitution kénnen diese simtlichen Bedingungen er-
fillt werden.

Nun sei
GO Py; Doy Py
eine Folge von unendlich vielen Punkten, die simtlich in dem Gebiete B,
aber innerhalb (also nicht auf der Peripherie) des Kreises ju| <1 liegen
und die Bigenschaft haben, daB jeder Punkt von « Haufungspnnkt d,er
Punktmenge (37) ist. Eine derartige Punktmenge 18t sich mit Hilfe einer
Folge von quadrat:schen Netzzerlegungen der u-Ebene, deren Seitenlingen
gegen Null konvergieren, sofort konstruieren.**)

Von p, aus kann man einen Schnitt s, fithren, der p, mit der Peripherie
des Kreises |#| =1 verbindet und keinen Punkt mit «¢ gemeinsam hat
(also eine endliche Entfernung von & besitzt). Von p, aus fihren wir
einen analogen Schnitt s,, der keinen Punkt mit ¢ und mit eventueller
Ausnahme von p, selbst keinen einzigen Punkt mit s, gemeinsam hat, von
p, aus einen Schnitt s,, der keinen Punkt mit # und mit eventueller Aus-
nahme von p, selbst keinen einzigen Punkt mit den beiden vorhergehenden
Schnitten s, und ‘s, gemeinsam hat usf.

31. Nun betrachten wir eine Riemannsche Fliche R,, die auf der
w-Ebene ausgebreitet ist, im Punkte p, einen Windungspunkt zweiter Ord-

*) Uber ejnige Abbildungsaufgaben [J. f. Math. 70, 8. 105—120, Gesammelte
Werke TI, 8. 65—83], -
. ™.¢f. z B, Osgood, Lehrbuch der Funktionentheorie I, Kap. 5, § 9.
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nung besitzt, und deren Rand aus dem doppelt zu durchlaufendem Kreise
{u] =1 besteht.¥)

Setzt man p, = r*¢?, so ist die konforme Abbildung dieser Riemann-
schen Fliche auf den Kreis 2] <1, bei welcher die Punkte z =0 und
# =0 und in ihnen die positiven Richtungen der reellen Achsen einander
entsprechen, durch die Funktion

149z —2re’
U=z — T E
2rs—(1+7r%¢

realisierf. Man kann diese Funktion folgendermaBen schreiben:

(38) fi() = 8Lt 12D~ 2m o]
21171’5\2-—101 -+ipD

Die Funktion f£,(s) soll die erste einer Folge von Abbildungsfunk-
tionen sein, die im Limes das gegebene Gebiet 4 auf den Kreis [2| <1
abbilden. ,

Um die zweite dieser Funktionen zu erhalten, betrachten wir eine
Hilfsebene #, und die Abbildung der Schnitte s, und s, der u-Ebene auf
%; durch die Funktion (38)

u = f,(u).

Dem Schnitte s, entspricht (wenn man seine beiden Ufer betrachtet) eine

1
Kurve s/, die durch den Punkt u, = p,[p, ? |, welcher dem Verzweigungs-
punkte # = p, entspricht, geht und den Kreis |u,|<<1 in zwei Teile
zerlegt. Dem Schnitte s, entsprechen zwei Kurven, (die keinen gemein-
samen Punkt haben und) die durch s,° voneinander getrennt liegen. Wir
bezeichnen mit s,” diejenige von ihnen, die auf derselben Seite von s,
liegt, wie 4, =0 und mit p,” die auf s, liegende Wurzel der Gleichung
zweiter Ordnung

(39) Py =f1(wy)-

Nun betrachten wir eine Riemannsche Fliche, die aus zwei tiber der
u,-Ebene ansgebreiteten Blittern besteht, deren Rand aus dem zweimal zu
durchlaufenden Kreise [#, | =1 gebildet ist, und die in p," verzweigt ist. Die
Abbildung dieser Riemannschen Fliche auf den Kreis |2] < 1, bei welcher
die Nullpunkte , = 0 und 2~ 0 und in diesen die positiven Richtungen
der reellen Achsen einander entsprechen, wird durch eine Funktion

Uy = @3(2)

% Die Idee, zweiblatirige Hilfsfiichen als Majoranten zu benntz&:.n, rihrt von
Koebe her, der derartige Majoranten vielfach benutzt hat; ¢f. z. B. ,Uber die Oni-
formisierung aigebraischer Kurven I [Math. Ann. 67, p. 145—224], 8. 209, ‘
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geliefert, die man erhilt, indem man in (38) die Konstante p, durch p,’
ersetzt.

Die Funktion
(40) v =fi(p:(8) = 13()
liefert die konforme Abbildung des Kreises [#]| <1 auf eine vierblittrige
Riemannsche Fliche R,, die folgende Eigenschaften hat: im Punkte u=p,
besitzt R, zwei fibereinanderliegende aber getrennte Windungspunkte zweiter
Ordnung und die vier Blitter von R, sind dort verzweigt; im Punkte
% = p, besitzt R, einen einzigen Windungspunkt zweiter Ordnung und
nur zwei Blitter von R, sind in diesem Punkt verzweigt. Schneidet man
die vier Blitter von R, lings s, und s, auf, so zerfillt B, in vier Stiicke.
Das eine Stiick, das den Punkt % =0 enthilt, dem in der Abbildung
2 =0 entspricht, ist sowohl in p, als auch in p, verzweigt.

Die dritte Funktion f;(z) der Folge, die wir konstruieren wollen, ist
auf ganz analogem Wege zu ermitteln: Wir betrachten eine neue Hilfs-
ebene u, und die Funktionen

u=1(%), 4= py(u);

dem Schuitte s," (den wir in der u,-Ebene gebildet haben) entspricht in
der w,-Ebene vermbge u, = q,(u;) eine Kurve s,”, die den Kreis |u,| < 1
in zwel Teile zerlegt. Dem Schuitte s, entsprechen in u, vermbge u={;(u,)
zwei Kurven, die durch s,” getrennt sind; es sei s, diejenige von ihnen,
welche auf derselben Seite von s," wie 4, = 0 liegt. Dem Schnitte s,” ent-
sprechen in der u,-Ebene, vermoge der Funktion u, = p,(u,) wiederum
zwei Kurven; es sei 5,” diejenige von ihnen, die auf derselben Seite von
sy wie u,=0 liegt.

Mit p,” bezeichnen wir ferner dasjenige in"u; gelegene Bild von p;,
das auf s,” liegt, und mit @,(z) die Funktion, die man erhilt, indem man
in (38) die Grofe p, durch p,” ersetzt. Dann kann man fir die gesuchte
Funktion f;(z) setzen:

fs(2) = (s @)

Indem man auf diese Weise fortfihrt, erhilt man eine Folge von un-

endlich vielen rationalen Funktiionen

(41) fl(z)’ fz(z), Ty f;(z), .

Die #* Funkfion f,(s) dieser Folge bildet den Kreiz |2] <1 auf eine
2*-blittrige Riemannsche Fliche R, der u-Ebene ab, deren Rand aus der
2"fach durchlaufenen Kreislinie || = 1 besteht. Schneidet man simtliche
Blatter von R, Yings der Schnitte s, s, --+, s, auf, so zerfillt B, in
2= Stiicke, von denen das eine »¥ den dem Punkte z = O entsprechenden
Punkt 4% =0 enthilt; anBerdem sind die » Punkte
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wW=p, Wr=p,, -+, ut=p,
die auf dem Rande dieses Stiickes liegenden Verzweigungspunkte von E_.

32. Betrachtet man den Kern der Folge von Riemannschen Flichen
R,R,---, R, ---, so sicht man aus unserer letzten Bemerkung, daB
dieser jeden (inneren) Punkt des Gebietes A enthiilt. Da aber die Ver-
zweigungspunkte p,, p,, --- der Folge R, R,, --- in jedem Punkt des
Randes ¢ von 4 einen Hiufungspunkt besitzen, so gehdren die Punkie
von « nicht zum Kern, und dieser muB mit A4 identisch sein. Ganz analog
wiirde man beweisen, da 4 mit dem Kerne einer beliebigen Teilfolge
von R,, R;, - -- zusammenfallen muB. Die Folge R,, R, - -- konvergiert
demnach gegen ihren Kern und nach Satz VI mu8 also

Lim £,(5) = 72

existieren und die konforme Abbildung des Gebietes A darstellen.

Hiermit ist die Maglichkeit der konformen Abbildung des Inneren
eines durch eine Jordansche Kurve begrenzten Gebietes auf das Innere
eines Kreises erbracht.

Die allgemeinsten Gebiete, die z. B. Osgood betrachtet hat, kionnen
durch Gebiete A approximiert werden; die Moglichkeit, auch diese Gebiete
abzubilden, kann also aus den im § 22 angedeuteten Resultaten entnommen
werden, wodurch das Resultat von Osgood auf rein funktionentheoretischem
Wege erbracht ist.

33. Die #n* Approximationsfunktion f,(#) liefert die Abbildung einer
2»-blittrigen Riemannschen Fliche. Bei dieser Abbildung enthiilt der Kreis
]2] < 1 ebensoviele d. h. 2* Bilder des Gebietes 4.

Dasjenige dieser Bilder, das den Punkt 2z — O enthilt, moge mit g,
bezeichnet werden. Es sei o, der Radius des groften Kreises von der
Eigenschaft, daB simtliche Punkte {#{ < ¢, im Gebiete a, enthalten sind.
Die Folge von Zahlen g,, g;, - - - wachst monoton: es ist nimlich, nach
unserer Konstruktion f, ., (2) = f,(9,,1®), wo @, (2) dieselbe Form wie
die Funktion (38) hat; fir |2| < o, ist daher |g, ,(2)| <o, (Gleichheit
ausgeschlossen), und folglich liegt der Punkt f,, ,(¢) im Inneren von 4.
AuBerdem ist, wegen der Konvergenz der f,(z) gegen die Abbildungs-
fanktion von 4

Lim g, = 1.

Die iibrigen von @, verschiedenen (27— 1) Bilder des Gebietes 4
Liegen bei der Abbildung u =f,(#) alle im Kreisringe ¢, < |2/ <1 und
werden allmihlich an den Rand |2 = 1 gedriickt. Unser Satz IV des § 9
gibt uns die Méglichkeit, die GroBe |f(z) — f,(2)] fir alle Werte von 2
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innerbalb eines festen Kreises |2 < & < 1 abzuschiitzen, wenn eine untere
Schranke fiir @, berechnet ist, und liefert Aufschluf iiber die jeweilige
GroBe der Approximation der gesuchten Abbildungsfunktion f(2) durch
irgend eine Funktion der Reihe (41).

Zum SchluB mochte ich noch bemerken, daB die Folge (41) fiir
jedes z vom absoluten Betrage Eins divergent ist. Fiir ein derartiges 2z ist
nimlich |f,(2)] = 1, der entsprechende Wert von f(2) dagegen ist, wenn
er existiert, dem absoluten Betrage nach kleiner als Eins.

Breslau, den 17. Juli 1911



