Ueber das ebene Fiinfeck.

Von A. CresscH in GOTTINGEN.

Wenn man in einem einfach geschlossenen Finfeck ohne ein-
springende Winkel die Diagonalen zieht, so bilden diese wieder ein
solches, welches ganz innerhalb des ersten liegt. Geht man vor diesem
zweiten Finfeck ebenso zu einem dritten, vierten ete. tiber, so nihert
man sich schliesslich einom Punkte, mit welchem alle Ecken des nach
unendlich vielfacher Wiedcrholung der Construction entstehenden Fiinf-
ecks zusammenfallen,

Dasselbe gilt auch :.och von einem Fiinfeck, welches ans einem
der gegebenen Art durch Projection entsteht. Dabei bleibt die Gestalt
entweder eine von demselben Charakter; oder, es wird eine oder zwei
Ecken durch die unendlich ferne Gerade von den iibrigen geschieden.
Ersetzt man dann die unendlich grossen Seiten durch ihre endlichen
Erginzungen, so erhilt man 2 Formen, welche im Folgenden unter
dem Begriff des einfach geschlossenen Fiinfecks ohne einspringende
Winkel eingeschlossen sein sollen. Die Gestalten derselben sind folgende:

/i ]
/ >/

Fir diese fihrt der erwihnte Process fort, Fiinfecke zu liefern,
deren Ecken gegen einen bestimmten Punkt gleichzeitig convergiren.

Wenn irgendwie 5 Punkte gegeben sind, von denen nicht 3 in
einer Geraden liegen, so ist immer eines dieser Fiinfecke zwischen
ihnen méglich, und also ein derartiger Punkt gegeben.
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Es entsteht die Frage nach der Bedeutung dieses Punktes. Ich
werde zeigen, dass er ein Fundamentalpunkt einer hestimmten bei dem
gegebenen Fiinfeck auftreteriden Collineation ist, und somit der einen
Wurzel einer cubischen Gleickung entspricht, Die genannte Con-
struction liefert daher ein geometrisches Niherungsverfahren fitr die
Losung einer solchen cubischen Gleichung. Der Weg der Unter-
suchung fiihrt zu einigen Sitzen iiber das Fiinfeck, welche nicht ohne
Interesse scheinen.-

§ 1.
Eine beim Fiinfeck aufiretende Collineation.

Denken wir uns 5 Punpkte a, b, ¢, d, ¢ in der Ebene durch Ge-
rade der Reihe nach verbunden. Die entstehende Figur nenne ich das
erste Fiinfeck. Die Diagonalen desselben, der entsprechenden Reilien-
folge gemiss geordnet, bilden das zweite Fuunfeck «, 8, y, 0, &; wobei
die Bezeichnung so gewihlt wird, dass o dem «, § dem b elc. gegen-
itberliegt.

Das zweite Fiinfeck ist dem ersten projectivisch.

Um dieses einzusehen, brancht o
man nur die Strahlbiischel zu be- R
trachten, von denen einer aus @ JE N
nach b, ¢, d, e, der andere von P
a nach B, p, 0, ¢ geht. Diese % L4 S s
liegen perspectivisch, und zwar so, e
dass das Doppelverhiltniss der
Strahlen:

ab, ac, ad, ae¢ ]
in dieser Anordnung dem der [
Strahlen: ']

we, «b, way, aff

gleich wird. Aber das Doppelverhiltniss der letztern bleibt hekannt-
lich ungeiindert, wenn man statt dieser Anordnung die Reihenfolge:

wfB, ay, af, «s
festsetzt. Daher sind die Biischel aus 4 und « auch projectivisch,
wenn man die mit entsprechenden Buchstaben bezeichneten Strahlen
einander entsprechen lisst.

Ebendies gilt von den Strahlbiischeln aus b, § u. 5. W. Betrachtet
man also eine Collineation, bei welcher die Punktepaare ac, bB, ¢,
dé einander zugeordnet sind, so ist auch ¢ dem Punkte & mugeordnet,
d. h. die Fiinfecke selbst sind collineare Figuren, wie der obige Satz
Iﬂlssagt
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Mit Hilfe derselben Construction, welche von dem ersten Fiinfeck
zum zweiten fithrte, gelangt man nun vom zweiten zu einem dritten,
vom dritten zu einem vierten u. s. w. Aber wenn man aus 2 eolli-
nearen Figuren vermbge einer und derselben Construction neue bildet,
so sind diese wieder collinear. In der obigen Collineation ist also das
dritte Fiinfeck dem zweiten, das vierte dem dritten ete. ebenso collinear,
wie das zweite dem ersten. Diese Rethe von Fiinfecken bildet also
eine solche Reihe von Gebilden, wie sie von Herrn Gordan und mir%),
spiter aus andern Gesichtspunkten von Herrn Klein und Lie™**) be-
trachtet worden sind; Reihen, in denen jedes folgende Gebilde als dem
zweiten System angehtrig dem vorhergehenden entspricht, wenn man
dieses als dem ersten System angehbrig betrachtet.

Wenn das Fiinfeck die im Eingange betrachtete Gestalt hat, so
nihert sich die Operation einer endlichen Grenze, einem Punkie; und
wenn man n unendlich gross nimmt, so fallen die Ecken sowohl des
nen als des (n 4 1)« Fiinfecks mit diesem Punkte zusammen. Dieser
Punkt entspricht also sich selbst; er ist eine Ecke fiir das Fundamental-
dreieck der Collineation.

lch werde jetzt dies Dreieck und die analytische Form der colli-
nearen Beziehung aufsuchen; zuniichst aber werde ich eine Methode
entwickeln, mit deren Hilfe das Fiinfeck behandelt werden kann.

§ 2.
Methode zur Behandlung des Fiinfseits.

Betrachten wir zunfichst ein Fiinfseit. Die Seiten desselben seien:
A=0, B=0, C=0, D=0, E=0.

Zwischen den 5 linearen Ausdriicken 4, B, C, D, E bestehen 2 lineare
Relationen; und indem man diese passend schreibt, anch die 4, B,
C, D, E mit passend gewihlten Multiplicatoren versieht, kann man
diesen Relationen die Form geben:
1 A4+ B+ C+ D+ E=0
( «d + BB+ yC+ 8D + : E= 0.
Und zwar kann man diese Formen der Identititen noch auf unendlich

viele Arten hervorrufen. Denn setzt man an Stelle der obigen Glei-
chungen die Combinationen:

(u+ve) A+ (u+vg)B+4---=0
(etoa)d+(e+6f B+ =0.

*) Annalen Bd. 1, p. 388.

“*} Annalen Bd. IV, p. 50.
i~
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s0 erbilt man aus diesgn wieder die Form:
A4 B4+ C+4+ D4+ E=
A + 8B 4 90 + 8D + £E =0,
wenn man unter 4, B’ ... die von 4, B ... nur um constante Fac-
toren unterschiedenen Ausdriicke:

A= (o-+oa) 4
B ={¢+6a)B
unter o, §. .. aber die Aysdriicke:
/o @00
9 g+ e
@ PR
e 2
versteht.
Wenn man das Fiinfseit projectivisch umformt, so erbalten nur
die in den linearen Functionen 4, B ... enthaltenen Verinderlichen

andere Bedeutungen; die Identititen bleihen upgeindert.

Umgekehrt sind aher auch inumer 2 Finfseite, bei denen die Zahlen
«, B, 7, 0, & dieselben Werthe haben, projectivisch. Denn bezeichnet
man die Seiten des zweiten Fiinfseits alsdann durch:

A=0, B=0, =0, A=0, E=0,

und schreibt man die Ausdriicke A, B ... mit andern Verinderlicheu
als 4, B, ..., so sind die Gleichungen:

A=A, B=DB, =C,
Formeln fiir eine lineare Transformation, aus welchen wegen der
gleichen Form der Identititen spfort auch:
folgt. Es gehen also durch dieselbe lineare Transformation die Seiten
des einen Fiinfseits der Relhe nach in die des andern iiber.

Die projectivischen RBigenschaften eines Fiinfseits hingen also nur
von den Grbssen «, §, y, 8, & ab. Aber auch diese sind noch durch
die, Ausdriicke (2) ersetzbar, welche mittelst einer linearen Transfor-
mation mit jenen zusammenhingen.

Solange wir also nur das Fonfseit als solches betrachten, bei
welchem eine Reihenfolge der 5 Seiten nicht festgesetzt wird, kdnnen
wir den Satz aussprechen:

Die projectivischen Eigenschufien eines Fiinfseits hingen nur
von den absoluten Imvariamten der Gleichung 5 Grades ab,
deren Wurzeln die Grissen «, B, ¥, 8, ¢ sind.

Diese Gleichung ist nicht verschieden von derjenigen, welche nach der
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p- 285 foly. dieses Bandes der Annalen von mir entwickelten Anschau

durch dieses Fiinfseit interpretirt wird. Denn bezeichnen wir die Warzely

jener Gileichung durch e, 8, 9, 8, &, durch ¢(7) den Ausdruck:
p@)=z—a.2~f.2—y.2—0.2—%¢,

also durch @ ==0 die fragliche Gleichung selbst, so kbnuen wir den

Gleichungen der Seiten des Fiinfseits die Form geben:

A= Bk ezt otz
g {a) -

— Zutbot fo
P=""®
Es wird daher nach bekannten Sitzen der Partialbenchzerlegung:
44+ B+ O+ D+ E=0
«A+ BB+ yC+ 8D+ eE=0,

so dass &, ... gerade die oben benutzten Coefficienten sind.

§ 3.
Das Fiinfeck.

Gehen wir nun vom Fiinfseit zu einem Fiinfeck im gewbdhnlichen
Sinne iber, so haben wir nur eine bestimmte Reihenfolge der Seiten
festzustellen, so dass nur die Durchschuitte anfeinander folgeuder als
Ecken betrachtet werden sollen. Sei dieses die Anordnung 4, B, G,
D, E. Man kann diese Anordnung auch dadurch bestimmen, dass
man den symmetrischen Functionen bes. Invarianten von ¢ =~ 0 irgend
eine cyclische Function, etwa das Differenzenprodukt:

p=a—B.8—yp.y—0.0—¢c.e—«
adjungirt, in dessen Zusammensetzung die gedachte Reihenfolge aus-
gedriickt ist. Dieses Differenzenprodukt wird zu dem vollstindigen
Differenzenprodukt aller Wurzeln erginzt durch das analog gebildete:
{g=e—y.y—s.t—B.8—~8.8 —¢a.
Das Funfeck 4, C, E, B, D, zu welchem dieses letztere gehort, bat
dieselben Seiten wie das erste, aber keine Ecke mit ihm gemein, und
ist dadurch bestimmt *).

Man kann nun die uichstliegenden Besondexheiten leicht angeben,
welche ein Fanfeck annehmen kann. Zunsichst kann es ein symmetrisches
sein; worunter uugleich ein solches mit inbegriffen sein wmag,

*) Die Bezichung zwischen dicsem Finfeck und dem gegebenen ist derjenigen
m gewissem Sinne entgegengesetst, in welcher sich das erste und zweite Find-
eck des § 1. befinden.
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welches durch Projection ein symmetrisches werden kann, In diesem
Falle existirt eine lineare Transformation (Umlegen um die Symmetrie-
axe), bei welcher eine Seite in sich selbst dbergeht, die anderen sich
paarweise vertauschen. Mag also dabei A in ad, B i ¢E, Cin dD,
Din ¢C, E in bB ibergehen; indem wir diese Ausdriicke 4, ¢E,
dD, ¢C, 4B als die neuen linearen Functionen einfihren, und sie
etwa durch 4, E', D', C’, B bezeichnen, erhalten die urspriinglichen
dentititen die Form:
A4 B4+ C+ D4+ E=0
0 4 eB 4 80"+ y D'+ BE'=0,
und dieses Fiinfeck muss dem ersten projectivisch sein, wenn wir
4, B, ¢, IV, E' der Rethe nach den 4, B, C, D, E entsprechen
lassen. Daher miissen die Grossen
«, & 4, Vs B
durch lineare Transformation aus
«, B, vy, &, ¢
entstehen. Reprisentiren wir aber «, 8, ¥, &, ¢ durch Punkte einer
Geraden, so heisst dies, « ist Doppelpunkt einer Involufion, welche
B, ¢ und ¥, 8 zu Paaren hat. Aber dies wieder fithrt auf das Ver-
schwinden der Invariante 18¢s Grades R von ¢, und man hat den Sate:
Fiir ein Finfeck, welches in cin symmedrisches projicirbay
ist, verschiwindet die Invariante R.

Man kann « = O sgfzen und hat dapn == — 8, & == — p. Die
Ditferenzenprodukte p, ¢, von deren Werthen spiter Gebrauch ge-
macht werden wird, erhalten dann die Ausdriicke:

p=28yB—9P, q=—287B+ "

Soll das Fiinfeck ein regelmissiges sein, oder in ein solches pro-
Jicirbar, so muss eine lineare Transformation (Drehung) existiren,
durch welche jede Seite in die folgende iibergeht. Es verwandelu sich
also 4 in B, B in ¢0 etc., E in a4. Bezeichuen wir a4, b B ete.
also wieder durch A, B ..., so haben wir aus den fritheren Iden-
ttiten jetazt:

A4+ B +C+ D+ E=0
s A+ B 4 C+ y D4 8E'=0.

Soll also das Fiinfeck 4, B, ¢, IV, E' dem Finfeck 4, B, C,

D, E projectivisch entsprechen, so miissen die Grossen
&, &, ﬁ s 7> 3
«, 8, y, 6, ¢

der Reihe nach durch lineare Trapsformation hervorgehen, d. h. die
Punkte «, g, v, 0, ¢ missen cyclisch projectivisch sein.

aus den Grissen
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Die Gleichung @ = 0 wird also fiir das syminerische
Fliinfeck eine reine Gleichung 5 Grades, oder ihre Covariamte
3 verschwindet.
Ist also @ eine imaginire 5 Wurzel der Einbeit, so kann wap
fir das regelmissige Fiinfeck
a==1, B=w, y=0°, 0==0% =o'
setzen. Die Dxfi’eremenprodukte P, ¢ erhalten dann numerische Werthe,
von denen spiter Gebrauch gemacht werden wird; es wird nimlich;

p=(1—0f, g¢g=Q1—0), I=(+a)
und also, wenn '

m—{—m‘*m——u-———“'ljyg, m3+w3=*-—w—-_1;yg
ist, wird:
g _ —11—5)5
T T

Fiir das einfach geschlossene regelmiissige Fiinfeck und dessen
Projectionen muss man bei 5 das hier gewihlte Zeichen nehmen;
dies lehrt unter anderm folgende Betrachtung.

Stellen wir in rechtwinkligen Coordinaten die Ecken eines Finf-
seits durch die Coordinaten ,, ¥,; Z,, #s3 . .., die Seiten mit einer
leicht verstéindlichen Abkiirzung durch

Ad=a.{212) Lo @ |
B=}.(2238) (xik)»:gy Y Y |
C=c¢.(34 111

dar, wo @, &, ¢ .. noch zu hestimmende Constanten sind. Diese sind
50 zu withlen und weitere Grossen e, 8, 9, 6, z so zu bestimmen, dass

A+B+CH+D+E=0
«d + BB+ yC+ 3D+ sE=0.
Setzen wir in diesen Gleichungen fiir z, y etwa =, %,, so ergiebt sich:
.2+ ¢.(130)+ d.(145) =0
86 . (128) -+ po . (134) -+ 8d. (145) =0,
und man hat alse, wenn g, eine unbestimmte Grosse ist:
0 (123) =cd (y — 9)
01(134) = db (¢ — B)
0, (145) = be (B — ).
Man erhilt aus diesen Gleichungen andere, indem man sowohl

die Zahlen 1, 2, 3, 4, 5 als die Buchstaben «, 8, 3, 8, & cyclisch ver-
tauseht. Alsdann aber ergiebt sich sofort:

¢ __ __ (145) (351} (312) (428) (534)

P (34 (348 (51 @12) 5%3)
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Ist nun das Finfeck ein einfach geschlossenes und hat es keine
einspringenden Winkel, oder ist es eine Projection eines solchen (vergl,
Einleitung), so haben alle hier auftretenden Determinanten, als pro-
portional mit den Flicheninhalten gewisser, aus den Ecken gebildeter
Dreiecke entweder, indem deren ¥icken in demselben Sinne aufeinander
folgen, alle gleiches Vorzeichen, oder es ist doch ejne gerade Anzahl
.derselben megativ. Der ganze Ausdruck ist also wesentlich negativ
und man hat den Satz:

Bei Fiinfecken, welche einfach geschlossen sind und keine
ez'nsprmgenden Winkel enthalten. oder Projectionen olcher Funf-
ecke, st = negatw.

Wenden wir dxes puf das regelmissige Fiinfeck an, so ergiebt
sich sofort die oben gewihlie Bestimmung des Vorseichens yon 35,

§ 4. )
Die Collineation und ihr Fundam’enta]dreieck.

Nachdem ich die zur Bebandlung des Fiinfecks anzuwendende
Methode entwickelt habe, kehre ich nun zu der Aufgabe zuriick, die
beim Finfeck stattfindende Collineation (§ 1.) darzustellen. Bezejch-
nen wir die Seiten des zweiten PFiinfecks durch

A=0, B=

Die Seiten sind dadurch gegeben, dass A durch die Schnittpunkte von

B mit C und von D mit E, B durch die Schnittpunkte von C mit

D und von E mit A geht u. s. w. Wegen der ldeytititen kann man

also die Ausdriicke 4, B'... durch 4, B ... in folgender doppelter

Weise darstellen:

=B.p—a+t+C.y—a=D,a«—86+E.a—¢
BesC.y~p+D.0-=E. f—c¢+4.p—=«

) C=D.d—y+E.s~p=A4,y—a+B.y—8
D=E.;:—06+4.¢—8=B.6—8+C.8—y
E=4. a—c¢+B.p—e=0.6—y4+D.g—9.

Da nun 4, B, ¢, I, B’ ein 2u 4, R, C, D, E projectivisches

Fiinfeck bﬂden, s0 muss man solche Factoren a, b, ¢, d, ¢ bestimmen

kénnen, dass wieder identisch:

(2) ad 4+ VB4 €'+ dD+ e¢E'=0

ag A+ OB 4 yeC 4 8dD + ec E'==0.

Setst man etwa, um a, b, ¢, d, ¢ zu finden, in den Gleichungen (1)

zwei der 4, B . glewh l\u]l und fithrt die daraus entstehenden

Werthe der 4, B...in (2) ein, so erhilt man die Verhilinisse der

- . durch d1e «, ﬁ . . ausgedriickt, und zwar ist:
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@ a= 174 p—, 0= - T

P 1 f-6F—¢ ‘T ymiy—a
— =8 —. B~y
d-d‘——-u.é‘—ﬁ’ e—s-—ﬁ.shy‘

Die Gleichungen der Collineation aber werden dann durch irgend
3 unter den folgenden 5 Gleichungen ausgedriickt (§ 2.):

6A=ad
eaB=1F
4) 6C == cC"
¢ D=dl
GE = ¢ ¥,

wobel nur links andere Verinderliche als rechts zu schreiben sind upd
in welchen 6 einen unbestimmten .Factor bedeutet.

Die Fundamentalpunkte der Collineation ergeben sich, wenn man
die Veriinderlichen rechts und links in der Gleichung (4) als dieselben
betrachtet. Eliminirt man dann dieselben aus irgend dreien der Glei-
chungen (4), so erhilt man die cubische Gleichung in 6, von welcher
die Fundamentalpunkte der Collineation abhingen. Je nach der Wahl
solcher 3 Gleichungen enthilt die resultirende Determinante als iiber-
fliissige Factoren einige der Differenzen « — f etc. Mit Uebergehung
derselben findet man leicht die cubisehe Gleichung in der Form:

&) go*{e =) —ple+ 1) =0,
wo p, g die in § 3. so bezeichneten Differenzenprodukte bedeuten.

Eine Wurzel dieser Gleichung ist es also, auf welche die im Ein-
gange erwihnte Construction sich bezieht, sobald das Fiinfeck ein ein-
fach geschlossenes ist und seine einspringenden Winkel enthilt, oder
in ein solches projicirbar ist.

Die Gleichung (5) ist im Allgemeinen irreducibel. Sie wird aber
reducibel, wenn das Finfeck im Sinne des § 3. ein symmetrisches ist.
Dann hat man:

die cubische Gleichung:
Flo—~1) BB —yP

s+1 gy BFyr
hat also die rationale Wurzel:
— 7B
=T

Es entspricht dies dem Umstande, dass der eine Fundamental
punkt hier nothwenig auf der Symmetrieaxe liegt.
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§5.
Die cubische Gleichung der Collineation.
Schreibt man die cubische Gleichung in der Form:
a6’ 43566+ 3¢+ d=0,
so ist:
=3¢, b=—¢, c¢=—p, d=—3p.
Daher ist die Discriminante der Gleichung:

& =—24pg{g + 11pg —p}.

Diese verschwindet und 2 ¥cken des Fundamentaldreiecks erschei-
nen unendlich nahe geriickt:

1. Wenn pg==0, also wenn 2 der Gréssen «, g8, y, &, ¢ ein-
ander gleich werden. In solechem Falle kann man aus den beiden
Identititen eine Combination bilden, welehe nur d@red der Ausdriicke
4, B, C, D, E enthiilt. Dies tritt also nur (und immer) ein, wenn
3 Seiten des Finfecks durch eimen Punkt gohen. Fir den Fall des
einfach geschlossenen Ikiufecks ohne einspringende Wiukel und Pro-
jectionen von solechen kann dies micht eintreten.

2. Wenn ¢*+ lipg —p*=0, L= ~utsVs Dies tritt

¥4 2
nach § 3. z. B. beim regelmissigen Fiinfeck ein, und es entspricht
insbesondere das untere Zeichen dem einfach geschlossenen regel-
missigen Finfeck. In diesem Falle ist es auch leicht, die Wurzeln
der cubischen Gleichung numerisch anzageben. Es wird nimlich die
Doppelwurzel :
1—-Vs
2 b

6 =2 —V5.

Die allgemeine Untersuchung der Fiipfecke, welche der Gleichung
¢ + 11 pg — p*= 0 geniigen, werde ich im folgenden §. geben.
Ich werde hier zunichst zeigen, wie man in dem Falle, wo die convergente
geometrische Construetion ausfiihrbar ist, angeben kann, welcher Warzel
der cubischen Gleichung der unendliche Prozess entspricht.

Die cubische Gleichung
o g6*(6 — 1) —p(e+1) =0
hat bekanntlich 3 reelle Wurzeln, wenn die Discriminante positiv ist,
nur eine, wenn sie eipen negativen Werth bat. Im letzten Falle ist
keine weitere Untersuchung nothig; der convergente Prozess entspricht
der einzigen reellen Wurzel. Wenn dagegen A positiv ist, so handelt
es sich darum, zu bestimmen, welche Wurzel man durch die Con-
struction erhilt.

6= —
die einfache:
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Nun ist immer ﬁ— negativ, sobald der geometrische Prozess iibey.

haupt ein Resultat liefert (§ 3.). Damit also A positiv sei, mugg
¢* + 11 pg — p* > O sein, oder

q 1n4sys q 11— 51/3)
(342575 (34 252%) o

Von den beiden Factoren links ist der zweite negativ; daher muss
der erste ebenfalls negativ sein, oder

1u+4s)s

4
¥- 2

Bezeichnen wir nun die linke Seite der Gleichung (1), dividir
durch p, mit @ (6), so haben wir:

@) g{(— 1)=—2 % , also positiv,
¢ (0)=—1, also negativ,
Die cubische Gleichung hat also eine Wurzel zwischen 6 = 0 und

6 = — 1. Beim regelmissigen Fiinfeck f3illt dies Intervall in die un-

gleiche Wurzel 2 — /5. Kann man also zeigen, dass die anderen
Waurzeln der Gleichung (1) stets ausserhalb diéses Intervalls legen,
so folgt darans durch blosse Betrachtung der Stetigkeif, dass die Con-
struction, welche im Falle des regelmissigen Fiinfecks auf die Wurszel
2 — ¥'b fiihrt, in den anderen Fillen von 3 reellen Wurzeln auf die
in dem Intervall O, — 1 liegende Wurzel filhren muss. Nun hat aber
die cobische Gleichung 2 Zeichenwechsel und nur eine Zeichenfolge.
Daber muss sie 2 positive Wurzeln haben Und zwar ist eine der-
selben gleich Null nur, wenn p = 0,

Denken wir uns also — -1% von dem Werthe E——’%‘iﬁ ausgehend

und gegen -4 oo sich bewegend, so bleiben die Intervalle der positiven
Wurzeln und der einen negativen stets getrennt; und erst bei dem

Grenzwerthe —g—= — oo tritt fiir 6 == 0 eine Berithrung der Inter-
valle ein. Und so haben wir den Satz:

Der convergente geometrische Prozess entspricht, wenn die
cubische Gleichung 3 reelle Wurzeln hat, derjenigen, welche
allein awischen 0 und — 1 liegt,

In demselben Tntervalle liegt Gibrigens such fiir den Fall zweier
imaginirer Wurzeln die reelle Wurzel der Gleichung, so lange eben
nur % < 0 ist; was denn in allen Fillen eintritt, in welchen wir
von der Auwendbarkeit des geometrischen Prozesses gesprochen haben.
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Eine besondere Classe ven Fiinfecken.
Den aus der Gleichung ¢* - 11 gp — p* = 0 folgenden Werthen

von »3 entsprechen 2 Classen von Finfecken, bei welchen 2 Ecken

des Fundamentaldreiecks der Collineation einander unendlich pahe
liegen. Nur die eine dieser Classen kann einfach geschlossene PBiinf-
ecke ohne einspringende Winkel oder deren Projectionen enthalien;
in dieser Classe treten die regelmissigen auf.

Denken wir uns, um diese Finfecke zu charakterisiven, 4 Ecken
eines Fiinfecks gegeben, sowie die 3 Seiten, welche sie verbinden.
Damit das Fﬁnfeck dann der Bedingung ; = S gentige,
muss die Spitze desselben eine von 2 gewissen (urven beschreiben,
je nachdem das obere oder untere Zeichen von J/'5 gewihlt wird.
Man erhiilt diese Curven, wenn man in der am Ende vou § 3. ge-
brauchten Bezeichuung die Ecken 1, 2, 3, 4 als gegeben Letrachtet,
5 dagegen durch das Yeichen x ersetst. Die Gleichungen dieser Cur-
ven sind also:

(14) (@ 12) (x34) __ (s @12y 1Fals
- (i 24) (€ 13) (= 23)  (312) (425 2

Sie sind von der 3'* Ordnung und gehen durch die Puukte 1, 2,
3, 4 s0, dass sie in 1 die Diagonale 13, in 2 die Seite 12, in 3 die
Seite 34, in 4 die Diagonale 24 berithren. Sie sind hierdurch bis auf
cinen linearen Parameter bestimmt. Sind insbesundere die 4 Punkte
und ihre Folge so gewiihlt, dass ein d"r Punkt hinzugefiigt werden
kann, welcher mit ihnen ein einfach geschlossenes Fiinfeck ohne ein-
springende Winkel bildet, so ist die dem unteren Vorzeichen von J'H
entsprechende Curve Jadurch vollig gegeben, dass auf ihr noch die
O% Ecke des einzigen leicht construirbaren Fiufecks liegt, welches in
ein regelmissiges projicirt werden kann, oder nach der Bezeichnung
des § 3. ein regelmissiges ist.

Die beiden in Rede stehenden Curven theilen zugleich zusammen
mit den Verbindungslinien der 4 Puukte dic Ebeng in solche Gebiete,
innerhalb deren entweder alle Ecken des Fundamentaldreiecks reell
oder 2 imagindr sind.

In Folge der analytischen Bedingung:

(1) a——y.y-—-s.s-~ﬁ.;3~—3.3-—u=:-”__i”§l{§’
e—f.f—y.y—8.F—~5.8—a 2
welche fiir diese Classe von Flinfecken erfiillt scin muss, kann man
leieht die allgemeinen Ausdricke der «, §, p, 8, & angeben, welche
bei ihnen auftreten. Setzt man namlich:
Machematische Annalen IV, 32




ARE A. Cresscn.

I e A L o) 5:6‘,:?‘_?1‘1’,:%‘,}9"2 S SACE 3T
T et et 41,70 o+ 6w~ 1%’ e+ ¢la*+ 1e)

s st @100 atulet e
e+ 6w+ 1ah)’ e+ oo f7a)
so enthalten diese Ausdriicke 4 Parameter, niamlich 1 und die Ver-
hitltnisse der u, v, g, 6. Daher findet zwischen ihnen nur ¢ine Rela
tion statt. Indem man die linke Seite des Ausdrucks (1) bildet, zeigt
sich, duss diese in (1 4 w)® ibergeht. Die Ausdriicke (2) erfillen
daber die (leichung (1), und zwar je nach Wahl von o fiir das untere
oder fir das obere Vorzeichen vou Y5, Dass aber dieses auch die
allgemeinste Weise ist, die Gleichung (1) zu befriedigen, sieht man
tolzendernissen ein. Da die Ausdriicke (2) vier Parameter enthalten,
s0 kann mau g, p, &, ¢ beliebig wihlen, und zwar erhilt man bet be-
stimmter Wahl von @ dann fir 4 die quadratisehe Gleichung:

B, Bl +ie) o +ie
7, ywiAt et o 4 e
o, oot 4 deY) o Aer 0
C e, f(@+ la) ol 4 i

Zu ciuem gegebenen Systeme §, p, 9, & gehbren also 2 Werthsysteme
4, 4, v, 0, 6, also auch zwel «. Ebenso viele Werthe von « ergeben
sich aber auch aus (1), wenn man das Vorzeichen von D und B, ¢, 9, #
uls gegeben annimmt.  Die Formeln (2) liefern also wirklich alle
Systewme «, 8, 7, 9, £, welche der Gleichung (1) genigen.

Fiir die fragliche Classe von Finfecken haben also die Identitfiten

die Form:
A+B+C+ D4+ E=0U
) 0+ 4+ (@4 4e?) B+ (@@ + 1% C
+ (0 + i) D + (0 + 1a) E= 0.

Bep dem hier behandelten Verschwinden der Discriminante &
fallen 2 Beken des Fundamentaldreiecks znsammen. Der besondere
Fall, i welchem sie zugleich unbestimmt werden und also die per-
spectivische Lage eintritt, kommt nur beim regelmiissigen Fiinfeck vor,
bez, bei den Projectionen desselben. Nimmt man nimlich an, dass
die Verbindungslinien entsprechender Ecken des 1'a und 2t Finfecks
sich simmtlich 1 einem Pankte schueiden, dem Centrum der Colli-
neation, so tbersieht man sofort aus der geometrischen Configuration,
dass jede dieser Verbindungslinien auch Symmetrieaxe wird; durch
die 4 Ecken, welche nicht anf dieser Verbindupgslinie liegen, gchen
2 Verbindungslinien, welche jene und die Collineationsaxe harmonisch
schoeiden,  Das Fanfeck ist also ein fiinffach symmetrisches, nnd die
Uriissen «, g, y. 9, ¢ missen also die Eigenschaft haben, die Bedingung
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der Symmetrie noch zu erfiillen, wenn man sie auf alle Weise cyclisch
vertauscht. Nun ist jene Bedingung ausgedriickt durch das Verschwin-
den eines der 15 Factoren, in welche B nach Hermite zerfillt (vergl.
Borchardt’s Journal Bd. 69, p. 304). Im gegenwirtigen Falle muss
also ausser diesem nogh jeder Factor von R verschwinden, welcher
aus ihm durch cyclische Vertauschung entsteht. Man folgert daraus
leicht, dass die «, B, y, §, & durch eine lineare Kunction bez. von 1,
w, ©*, 0%, o' dargestellt werden, sodass das Fiinfeck ein regelmiissiges
ist. Noch kiirzer sieht man es dadurch ein, dass man die Form der
Coefficienten «, ... aus (3) entnimmt, welche ja hier, bei verschwin-
dender Discriminante, anwendbar ist. Die Bedingyng der Symmetrie,
etwa:

@ e—Ble—p(E—0+(&—0)«—2&(—y) =0,
liefert eine quadratische Gleichung in 4; aber fir A =0 und 1 =
geben die Formeln (3) ein regelmiissiges Fiinfeck uud (4) ist also er-
filllt; daher kann es keine weitere Ljsung geben.

Dass die perspectivische Lage fiir das Verschwinden des anderen
Factors pg der Discriminante, also beim Gleichwerden zweier der
Grossen «, B, p, 0, ¢ im Allgemeinen gicht eintritt, Jehrt die Glei-
chung (4) ohue Weiteres.

Gottingen, den 14. Juli {871,



