
Ueber das ebene Ftinfeck. 
Von A. CLEBSCH in OSTTINGEN. 

Wenn man in einem einfach geschlossenen Ffinfeck ohne ein- 
springende Winkel die Diagonalen zieht, so bilden diese wieder ein 
solehes, welches ganz innerhalb des ersten lie~c,~. Geht man vo~ diesem 
zweiten Ftinfeck ebenso zu einem dritten, vierten etc. fiber, so n~ihert 
man sich sehliesslich ein.m Punkte, mit welchem alle Ecken des nach 
unendlich vielfacher Wieclorholung der Construction enSstehenden Ffinf- 
eeks zusammenfallen. 

Dasselbe gilt auch :.och yon einem Ffinfeck, welches aus einem 
der gegebenen Art dutch Projection entsteht. Dabei bleibt die Gestalt 
entweder eine yon demselben Charakter; oder, es wird eine oder zwei 
Ecken dutch die unendlich ferne Gerade yon den fibrigen geschieden. 
Ersetzt man dann die unendlich grossen Seiten dutch ibxe endlichen 
Erg'2nzungen~ so erh~lt man 2 Formen, welche im Folgenden unter 
dem Begriif des einfach geschlossenen Fiinfecks ohne einspringende 
Winkel eingeschlossen sein sollen. Die Gestalten derselben sind folgende: 
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Fiir diese i~ihrt der erw~thnte Process for~, Fiinf~cke zu hefern, 
deren Eckea gegen einen bestimmten Punkt gleiehzeitig convergiren. 

Wenn irgendwie 5 Pankte gegeben sind, yon denen nicht 3 in 
einer Geraden liegen, so ist immer eines dieser Ffinfecke zwischen 
ihnea mSglich, und also ein derartiger Punkt gegeben. 



U e b e r  da~ ebene  F~nfeck.  477 

Es entsteht die ]~u naeh der Bedeutung dieses Punkte~. Ieh 
werde zeigen, dass er ein Fundamen~alpunk~ einer hestimmtea bei dem 
gegebenen Ffinfeek auftreter/den Collineation ist, and somit ~ter einea 
Wurzel einer eubisehr Gleiehung entsprich~. Die genannte Con- 
struction lie~rt daher ein geometrisehes N'~herungsverfahren flit' die 
LSsung e/her solchen cubisd~en Gleiehunff. Der Weg tier Uater- 
suchung f~hrt zu einigen S~zen ~iber da~ Ffinfcck~ welehe nicht ohne 
Iateresse seheinen." 

w  

Eine beim F~nfeck auftretende Collineation. 

Denken wir uns 5 Punkte a, b, c, d, ~ in der Ebene dutch Ge- 
fade der Reihe nach verbunden. Die entstehende Figur neane ieh das 
erste Ffinfeck. Die Diagonalen desselben, der entsprect~enden l~ihen. 
fblge gem:~s geor&~et, bilden das zwc.itc Ftinfeck a, ~, 7, r ~; wobei 
die Bezeichnung so gewKhlt win'd, dass a dem a~ ~l dem b etc. gegen- 
aberliegt. 

.Das zweite Fiinfeck i~r dem erstvn projcztlvisch. 
Um dieses einzusehen, braucht 

man nur die Strah]biischel zu be- 
trachten~ yon denen einer aus a 
nach b, c, d, c~ tier andere yon 
a nach fl, 7, ~, ~ geht. Diese 
liegen perspeetivisch, und zwar so, 
dass das Doppelverh~ltniss der 
Strahlen : 

in dieser Anordnung dem 
Strahlen : 
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gleich wird. Abet das Doppelverh'Xltnis.~ der letztern bleibt bekannv 
lieh unge~ndert, wean man start dieser Anordnung die Reihenfolge: 

aft, a7, aS, a~ 
festsetzt. I)~her siad die Bfischel nus a and a auch projectivi~h, 
wean man die mit entspreehenden Buchs~aben bezeiehneten Strahlen 
einander enfaprechen l~sst. 

Ebendies gilt yon den Strahlbiischeln au~ b, fi u. a. w. Betra~htet 
man also eine Colliaeafion, bei weleher die Punk'tepaare an ,  b~, c7, 
dS" einander zugeordnet ~ind, so ist auch e dem punkte ~ zugeordneg 
d. h. die Ffiafeeke selbst sind e~llineare Figuren, wie der obige Satz 
aussagt. 



478 A. CL~c~. 

Mit Htilfe derselben Construction, welche yon dem ersten Fiinfeek 
zum zweiten f'dhrte, gelangt man nun yore zweiten za einem dri~a~ 
vom dri~ten zu einem vierten u. s.w. Aber wenn nian aus 2 colli- 
nearen Figuren vermSge einer and derselben Construction neue bild~ 
so sind diese wieder eollinear. In der obigen CoIiineation i~  also das 
dritte Fiinfeck dem zweiten ~ das vierte dem dritten etc. ebenso eollinear, 
wie das zweite dem ersten. Diese Reihe yon Fiinfecken bildet also 
eine solche Reihe yon Gebilden, wie sie yon Herrn G o r d a n  und mir*), 
spilter aus andern Gesichtspunkten yon Herrn K l e i n  und Lie**) be- 
trachtet worden sind; Reihen, in denen jedes folgende Gebilde als dem 
zweiten System angehSrlg dem vorhergehealden entspricht, wean man 
dieses als dem ersten System angehSrig betrachtet. 

Wean das Fiinfeek die ha Eingange betrach~ete Gestalt hat, so 
n~hert sieh die Opera~ion einer endliehen Grenze, einem Punkte; und 
wenn man n unendlieh gross nimmt, so fallen die Eeken sowohl des 
n t~" als des (n + 1) te~ Fiinfeeks mit diesem Punkte zusammen. Dieser 
Pankr entspricht also sich selbst; er ~t vine JEcke fgr das Fundamental- 
dreicck der Collineation. 

Ich werde jetzt dies Dreieek und die analyLisehe Form der colli- 
nearen Beziehlmg aufsachen; zuniichst abet werde ich eine Methode 
entwickeln, mit deren Hilfe das Fiinfeck behandel~ werden kann. 

w  

~[ethode zur  Behandlung des F~nfsei ts .  

Betraehten wit zun~chst ein .Fiinfseit. Die Seiten desselben seien: 

A = 0 ,  /~--~0,  C ~ 0 ,  D = = 0 ,  E ~ 0 .  

Zwischen den 5 linearen AusSrfieken A,  B, C, D, F, bestehen 2 lineare 
Relafionen; trod indem man diese passend sehreibt, auch die A,  B, 
C, 2), JE mit passend gew~hlten Mtlltiplicatoren versieht~ kmm man 
diesen Relationen die Form geben: 

A +  B +  O+  2 )+  .g----0 
(1) ,,A + ~B + 70 + ~1) + ,E-=- o. 

Und zwar kann man diese Fomen  der Identi~ten noeh auf unendlich 
viele Arten hervorrufen. Dean setzt man an Stelle der obigem Glei- 
ehungen die Combina~ionen: 

(.~ + v,~) A + (,~ + ,,#) .B + . . . .  o 
(q + ~ )  .4 + (q + ,~,a) .B + . . . .  o. 

*) An~len Bd. I~ p. 388. 
**) Anna.lea Bd. IV, p. 50. 
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so erh'~lt man aus diesen wieder die Form: 
A ' +  / ~ +  C '+  / ) ' +  ~"==0 

a'A' + ~'B' + y'C" + ~'D' + ~'E" =: O, 
wean man unter A', ]5 ~ . . . die yon A ~ B . . .  nut um r Fac- 
toren unterschiedenen Ausdriicke: 

A' ---- (q + ~ )  A 

/ ;  ---- (o + ~ )  B 

unter d, ~ ' . . .  aber die Ausdrficke: 

a" == ~--)2--~ 
(.2) ~ -~ '~  

ozr. 6~ 

versteht. 
Wenn man alas Fiinfseit projectiviseh umibrmt, so erhalten nur 

die in den linearen Functionen A, 1 ~ . . .  enthaltenen Ver:Xnderlichen 
andere Bedeutungen; die Iden~i~ten b]eiben unge~tdert. 

Umgekehrt sLud aber auch immer 2 Fanfseit~, bei denen die Zahlen 
a, fl, ~,, ~, e dieselben Wer~he haben, projectiviseh. Dean bezeichnet 
man die Seiten des zweiten Ftinfseits alsdann dutch: 

A----O, B = O ,  ( ' - ~ 0 ,  A-~-O, E==O, 
und schreibt man die Ausdrfieke A, B . . .  mit andera VerKnderlichea 
als A,  B , . . . ,  so sind die Gleichangen: 

A=A, B=B, F----O, 
Formeln flit eine line.axe Transformation, aus welehen w~gen der 
gleichen Form der Identi~f~n sofort auch: 

fol~. Es gehen also dutch dieselbe line.axe Transformation die Seiteu 
des einen Fiiafseits der Reihe naeh in die des andern fiber. 

Die projec4ivischen Eigenschaften eines F~nfseits h~ngen aho nat 
yon den GrSssen a,  ~, 7, t~, ~ ab.. Abet aueh diese shld noch dutch 
die. Ausdracke (2) ersetzbax, welche mi~ ls t  einer linearen Trat~or- 
marion mit jenen zusammenhgngen. 

Solange wit also nur das Ffinfseit als ~olches beiauwAttza, bei 
welehem eine Re~enfolge der 5 Seiten nicht festge~f~ wird, kSmaea 
wit den Sa~z aussprechen: 

1)ie projectiwische~ t~igenvw~flen eines Fiiazfsd2s hSnge~ n/ar 
yon den absohtten I n v a x ~  den, Glew'hung 5 t~ Grades ab, 
deren W~zel~ die Grgssen a, fl, ~', ~ �9 ~ l .  

I)iese Gleichung ist nieht versctdeden yon derjenigen~ welche aach dex 
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p. 285 folg. dieses Bandes der Ammlen yon mir entwickelten Anschautuag 
durch dieses Fiinfsei~ interpre~ir~ wird. Denn bezeichnen wlr die Wurzela 
jener Gleichung durch e, fl, 76 d, e~ dureh tp(z) den Ausdruck: 

also dutch q0 ~ 0 die fragliche Gleichung setbst, so kSnnen wir den 
Gleichungea tier Seiten des Ftinfsei~ die Form geben: 

~{~) 

~'(aJ 
. . . . . . . .  

E~ wird daher nach bekannten Siitzen der Partialbruchzerlegung: 
A +  n +  v +  2)+ ~-----o 

~ A +  f i B +  ~C+ 6D + e E = 0 ,  
so dass u, / ] . . .  gerade die oben benutzten Coeffieienten sind. 

w  

Das Fiini 'eek.  

Gehen wit nun veto F~infseit zu einem /~nfeck im gewShnlichen 
Sinne fiber, so haben wit nut eine bestlmmte Reihenfolge der Seiten 
festzuste|len, so dass nur die Durehschnitte aufeinander folge~der Ms 
Ecken betrachiet werden sollen. Sei dieses die A~aordnung A, /~, C, 
D, E. Man kann diese Anordnung auch dadurch bestimmen, dass 
man den symmetrischen Functionen bez. InvarJan~en yon q~ ~ 0/rgend 
eine cyclische Function, etwa das Differenzenprodukt: 

adjungir~, in (lessen Zusa~mensetzung die gedachte Reiherrfolge aus- 
gedrilckt ist. Dieses Differenzenprodukt wird zu dem vollstandigen 
Differenzenprodukt aller Wurzdn ergKnzt dutch das analog gebildete: 

Das F~ffeck A, C, ~ ,  B, D, zu welchem dieses ]etztere gehSrt, hat 
diesetben Seiten wie das erste, abet keine Ecke mit ibm gemeJn, and 
ist dadurch bestimmt*). 

Man kann nun die ngehstliegenden Besonderjaeiten leicht angebe~, 
welche ein Fiinfeek annehmen kann. Zut~ichst kann es ein symmetr/sd~ 
sein; wortmter zugleieh ein solehes mit inbegriffen sein mag~ 

+) Die Beziehung zwlsdhen diesem FSnfeck toad dem gegebenen ist der~en~en 
m gewissom ~inne entgegengesetzt, m welcber sich das el~te nnd zwei~e F~nf- 
eck des w 1. befi~dea. 
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welches durch Projection ein symme~risches werden kama. In die~m 
Falle exis~rt eine lineare Transformathm (Umlegen "am die Symmetrie- 
axe), bei welcher eiae Seite in sich selbs~ iibergeht, die anderen ~ch 
paarweise vertauschen. Mag also dabei A in aA,  :B in eE, C in dD, 
D in cC, E in bB iibergehen; indem wit diese Ausd~cke A, eE, 
dD, cC, b ~  als die n0uen li~earen Funct~onen eiat~hren, und sie 
etwa durch A', ~E', D', C', ~ bezeichnen, erhalten die urspriinghchen 
Identif~ten die Form : 

.a" + .B'.§ o" + zr  + .E'= o 
a A ' +  ~ B ' 4 -  8 0 ~ ' +  r / Y + . . B E ' =  0,  

and dieses Fiinfeck muss dem ersten projectivisch sein, wenn wir 
A', B', C', D', E'  der Reihe nach .den A, B, C, D, E entsprechen 
lassen. Daher miissen die GrSssen 

durch tineare Transformation aus 

entstehen. Repr'~sentiren wir aber a, /q, 7, 8, ~ durch Punkfe eiaer 
Geraden, so heisst dies, a ist Doppelpunkt einer Involution, welche 
~, e und 7, ~ zu Paaren hat. Aber dies wieder f/ihrt auf das Ver- 
sehwinden der Invariante 18 ~'~ Grades R yon of, und man hat den Sa~z: 

Fiir ein Fi~nf~k, weZvhcs in cin sym~trisc]~ projiclrbar 
ist, verschwindet die Invaria~#e ~. 

Man k a n n a  ~ 0 setzen und hat dana s-=--~ fl, 8 ~ - -  7. Die 
Differenzenprodukte p, q, yon deren Werthen sp~iter G~brauch ge- 
macht werden wird, erhalten darm die Ausdri]cke: 

l~ = 2 ~-~ r 6~ - ~): ,  q = - -  2 # ~ (t~ + r) ~. 
Soll das Ffinfeek ein regelmgssiges sein~ oder in ein sotches pro- 

jidrbar, so muss eine tineare Trarrsformation (Drehung) existiren, 
dureh welehe jede Seite in die folgende tibergeht. Es verwandeht sich 
also A in b~ ,  ~B in cU et% E in aA. Bezeichnen wir aA,  bB etc. 
also wieder dureh A', ) ~ ' . . . ,  so haben wir aus den friiheren Iden- 
t#~ten jetzt: 

A'-~ B" 2r- C'-}- 17-4-.E'~O 
~ .a" + ,~ B" + ~ C" + 71) '+ ,).E'= o. 

Soll also das Fringe& .A'~ B', C', D', .E' dem Fiinfeck A, .B, C) 
D~ E projeetivisch entsprechen, so miissen die Gr'6ssen 

aus den GrSssen 
a, ,6, 7, 8, 

der Reihe naeh dureh tineaxe Transformation hervorgehen, d. h. die 
Punkte % ~, 7~ 8, ~ mfassen cydi~eh proiectiviseh sein. 
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D~ Gle@hu~g q-.~ 0 ur&d also fi& das symme~ri$~ 
Fii~f~ck eine reine GZr 5 ~ Grad~, oder ihre C o v ~  
j verschurbu~t. 

Ist also eo eine imaginire 5 t~ Wurzel der Einheit, so kaan maa 
ffir das regelm~sige Fiinfeek 

~ = 1 ,  / ~ = ~ ,  7 = ~ r  ~, ~ = r ~ ,  ~ = r ~  ~ 
setzen. Die Differenzenprodukte p, q erhalten dann numerisehe We rfl~e, 
yon deama spiiter Gebrauch gemaeht werden wird; es wird n~mlich: 

v = ( i  - -  ~ , )~ ,  q = ( i  - ~,')~, }- - -  

und als0, wenn 
o + ~ 4 =  - 1 + 1 / ~  o~ - l - Y g  

is~, wird : 

p 2 

Fib daa einfaeh gesehlossene regelmilssige Fiinfeek and dessea 

Projectionen muss man bei }/5 das bier gewihlte Zeiehen nehmen; 
dies lehrt unbr  anderm folgende Betrachhmg. 

Stellen wir in reehtwinkligen Coordinaten die Eeken eines Ffinf- 
~eits d~rch die Coord/natea x~, y~; xz, Yd . . . .  die Seibn mit einer 
leicht vet "s~ndlichen Abkfirzung dureh 

A - - ~ a . ( x 1 2 )  x xi xk 
B - - - - - b . ( x 2 3 )  (xik)~--- y yl y~ 
C--~-c . (x34)  1 1 1 

dax, wo a, b, c . .  noeh zu bestimmende Constanba sin& Diese shad 
~o zu w~hlea und weitere GrSssen re, I$, 7, ~ ~ so zu bestimmen, dass 

A + B + C + . D + . E = O  
~A + 3B + ~,0 + ~D + ~E ~ O. 

Setzen w~r in diesen Gleiehungen ffir x,  y etwa xt, y~, so ergiebt sieh: 

b . ( 1 2 3 ) +  c . (134)  n t- d . ( 1 4 5 ) = 0  

~ , .  (~23) + r e .  034) + e a .  (145) = o, 
und man hat also, wenn #, eiae uabestimmte GrSsse ist: 

0t (123) ~ c d  (7  - -  8) 
o~ (134) = abO" - -  p) 
o t  ( 1 4 5 )  = be (3 - -  r)  . 

Man erh'$1t aus diesen Gleiehungem andere, indem man sowohl 
die Zahlea 1, 2, 3, 4, 5 Ms die Buehstabea a, 18, },, ~, �9 vyelise~ ver- 
t a u s ~  Alsdunn abet er~ebt sigh sofort: 
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Ist nun das b~nfeek ein einfach geschlossenes and hat es keine 
einspringenden Wink@ oder ist es eine Projection eiaes solehen (vergl. 
Einleitung), so haben alle bier auftretenden Determiaanten, ais pro- 
portional mit den Fl~cheninhalten gewisser~ aus den Ecken gehildeter 
Dreiecke entweder~ indem deren Ecken in demselben Sinne aufeinander 
folgen~ a|le gleiches Varzeichen, oder es ist dach etne gerade Anzahl 

~dersetben negativ. Der ganze Ausdruek ist ~lso wesenflieh negativ 
and man hat den Satz: 

.Bei F#nfedx'a, &elehe einfach gesvtdosse~,~ sind u~'~d "~ine 
einsff~ngenden Winkel enthalten oder Projectionen ~o~cher .F~inf- 

negativ. ee'ke, ist 

Wenden wir dies auf das regelm~ssige Fiinfeek an~ so ergiebt 
sieh sofort die oben gew~h]te Bestimmung dez Vorzeichens yon ~/5. 

w  
"i 

Die Collineation und ihr Fundamentaldreieck. 

Nachdem ieh die zur Behandlung des Fiinfeeks anzuwendende 
Methode entwiekelt babe, kehre ich nun zu der Aufgabe zurfick, die 
beim Fiinfeck stat-~ndende Colli~eation (w 1.) darzustellen. Bezeich- 
nen wir die Seiten des zweiten Ffanfeeks dureh 

A'== 0, B ' ~  0 . . .  
Die Sei~n sind dadurch gegeben, das~ 2t' dutch die Sehnlttpuakte yon 
B m i t  C and yon D mit J~, 13" dutch die Selmittpunkte yon C mit 
D and yon E m i t  A goht u- s.w. Wegen der Ideatit~ten kann man 
also die Ausdriieke A'~ 33". . .  dutch A,  /~ - . .  in folgender doppelter 
Weise darstellen: 

A ' - - - - B . ~ - - a . q -  C . y - - ~ . ~ - D , a - - l l ' + . 2 E . a - - ~  

(1) C ' . - ~ - D . 6 - - 7 + E . ~ - - 7 , = = A , ~ - - a T B . ~ ' - - f l  
D ' - - ~ - . E . ~ - - 6 + A . a - - ~ = = B . $ - - I J +  C . d - - 7  
E ' - ~ A . a - - ~ . + . B . ~ I - - e  = = C . e - - ~ q -  D . ~ - - ~ ' .  

Da nun A', _13, C', lY, yE" ein zu A ,  ~r C a D,  ~E projeetivisehes 
FCmfeck bilden, so muss man solehe Factoren a, b, c, d, e bestimmen 
kSnnen, dass wleder identiseh: 
(2) a A ' +  b t ~ +  c C ' +  d:D'.+ eE'~ffiO 

u a A ' +  flb.B'.-{- ~'eC'-t'- adl)'.-l- ~el?,'~ O. 
Set~ man e ~ a ,  am a~ b, c, d, e za linden, in den Gleiehangea (1) 
zwei der A,  B . . .  gleieh Nail mad flikrt die dara~ eatatehe~ade~a 
Werthe der .l ' ,  17" . . .  in (2) ein~ so erh~lt m ~  die VerI~ltnisse der 
a, b . .  dareh die a, ~ . .  au~gedrfie.kt, mad zwar ist: 
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(3) a =  7 - ~  ~--~ ~ - - .  

d ~  " - #  e = -  - ~--~7 . . . . .  

Die Gleiehungen der Collineation abet werden dann durc'h irge~d 
3 unter den fotgenden 5 Gleiehungen ausgedrtick% (w 2.): 

a A  ~ aA" 

o B  ~ liB" 

(4) ~ C = c C' 

aD= dD" 

a E  ~ e.E', 

wobei nur links andere Veranderliehe als reehts zu sehreiben shad and 
in welehen a einen unbesNramten ,Factor bedeu~t. 

Die Fundamentalpunk~e der Collineation ergeben sieh, wenn man 
die Veriinderlichen rechts und links in der Gleiehung (4) als dieselbea 
betraehtet. Eliminirt man dana dieselben aus irgend dreien der Glei- 
ehungea (4), so erh~lt man die eubische GleicImng in a, yon weleher 
die Fundamentalpunlct~ der Oollineation abh~ngen. Je nach der Wahl 
solcher 3 Gteiehungen enth~tt die resultirende Determinaate als fiber- 
flfissige Factoren einige der Differeazen ~ ~ ~ etc. Mit Uebergeh~g 
derselben finder man leieht die eubische Gleichung in der Form: 

(5) ~a ~ (~ - -  i) - - io  (a + i) = o ,  

wo p,  q die in w 3. so bezeiehneten Differenzenprodukte bedeuten. 

Eine Wurzel dieser GMchung ist es also, auf welehe die ira Ein- 
gange erwiiImte Construction sich bezieht, sobald das Fttnfeek ein eia- 
faeh gesehlossenes ist trod seine einspringenden Winkel enthiilt, oder 
in ein solehes projieirbar ist. 

Die Gleiehung (5) ist im AUgeraeinen irreducibel. Sie wird abet 
reducihel, wenn das .F~nfeck i,m Sinne des w 3. d n  ~-ymmetrisdcs ist. 
Dann hat imam: 

# (# --. r)~, 

die eabische Gleichung: 

~' (a - -  I ]  _-~  _ _  ~ Ct3 - r) ~ 

hat also die rationale Wurzel: 

Ks entsprieht dies dam Urastande, class der eine Fundamental, 
punkt bier noIhwenig auf der Symmetrieaxe tiegt. 
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w 

Die cubisehe Gleiehung der Collineatiom 

~hreibt  man die cubisehe Gleiehun.g in der Form: 

a a ~ +  3ha 2 + 3 c , +  d-~  0, 
so ist: 

a=-=3q, b - ~ - ~ r  c ~ t ~ ,  d ~ - ~ 3 1 ~ ,  
Daher ist die Diseriminante der Gleiehung: 

Diese verschwindet and 2 :Eeken des Fundamentaldreieek~ erseheio 
hen unendlieh nahe gerfick~: 

I. Wenn p q ~ 0 ,  also wean 2 der GrSssen a, fl, 7, d, ~ ein- 
ander gleieh werden. In solchem Falle kann man aus den beiden 
ldentit:4ten eine Combination bilden, welche nur drew: der Ausdrfieke 
A, B ,  C, D ,  E enthiilt. Dies tritt also nur (und immer) ein, wean 
3 Seite~ e&'~ Fiinfee'ks dutch einc~ Punkt gel~n. Ffir den Fall des 
einfach geschlossenen Fiiafeeks ohne eillspringende Wiakei und Pro- 
jectionen yon solchen kann dies nicht eintret~n. 

q_ __. -- 11 • 5F5 Dies tritt 2. Wenn q~- + l l  l) q - p~ ~- O, P 

nach w 3. z. B. beim regelm~sigen Fiinfeek ein, u n d e s  entsprieht 
insbesondere das untere Zeichen dem einfaeh geschlossenen regel- 
miissigen Fiinfeek. In diesem Falle ist es auch leicht, die Wurzeln 
der cubischen Gleichang numeriseh anzagebe~. Es wird n~mfieh die 
Doppelwurzel: 

I - ~ ' 5  

die einfaehe: 

Die allgemeine Untersuchung der Ffi~afeek% welche der Gieichang 
~" + 11 2q -- P~ ~- 0 gentigen, werde ich im folgenden w geben. 
Ich werde bier zuniiehst zeigen~ wie man in dem FaIle, wo die convergente 
geometrische Coasta'aetion ausfiihrbar ist, angeben kann~ weleher Wur_zel 
der eabischen Gleiehmlg der tmendliche Prozess entsprieht. 

Die cubisehe Gleiehung 

(:) q~, (~ - I) -~(~ + I) = o 

hat bekamatlieh 3 reelle Wurzel~, wenn die Discriminante positiv ist, 
nut eine, wenn sie eiaen negativen Veer.Oh hat. ]m letzten Falte ist 
]~eine weitere Untersuchmag nStbig; der convergente Prozeas eatsprieht 
der einzigen reel/en ~;urzel. Wenn dagegen A po~itiv ist, so handelt 
es sieh daxum, zu bestimmen~ wek~e Warzel man dutch die Con- 
struetioa erh~IL 
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~q negativ, sobald der geometrische Prozess tibeT. Nun ist immer I o 

haupt ein Resultat liefert (w 3.). Damit also A positiv sei, muss 
q~ q- 112 q - -  ~ ~ > 0 sein, oder 

Von den beiden Factoren links ist der zweite negatfv; daher mus~ 
der erste ebenfalls negativ sein, oder 

2 

Bezeichnen wir nun die linke Seite tier Gleichung (1), dividirt 
darch io~ mit ~(a) ,  so haben wit: 

also positiv, (2) ~ <-- I) = -- 2 ~-, 

(0) ~-- - -  ] ,  also negativ, 

Die cubische Gleichung hat also eine Wurzel zwischen 6 ~ 0 and 
a ~- - -  1. Beim regelm~ssigen Fiinfeck f'~llt dies In~ervall in die tm- 

gleiche Wurzel 2 - - V ~ .  Kann man also zeigen, dass die anderen 
Wurzeln der Gleichung (1) stets ausserhalb dieses Intervalls liegen~ 
so folgt daral~s dutch b]osse Betrach~ung tier S~etigkei~ dass die Con- 
struction, welche im Falle des regelm~sigen Ffinfecks auf die Wur~l 

2 -  j /5  fiihrt, in den anderen F~llen yon 3 reellen Wurzeln auf die 
in dem Intervall 0, - -  1 liegende Wurzel ffihren muss. Nun hat abet 
die cubische Gleichung 2 Zeichenwechsel and nur eine Zeichenfo~na 
Daher muss sie 2 positive Wurzeln haben Und zwar ist eine der- 
selben gleich Null nut,  wenn 1o ~-0 .  

- -  ~ yon dem Werthe n + 5 ~ ausge]~end Denken wit uns also p -2 

and gegen -~-r sich hewegend, so bleiben die Intervalle der positiven 
Wurzeln and der einen nega~ven stets getrennt; and ers~ bei dem 

~ -  oo tritt ffir a -~ -0  eine Be~hnmg der Inter- Grenzwerthe p 

valle ein. Und so haben wit den Satz: 

.De'; convergente geametrische Prozess ent.,~ieh~, wenn die 
cubische Gleichung 3 reelle Wurzdn hat, derjenigen, wel~ 
all6n zuZ~hen 0 und -- 1 liegt. 

In demselben ]ntervalte liegt 5brigens auch flit den Fall zweier 
imagin~rer Wurzeln die reelle Wurzel der Gleichung, so lange eben 

< 0 ist; was denn in allen F-allen eintrit~ in welchen w~r ~lUr P 

yon der Anwendharkeit des geometc~schen Prozesses gespmehen habem 
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w 

Eine besondere Classe yon ]?iinf~ken. 

Den aus der Gleichunff ~-{-  I I q~ m p 2 ~  0 folgendea Werthen 

~q eatsprechen 2 Classen yon l~3iafecken) bei welchea 2 Ecken yon �9 . 

des Fundamentaldreiecks der C~lliaeatio.u elnaader unendlich Dahe 
liegen. Nur die eine dieser Classen kann einfach geschlossene ~flnt: 
ecke ohne einspringende Winkel oder deren Projectionen enthalten i 
in dieser Classe treten die regelm:,issigen aus 

Denken wir uns, um diese Ffinfecke zu charakterisiren) 4 Eckeu 
eines F~b~f~cks gegebea, sowie die 3 Seiten~ welche sic verbinden. 

q ----_ -- ~t + 5Vff geniige, Damit das Ffinfeck dann der Bedingung p u 

muss die Spitze desselben eine yon 2 gewissen Curven beschreiben~ 

je nachdem das obere oder untere Zeiehen yon / /5  gewlihlt wird. 
Man erhiilt diese Cnrven, wenn man in der am Eadc vol~ w 3. ge- 
brauch~en Bezeichaung die Ecken 1~ 2, 3, 4 ;fls gegeben betr~htct,  
5 dagegen durch das Zeichel~ x ersetzt. Die Gleichungert dieser Cur- 
yen sind also: 

(x 1.~)j~ v2.) (_~:3 L) ~ (i~) (412) 11 -T- ~I/,~ . 
(x ~4) (x ~:',) (x "~3) (31~) (4:~;~2 -2 

Sic sind yon der 31 .... Ordnung und geheu durch die Puukte 1, 2, 
3, 4 so, dass sie in I die Diagona]e t3~ in 2 dieSeite 12~ in 3 die 
Seite 34, in 4 die Diagonale 24 beriihren. Sie sind hierdurch bis auf 
cinen linearen Parameter bestimmt. Sind i~sbesm~dere die 4 Punkte 
uad ihre Folge so gew.2hlt, dass ein 5 ~'~ Punkt hinzugeffigt werden 
kann, weleher mit ihnen ein einfach geschlossencs l~'finfeck o|me cin- 
springende Winkel bi]det~ so ist die dem untercn Vorzeichela yon 1/5 
eat~prechende Curve dadureh vSllig gegeben, dasg auf ihr noch die 
5 ~ Eeke des einzigen leieht construirbaren Ffinfecks liegt, welchc~ in 
ein regelm:s projieirt werden kann, oder naeh der Bezeichnm,g 
des w 3. ein regelm~ssiges ist, 

Die beiden in t?~te stehenden Curven theilea zugleich zusm)ame~ 
mit den Verbindungslinien der 4 Puukte die Ebenr in solch~ Gebiete, 
innerhalb deren entweder alle Eeken des F~mdamentaldreie~ reell 
oder 2 imagin~r sin& 

In Folge der analytischen Bediagung: 

(1) ~ - -  ~ . ~ - ~ , ~ - - r  --= - ~ + ~ V ~  

welehe flit diese Cl~sse yon Fiinfecken erffill/ .~i~ m~s) kaan man 
leieht die allgemeinen Au-~drficke der a~ ~, ~,, ~, ~ aageben, we|the 
bei i]men auftreten. Setzt man n'Xmlieh: 
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s(, enthal~ea diese Ausdriicke 4 Parameter,  n~mlich ,l und die Ver- 
hSltnisse der u, v, ~, 6. Daher findet zwischen ihr, en na t  cine Rein. 
(ion sizttt. Indem mar, ~lie linke Seite des Ausdraeks (1) bildet, zeigt 
.,ieh., dass diese in (I + to) ~ 5bergeht. Die Ausdr~icke (2) erfallea 
daher di~ Gleiehung (l),  and zwar je  nach Wahl yon a~ far alas unter~ 

o,Ier far alas obere Vorzeiehen yon / /3 .  Dass abet  dieses auclJ die 
allgemein~te Weise i~t, ,lie Gleiehuag (1) zu befriedigen, sieht man 
t:A~e,,dcr,m,,sc,~ elm Da die Ausdriieke (2) vier Parameter  enthalten, 
so kam~ maJ, ~, 7, d, ~ beliebig w.Xhlen, mid zwar erhSlt man bei be- 
.~iimmt~-r Wahl yon eo dam, fiir ~ die quadratisehe G.leiehung: 

7 , 7 k ~ '  + ,1 t~:') ~o ~ -f- ~ co z 

Z .  eiaem geg~,benen Systeme /~, 7, O, ~ gehSren also 2 Werthsysteme 
2~ u,  v ,  o, 6, also auch zwei a. Ebenso viele Werthe yon a ergeben 

sieh aber alach alas ( ] ) ,  Wellll n~an das Vorzeiehen y o n / / 5  and /~, 7, tY, 
~tls gegebeu atmimmt. Die Formel,~ (2) liefera also wirklich alle 
System~. ~, ~, 7, 0", e, welche der Gleichung (I)  gea~igen. 

Fiir die fragliche Classe yon F~infecken haben also die ldenti~ten 
,tie b'orm : 

A + B + C + D + E = o  
/:i) (l + 9,)A + ( c o +  ,1eel) B + (~o~-+ '1eel) C 

+ ( ~  + ,1 ~-~) 39 + (o '  + ,1 ~0) E = O. 

lh, j dem bier hehandelten Versehwinden der DiseriminaaRe & 
('alien 2 Eekeii des Fundament;ddreieeks zusammen. Der beson~ere 
F~dl, ii, wetehem .si~ zugleich al~bestimmt werden und also (lie l~r- 
spectivisehe Lagz eiutritt, kommt nur beim regelmE~sigen Fiinfeck vor, 
bez. bei den Projoeti,m,,tt desselhen. Nimmt man n,imlieh an,  dass 
die Verbindungslinien emspreehe~der Ecken des 1 '~ and '2~o Ffinfeeks 
sich s~immtlieh m eitxem Pankte  sehaeiden, dem Centrum tier Colli- 
neation, so fibersieht man sofort ~ras tier geometrisehea Oaafiga~mtion, 
dx~.~ jede dieser Verbindnngslinien aueh Symmetrieaxe wird; dutch 
di,  4 Eeken,  welehe hieht auf dieser Verbincln~gslhde liegen, gehen 
�9 2 Verbimhmgslinien, welche jene and die Colli~eationsaxe harmoniseh 
schaeiden. Das ~'fini~ek ist also el,, f'daffheh symmetrisehes,  nnd die 

~'(r (JrT~,,:,Sell u: ~, ),. t}) , lllu,g,Sell also (lie E~,ensehaft haben, die Bedingang 
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der Symmetric noch zu erfiillea, wenn man sic auf alle Weise cycliseh 
vertauscht. Nun ist jelle Bedingung ausgedrfick~ durch daz Verschwin. 
den eines der 15 Factaren~ in w d e h e / ~  nach t t e r m i t e  zerfiillt (vergt. 
B o r c h a r d t ' s  Journal Bd. 69, p. 304). Im gegenw.~rtigen Falle muss 
�9 .also ausser diesem noeh jeder Factor yon /~ ver~chwiaden~ welcher 
aus ihm ~lurch cyelisetle Vertauschung entsteht. Man folgert daraus 
leieht, dass die a, 16, y ,  e$, e dutch eine liaeare Function bez. yon 1, 
~o, co'-', co ~, to ~ dargestellt werden, sodass das Ffinfeck ein regelm~sige.s 
ist. Noch k~irzer sieht man es dadurch ein, dass man die [,brm der 
Coeffieienten a, 16 . . .  aus (3) entnimmt, welche ja bier, bei verschwin- 
dender Discriminante,  anwendbar is~. Die Bedingung der Symmetrie, 
etwa : 

(4) (~ - -  ;J) (~ - -  7) (~ -- ~') + (a - -  ~) (a - -  ~) I16 - -  Y) = 0, 
liefert eine quadratische Gleichung in /t; aber fiir Z ~ 0 und Z ~- 
geben die Formeln (3) ein regelm'~ssigcs Ffint'eck und (4) i~L also er- 
fiillt; daher kann es keine weitere LSsung geben. 

Dass die perspectivische Lage fiir das Verschwinden des andercn 
Factors ~oq dcr Discriminante,  also beim Gteichwerd(m zweier der 
GrSssen a, t6, 7,  ~,  ~ im Allgemeinen r~icht eintritt, ]chrt die Glei- 
chung (4) ohne Weiteres. 

G S t t i n g e n ,  den 14. Juli 1871. 


