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T h e o r  era. Jede positive ganze Zahl ~Sflt sich als Summe yon n ~" 
.Potenzen positiver ganzer Zahlen darsteUen, so daft deren Anzahl unterhalb 
einer Schranke liegt, die nut dutch den .Exponenten n bedingt ist, dageg~ 
nicht yon der dar~uste~lenden Zah~ abh~ngt. 

Dieses Theorem ist allgemein yon Waring**)  vermu~ungsweise aus- 
gesprochen worden; der Beweis ftir dasselbe gelang jedoch bisher nut in 
besonderen F~illen, n~imlich fiir 

= 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 10. 
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Der allgemeine Beweis des Theorems, den ich im folgenden geben 
werde, gelingt mittels einer neuartigen Anwendung der Analysis auf  die 
Zahlentheorie. W~hrend man n~mlich sonst in der analytischen Zahlem 
theorie yon arithmetischen Formeln ausgehend dutch Grenzfibergang zu 
Integralrelationen fiir arithmetische GrSl3en g e l a n g t -  ich erinnere an 
die Bestimmung der K l a s s e n a n z a h l e n -  oder~ wie in der PrimzaM- 
theorie, asymptotische Ausdrticke mittels transzendenter Fuuktionen 
sucht, so werde ich gegenw~rtig umgekehrt yon einer gewissen Integral- 
formel ausgehen und aus ihr schliel31ich eine rein arithmetische Relation 
gewinnen. 

Um diesen Gedanken deutlich hervortreten zu lassen, schicke ich dem 
Beweise des Theorems zun~chst zwei S~itze voraus. 

Satz  I.*) Es sei m eine beliebige positive ganze Zahl ,  dann gilt 
identiseh in den 5 Variabeln x ~ . . . ,  x 5 die Integralformel 

(1) (x~ + . . .  + x~) m = C j ' .  . . / ( t , x ,  + . . .  + tsxs) =m dt~ . . . dts; 
(s) 

dabei bedeutet C eine gewisse durch m bestimmte positive _Konstante, 
niimlich 

(em + 1) (2 ~ + 3) (~ ,~ + 5) 
8 ~  

und das 5-faehe lntegra~ reehts ist iiber die Kugel S 

(2)  t~ + , . .  + t~ < 1 

zu erstreeken. 
Zum Beweise verstehen wir unter x l , . . . ,  x 5 irgend welehe reellen 

GrSl3en und bestimmen dann eine orthogonale Substitulion der 5 Variabeln 
t~, . . . ,  t 5 in t~, . . . ,  t~ 

f 

ti = r  + " ' "  + (ZS1 tS, 
( 3 )  �9 �9 

t 

t 5 ~ c~15 t~ + . . .  + a~5 ts, 

*) In meiner ursprfinglichen VerSffentlichung (Nachr. der Ges. der Wiss. zu 
GSttingen 1909) habe ich reich hier eines gewissen 25-fachen Integrales bedient; dab 
man dasse]be fiir den vorliegenden Zweck dutch das obige 5-fache Integral ersetzen 
kann, ist eine sehr dankenswerte, mir yon verschiedenen Seiten (F. H a u s d o r f f ,  
J. Kf i r schs  u. A.) gemuehte Bemerkung. Der dort~ von mir formulierte und be- 
wiesene Satz I fiber das 25-fache Integral beansprueht jedoch deshalb ein selbstfin- 
diges Interesse, weft er in engster Beziehung zu der schSnen Theorie der orthogonalen 
Invarianten yon A. H u r w i t z  steht (vgl. dessen Abhandlung ,,Ober die Erzeugung der 
Invarianten durch Integration", Nachr. der Ges. der Wiss. zu Gsttingen 189~) und 
in einfaehsterWeise den Grundgedanken zum Ausdruck bringt, mittels dessen diesem 
Forscher der Nachweis ffir die Endlichkeit des vollen Systems orthogonaler Invarianten 
gelungen ist. 
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in welcher 

(4) ~,~ = y ~ + . . .  + ~ ,  �9 � 9  , ~  = ~ /~  + . .  + ~ 

wird. Da die Kugel S bei Anwendung dieser Substitution (3) unveriindert 
bleibt, so geht das Integral der Formel (1) nach Einffihrung der Inte- 

' �9 t '  grationsvariabeln tl, . . ,  ~ fiber in 

m . d l  " " d t s ;  (~ + . . .  + x~) j .. Ft '~  dr; ' 

hierin ist offenbar das 5-fache IntegrM eine yon x l , . . . ,  x5 unabhiingige 
1 

positive Zahl; setzen wir dieselbe gleich-0-, so folgt die Formel (1) 

des Satzes I. 

Satz  I]. Es sei wiederum m eine bdiebige positive ganze Zahl, dann 
gilt identisch in den 5 Variabeln x~ , . . .~  x5 eine Formel yon der Gestalt 

(5) ( x ~ + . . . + x ~ ) m =  ~ r ~ ( a ~ + . . . + a ~ x ~ ) ~ ;  
h=l, ..,M 

dabei ist zur Abkiirzung 

M = (2 m + 1) (~ m + ~) (~ ~ + 3) (~.~ + ~) 
1 . 2 . 3 - 4  

gesetzt, ferner bedeuten r l~. . .~  %~ gewisse positive rationale, durch m be- 
stimmte Zahlen und a , h , . . . ,  as~ gewisse ganze, ebenfalls nut dutch m be- 

stimmte Zahle~. 
Der Beweis grfindel sich aut" die in Satz I aufgestellte In~egralformel; 

yon der le~z~eren ausgehend werden wir durch eine Reihe yon Schri~ten 
schliel~lich zu der in Satz II behaupteten arithmetischen Identitii~ gelangen. 

Der erste Schritt besleht in tier Approximation des 5-fachen Integrales 

+ .  +,,,o),o 
(s) 

durch eine endliehe Summe. Wir denken uns zu dem Zwecke den 
5-dimensionalen Raum der Variabeln t h in 5-dimensionale Wiirfel yon 
tier Kantenliinge e zerlegt. Da der Bereieh S ganz im Endliehen gelegen 
ist, so fiilit nut  eine endliche Anzahl H(') dieser Wfiffel ins Innere yon S. 
Bilden wir sodann fiir den Mittelpunk~ eines jeden dieser Wiiffel den 

linearen Ausdruek 
t~ x~ + . . .  + ts xs , 

mulliplizieren denselben mi~ dem Inhalt ~5 des Wfirfels sowie mi~ dem 

posi~iven Werte yon ~/C, so entsteht aus dem Integral eine Summe yon 

der Gestalt 
19" 
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(6) 
h = l , ' " , H  (~) 

wo d ie /~)  gewisse H(') lineare Funktionen yon x~,...,  x 5 bedeuten, deren 
Koeffizien~en nooh yon ~ abh~ngen; zugleich gilt die Limesgleichung 

� 9  H ( ~ )  (8) ~ = 0  h = l ,  . ,  

Nach der Integralformel des Satzes I ist mithin auch 

(7) 
~ = 0  h = l ~ ' . . ~ H  (~) 

Der ~weite wesentliohe Schritt beruht darauf, dab wir bier in der 
Summe rechts die Anzahl H('), die ja mit versehwindendem s notwendig 
fiber alle Grenzen w~chst, auf e.ine feste, yon e unabh~ingige Zahl 
reduzieren. Dies gelingt in folgender Weise. Wir bedenken, dab es nur 
_M linear unabh~ngige Formen 2 m  t~n Grades yon 5 Variabeln gibt und 
dat} daher gewiB zwischen den ersten M § 1 Formen 2 m  TM Grades 

~ (x)} , (h = l ,  . . ., M +  l)  

eine lineare Idenliti~t yon der Gestalt 

D(~) 2 m c~>2~ + c ~  ~)~'~ + . . .  + c ~ + ~  ~,+~ - -  0 

bestehen muB, wo die c l , . . . ,  c~+1 reelle Kons~an~e bedeuten, yon denen 
einige positiv und einige negativ ausfallen mfissen. Indem wit diese 
ldentitiit durch den gr(il3ten unter den positiven Koeffizienten dividieren, 
ents~eht eine Identi~t yon der Gestalt 

, ~ (e )  ~ m , :D(~) 2 m c l r ~  + c~P~ ~)~  + . . .  + c~+1~ ~+~ = 0 ,  

wo gewiB einer unter den Koeffizienten c~, . . . ,c~+1 den Wert ~-1 besitzt 
und zugleich alle fibrigen Koeffizienten ~ 1 ausfallen. Subtrahieren wit  
diese ]dentitiit yon der Summe (6), so hebt sich offenbar eine der 2 m  t~n 

Potenzen fort, und wir erhalten eine Summe fiber nur H(* ) -  1 Sum- 
manden, yon denen keiner negativ wird, da ja die zu den /)(h~) TM hinzu- 
tretenden konstanten Faktoren s~mtlich positiv ausfallen, wenn sie nicht 
insbesondere verschwinden. Indem wir diese konstanten Faktoren in die 
2 m  te Potenz hineinziehen, gelangen wit zu einer For~el yon der Gestalt 

h = 1 , . . . , ~ ( ~ )  a = l , . . . , H ( ~ ) - I  

world die /Y~(') wieder Linearformen der Variabeln x l , . . . ,  x 5 bedeuten 
und die Anzahl der Summanden rechts gegeniiber der urspriinglichen 
Samme links gewiB um 1 vermindert ist. 
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Das dadurch eingeleitete Reduktionsverfahren kBnnen wit fortsetzen~ 
bis schlieBlich die Zahl der Summanden auf M herabkommt; alsdann 
erhalten wit eine Formel yon der Gestalt: 

h =  I ,  " " ,  H ($) h = l ,  ." "1M 

wo wiederum die 
Qi') (x) = - ( , )x  + . . .  + -( ')  (h = 1 , . . . ,  2 h l  1 ~[h5 5~ 

Linearformen der Variabeln x~- . .~  x~ bedeuten, deren Koeffizienbn q~'~ 
wesentlich noch yon e abhiingen. 

Der ngchste Sehritt besteht in der Ausfiihrung des Grenziiber- 
ganges zu e = O; dieser erfolgt leieht in der aus (7)und (8)entstehenden 
Formel 

~=0 h = l , ' " } M  

Znniiehst ist niimlich klar, dab siimtliehe Koeffizienten der Formen Q~') 
unterhalb endlicher yon ~ unabh~ingiger Grenzen bleiben, sobald ~ gegen 
0 konvergiert; dies folgt aus den Limesgleichungen 

L a{ ~) ~ m~ 1 = (q~'~  + ~-(')~ + . . .  + ~ , ,  
$ = 0  

wie sie dutch Vergleiehung der Koeffizienten yon x~ m in (,9) ents~ehen. 
Wegen des Umstandes, dab hiernach insbesondere ~n "(') ftir alle e unbrhalb 
einer endliehen Grenze bleibt, kiinnen wir fib ~ eine gegen 0 konver- 
gierende Folge yon positiven Werten el, ~s, .. �9 finden, derart, dab der Limes 

existiert. Da ferner, wie gezeigt, aueh q~l ) unterhalb einer endliehen (~benze 
bleibt, so liiBt sieh wiederum aus jener Folge yon Werbn el, ~J ,""  eine 
Folge e~, e~,. . ,  herausgreifen, so dab aueh der Limes 

L nC~D q21 
le ..M-. r 

exisfier~. So for~fahrend erhalbn wit schlieBlich nach 5M-maliger An- 
wendung dieses Verfahrens eine gegen 0 konvergierende Folgo ~1, ~ , " "  
derart, dat3 zugleich die simtlichen Limesgleichungen 

stat~haben. 

(h= 1,...,M~ k=l , . . . ,5 )  
r - .~r  

Se~zen wir sodann 
Qh(x) = qh~x~ + " "  + q~,sx~, (h= 1 , . . . ,  M) 



986 D. H , ~ . ~ .  

So gil~ wegen (9) identisch in den Variabeln x l , . . - ,  x 5 die Formel 

( i o )  = 
h--1 , . . . ,M 

Diese Formel unbrscheidet sich yon der in Satz II behaupteten noch 
wesenflich dadurch, dab die Koeffizienbn der Linearformen Qh keineswegs 
ralionale Zahlen sin& 

Der letzte enbeheidende Schri~ meiner Beweisftihrung wird darin 
besbhen, yon der Formel (10) den ~bergang zu einer Formel zu er- 
miigliehen, in weleher alle auftrebnden Zahlenkoeffizienbn rational sin& 
Zu dem Zwecke verschaffen wit uns zun~chst M Linearformen 

G~(x) = ahlx~ -4-" "4- ai~x~ ( h =  1, . . . ,M)  

mit ganzzahligen Koeffizienten a~t, derar~, dab zwischen ihren 2m ~ Po- 
~enzen keine lineare Relation mi~ kons~anbn Koeffizibnbn sta~tfinde~. Dies 
isl gewiB m(iglieh, da die Determinanb 

2 m  

~11 

a l l  a12 
. A ~  . 

~m 
G15 

2m 2m 
a 2 f  " . .  aM~ 

2 m -  . 2m--1 
a ~ l  la~2" . a~l 

�9 �9 �9 �9 

~,m ~m 

a2 5 " " " aM5 

aM~ 

offenbar nieht identisch in allen Argumenten ahk Null ist und zur Er- 
fiillung unserer Forderung nut nStig wird, die a~k als ganze rationale 
Zahlen so zu bestimmen, dab A yon Null versehieden ausfiillt. 

Nun sei in Formel (10) etwa Q1 eine Linearform, deren Koeffizienbn 
jedenfalls nieh~ siimtlich verschwinden, so da$ 

+ . . .  + 

eine positive yon Null verschiedene Zahl wird. Se~zen wir dann zur 
Abktirzung 

1/d~ + "  " + d ,  (h .--- 1 , . . . ,  M) ,  

so haben die M Linearformen 

s~imflich die n~imliche Quadra~summe ihrer Koeffizienbn wie Q1; es gib~ 
daher gewi~ eine or~hogonale Transformation der Variabeln x l , . . . ,  xs, 
weIche Q1 in ~1 G1, ferner je eine solche or~hogonale Transformation, 
die Q1 in ~G2, . . . ,  bez. in aMG~ iibefftihrt. Wenden wir diese M or~ho- 
gonalen Transformationen s~mflich der Reihe nach auf die Formel (10) 
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an, addieren die so enbtehenden M Formeln und dividieren dutch M, 
so wird, wenn wit noch 

Qi----- /~/ , " ' ", 
setzen: 

(ii) 

~rn 
c~ M 

~ M  -~-~ / ~  

h-~l~"  . ' ~M h--  1~" �9 " , S ( S - - 1 )  

wo die S h gewisse M(M--1)  Linearformen der x l , - . - ,  xs sind, wie sie 
aus den Q~,. . . ,  Qs dutch jene or~hogonalen Transformationen nach 

Hineinziehung des Faktors ~ enbbhen. Wir betrachbn nun das- 

jenige System yon M linearen Gleichungen fiir die M Unbekannbn 
u l , ' " ,  us ,  welches aus der Identitiit 

h = l ~ ' "  .~M h-- - l ,  "" ", M(M--1) 

enbpringt, wenn man die niimlichen Potenzen und Produkte yon Potenzen 
der Variabeln x l , . . . ,  xs auf beiden Selden gleich se~zt. Da die Debr- 
minante dieses Gleichungssystems his auf einen Zahlenfaktor die yon Null 
verschiedene Zahl A ist~ so sind dessen LSsungen eindeutig bestimmt; 
sie laubn wegen (11): 

und sind folglich sim~lich positive GrSl~en. Da nun die L~sungen 
eines linearen Gleichungssystems mit einer yon Null verschiedenen Deter- 
minante stetige Funktionen der rechten Seiten der Gleichungen sind, so 
folgt, daB, wenn wir die Koeffizienten der Lineafformen S h innerhalb eines 
gewissen geniigend kleinen Spielraumes irgendwie abindern, die L6sungen 
u~, . . . ,  u~ des abgeinderten Gleichungssystemes ebenfalls noch siimtlich 
2ositive Zahlen bleiben. Wihlen wit dabei die Koeffizienten innerhalb 
jenes Spielraums als rationale Zahlen, so miissen iiberdies die LSsungen 
ul , . . . ,  ul~, da ja die Koeffizienten yon Gh simtlich ganze rationale 
Zahlen sind~ ebenfalls rational ausfallen. Bezeichnen S/: die an Sblle 
der S~ trebnden Formen mR rationalen Koeffizienbn und seien die be- 
treffenden posRiven rationalen LSsungen 

so gewinnen wir die Identitiit 

h=l,.-.,M h=l,'",S(M--l) 

oder, indem wir noch die in den Koeffizienbn yon S~ auftrebnden Nenner 
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herausziehen una die neu entstehenden Formen mit G ~ + l , ' .  ", G ~  
bezeichnen, 

+ . . .  + 
h = l , . . . , M 2  

wo r l , . . - ,  r ~  nun positive rationale Zahlen und die Koeffizienten der 
G~ s~m~lich g~nze Zahlen sin& 

Schliel~lich k~innen wir noch aus diese Formel (12) ein analoges 
Reduktionsverfahren unwenden wie dasjenig% welches uns oben zu der 
Formel (8) ftihrte. Wit bedenken, da]~ zwischen den Linears 
G~, �9 �9 G~+ x eine Idenlit~t yon der Gest~l~ 

G~,n (x'~ = O 

bestehen muff, wo cl , ."  . ,cz+l jetzt rationale Zahlen sind, beslimmen 
alsdann eine rationale Zuhl c derart, dul~ unter den Zahlen 

CCl CCM+ i 

r 1 ' ' r ~ +  1 

eine gleich 1 und die iibrigen ~ 1 werden. Subtrahieren wir nun die 
mi~ c multiplizierte Identit~t (13) yon der rechten Seite der Formel (12), 
so wird in der rechts entstehendea Summe einer der Koeffizienten Null, 
ohne dab einer der iibrigen negativ ausfi~llt, so dab die neu entstandene 
Formel rechts gewil~ einen Summanden weniger aufweist. Fahren wit in 
dieser Weise fort~ so gelangen wir schlieBlich zu einer Formel~ die aUe in 
Satz II verlangten Eigenschaften besitzt. Damit ist der Beweis des 
Satzes II vollende& 

Es sei noch bemerk~ daB~ wenn wir in der vorstehenden ~berlegung 
an S~elle yon Q1 nicht eine beliebige der ~/Linearformen Q , , ' "  ", Q~, 
sondern eine solche unter diesen ~ /Fo rmen  nehmen, ffir die die Quadrat- 
summe der Koe~zienten am gr0fi~en ausf~11~, es leich~ wegen der Iden- 
tifier (10) gelingt, f(ir die betreffende Quadratsumme 

eine untere nut  dutch m bedingte Schranke zu bestimmen, und dab aus 
dieser unteren Schranke wiederum ohne wesentliche Schwierigkeit eine 
obere Schranke 6 s denjenigen Spielraum abzuleiten ist, innerh~lb 
dessen die Koes der Formen S h abgeiindert werden diirfen, ohne 
dab die betreffenden LSsungen u l~ . - . ,  ug negativ werden. Dutch die 
Kenntnis yon ~ aber ist es schlieBlich auch m5glich, ~iir die absoluten 
Werte der Zi~hler und Nenner tier in der Formel des Satzes II auftretenden 
rationalen Zahlen r h und ffir die absolu~en Werte der ganzen Zahlen akh 
eine obere Schranke aufzufinden, die nur dutch m bedingt ist. 

Die Formel des Satzes II bilde~ den Kernpunkt fiir den Beweis 
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unseres Theorems. Sie l~l~t n~imlich sofo~ aus der Giiltigkeit des 
Waringsehen Theorems fiir die m ~e~ Potenzen auf seine Gtiltigkei~ ftir 
die 2m ten Potenzen schlieBen.*) Denn bezeichnen wit etwa den nut 
yon m abh~ngigen Generalnenner der in Formel (5) rechts auftretenden 
rationalen Zahlen r h mit /~, nehmen x 5 ~ 0 und beachten, dab jede 
Zahl sich als Summe yon 4 Quadraten darstellen liiBt, so lehrt Formel (5) 
sofort, dab jede dutch E teilbare positive ganze Zahl sich als Summe 
einer Anzahl yon 2m ten Potenzen darstellen liiBt, die unterhalb einer 
nut yon m abh~ngigen Schranke liegt, vorausgese~zt, dab der Waringsche 
Satz fiir die m t~n Potenzen gilt. Da jede positive ganze Zahl sich 
in der Form H - / ~  + K darstellen liiB~, wo H und K positiv ganz 
sind und K ~ / ~  ist, so folgt hieraus, da ja die Zahl K eine Summe 
yon h~ichstens E - 1  Zahlen 1 ~ ist, das Waringsche Theorem ftir die 
2 m ~ Potenzen. 

Wir sehen somit, dab dutch das Vorangehende das Waringsohe Theorem 
gewiB ftir alle unendlich vielen Exponenten der Form m -  2 * bewiesen 
ist, da es fiir m = 2 gilt. Um es allgemein ffir beliebige Exponenten zt~ 
beweisen, mtissen wit der Reihe nach folgende 5 Hilfssiitze entwickeln. 

H i l f s s a t z  1. Zu jedem Exponenten m geh6ren eine gewisse An~ahl 
_positiver rationaler Zahlen 

sowie zwei positive ganze Zahlen a, A yon fo~gender ~igenschaft: 
es seien x und G beliebige positive ganze Zahten und F eine beliebige 

~'edle positive Zahl," es set ferner X eine positive ganze Zahl, die der Un- 
gleicT~ung 
(14) X ~ F~x ~ 

geniigt; dann ~5nnen zu diesen Gr~flen x, G, r, X stets N ganze 

Zo~l~. (~  O) 

deren absolute Betr6ge den Ungleichungen 
'x l < XFx (h= 1,..., iV) I 

geni~'gen, derart gefunden werden, daft die Gleichung 

(G~x~+ X)~----- ~ r~,(agx+ X~) ~'~ 
h = l ,  "" , , N  

statthat. 
Zum Beweise gestalten wit die Formel des Satzes II in folgender 

Weise urn. Zuniichs~ bedenken wit, dab auf der rechten Seite dieser 
Formel m~iglicherweise eine oder mehrere der zur 2m ~" Potenz erhobenen 

*) Vgl. A. Hurwltz, Math. Ann. Bd. 65, S. 424. 
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Linearformen lauter verschwindende Koeffizien~en haben kSnn~en. Lassen 
wit diese Potenzen weg, so mSgen etwa N~_ M Summanden rechts 
~ibrig bleiben, so dab unsere Formel wie folgt iautet 

(15) (x~ - 5 . . .  -5 x~) m= ~ rh(al~x l-F . . . -b a~ax~) TM. 
h = l ,  "",N 

Hierin diirfen wir annehmen, dab jede der mi~ x~ mul~iplizier~en Zahlen 
ala yon Null verschieden ist, da andernfalls die Anwendung einer geeig- 
ne~en or~hogonalen Transformation mi~ ra~ionalen Koeffizien~en unsere 
Formel in eine solche umwandeln wiirde, in der die jenen Koeffizienten 
en~sprechenden Koeffizienten si~mflich yon Null verschieden sind. Endlich 
se~zen wit in unserer Formel (15) ftir x~, x~, - . . ,  x~ bez. die GrStten 
Gx,  xi, . . ., x i ein, ferner sei 

aa~h ' aaBh ' aaSh d 
al h al  h ai  h 

sodafl a ~ , . . . ,  a~h wiederum ganze Zahlen werden. Wir erhal~en so 
die Formel 

(16) (G~x ~ + x~ + . . .  + x~) m = , ~  rh(aGx -5 a'l~xl -5. . .  -5 cll,,x,) ~'~, 
h=l, , .  ",N 

wo die %, wie leich~ ersichflieh, eine nicht wesen~lich ver~nder~e Be- 
deulung haben. 

Bezeichnen wit nun mit A den griiBten Wert, den eine der _A r Zahlen 

+ (h= 

aanimrnt, so folgi Hilfssa~z I unmittelbar dutch folgende Uberlegung. 
S~ellen wir die ganze Zahl X als Summe yon 4 Quadra~zahlen dar 
und se~zen 

x = x~ + x~ + x~ + x~, 
so folg~ aus (14) 

Nehmen wir daher 

so wird 

lx~,l < Fx (h = 1, . . . ,  4). 

t �9 

Xl~ ~ - -  a i a x  1 + . "  �9 Jr aaa x4,, 

IX l -5 . . ,  rx 
< A r x .  

Hilfssa~z 2. Zu jedem Ex~onenten m geh~en wie in Hilfssatz i 
eine gewisse Anzahl N positiver rationaler Zahlen 

sowie zwei positive ganze Zahlen a, A yon folgender Eigenschaft: 
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es seien x, G, f" Zahlen wie in IIilfssatz 1, es sei ferner X eine po- 
rive ganze Zahl, die der Ungleichung 

(17) X < ['~ x ~ 

geniigt, dann kSnnen zu diesen Gr5flen x, G, f', X stets N ganze 

Zahlen ~_~ O) 
X1, . . . ,  

deren absolute Betr~ge den Ungleichungen 

[X l < Arx  (h = 1 , . . . ,  2V) 

geniigen, derart gefunden werden, daft die Gleichung 

1 x(G x'+ x)"= a r (aGx+ Xh) 
h=l,'",N 

statthat. 
Durch Differentiation yon (16) nach x en~stehi eine Formel yon 

der Gestalt 

Z ( 0  ~'x' ~- gg~l 2f_....~ XS4)m- 1 __ 1 Z -- "G r h ( a G x + a t ^ x l + ' " + a ' ~ h x ~ ) ~ - t  
h----l,. " , N  

wo die r~ eine nicht wesentlich ver~inderte Bedeutung haben. Ersetzea 
wir hierin m durch m + 1 und wenden dann die vorige Oberlegung 
auf diese Formel stat~ auf (16) an, so ergibt sich der Beweis des 
Hilfssatzes 2. 

Aus den eben bewiesenen Hilfss~itzen 1 und 2 leiten wit jetzt zwei 
weitere Hflfssiitze 3 und 4 ab, in denen gewisse Gleichungen behauptet5 
werden, die sich yon den am Schlusse der Hilfss~itze 1 und 2 aufgestell~en 
hauptsiichlich dadurch unterscheiden, dab auf ihrer linken Seite an Stelle 
der positiven Zahlen X gewisse Zahlen Y treten, ffir die auch negative 
Wer~e zul~issig sind. 

H i l f s s a t z  3. Zu jedem Exponenten m geh6ren eine gewisse Anzahl 
2ositiver rationaler Zahlen 

a 

ferner eine reelle, stets positive 17unktion 9~ (x) der reellen Variabeln • und 
endlich e~e ~unktion F ( K ,  ~t) der ganzzahligen Variabeln K und der 
reeUen VezixtbeM ~t, die durehweg l~ositive ganzzahlige Werte hat und bei 
festgeha~f, enem ~ mit unendlich wachsendem K sdbst, ohne je abzunehmen, 
iiber a~e Crrenzen w~hst; diese zu m zugehb'rigen G, rSflen rh, ~, E sind 
yon fo tg~d~ ~aschaffenheit: 

as sei x eine beliebige positive ganze Zahl und K eine bdiebige positive 
ganze Zaht > 16, fer~er ~t eine reelle, der Ungleichung 



292 

(18) 

geniigende Gr6fle; 

(19) 

D. HILBERT. 

~VK i l ~ x <  E -- 

es werde endlich 

~' = ~(x), K'  = F(K,  x) 

gesetzt; wenn dann Y eine beliebige ganze Zahl 
Betrag der Ungleichung 

(20) I r t < ,  V-Kx * 

geniigt, so k(mnen zu diesen Gr6flen x, K, ~, 
YL "" ", Yk  >~_ 0), deren absolute Be~age die 

befriedigen, derart gefunden werden, daft die Gleichung 

h = l ,  .. , N 

stattfindet. 
Zum Beweise bes~immen wir zuniichst eine positive 

dureh die Ungleiehungen 

( a  +x)~ < K < (G + x  + 1)~; (22) 
dann wird 

~ -  G ~ > . (2G +x) > 2x V - Z - . ( x + 2 ) ,  

und da wegen (18) 
V K >  ~ + 2 

ist, so haben wit demnach auch 

(23) K - -  ~ > ~ VK'. 

Andererseits is~ mit Riieksicht auf (22) 

(~  0) ist, deren absoluter 

Y stets N ganze 
Ungleichungen 

Zah/en 

.K - -  G * s  (x-t- 1 ) ( 2 G + x +  1) < 2(x Jr- 1) ] / ~  4x 'V~ 

K -  G~ < 4x ]/-K. 

X = ( K -  G ~) x ~ + Y,  

infolge der Voraussetztmg (20) 

ganze Zahl Px 

d ~  

(24) 
Setzen wir nun 
(25) 

so gilt wegen (23), (24) 
weisenden Bilfssatzes 

unseres zu be- 

0 < X < 5 x t / K x  '. 

Wir wenden jetz~ den Hilfssatz 1 auf dio Zahlen x, G, X an; setzen wit  
noch darin 

r=  V~V~, 
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so wird zugleich auch der Bedingung (14)dieses Hilfssatzes 1 genfigt, 
und derselbe lehr~ das Bestehen einer Gleichung yon der Gestalt 

(26) (G~x ~ + X) ~ = ~ r~(aGx + Y ; ) ~ ,  
h=l~" ",.N 

we Yl[ (d. h. die X~ in Hilfssatz 1) ganze den Ungleichungen 

(~7) ~;I < A V ~ / ~ x  

genfigende Zahlen sin& Se~zen wir 

~(~) - ~ P ( g , . ) = a G ,  

so erfiillen diese Funktionen alle Bedingungen des zu beweisenden Hilfs- 
satzes. Denn wegen (19) wird dann notwendig 

, A ]/1-6~, K '  = aG, 
- Ya 

und es geht (26) wegen (25) in die zum Schlul~ dea Hilfssa~zes 3 be- 
haupte~e Gleichung fiber. Endlich ist wegen (18), (22) 

(2~ + 2)~ < K =< (G + .  + 1) 3, 
folglich 

und demnach 

d. h. 

~ + I < G ,  

Wegen dieser Ungleichung geht aus (27) die Ungleichung (21) des Hilfs- 
satzes 3 hervor; dieser ttilfssatz 3 is~ milhin vollst~ndig bewiesen. 

Hi l fssa tz  4. Zu jedem Exponenten m geh6ren wie in Hilfssatz 3 
eine gewisse Anzahl 2r positiver rationaler Zahlen 

ferner eine reelle, stets loositive Eanktion q~ (~) der reellen Voriabeln ~ und 
endlich eine Funktion F ( K ,  ~) der ganzzahligen Variabeln K und der 
reellen Variabeln u, die durchweg positive ganzzahlige Werle hat und bei 
festgehaltenem u rail unendlich wachsendem K setbst, ohne je abzunehmen, 
iiber alle Grenzen w~chst; diese zu m zugeh6rigen Gr6flen rh, ~, F sind 
von folgender Beschaffenheit: 

es seien x, K,  ~ Zah~en, die densdben Bedingungen wie m ttilfssatz 3 
geniigen; es werde endlich, wie dort 
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gesetzt; wenn dann Y eine beliebige ganze Zahl ( ~  O) ist, deren absoluter 
:Betrag der Ungleichung 

geniigt, so k6nnen ~u diesen GrSflen x, K,  u, Y stets N ganze Zahlen 

] Y;l  < ~ ' ) / K ' x  

befriedigen, derart gefunden werden, daft die Gleichung 

x(Kx~ + y)m _~ K - ~  ~ rh(K'x + y;)~,~+l 
h=l~'.  '~N 

stattfindet. 
Der Beweis folgt, indem wir die zum Beweis des ttilfssa~zes 3 ro t -  

bin angewandten Schlul~folgerungen, stat~ auf Hilfssatz 1, nunmehr auf 
ttilfssatz 2 beziehen. 

H i l f s s a t z  5. Zu jedem ~Ex2onenten n gehgren zwei ganze Zahlen 
-p, q, so daft 
(2s) n =-p + q 
und 
(29) o < -p < q 

ist, ferner eine -positive ganze Zahl K und eine gewisse Anzahl ~ *  posi- 
tiver rationaler Zahlen 

k~, k~, . . . ,  ~ ,  
yon folgender t~eschaffenheit: 

ist x eine bdiebige -positive gan~e Zahl, Y irgend ein'e ganze Zah~ 

( ~  0) ,  deren absoluter t?etrag der Ungleichung 

I r l  <V-K~ ~ 

geni~gt~ so gibt es ~u diesen Zahlen x~ Y stets gewisse ~ *  _positive ganze 
Zahlen 

P1,/)~,  . . . ,  P~,  
derart, daft die Gleichung 

statthat, h = 1, ~, . . ., ~. 

Zum Beweise entwiekeln wir den Exponenten n im dyadischen Zahl-  
system wie i'olgl 

n ~- 2g + e 12g-1 + e~ 2g- ~ + . . .  + e~_ 12 + % 

----- lele~ �9 �9 �9 eg_leg , 



so dal3 g ein 
oder Eins werden. Nun definieren 
dutch folgende Gleiehungen 

so dab allgemein 

wird. 
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ganzer Exponen~ ist und el, e~, . . . ,  eg gewlsse Wer~e Null 
wir g + 1 Zahlen no, nl, ns~ . . . ,  ng 

n 0 ~--- 1 )  

n 1 = 2 + e 1 

~- l e l ,  

n~ = 2 ~ -b e12 + e~ 

--  lele~ , 

n 8 = 2 8 + e12 ~ + e~2 + e 8 

= lele~e~, 

ng = 2~ + e12 ~'-1 + . . .  + % _ 1 2  + % 

= l e l e ~ . . ,  e g _ l %  = n ,  

so dab allgemein 

wird. 

ha+ 1 = 2 n h -}- eh + 1 

Ferner seCzen wit 

2o = e 1 2 ~ - 1  + e~2g + ~--]- . . .  + % 

~ - -  e 1 e 2 �9 �9 �9 e g  

Pl = e~ 2g -  ~ + es 2g - s + . . . -t- % 
~ 

= e 2 e$ �9 �9 �9 eg 

p~ = e a 2~ -  s - t- . . .  -t- % 

e a �9 �9 �9 e g  

~g-i-- %, 
pg = O, 

Ph-~ --P~ ---- e~ 2g-~ 
Endlich sei noch 

= ~ - -  2g = e12 ~-1 + e~2 g -~  + " ' "  + eg "~Po,  

q = ~5 

so dab die Bedingungen (28), (29) erffillt sin& 
Nunmehr  wenden wit  die Hilfssii~ze 3 bez. 4 

und gelangen so zu den Gleichungen 

im gsnzen g-Mal an 
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.~~ Y) = i 

7~ re2 
~LL t 

(3o) I . . . . . .  �9 P~-'(K~_,~"+r~_,)', -, ~,,~_~ 
g--~ ~=I , .  -,Ary_l 

[xPg-'(K,_lx'-t- Yg_x)~g -1 ~ q'(~;-~ + r;~) ~ 
K,eg 

g - - 1  ]~= i~ . . ., N g  

Dsbei ist jede dieser Gleichungen so zu verstehen, dab ihre linke Seib, 
sobald dort Y, eine ganze, der Bedingung 

I f ,  t < ~ , l ~ ,  ~ ~ - '  
geniigende Zahl ist, sioh in GeStalt der rechb sbhenden Summe dar- 
sbllen liiBt, so dab die Y~('+~) passend gewiihlte, den Ungleichungen 

(3~) { r,:("-~)l < ~: Y~; �9 ~-'-~ 
geniigende ganze Zahlen bedeuten. Die Gr~Ben r~'), ~,, ~, K,, K~ haben 
hierbei die in Hilfssatz 3 und 4 angegebene Bedeutung; es ist demnach 
{der untere Index 0 ist stets zu unbrdrticken) 

(B~) K; = ~-.(K.. ~,), (s----O, 1,...,g--1) 

wo % F die in den Hilfss~itzen 3 und 4 auftrebnden Funktionen sind. 
~berdies ist zu beachbn, dab allgemein ~ den Ungleichungen 

1 <3~) i ___<~,<~-~- ~ 

h = l , . . . , ~ V  1 

h =  , ,  . �9  IV" 2 

gen~igen muB, wodurch aueh zugleieh K, > 16 wird. 
Um nun zum Beweise des Hilfssatzes 5 zu gelangen, muB es m6glich 

sein, die auf den rechbn Seiten einer jeden der Formeln (30) stehenden 
Summanden als linke Seibn der nichstfolgenden Formel zu nehmen~ 
dsmit sich. schlieBlich die linke Seite der ersbn Formel sls Summe yon 
GrSBen ergibt, die die Gestalt der reehten Seite der letzten Formel hsben. 
Um diese MSglichkeit darzutun, setzen wir aUgemein 

<34) K,  = K;I ( 8 -  i,..., g- i) 

und brauchen dann nur noeh zu bewirken, dab die Bedingungen 

(35) ~' < ~,, ~i < ~,'" ", ~;-, < ~-i 

erfiillt sind. 
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W~ihlen wir nun bei der erstmaligen Anwendung des Hilfssatzes 3 bez. 4 
~t = 1, so ist dadurch wegen (32) 

~ ' =  ~(i) 
bestimm~, w~ihrend uns die Wahl yon K noch freisteht. Da die in den 
Hilfss~zen auftretende Funktion F(K, ~) bei festem ~ mit K zugleich, 
ohne je abzunehmen, fiber alle Grenzen w~chs~ und wegen (32), (34) 

it1 = F(K, ~) = F(K,  1) 
ist, so k6nnen wir K so groB w~ihlen, dab 

1 - -  v y g l -  1 > +i 

wird, und dann bleibt diese Ungleichung auch erf~illt, wenn wir K noch 
vergrSBern. Nun setzen wir 

~t i = x' -4- 1 

und genfigen damit der ersten der Bedingungen (35) und der Bedingung 
(33) ffir s = 1. Nach dieser Verffigung fiber x 1 bestimm~ sich x' 1 wegen 
(32) aus der Gleichung 

' ( )  
Xl = (Pl ~I �9 

Da nun wiederum die Funktion F~ (K1, ~ )  bei festem ~1 mit K~ zugleieh, 
ohne je abzunehmen, fiber alle Grenzen wi~ehst und wegen (32), (34) 

ist, so kSnnen wir K weiter so grog wKhlen, dab 

•  ~ > ~'~ + ~ 
2 

wird, und dann bleibt diese Ungleichung auch efffillt, wenn wit K nooh 
vergrSSern. Nun setzen wir 

und gentigen dami~ der zweiten der Bedingungen (35) und der Bedingung 
(33) ffir s = 2. In derselben Weise fahren wit fort, bis wit zu der 
Gleichung 

? 

x , - 1 -  x,-2 + 1 
gelangen. 

SchlieBlich machen wit K noch so groB, dab 

wird; da wegen (31) fiir s = g -  1 

und folglieh jetzt 
I r~'(,)l < Kg_lx 

ist~ SO werdeIl die au~ der reoh{ell ~ei~e der le{z~en Formei lI1 (30) zur 
~ a  Po~eI1z er~obeIle]/ go~llze]l Zahlen positiv. 

M$~hem~{Jsohe An=alen. T,X~II. 90 
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Fiihren wir nun die Subs~itutionen der linken Seiten der Formeln (30) 
in die rechten Seiten der jedesmal vorangehenden Formel aus, so entsteht 
eine Formel yon der Gestalt 

xP(Kx~ % Y) =~_j kh(K;_~x + .Y/ (g))*, 
h =  1, �9 �9  N* 

wobei reehts 

Summanden stehen und die kh posilive rationale Zahlen sin& Damit ist 
Hilfssatz 5 bewiesen. 

Aus Hilfssatz 5 verm6gen wit nun das anfangs aufgesteUte Theorem 
iiber die ])axstellbarkeit der ganzen Zahlen dutch n t~ ~otenzen folgender- 
maflen ab~uleiten. 

Wir verstehen unter x eine beliebige positive ganze Zahl ~ 2 ", ferner 
unter ~ ,  Y~ irgend zwei ganze, den Ungleichungen 

< r~ <1/2(~+ 1)~ 
Dann gelten naeh Hilfssatz 5 die Gleiehungen 

x p [ g x  ~ -  

(36)  

gentigende Zahlen. 

. .  ] ~ r *  h=l, -, 

(x+ 1)~[K(x-[- 1)q+ Y,] = ~ k  h Q~ 
h=1, 2, �9 �9 N* 

und nach Addition 

(37) x2[Kxq--Yl] § (x+l)~[K(x+l)q+ Y 2 ] = X k h ( P ; +  Q;) , 
h = l ,  . .  ., 2Y ~ 

wo die Ph und Qh gewisse 2N* ganze positive Zahlen sin& 
Seite der Formel (37) hat die Gestalt 

K[x ~ -[- (x § 1) ~] -[- Z, 
w e n I 1  

z = (~ + 1)~ r~ - x~ 
gesetzt wird. 

Die linke 

Wit iiberzeugen uns nun davon, dab der Ausdruck 
(x + 1)pr~ - x ~ r l  

bei geeigneter, den Ungleichungen (36) entsprechender Wahl yon ~ ,  Y~ 
jede ganze Zahl Z darzustelten vermag, die den]Ungleichungen 

o<=z<=x. 
genfigt. [n der Tat, da die Zahlen (x ~ 1)p und xp relativ prim sind, so 
besitzt erstlich ftir jedes ganzzahlige Z die diophantische Gleiehung 

z = (x + 1)~ ~ - xp 
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ganzzahlige Liisungen :Y1, Y~; nun ist abet zugleich mit Y1, :Y~ auch 

r~ - r(x + 1F, 
Y ~ -  rxp 

ftir jedes ganzzahlige T eine LSsung, und daraus wird ersich~lich, dab 
wir ~ der Ungleiehung 

O <  I71 < (x+l)~ 

entsprechend annehmen diiffen. Da ~o<:q ist, so wird ( x + l ) ~ <  x5 sobald 
nur x hinreichend groft, etwa ~ 2 5 gewiihlt wird; wir haben dann 

O < Y~ < xq. 

Mit Riicksicht auf die Ungleichung ~ < (x+l)~  folgt ferner 

~Pr~ + z  x" 
Y~ = (x + iF < xp + (x + i)~ < xp + x5 

w e n n  

o < z < x  ,~ 
vorausgesetzt wird, und demnach haben wir mit Riieksicht auf q>/o, lind 
da Y~ nicht negativ werden kaun, 

o=< ~ <  (x+ 1)~. 
Don Ungleichungen (36) ist damit geniigt, da ja K >  16 isk 

Durch Zusammenfassung des Bisherigen erkennen wir, dab jede in 
dem dutch die Ungleichungen 

K[x~+ (x+l)9 < v < K [ x ~ + ( x + l )  '~] + x .  
bestimmten Intorvalle d~ gelegene ganze Zahl U sich in der Gestalt 

~ k g P ;  + Q;) 
h = l ,  �9 � 9  N + 

darstellen liiBt. Yon einem hinreichend groBen x an greifen nun diese 
In~ervalle J~ tibereinauder derart, dab die gr6Bte Zahl yon Jx grSBer als 
die kleinste yon J~+l ist; in der Tat haben wir gewiB 

K[x" + (x+l)  ~] + x~> K[(x+ 1)~+ (x +2)-], 
sobald 

1 _  

genommen wird. 
Es lassen sich also alle ganzen Zahlen U, die eine gewisse GrSi}e S 

iiberschreiten, in der Gestalt 

. ~  ~ g t,; + Q;) 
�9 IV '*  

darstellen, we Ph, Q~ gewisse 2A r* positive gauze Zahlen bedeuten. 
20* 
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Bezeichuen wir den Generalnenner der rationalen Zahlen kh mi~ .E, 
so folgt aus dieser Darstellung nach Multiplikation mit ~, dab gewiB 
jade oberhalb der GrGl]e ES gelegene und durch E teilbare gauze Zahl 
sich als Summe yon n ten Potenzen positiver gauzer Zahlen darstellen IRBt, 
so dab deren Anzahl unterhalb einer Schranke liegt, die nut yon n abh~ingt. 
Folglich gilt dies auch fiir jede durch /~ teilbare und daher auch .f~ir 
jede nicht dutch /~ teilbare gauze Zahl, auf Grund der n~imlichen Be- 
trachtung, die oben nach SehluB des Beweises zu Satz II augestent worden 
is~. Damit ist das aufangs aufgestellte Theorem, wie es yon W~.r ing 
vermutet worden is~, vollstiindig bewiesen. 

Zum SchluB sei noch bemerk~, dab man durch das vorstehende Be- 
weisverfahren such zugleich eine obere Schranke fiir die AnzaM der zur 
Darstellung einer beliebigen Zahl nGtigen n t~ Potenzen wirklich finden 
kann; dazu ist erforderlich, die am SchluB des Beweises yon Satz II ge- 
machte Bemerkung zu beriicksichtigen und die in dem soeben voUendeten 
Beweisverfahren auftretenden GrGBen so welt abzusch~itzen, dab die frag- 
liche Schrauke schlieBlich durch n ausdriickbar ist. 


