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Untersuchungen tiber die Grundlagen der Mengenlehre. I.
Von

E. ZerMELO in Gottingen.

Die Mengenlehre ist derjenige Zweig der Mathematik, dem die Auf-
gabe zufillt, die Grundbegriffe der Zahl, der Anordnung und der Funktion
in ihrer urspriinglichen Einfachheit mathematisch zu untersuchen und
damit die logischen Grundlagen der gesamten Arithmetik und Analysis zu
entwickeln; sie bildet somit einen unentbehrlichen Bestandteil der mathe-
matischen Wissenschaft. Nun scheint aber gegenwirtig gerade diese Dis-
ziplin in ihrer ganzen Existenz bedroht durch gewisse Widerspriiche oder
sAntinomiéen®, die sich aus ihren scheinbar denmknotwendig gegebenen
Prinzipien herleiten lassen und bisher noch keine allseitig befriedigende
Losung gefunden haben. Angesichts namentlich der ,Russellschen Anti-
nomie* von der ,Menge aller Mengen, welche sich selbst nicht als Element
enthalten“*) scheint es heute nicht mehr zulissig, einem beliebigen logisch
definierbaren Begriffe eine ,Menge“ oder ,Klasse“ als seinen ,Umfang®
zuzuweisen. Die urspriingliche Cantorsche Definition einer ,Menge* als
‘einer ,,Zusammenfassung von bestimmten wohlunterschiedenen Objekten
unserer Anschaunung oder unseres Denkens zu einem Ganzen“**) bedarf also
jedenfalls einer Einschrinkung, ohne daB es doch schon gelungen wire,
gie durch eine andere, ebenso einfache zu ersetzen, welche zu keinen
solchen Bedenken mehr AnlaB géibe. Unter diesen Umstinden bleibt
gegenwirtig nichts anderes iibrig, als den umgekehrten Weg einzuschlagen
und, ausgehend von der historisch bestehenden ,Mengenlehre®, die Prin-
zipien aufzusuchen, welche zur Begriindung dieser mathematischen Dis-
ziplin erforderlich sind. Diese Aufgabe muB in der Weise gelost werden,
daB man die Prinzipien einmal eng genug einschrinkt, um alle Wider-
spriiche auszuschlieBen, gleichzeitig aber auch weit genug ausdehnt, um
alles Wertvolle dieser Lehre beizubehalten.

In der hier vorliegenden Arbeit gedenke ich nun zu zeigen, wie sich
die gesamte von G. Cantor und R. Dedekind geschaffene Theorie auf

# B. Russell, ,,The principles of Mathematics*, vol. I, p. 366—368, 101—107.
**) G. Cantor, Math. Annalen Bd. 46, p. 481.
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einige wenige Definitionen und auf sieben anscheinend voneinander unab-
hingige ,Prinzipien® oder , Axiome“ zuriickfiihren 148t. Die weitere, mehr
philosophische Frage nach dem Ursprung und dem Giiltigkeitsbereiche
dieser Prinzipien soll hier noch unerdrtert bleiben. Selbst die gewif sehr
wesentliche ,Widerspruchslosigkeit meiner Axiome habe ich noch nicht
streng beweisen kénnen, sondern mich auf den gelegentlichen Hinweis
beschrinken miissen, daB die bisher bekannten ,Antinomieen® simtlich ver-
schwinden, wenn man die hier vorgeschlagenen Prinzipien zugrunde legt.
Fiir spétere Untersuchungen, welche sich mit solchen tiefer liegenden
Problemen beschiftigen, mdchte ich hiermit wenigstens eine niitzliche
Vorarbeit liefern.

Der nachstehende Artikel enthdlt die Axiome wund ihre néchsten
Folgerungen, sowie eine auf diese Prinzipien gegriindete Theorie der
Aquivalenz, welche die formelle Anwendung der Kardinalzahlen vermeidet.
Ein zweiter Artikel, der die Lehre von der Wohlordnung und ihre An-
wendung auf die endlichen Mengen und die Prinzipien der Arithmetik im
Zusammenhange entwickeln soll, ist in Vorbereitung.

§ 1

Grundlegende Definitionen und Axiome.

1. Die Mengenlehre hat zu tun mit einem , Bereich® B von Objekten,
die wir einfach als , Dinge“ bezeichnen wollen, unter denen die ,Mengen*
einen Teil bilden. Sollen zwei Symbole ¢ und b dasselbe Ding bezeichnen,
so schreiben wir @ = b, im entgegengesetzten Falle a 4=b. Von einem
Dinge @ sagen wir, es ,existiere’, wenn es dem Bereiche B angehort;
ebenso sagen wir von einer Klasse & von Dingen, ,es gebe Dinge der
Klasse 8 wenn B mindestens ein Individuum dieser Klasse enthilt.

2. Zwischen den Dingen des Bereiches B bestehen gewisse ,,Girund-
bezichungen® der Form asb. Gilt fir zwei Dinge a, b die Beziehung asb,
so sagen wir, ,a sei Element der Menge b“ oder ,b enthalte o als Ele-
ment“ oder ,besitze das Element a“. Ein Ding b, welches ein anderes a
als Element enthilt, kann immer als eine Menge bezeichnet werden, aber
auch nur dann — mit einer einzigen Ausnahme (Axiom II).

3. Ist jedes Element z einer Menge M gleichzeitig auch Element der
Menge N, so daB aus xelM stets xe N gefolgert werden kann, so sagen
wir, ,, M sei Untermenge von N und schreiben M < N*). KEs ist stets
M < M, und aus M= N und N =€ R folgt immer M < R. , Elementenfremd®

*) Dieses ,,Subsumptions**-Zeichen wurde von E.Schréder (,Vorlesungen” diber
Algebra der Logik® Bd. I) eingefithrt. Herr G. Peano und ihm folgend B. Russell,
Whitehead u. a. brauchen dafiir das Zeichen 0.
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heiflen zwei Mengen M, N, wenn sie keine ,gemeinsamen” Elemente be-
gitzen, oder wenn kein Element von B gleichzeitig Element von N ist

4. Eine Frage oder Aussage €, tiber deren Giiltigkeit oder Ungiiltig-
keit die Grundbeziehungen des Bereiches vermdge der Axiome und der
allgemeingiiltigen logischen Gesetze ohne Willkiir entscheiden, heifit
definit“.; Ebenso wird auch eine ,Klassenaussage® € (z), in welcher der
variable Term z alle Individuen einer Klasse & durchlaufen kann, als
,,definit bezeichnet, wenn sie fiir jedes einzelne Individuum z der Klasse &
definit ist. So ist die Frage, ob aeb oder nicht ist, immer definit, ebenso
die Frage, ob M =< N oder nicht.

Uber die Grundbeziehungen unseres Bereiches B gelten nun die fol-
genden ,, Axiome” oder , Postulate”.

Axiom I Ist jedes Element einer Menge M gleichzeitig Element von
N und umgekehrt, ist also gleichzeitig M =€ N und N=€ M, so ist immer
M= N. Oder kiirzer: jede Menge ist durch ihre Elemente bestimmt.

(Axiom der Bestimmtheit.)

Die Menge, welche nur die Elemente a, b, ¢, - - -, » enthdlt, wird zur
Abkiirzung vielfach mit {a, b,¢,- -, 7} bezeichnet werden.

Axiom 1I. Es gibt eine (uneigentliche) Menge, die ,Nullmenge® O,
welche gar keine Elemente enthélt. Ist a irgend ein Ding des Bereiches,
so existiert eine Menge {a}, welche @ und nur a als Element enthilt;
sind @, b irgend zwei Dinge des Bereiches, so existiert immer eine Menge
{a, b}, welche sowohl a als b, aber kein von beiden verschiedenes Ding «
als Element enthilt.

(Axiom der Elementarmengen.)

5. Nach I sind die ,Elementarmengen {a}, {a, b} immer ein-
deutig bestimmt, und es gibt nur eine einzige ,Nullmenge“. Die Frage,
ob @ = b oder nicht, ist immer definit (Nr. 4), da sie mit der Frage, ob
ae{b} ist, gleichbedeutend ist.

6. Die Nullmenge ist Untermenge jeder Menge M, 0 - M; eine
gleichzeitig von O und M verschiedene Untermenge von M wird als , 7l
von M bezeichnet. Die Mengen O und {a} besitzen keine Teile.

Axiom III. Ist die Klassenaussage €(z) definit fiir alle Elemente
einer Menge M, so besitzt M immer eine Untermenge Mg, welche alle
diejenigen Elemente x von M, fir welche §(z) wahr ist, und nur solche
als Elemente enthilt.

(Axiom der Aussondernng.) ‘
Indem das vorstehende Axiom Il in weitem Umfange die Definition neuer Mengen
gestattet, bildet es einen gewissen Ersatz fiir die in der Einleitung angefiihrte und
als unhaltbar aufgegebene allgemeine Mengendefinition, von der es sich durch die
folgenden Einschrinkungen unterscheidet: Krstens diirfen mit Hilfe dieses Axiomes
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niemals Mengen dndependent definiert, sondern immer nur als Untermengen aus be-
reits gegebenen awusgesondert werden, wodurch widerspruchsvolle Gebilde wie ,die
Menge aller Mengen* oder ,die Menge aller Ordinalzahlen* und damit nach dem
Ausdrucke des Herrn G. Hessenberg ,(Grundbegriffe der Mengenlehre XXIV) die
,ultrafiniten Paradoxieen'* ausgeschlossen sind. Zugleich muB zweitens das bestim-
mende Kriterium € (z) im Sinne unserer Erklirung Nr.4 immer ,,definit** d. h. fiir jedes
einzelne Element 2z von M durch die ,,Grundbeziehungen des Bereiches** entschieden
gein, und hiermit kommen alle solchen Kriterien wie ,,durch eine endliche Anzahl
von Worten definierbar* und damit die ,,Antinomie Richard“ oder die ,,Paradoxie der
endlichen Bezeichnung® (Hessenberg a. a. O. XXIII, vergl. dagegen J. Kénig,
Math. Ann. Bd. 61, p.156) fiir unseren Standpunkt in Wegfall. Hieraus folgt aber auch,
daB, streng genommen, vor jeder Anwendung unseres Axioms III immer erst das
betreffende Kriterium €(x) als ,,definit* nachgewiesen werden muB, was denn auch
in den folgenden Entwicklungen bei jeder Gelegenheit, wo es nicht ganz selbstver-
stindlich ist, immer geschehen soll.

1. Ist M, < M, so besitzt M immer eine weitere Untermenge M — M,
die ,,Komplementirmenge von M, welche alle diejenigen Elemente von M
umfaflt, die niché Elemente von M, sind. Die Komplementirmenge von
M — M, ist wieder M,. Die Komplementirmenge von M, = M ist die
Nullmenge 0, die Komplementérmenge jedes ,Teiles” M, von M (Nr. 6) ist
wieder ein ,Teil“ von M.

8. Bind M, N irgend zwei Mengen, so bilden nach III diejenigen Ele-
mente von M, welche gleichzeitig Elemente von N sind, die Elemente einer
Untermenge D von M, welche auch Untermenge von N ist und alle 2/
und N gemeinsamen Elemente umfaBt. Diese Menge D wird der ,ge-
meinsame Bestandteil® oder der ,Durchschnitt der Mengen M und N ge-
nannt und mit [M, N] bezeichnet. Ist M€ N, so ist [M, N] = M, ist
N =0 oder sind M und N ,elementenfremd (Nr. 3), so ist [M Nl=

9. Ebenso existiert auch fiir mehrere Mengen M, N, R, - .- immer
ein ,Durchschnitt D =[M, N, R, - --]. Ist nimlich 7 irgend eine Menge,
deren Elemente selbst Mengen sind, so entspricht nach III jedem Dinge a
eine gewisse Untermenge 7, =< T, welche alle diejenigen Elemente von 7'
umfaft, die o als Element enthalten. Hs ist somit fiir jedes a definit,
ob T,= T ist, d. h. ob a gemeinsames Element aller Elemente von T ist,
und ist 4 ein beliebiges Element von T, so bilden alle Elemente a von 4,
fir welche 7,= T ist, die Elemente einer Untermenge D von A4, welche
alle diese gemeinsamen Elemente umfafit. Diese Menge D wird ,der zu
T gehorende Durchschnitt“ genannt und mit DT bezeichnet. Besitzen
die Elemente .von T keine gemeinsamen Elemente, so ist D7 =0, und
dies ist z. B. immer der Fall, wenn ein Element von 7' keine Menge
oder die Nullmenge ist.

10. Theorem. Jede Menge M besitzt mindestens eine Untermenge 3,
welche nicht Element von M ist.
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Beweis. Fir jedes Element £ von M ist es definit, ob xsx ist oder
nicht; diese Moglichkeit zex ist an und fir sich durch unsere Axiome
nicht ausgeschlossen. Ist nun M/, diejenige Untermenge von M, welche
gemiB III alle solchen Elemente von M umfaBt, fiir die nicht zex ist, so
kann M, nicht Element von M sein. Denn entweder ist M,e¢M, oder
nicht. Im ersteren Falle enthielte M, ein Element z = M, fiir welches
xzex ware, und dieses widerspriche der Definition von M,. Es ist also
sicher micht M, ¢M,, und es miiBite somit M,, wenn es Element von M
wire, auch Element von M, sein, was soeben ausgeschlossen wurde.

Aus dem Theorem folgt, daf nicht alle Dinge x des Bereiches B
Elemente einer und derselben Menge sein konnen; d. h. der Bereich B ist
selbst keine Menge, — womit die ,Russellsche Antinomie“ fiir unseren
Standpunkt beseitigh ist.

Axiom IV. Jeder Menge T entspricht eine zweite Menge UT (die
,, Potenamenge® von T), welche alle Untermengen von 7 und nur solche

als Elemente enthilt.
(Axiom der Potenzmenge.)

Axiom V. Jeder Menge T entspricht eine Menge &1 (die ,Ver-
esmigungsmenge von T'), welche alle Elemente der Elemente von 7' und

nur solche als Elemente enthilt.
(Axiom der Vereinigung.)

11. Ist kein Element von T' eine von O verschiedene Menge, so ist
natlirlich 87 =0. Ist 7= {M,N, R, .-}, wo die M, N, R, .- simt-
lich Mengen sind, so schreibt man auch G7'= M+ N+ R+ .- und
nennt &7 die ,Summe der Mengen M, N, R, ---“, ob einige dieser
Mengen M, N, R, - - - nun gemeinsame Elemente besitzen oder nicht. Hs
ist immer M=M+0=M+MU=M-+M+---.

12, Fiir die soeben definierte ,Addition® der Mengen gilt das ,kom-
mutative und das ,assoziative Gesetz:

M+ N=N+M, M+ (N+R)=(M+N)+ R.

Endlich gilt fir ,Summen“ und ,Durchschnitte (Nr. 8) auch das

Hdistributive Gesetz in doppelter Form:

[M+ N, R] = [M: -R} + [N) R]7
(M, N]+ R—[M+R, N+E].
Den Beweis fiihrt man mit Hilfe von I, indem man zeigt, dafl jedes

Element der linksstehenden Menge zugleich Element der rechtsstehenden
Menge ist und umgekehrt.*)

*) Diese vollstéindige Theorie dieser ,logischen Addition und Multiplikation*
findet gich in E. Schrioders ,,Algebra der Logik*, Bd. I
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13. Einfiihrung des Produktes. Ist M eine von O verschiedene
Menge und o irgend eines ihrer Elemente, so ist mach Nr. 5 definit, ob
M ={a} ist oder nicht. Es dist also vmmer definit, ob eine vorgelegte
Menge aus einem emzigen FElement besteht oder wicht.

Es sei nun T eine Menge, deren Elemente M, N, R, - - - lauter (unter-
einander elementenfremde) Mengen sein mdgen, und S, irgend eine Unter-
menge ihrer ,Vereinigungsmenge“ ©7. Dann ist fiir jedes Element M
von T definit, ob der Durchschnitt [M, S;] aus einem einzigen Element
besteht oder micht. Somit bilden alle diejenigen Elemente von 7, welche
mit S, genau ein Klement gemein haben, die Elemente einer gewissen
Untermenge I, von 7', und es ist wieder definit, ob 7, =T ist oder
nicht. Alle Untermengen S;=€ &7, welche mit jedem Elemente von 7'
genau ein Element gemein haben, bilden also nach III die Elemente einer
Menge P = BT, welche nach III und IV Untermenge von U&7 ist und
als die ,zu T gehorende Verbindungsmenge® oder als ,das Produkt der Mengen
M, N, R,--“ bezeichnet werden soll. Ist T'={M, N}, oder T={M, N, R},
8o schreibt man abgekiirzt PT = M N oder = M NR.

Um nun den Satz zu gewinnen, daB ein Produkt mehrerer Mengen
nur dann verschwinden (d. h. der Nullmenge gleich sein) kann, wenn ein
Faktor verschwindet, brauchen wir ein weiteres Axiom.

Axiom VI. Ist 7 eine Menge, deren simtliche Elemente von O ver-
schiedene Mengen und untereinander elementenfremd sind, so enthdlt ihre
Vereinigung ©T mindestens eine Untermenge S;, welche mit jedem Ele-
mente von 7' ein und nur ein Element gemein hat.

(Axiom der Auswahl.)

Man kann das Axiom auch so ausdriicken. daB man sagt, es sei
immer moglich, aus jedem Elemente M, N, R, .- von T ein einzelnes
Element m, n, r, - -+ aussuwdhlen und alle diese Elemente zu einer
Menge S, zu vereinigen.*) ‘

Die vorstehenden Axiome geniligen, wie wir sehen werden, um alle wesentlichen
Theoreme der allgemeinen Mengenlehre abzuleiten. Um aber die Existenz ,,unend-

licher** Mengen zu sichern, bediirfen wir noch des folgenden, seinem wesentlichen Inhalte
von Herrn R. Dedekind*¥) herriihrenden Axiomes.

Axiom VII. Der Bereich enthilt mindestens eine Menge Z, welche
die Nullmenge als Element enthilt und so beschaffen ist, dafl jedem ihrer

*) Uber die Berechtigung dieses Axiomes vgl. meine Abhandlung Math. Ann,
Bd. 65, p. 107—128, wo im § 2 p. 111ff. die beziigliche Literatur erdrtert wird.

**) ,Wag sind und was sollen die Zahlen?* § 5 Nr 66. Der von Herrn Dedekind
hier versuchte ,Beweis* dieses Prinzips kann nicht befiiedigen, da er von der
»Menge alles Denkbaren* ausgeht, wihrend fiir unseren Standpunkt nach Nr. 10 der
Bereich 9B selbst keine Menge bildet.
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Elemente a ein weiteres Element der Form {a} entspricht, oder welche
mit jedem ihrer Elemente @ auch die entsprechende Menge {a} als Element

enthalt. (Axiom des Unendlichen.)

14v.¥) Ist Z eine beliebige Menge von der in VII geforderten Be-
schaffenheit, so ist fiir jede ihrer Untermengen Z, definit, ob sie die
gleiche Eigenschaft besitzt. Denn ist o irgend ein Element von Z,, so ist
definit, ob auch {a}e Z, ist, und alle so beschaffenen Elemente a von Z
bilden die Elemente einer Untermenge Z,’, fiir welche definit ist, ob
Z,'= Z, ist oder nicht. Somit bilden alle Untermengen Z, von der be-
trachteten Higenschaft die Elemente einer Untermenge 7 < U.Z, und
der ihnen entsprechende Durchschnitt (Nr. 9) Z;, = DT ist eine Menge von
der gleichen Beschaffenheit. Denn einmal ist 0 gemeinsames Element aller
Elemente Z, von 7', und andererseits, wenn ¢ gemeinsames Element aller
dieser Z, ist, so ist auch {a) allen gemeinsam und somit gleichfalls Ele-
ment von Z,.

Ist nun Z’ irgend eine andere Menge von der im Axiom geforderten
Beschaffenheit, so entspricht ihr in genau derselben Weise wie Z;, dem Z
eine kleinste Untermenge Z, von der betrachteten Higenschaft. Nun
mufl aber auch der Durchschnitt [Z,, Z|, welcher eine gemeinsame
Untermenge von Z und Z' ist, die gleiche Beschaffenheit wie Z und Z
haben und als Untermenge von Z den Bestandteil Z,, sowie als Unter-
menge von Z' den Bestandteil Z, enthalten. Nach I folgt also, daB
[Zy, 2y | = Zy = Z, sein muB, und daB somit Z;, der gemeinsame Bestand-
teil aller moglichen wie Z beschaffenen Mengen ist, obwohl diese nicht
die Elemente einer Menge zu bilden brauchen. Die Menge Z, enthilt die Ele-
mente 0, {0}, {{0}} usw. und mdge als ,Zahlenreihe“ bezeichnet werden,
weil ihre Elemente die Stelle der Zahlzeichen vertreten konnen. Sie bildet
das einfachste Beispiel einer ,abzéhlbar unendlichen Menge (Nr. 36).

§ 2.
Theorie der Aquivalenz.
Die ,,Aquivalenz* zweier Mengen**) 1ift sich fiir unseren Standpunkt zunichst
nur fiir den Fall definieren, wo die Mengen ,elementenfremd* (Nr. 3) sind, und kann

erst nachtriglich auf den allgemeinen Fall ausgedehnt werden.

15. Definition A. Ziwei elementenfremde Mengen M und N heifien
wunmittelbar dquivalent”, M ~ N, wenn ihr Produkt M N (Nr. 13) mindestens
eine solche Untermenge ® besitzt, daf jedes Element von M+ N in einem

*) Die Indizes VI oder VII an der Nummer eines Theorems sollen ausdriicken,
daB hier das Axiom VI oder VII explizit oder implizit zur Anwendung kommt.
*¥) G. Cantor, Math. Annalen Bd. 46, p. 483.
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und nur einem Elemente {m, #} von & als Element erscheint. Eine Menge
® < M N von der betrachteten Beschaffenheit heiit eine ,,Abbildung wvon
M auf N“ zwei Elemente m, n, welche in einem Elemente von ¢ ver-
einigt erscheinen, heiflen ,aufeinander abgebildet®, sie ,entsprechen ein-
ander”, das eine ist ,das Bild“ des anderen.

16. Ist @ irgend eine Untermenge von MN, also Element von
W(HMN), und 2 irgend ein Element von M + N, so ist es immer de-
finit (Nr. 4), ob die z enthaltenden Elemente von ® eine Menge bilden,
die aus einem einzigen Element besteht (Nr. 13). Somit ist auch definit, ob
alle Elemente x von M + N diese Eigenschaft besitzen, d. h. ob ® eine
»Abbildung von I auf N darstellt oder nicht. Die sédmtlichen Ab-
bildungen ¢ bilden also nach III die Elemente einer gewissen Untermenge Q
von W(MN), und es ist definit, ob Q von O verschieden ist oder nicht,
Fiir swei elementenfremde Mengen M, N ist es also immer definit, ob sie
dquivalent sind oder wichi.

17. Sind zwei #quivalente elementenfremde Mengen M, N durch ¢
aufeinander abgebildet, so entspricht auch jeder Untermenge M, < M
eine iquivalente Untermenge N, =€ N vermige einer Abbildung & , welche
eine Untermenge von ¢ ist.

Denn fiir jedes Element {m, n} von ® ist es definit, ob me M, ist
oder micht, und alle in dieser Weise zu M, gehorenden Elemente von &
bilden somit die Elemente einer Untermenge ®, < ®. Bezeichnet man nun
mit N, den Durchschnitt (Nr. 8) von &®; mit N, so erscheint jedes
Element von M, + N, nur in einem einzigen Elemente von @, als Element,
weil es sonst auch in & mehrfach vorkommen wiirde, und es ist nach
Nr. 15 in der Tat M, ~ X,.

18. Sind zwei elementenfremde Mengen M und N einer und der-
selben dritten Menge R gleichzeitig elementenfremd und #quivalent, oder
ist M ~R, R~ R, R ~ N, wobei je zwei aufeinander folgende Mengen
elementenfremd sein sollen, so ist auch immer M ~ N.

Es seien ® < MR, X < RR, ¥ < R' N drei ,Abbildungen” (Nr. 15),
welche bezw. M auf R, R auf R’ und R’ auf N abbilden. Ist dann {m, n}
irgend ein Element von M N, so ist definit, ob es ein Element r¢R und
ein Element »'¢R gibt, so daB gleichzeitig {m,r} e¢®, {r, '} ¢X und
{r,n) e¥ ist. Alle Elemente {m,n} von dieser Beschaffenheit bilden
somit die Elemente einer Menge Q= M N, welche eine Abbildung von
M auf N darstellt. Ist nimlich etwa m irgend ein Element von M, so ent-
spricht ihm immer ein einziges Element 7¢ R, ein einziges +'¢ R und somib
auch ein einziges ne N von der verlangten Beschaffenheit; das Analoge gilt
fiir jedes Element #n von N.! Jedem Elemente von M+ N entspricht also
in der Tat ein einziges Element {m, n} von Q, und es ist wirklich M ~ N.
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19. Theorem. Sind M und N irgend zwei Mengen, so gibt es
immer eine Menge M’ welche der einen M #Hquivalent und der anderen
N elementenfremd ist.

Beweis. Es sei S=&(M + N) gemiB V die Menge, welche die
Elemente der Elemente von M + N umfaBt, und » gemil Nr. 10 ein Ding,
welches nicht Element von M 4 § ist. Dann sind die Mengen M und
R={r} elementenfremd, und das Produkt M'= MR besitzt die im Theorem
verlangte Eigenschaft. In der Tat ist dann jedes Element von M’ nach
Nr. 13 eine Menge der Form m' = {m,r}, wo meM ist, und niemals Ele-
ment von M + N, weil sonst » Element eines Elementes von M + N
und damit gemidB V Element von S wire gegen die Annahme. Also ist
M’ beiden Mengen M und N elementenfremd.

Ferner entspricht jedem Element m von M ein und nur ein Element
m’ = {m,r}, und umgekehrt enthélt jedes m’ nur ein einziges Element
m von M als Element, da » kein Element von M sein sollte. Jedem
Element von M + M’ entspricht also ein einziges Element {m,m’} von
MM, fir welches m’ = {m,r} ist, und wenn man alle so beschaffenen
Paare {m, m’} zu einer Untermenge ®=€ M M’ rechnet, so ist nach Nr. 15
® eine Abbildung von M auf M’ und M~ M.

Aus unserem Satze folgt, daB die sdmitlichen Mengen, welche ciner
wicht verschwindenden Menge M lquivalent sind, wicht die Elemente einer
Menge T bilden konnen; denn ist T eine beliebige Menge, so gibt es
immer eine Menge M’ ~ M, welche der Vereinigung © T’ elementenfremd
und daher wicht Element von 7' ist.

20. Sind M und N irgend zwei Mengen, so ist es immer definit,
ob es eine Menge R gibt, welche beiden Mengen M und N gleichzeitig
elementenfremd und #quivalent ist.

Es sei niamlich M’ gemif Nr. 19 eine Menge, welche M &dquivalent
und M 4 N elementenfremd ist. Dann ist nach Nr. 16 definit, ob M’ ~ N
ist oder nicht. Im ersteren Falle ist B = MM’ eine Menge von der ver-
langten - Beschaffenheit, im entgegengesetzten Falle kann es eine solche
Menge R iiberhaupt nicht geben, da nach Nr. 18 aus M'~ M, M~ R
und B~ N immer M’ ~ N folgen miiite gegen die Annahme.

Das vorstehende Theorem in Verbindung mit Nr. 18 berechtigt uns
Jetzt zu der folgenden Erweiterung unserer Definition A:

21. Definition B. Zwei beliebige (nicht elementenfremde) Mengen
M und N heilen ,mittelbar dquivalent, M ~ N, wenn es eine dritte
Menge R gibt, welche ihnen beiden elementenfremd und im Sinne der
Definition A beiden ,unmittelbar dquivalent® ist.

Eine solche durch R ,vermittelte Aquivalenz zweier Mengen:- M
und N wird gegeben durch swei simuliane ,Abbildungen &< MR und
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Y<NR, und zwei Elemente meM und neN heifen ,entsprechend” oder
maufeinander abgebildet”, wenn sie einem und demselben dritten Elemente
r& R entsprechen, so daB gleichzeitig {m,r} e® und {n,r} ¢¥ ist. Auch
bei einer solchen vermittelten Abbildung entspricht wie in Nr. 17 jeder
Untermenge M, von M eine dquivalente Untermenge R, von B und somit
wieder eine dquivalente Untermenge N, < N.

Wegen Nr. 18 kann diese Definition B auch auf elementenfremde Mengen
M, N angewendet werden, und nach Nr. 20 ist es immer definit, ob zwes
beliebige Mengen im Sinne dieser Definition dquivalent sind oder wichi.

22. Jede Menge ist sich selbst dquivalent. Sind zwei Mengen M, N
einer dritten R #quivalent, so sind sie einander selbst dquivalent.

Ist némlich gem#f Nr. 19 M’ eine Menge, welche M elementenfremd
und #quivalent ist, so ist gleichzeitig M ~ M’ und M’ ~ M, also nach
Nr. 21 wirklich M ~ M.

Ist ferner die Aquivalenz der Mengen M und R vermittelt durch
M', sowie die Aquivalenz von R und N vermittelt durch N’, wobei M’
zu M und R, sowie N’ zu N und B elementenfremd sein soll, so
wihlen wir gemiB Nr. 19 eine sechste Menge R, welche ~ B und der
Summe M + N 4 R elementenfremd ist, und haben dann wegen Nr. 18

M~M~R~R R, also M~ R’
und N~N ~R~R, also N~R,
so daB nach Nr. 21 die Aquivalenz von M und N durch R’ vermittelt ist.

23. Die Nullmenge ist nur sich selbst dquivalent. Jede Menge der
Form {a} ist jeder anderen Menge {b} derselben Form wund keiner
sonstigen Menge &quivalent.

Denn da das Produkt O - immer = O ist, so kann keine Menge
M40 im Sinne der Nr. 15 der Nullmenge (unmittelbar) und somit
auch keine Menge M’ im Sinne von Nr. 21 ihr ,mittelbar #quivalent sein.

Ist ferner {a} elementenfremd zu M, d. h. @ nicht ¢M, so sind
alle Elemente des Produktes {a} M von der Form {a,m}, und wenn
M auBer m noch ein weiteres Flement p enthielte, so wiren {a, m} und
{a, p} nicht elementenfremd, wie in Nr. 15 fiir jede ,Abbildung® ¢ < {a} M
gefordert. Dagegen ist {a}-{b} = {a,b] stets eine Abbildung von
{a} auf {b}.

24. Theorem. Ist M ~ M und N ~ N’, wihrend M und N einer-
seits, M’ und N’ andererseits einander elementenfremd sind, so ist immer
M+ N~M + N.

Beweis. Wir betrachten zunichst den Fall, wo M 4N und
M'+ N’ elementenfremd sind. Dann ist auf beide Aquivalenzen M~ M’
und N ~ N’ die Definition A Nr. 15 anwendbar, und es gibt zwel
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Abbildungen & <€ MM und ¥ <€ NN’, deren Summe & + ¥ die ver-
langte Abbildung von M + N auf M’ + N’ darstellt. Ist nimlich
pe(M + N), so ist entweder pe M oder pe N, aber wegen [ M, N]=O nicht
beides gleichzeitig, und im einen Kalle enthilt ®, im anderen ¥ ein
einziges Element der Form {p,q}. Ebenso entspricht auch jedem Ele-
mente ¢ von M’ + N’ ein und nur ein Element {p,q} in & + V.

Sind M+ N und M"+ N nicht selbst elementenfremd, so gibt es
gemif Nr. 19 eine Menge S”~M'+ N’, welche der Summe M + N
+ M’ + N’ elementenfremd ist, und bei einer Abbildung X von M+ N’
auf S” mogen wegen Nr. 17 den beiden Teilen M und N’ die #quivalenten
und elementenfremden Teile 4" und N” von S” entsprechen. Dann ist
M~M ~M sowie N~ N'~ N und, da jetzt M + N und M” 4+ N”
elementenfremd sind, nach dem soeben Bewiesenen

M+ N~M'+N'=8"~M + N,
M+ N~M + N

25. Theorem. Ist eine Menge M einem ihrer Teile M’ #quivalent,
go ist sie auch jedem anderen Teile M, #Hquivalent, welcher M’ als
Bestandteil enthilt.

Beweis. Hs sei

M~M <M <M ud Q=M — M.

Wegen der vorausgesetzten Aquivalenz M ~ M’ gibt es gemiB Nr. 21 eine
Abbildung {®, ¥} von M auf M, vermittelt etwa durch M. Ist nun 4
eine beliebige Untermenge von M, so entspricht ihr bei der betrachteten
Abbildung eine bestimmte Untermenge 4" von M, und es ist definit, ob
A’ <€ A ist oder nicht. Somit bilden alle solchen Elemente 4 von UM,
fir welche gleichzeitig @ <€ 4 und 4’ A4 ist, nach III die Elemente
einer gewissen Menge T -1, und es ist namentlich M selbst Ele-
ment von 7. Der gemeinsame Bestandteil 4, = DT aller Elemente
von T (Nr. 9) besitzt nun die folgenden Eigenschaften: 1) @ <€ 4,,
weil @ eine gemeinsame Untermenge aller A& T ist, 2) 4,=< 4,, weil
jedes Element z von A4, gemeinsames Element aller 4¢ 7T und somit auch
gsein Bild 2’ ¢ A'< A gemeinsames Element aller 4 ist. Wegen 1) und 2)
ist also auch A,¢7. Endlich ist 3) 4,= @ + 4,. Da niimlich 4, <€ 4,
und gleichzeitig <€ M’ =€ M — @ ist, so ist einmal 4y <€ .4,— ¢. Anderer-
seits ist aber auch jedes Element » von 4,— @ ein Element von 4, und
daher A,— @< A4,. In der Tat, wire » nicht ¢4, so wiirde auch
A, = A,— {r} noch 4, und a fortiori 4," als Bestandteil enthalten und,
da es immer noch ¢ enthilt, selbst Element von 7' sein, wihrend es
doch nur ein Zeil von Ay= DT ist. Es ist also

M, =Q+M=(Q+4)+ (M —A4))= A+ (MU' — 4,),

also wieder
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wo die beiden Summanden rechts keine Elemente gemein haben, weil @
und I’ elementenfremd sind. Da nun aber 4~ 4, und M’ — A4
sich selbst dquivalent ist, so folgt nach Nr. 24
My~ Ay + (M — A)) =M ~ M,
d. h. wie behauptet, M, ~ M.
26. Folgerung. Ist eine Menge M einem ihrer Teile M’ #qui-
valent, so ist sie auch jeder Menge M, #quivalent, welche aus M durch

Fortlassung oder Hinzufiigung eines einzelnen Elementes entsteht.
Ky sei

M~M=M~RE ud M =M-—/{r},
wo re&R sein moége. Dann ist
M =M—(r}—(R—{r))€M—{r) =
und nach dem vorigen Satze M ~ M.

Ist ferner
M,=M— {a}, wo aecM'=M—R

ist, so sel My= M —{a,r},
und wir haben nach Nr. 23 und 24
My =M+ {r} ~My+ {a}) =M~ M
also auch M, ~ M.
Ist endlich

?

M3 =M+ {C},
wo ¢ nicht ¢ M ist, so folgt aus M ~ M’ wieder nach Nr. 24
My=M+ {¢}~M+{c}=M—R+ {¢c) =M, — R,
und nach dem vorher Bewiesenen weiter
M= My — {c) ~ M,

womit der Satz in allen seinen Teilen bewiesen ist.

27. Aquivalenzsatz. Ist jede von zwei Mengen M, N einer
Untermenge der anderen &quivalent, so sind M und N selbst Hquivalent.

Es sei M~ M < Nund N~ N’ <€ M. Dann entspricht wegen Nr. 21
der Untermenge M’ von N eine #quivalente Untermenge M€ N'€ M,

und es ist M~ M ~ M, also nach dem Theorem Nr. 25 auch
M~N ~N, q e d¥%

*) Der hier in den Nrn. 25 und 27 gegebene Beweis des , Aquivalenzsatzes*
(auf Grund meiner brieflichen Mitteilung vom Jan. 1906 zuerst publiziert von Herrn
H. Poincaré in der Revue de Métaphysique et de Morale f. 14, p. 314) beruht lediglich
auf der Dedekindschen Kettentheorie (Was sind und was sollen die Zahlen? § 4)
und vermeidet im Gegensatz zu den dlteren Beweisen von E. Schroder und F. Bern-
stein, sowie zu dem letzten Beweise von J. Konig (Comptes Rendus t. 143, 9 VII 1906)
jede Bezugnahme auf geordnete Reiben vom Typus o oder das Prinzip der voll-
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28. Theorem. Ist 7' eine beliebige Menge, deren Elemente
M,N,R, .- simtlich Mengen sind, so kann man sie alle gleichzeitig
abbilden auf #quivalente Mengen M’, N', R, .- . welche die Elemente
einer neuen Menge 7" bilden und unter sich sowohl wie einer gegebenen
Menge Z elementenfremd sind.

Beweis. Es sei S=&87T =M+ N4+ R+ --- nach V die Summe
aller Elemente von T, und gemaB Nr. 19 sei 7" eine Menge, welche 7' dqui-
valent und der Sumwme 7'+ S+ &(S + Z) elementenfremd ist, so daB
vermége einer Abbildung Q jedem FElemente M, N, R, --- von I ein
bestimmtes Element M”, N”, R”, - . - von T entspricht. Ein beliebiges
Element des Produktes SZT” (Nr- 13) ist dann von der Form {s, M"},
wo s&¢S und M”eT” ist, und fiir jedes solche Element ist es definit
(Nr. 4), ob se M ist, wo M das dem M" vermdge Q entsprechende
Element von 7, d. h. gemdf Nr. 156 { M, M} ¢ Q sein soll. Alle so be-
schaffenen Elemente des Produktes bilden somit wegen III die Elemente
einer Untermenge S’ von S7", und diese Menge S’ ist S + Z elementenfremd,
weil sonst ein M"” ¢ T" als Element von {s, M"} Element eines Elementes
von S + Z, also wegen V Element von & (8 + Z) wire gegen die iiber T
gemachte Annahme. Ist ferner M ein beliebiges Element von 7, und M”
das entsprechende von 7", so bilden diejenigen Elemente {s, M} von §’,
welche M"” als Element enthalten, nach III eine gewisse Untermenge
M <8, und es ist M~ M vermdge einer Abbildung M€ MM <SS,
in welcher jedem Elemente m von M ein Element m = {m, M”} von M’
entspricht und umgekehrt. Ebenso gehdrt auch zu jedem anderen Ele-
ment Ne&T eine #quivalente Untermenge N’ =€ S’ und eine Abbildung
N < NN < S8’, durch welche jedem Elemente » von N ein Element
{n, N} von N’ entspricht. Die beiden Untermengen M und N’, welche
zu zwet verschiedenen Elementen MM und N von 7 gehoren, sind aber
immer elementenfremd, denn wire etwa

{m, M"} = {n, N"}

ein gemeinsames Element von M’ und N’, so miiite M" als Element
von {n, N’} entweder = N” oder — #» sein, und im ersten Falle wire
auch M = N, im zweiten aber wiren I'” und S nicht elementenfremd,
gegen die Annahme. Die Untermengen M’, N', R’,..- von §’, welche
vermége der Abbildungen M, N,P,... den Elementen M, N, R,--, von

stindigen Induktion. FEinen ganz dhnlichen Beweis verdffentlichte ungefihr gleich-
zeitig Herr G. Peano (,,Super Teorema de Cantor-Berustein*, Rendiconti del Circolo
Matematico XXI sowie Revista de Mathematica VIII, p. 136), wo in der letztgenannten-
Note zugleich auch der von Herrn H. Poincaré gegen meinen Beweis gerichtete
Einwand erdrtert wird. Vgl meine Note Math. Ann. Bd. 65, p. 107—128, § 2 b.

Mathematische Annalen. LXV. 18
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T #quivalent sind, sind also in der Tat sowohl unter sich als auch, weil
S’ es ist, der Menge Z elementenfremd. Endlich ist von jeder Unter-
menge S,"<€ §’, welche ein Element {s, M’} enthilt, immer definit, ob
sie mit der entsprechenden Menge M’ identisch ist oder nicht, und
alle diese M', N, R’,.-- bilden gem#B III und IV die Elemente einer
gewissen Menge 7' =€ U 8’; der Satz ist also in allen seinen Teilen
bewiesen.

29vi. Allgemeines Auswahlprinzip. Ist T eine Menge, deren Ele-
mente M, N, R, - - . simtlich von Null verschiedene Mengen sind, so gibt
es immer Mengen P, welche nach einer bestimmten Vorschrift jedem
Element M von T eines seiner Elemente meM eindeutig zuordnen.

Beweis. Man wende auf 7’ das in der vorhergehenden Nr. 28 an-
gegebene Verfahren an, wobei Z = 0 gesetzt werden kann, und hat dann
alle Mengen M, N, R,-.- gleichzeitig abgebildet auf die Aquivalenten
Mengen M’, N’, R, -, welche unter sich elementenfremd sind und die
Elemente einer Menge 1" bilden. Ist nun P gemdf VI eine solche
Untermenge von &7, welche mit jedem KElement von 7" genau ein Ele-
ment gemein hat, so leistet P die verlangte Zuordnung. Ist némlich M
irgend ein Element von 7 und ist M  das entsprechende Element von 77,
80 enthdlt P nur ein einziges Element m’ von M, und diesem entspricht
wieder ein’ ganz bestimmtes Element m von M.

30vy. Theorem. Sind zwei dquivalente Mengen 7" und 77, deren Ele-
mente M, N, R,--- bzw. M’, N', R’, --- unter sich elementenfremde
Mengen sind, so aufeinander abgebildet, daB jedem Element I/ der einen
Menge eine #quivalente Menge M’ als Element der anderen entspricht,
so sind auch die zugehdrigen Summen &7 und &7', sowie die ent-
sprechenden Produkte P T und P 7" einander dquivalent.

Beweis. Wir beweisen den Satz zunichst unter der Annahme, dab
S=©T und 8'= ST einander elementenfremd sind, in welchem Falle
auch jedes Element von 7 jedem FElement von 7' elementenfremd sein
muB. Aus M ~ M’ folgt dann gem#B Nr. 15, daB UW(M M) eine von O
verschiedene Untermenge A, besitzt, welche die simtlichen mdglichen Ab-
bildungen M, M’, M, -.. von M auf M’ als Elemente enthilt. Ebenso ent-
spricht jedem anderen Element N von 7' eine Menge Ay=€ W(NN"), welche
die simtlichen Abbildungen von N auf N’ umfafit, und auch Ay ist == O.
Alle diese Abbildungsmengen Ay, Ay, Az, --- sind Untermengen von
U(S8S’) und bilden daher wegen III und IV die Elemente einer gewissen
Untermenge T < NN (SS"). Da nun die Elemente von T simtlich von 0
verschiedene Mengen und unter sich elementenfremd sind (weil aus der
Elementenfremdheit von M M’ und NN’ auch die ihrer Untermengen folgt),
so ist nach Axiom VI auch das Produkt BT 0, und ein beliebiges Ele-
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ment O von BT ist eine Menge der Form © = {M, N, P, - .-}, welche von
jeder der Mengen Ay, Ay, Az, - - - genau ein Element enthélt. Die Existenz
einer solchen ,kombinierten Abbildung® hétten wir kiirzer auch aus dem
Theorem Nr. 29 schlieBen kénnen. Bilden wir nun geméB V die Vereinigung

Q=GO =M+N+P+...€85,

so liefert Q die verlangte Abbildung von S auf S”. Denn jedes Ele-
ment s von S muBl einem und nur einem Elemente von T, etwa M, als
Element angehtren und daher in einem einzigen Element der entsprechen-
den Abbildung M als Element erscheinen, wihrend in allen iibrigen Summan-
den N, P,--- kein Element von I mehr vorkommt. Das analoge gilt auch
fiir jedes Element s” von S’, und nach der Definition Nr. 15 ist somit in der
Tat S~ S

Durch dasselbe Q und seine Untermengen wird wegen Nr. 17 auch jede
Untermenge p von S auf eine dquivalente Untermenge p" von S’ abgebildet,
und ist insbesondere p ={m,n, .-} gemiB Nr. 13 ein Element von
P = BT, so ist die ihm entsprechende Untermenge p'={m’,n’,- .-} von S’
auch ein Element von P 7. Ist ndmlich M ein beliebiges Element von 77,
und M das entsprechende Element von 7} so enthdlt p ein und nur ein
Element meM und p’ das entsprechende Element m’'¢M’, aber auch kein
weiteres Element von M’, da ein solches auch einem zweiten Elemente
von M in p entsprechen miiite. Kbenso entspricht jedem Elemente
p’ ePT" ein und nur ein Element peP T, und wir erhalten in der Tat eine
bestimmte Untermenge TT=€ BT . PT" als Abbildung von PIT auf PI,
so daB auch diese beiden Produkte einander #quivalent sind.

Sind nun aber S und S’ nicht mehr elementenfremd, so konnen wir
gemif Nr. 19 eine dritte Menge S” einfithren, welche S’ #quivalent und
S + 8’ elementenfremd ist. Dann entspricht wegen Nr. 17 einer Untermenge
M’ < 8’ eine #quivalente Untermenge M =€ S”, und da die M’, N', R',---
untereinander elementenfremd sind, so gilt das gleiche auch von den ent-
sprechenden M, N’, R”, - ... Da ferner jedes Element s” von S” einem
Elemente s von S’ entspricht, welches einer der Mengen M’, N', R/, ---
angehort, so ist S” die Summe aller dieser M”, N”, R”,- .., welche die
Elemente einer gewissen Unlermenge I =€ 118" bilden. Nun haben wir
aber M~ M ~M", N~ N ~N",...; es ist algo jedes Element M von T
dem entsprechenden Element M von 7" #quivalent, und da jetzt 8" =& 71"
beiden Summen S'= &7 und S = ©7 elementenfremd ist, so folgt nach
dem oben Bewiesenen:

STI~CI"~GT" und PT~PT"'~PRT,
womit der Satz in voller Allgemeinheit bewiesem ist.
31. Definition. Ist eine Menge M einer Untermenge der Menge N
18*



276 E. ZerMEro.

dquivalent, aber nicht umgekehrt N einer Untermenge von M, so
sagen wir, M sei ,von kleinerer Mdcltigkeit als N* und schreiben ab-
gekiirzt M < N.

Folgerungen. a) Da es nach Nr. 21 fiir irgend zwei Mengen de-
finit ist, ob sie einander #quivalent sind oder nicht, so ist es auch de-
finit, ob M mindestens einem Element von UN, sowie ob N irgend
einem Element von UM d&quivalent ist. Es ist also immer definit, ob
M < N ist oder nichi.

b) Die drei Beziehungen M < N, M~ N, N< M schlieBen einander aus.

¢) Ist M < N und N <R oder N~ R, so ist immer auch M < R.

d) Ist M einer Untermenge von N dquivalent, so ist entweder M~ N
oder M < N. Dies ist eine Folge des , Aquivalenzsatzes” Nr. 27.

e) Die Nullmenge ist von kleinerer Méchtigkeit als jede andere Menge,
ebenso jede aus einem einzigen Elemente bestehende Menge { a | von kleinerer
Michtigkeit als jede Menge M, welche echte Teile besitzt. Vergl Nr. 23.

32. Satz von Cantor. Ist M eine beliebige Menge, so ist immer
M<UM. Jede Menge ist von kleinerer Mdichtigkeit als dic Menge ihrer
Untermengen.

Beweis. Jedem Element m von M entspricht eine Untermenge
{m) =€ M. Da es nun fiir jede Untermenge M, < M definit ist, ob sie
nur ein einziges Element enthilt (Nr. 13), so bilden alle Untermengen der
Form {m} die Elemente einer Menge U, <€ UM, und es ist M ~ U,,.

Wire umgekehrt U = UM #quivalent einer Untermenge M, € M,
so entspriche vermdge einer Abbildung ® von U auf M, jeder Unter-
menge M, < M ein bestimmtes Element m, von M,, so daB { M, m }e®
wire, und es wire immer definit, ob m, e M, ist oder micht. Alle solchen
Elemente m, von M,, fir welche nicht m, eM, ist, bildeten also die
Elemente einer Untermenge M’ -€ M,-< M, welche gleichfalls Element
von U wire. Dieser Menge M’ << M kann aber kein Element m’ von M,
entsprechen. Wire nimlich m'e¢M’, so widerspréiche dies der Definition
von M'. Wire aber m' wicht ¢ M’', so miiite nach derselben Definition
M’ auch dieses Element m' enthalten, widersprechend der Annahme. Es
ergibt sich also, daB U keiner Untermenge von M dquivalent sein kann,
und in Verbindung mit dem zuerst Bewiesenen, M << NI

Der Satz gilt fiir alle Mengen M, z. B. auch fir M = 0, und es ist
in der Tat

0 < {0} =U(0).
Ebenso ist auch fiir jedes a

491 <{0, {a}}=U{a}.
Aus dem Satze folgt endlich, daBl es zu jeder beliebigen Menge T von
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Mengen M, N, R, - -+ immer noch Mengen von groBerer Michtigkeit gibt;
z. B. die Menge

P=U€T>68T>M,N,RE,---
besitzt diese Eigenschaft.

33vi. Theorem. Sind zwei dquivalente Mengen 7' und 7", deren Ele-
mente M, N, R,--- bzw. M', N, R, - .. unter sich elementenfremde
Mengen sind, so aufeinander abgebildet, daB jedes Element M von 7' von
kleinerer Michtigkeit ist als das entsprechende Element M’ von 77, so ist
auch die Summe S = &7 aller Elemente von 7 von kleinerer Michtig-
keit als das Produkt P’'= BT’ aller Elemente von 1.

Beweis. Hs geniigt, den Satz fiir den Fall zu beweisen, wo die
beiden Summen S = &7 und §'= &7" elementenfremd sind. Die Aus-
dehnung auf den allgemeinen Fall vollzieht sich dann analog wie bei dem
Theorem Nr. 30 und mit Hilfe desselben durch Einschaltung einer dritten
Menge S”~ S, welche S’ elementenfremd ist.

Zunichst ist zu zeigen, daB S einer Untermenge von P’ dquivalent
ist. Wegen M < M’ existiert eine von O verschiedene Untermenge
Ay W(M M), deren simtliche Elemente M, M’, M”, .. . Abbildungen sind,
welche M auf Untermengen M,, M, --- von M  abbilden. Solche Ab-
bildungsmengen Ay, Ay, Ag, - - - existieren fiir je zwel entsprechende Ele-
mente {M, M'}, {N,N'}, {R, R}, --- von T und 7", und jedes Element
© ={M,N,P, ...} ihres Produktes BT = Ay-Ay-Ag--- liefert, analog wie
in Nr. 30, eine simultane Abbildung séimtlicher Elemente M, N, R, - - -
von 7 auf dquivalente Untermengen M, N,, R/, - - der entsprechenden
Elemente von 7”. Durch Q = &0 < S8’ wird also jedes Element s von S
auf ein Element s’ von S’ abgebildet, wenn auch nicht umgekehrt jedes
von S’ auf eines von S.

Nun sind aber die Komplementérmengen M'— M,', N'— N,', R'— R/, -,
welche die Elemente einer Menge 7= WS’ bilden, simtlich von O
verschieden, weil wegen M < M’ der Fall M ~ M= M’ immer aus-
geschlossen ist. Somit ist auch das Produkt L7, =0, und es existiert
mindestens eine Menge ¢&¢B T, von der Form g = {my, ny, r,, - -} € 8/,
welche mit jeder der Mengen M’ — M, N'— N/, - - - genau ein Element
gemein hat und daher auch Element von P’ ist.

Ist nun s irgend ein Element von S, und s’ das vermdge Q ihm ent-
sprechende Element von S, so entspricht ibnen beiden noch ein Element
s, von ¢ € 8" in der Weise, daB s und s,” immer einem und demselben
Elemente von 7" angehdren und somit fiir se M immer s,'= m, ist usw-
Da aber im Falle s'¢ M,  stets s,’¢ (M’ —DM,") ist, so sind s’ und s," immer
voneinander verschieden. Bilden wir nun die Menge

g =q—{s’} +{s},
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welche aus ¢ entsteht, indem wir das eine Element s, durch das andere
s’ ersetzen, so erhalten wir wieder ein Klement von P’, ndmlich eine
Untermenge von S’, welche mit jeder der Mengen M’, N, R’, .- - genau
ein Element gemein hat. Diese Elemente ¢, von P’, welche die Elemente
einer Untermenge P, =< P’ bilden, sind aber sédmtlich voneinander ver-
schieden. Denn sind etwa m, und m, zwei verschiedene Elemente der-
selben Menge MeT, so sind auch die entsprechenden Elemente m,” und
m, von M,’, welche an die Stelle von s’ treten, voneinander verschieden,
und somit auch
Gmy =4 — {mg'} £+ {m} + g — {mg} + {m)} = g,,,,

da ¢ auBer m, kein weiteres Element mit M  gemein hat. Sind aber m
und # zwei Elemente von S, welche verschiedenen Mengen M und N an-
gehoren, so hat ¢, =q — {m,} + {m'} mit M’ ein Element m' von M,
dagegen ¢, = q — {7y} + (%'} mit M’ nur das Element m, ¢ (M — M,")
gemeinsam, und beide Mengen sind gleichfalls voneinander verschieden.
Somit bilden die Paare {s, ¢,} die Elemente einer Menge ® < S P, welche
gemiB Nr. 15 den Charakter einer Abbildung besitzt, und es ist in der
Tat S~ P,/< P

Andererseits kann aber P’ keiner Untermenge S, von S #quivalent
sein. Wire dies ndmlich der Fall, so miiite vermdge einer Abbildung
Y < S§,P'< SP jedem Elemente s¢S, ein Element p,sP’ entsprechen.
Betrachten wir insbesondere diejenigen Elemente p,, welche Elementen m
des Durchschnittes M, =[DM, S,) entsprechen. Jedes dieser p, enthdlt dabei
ein Element m” & M’, nimlich dasjenige, welches p,, als Element von P’
mit M’ gemeinsam hat; die zu verschiedenen m gehorenden m” brauchen
aber nicht immer verschieden zu sein. Jedenfalls bilden alle m”, die zu
den Elementen m von M, gehdren, die Elemente einer Untermenge M’
von M’, welche von M’ selbst verschieden ist, da sonst M’ einer Unter-
menge von M, <€ M #quivalent wire gegen die Voraussetzung M < M'.*)
In derselben Weise gehéren zu allen Elementen M, N, E, --. von T
gewisse echte Teilmengen M,, N,’, R,, --. der entsprechenden Elemente
M, N, R, .-- von I". Die zugehorigen Komplementirmengen M — M,
N'—N,, R"—R,, --- sind also simtlich von O verschieden und bilden
die Elemente einer Menge 7,08’ Ist nun p, irgend ein Element
von BT, 40, so ist es gleichzeitig auch Element von P’, kann aber
bei der vorausgesetzten Abbildung W keinem Elemente s von S, ent-
sprechen. Wére némlich etwa p, = p,,, entspriche also p,” einem Elemente
von M, so miiite es nach der gemachten Annahme mit M’ ein Element
m” ¢ M, gemein haben, wihrend. .in Wirklichkeit p,” mit M" kein anderes

*) Auch hier kommt das Auswahlaxiom VI zur Anwendung.
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Flement als eines von M’ — M,;" gemein haben kann. Ebensowenig kann
p, irgend einem Elemente von N,, R, - - entsprechen, entspricht also {iber-
haupt keinem Elemente von S;=€ S, und die Annahme P’ ~ §, fihrt auf

einen Widerspruch, womit der Beweis der Behauptung S< P’ vollendet ist.

Das vorstehende (Ende 1904 der Gottinger Mathematischen Gesellschaft von mir
mitgeteilte) Theorem ist der allgemeinste bisher bekannte Satz tiber das GriSer und
Kleiner der Michtigkeiten, aus dem alle iibrigen sich ableiten lassen. Der Beweis
beruht auf einer Verallgemeinerung des von Herrn J. Konig fiir einen speziellen Fall
(siehe unten) angewandten Verfahrens.

34vr. Folgerung. (Satz von J. Konig). Ist eine Menge 7, deren
Elemente simtlich Mengen und untereinander elementenfremd sind, in der
Weise auf eine Untermenge 7" von T abgebildet, daf jedem Elemente M
von T ein Element M’ von 7" von groferer Michtigkeit (M < M') ent-
spricht, so ist immer & T < P T, sofern PT' =40 ist.*)

Nach dem Theorem Nr. 33 ist in dem betrachteten Falle immer
ST < PBT’; es bleibt also nur noch zu zeigen, daB hier PBT" einer Unter-
menge von PT dquivalent ist. Fiir "= T ist dies trivial; im anderen
Falle ist aber P(7'—T") <=0, weil sonst wegen VI die Nullmenge ein Kle-
ment von 7'— 7’ und gegen die Annahme SB7 = O wire. Ist aber ¢
irgend ein Element von P(7 — I') und p' s PI', so ist p’ 4 g Element
von P7, nimlich eine Untermenge von &1 + &(T — I") = © T, welche
mit jedem Elemente von 7" sowohl als von 7' — 7" genau ein Element
gemein hat. Somit entspricht bei festgehaltenem ¢ jedem Element p’ von
BT’ ein bestimmtes Element p’ + g von P 7, und alle diese p’ 4 ¢ bilden
die Elemente einer gewissen Untermenge P, von BT, welche ~ BT ist.

35. Auch der Cantorsche Satz Nr. 32 laBt sich als besonderer Fall
aus dem allgemeinen Theorem Nr. 33 gewinnen.

Es sei M eine beliebige Menge, M’ gemiB Nr. 19 eine M dquivalente
und elementenfremde Menge und ® <€ MM’ eine beliebige , Abbildung*
von M auf M’'. Jedem Element m von M entspricht dann ein bestimmtes
Element {m,m'} von ® und es ist immer gemdB Nr. 3le

fm} < {m,m}.
Diese Mengen {m) bilden offenbar die Elemente einer weiteren Menge
T ~ M, und es ist nach dem Theorem Nr, 33

M=6T<PP.
Bs bleibt also nur noch zu zeigen, daB P ~ UM ist. Nun ist jedes

Element von P& eine Menge der Form M, + (M’ — M,"), wo M, eine
Untermenge von M, und M," die entsprechende von M’ bedeutet. Somit

*) J. K6nig, Math. Ann. Bd. 60, p. 177 fiir den besonderen Fall, wo die Elemente
von T nach ihrer Michtigkeit geordnet eine Reihe vom Typus o bilden.
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entspricht in der Tat jedem Elemente M, von UM ein und nur ein
Element von B¢ und umgekehrt, und es ist, wie behauptet,

M< RO~ UM

36vrr. Theorem. Die ,Zablenreihe“ Z; (Nr. 14) ist eine ,unendliche®
Menge d. h. eine solche, welche einem ihrer Teile #dquivalent ist. Um-
gekehrt enthilt auch jede ,unendliche Menge M einen Bestandteil M,
welcher ,abzihlbar unendlich® d. h. der Zahlenreihe dquivalent ist.

Beweis. Hs sel Z eine beliebige Menge, welche gem#dfl VII das
Element 0 und mit jedem ihrer Elemente a auch das entsprechende
Element {a} enthdlt, und diese Menge Z sei durch eine Abbildung
Q € ZZ' gemiB Nr. 19 abgebildet auf eine ihr dquivalente und elementen-
fremde Menge Z’. Ist nun {z,2’} ein beliebiges Element von ZZ’, und
{2, 2} Element von Q fiir dasselbe 2, so ist immer definit, ob 2z = {x} ist
oder nicht. Alle solchen Elemente { {2}, 2’} von ZZ’ bilden also nach III
die Elemente einer gewissen Untermenge ® < ZZ7’, und ® ist eine ,Ab-
bildung® von Z’ auf Z, <€ Z, wo Z, alle Elemente der Form z = {#} um-
faBt. In der Tat entspricht jedem 2z &Z’ ein bestimmtes {(z}&Z, und
umgekehrt, d. h. jedes Element von Z, 4 Z’ erscheint in einem und nur
einem Elemente von ®. Es ist also nach Nr. 21 Z~ 2"~ Z,, wo Z,,
weil es das Element O nicht enthilt, nur ein 7eil von Z ist; und jede
wie Z beschaffene Menge, also auch Z ist ,unendlich®

Um nun auch die zweite Hilfte des Theorems zu beweisen, betrachten
wir eine beliebige ,unendliche“ Menge M, die wir aber mit Riicksicht auf
Nr. 19 unbeschadet der Allgemeinheit als elementenfremd zu Z; annehmen
kénnen. Es sei also M~ M’ =M — R, r ein beliebiges Element von R =0
und {®, ¥} gemiB Nr. 21 eine Abbildung, bei welcher jedem Elemente
me M ein Element m' ¢ M’ entspricht und umgekehrt. Ferner sei A eine
Untermenge des Produktes MZ,, welche die folgenden Kigenschaften
besitzt: 1) sie enthilt das Element {r, 0}; und 2), ist {m, 2} irgend
ein Element von A, so enthilt A auch das weitere Element {m’, 2"}, wo
m’ das dem m entsprechende Element von M’, und 2 = {2} wegen
Nr. 14 gleichfalls Element von Z; ist. Ist nun Aj= DT der gemeinsame
Bestandteil aller wie A beschaffenen Untermengen von M Z,, welche wegen
IIl, IV die Elemente einer gewissen Menge T <€ U(MZ,) bilden, so
besitzt auch A,, wie man ohne weiteres erkennt, gleichfalls die Eigen-
schaften 1) und 2), ist also ebenfalls Element von T. Ferner ist, mit
alleiniger Ausnahme von {r,0}, jedes Element von A, auch von der
Form {m, #’}; denn im entgegengesetzten Falle kénnten wir es fortlassen,
und der Rest von A, besiBe immer noch die Eigenschaften 1) und 2),
ohne doch, wie alle Elemente von T, den Bestandteil A; zu enthalten.
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Hieraus folgt zundchst, dall das Element {r,0} allen iibrigen Elementen von
A, elementenfremd ist, da weder r=m"e M  noch 0 = {2} =2 sein und
somit kein weiteres Element {/, 2’} eines der Elemente r oder 0 ent-
halten kann. Ist ferner ein Element {m, z} von A, allen iibrigen elementen-
fremd, so gilt das gleiche auch von dem entsprechenden Elemente {m/, 2'},
da zu jedem Elemente der Form {w/, 2} oder {m,, 7'} ein weiteres Ele-
ment {m, z,} oder {m,, s} gehbren miibte. Alle Elemente von A,, welche
allen iibrigen elementenfremd sind, bilden also die Elemente einer Unter-
menge A, von A, welche die Higenschaften 1) und 2) besitzt und daher
als Element von T umgekehrt A, als Untermenge enthilt, d. h. mit A,
identisch ist. Jedes Element von

"BA, =My, + Zyy € M + Z,,
wo wir mit M, und Z,, die gemeinsamen Bestandteile von SA, mit
M, bezw. Z, bezeichnen, kann also nur in einem einzigen Elemente von
A, als Element figurieren, und es ist (wegen Nr. 15) My~ Z,,. Nun
ist aber Z,, eine Untermenge von Z,, welche das Element 0 und mit jedem
ihrer Elemente ¢ auch das zugehorige 2 = {2} enthilt; Z;, muB also
wegen Nr. 14 die ganze Zahlemreihe Z, als Bestandteil enthalten, d. h.
es ist Z,,= 2, und, wie behauptet, Z,~ M, M.

Chesieres, den 30. Juli 1907,




