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Beitrage zur Theorie der Punktmengen. III.

Von

A. ScrOENFLIES in Kénigsberg i./Pr.

Mit dem folgenden Beitrage gelangen meine Untersuchungen iiber
die Theorie der ebenen Punktmengen zu einem gewissen AbschluB. Das
Ziel, das ich mir gesteckt hatte, und das darauf ging, die geldufigen Sitze
der Analysis situs iiber Kurven und Kurvenbogen, sowie iiber die durch
sie bewirkten Gebietsteilungen mengentheoretisch zu kliren und zu be-
griinden, diirfte mit ihnen erreicht sein. Abgesehen hiervon aber haben
diese Untersuchungen zu einem neuen und meines Erachtens prinzipiell
wichtigen Ergebnis gefithrt, ndmlich zu den notwendigen und hinreichenden
Eigenschaften, die fiir eine Punktmenge erfiillt sein miissen, damit sie im
Sinne der Analysis situs als gleichwertiq mit der Geraden oder der Strecke
betrachtet werden kann. Fiir diese Kriterien bildet die von mir einge-
filbrte Unterscheidung der Punkte einer Menge in erreichbare und nichi
erreichbare die Grundlage; in ihr darf ich denjenigen Begriff erblicken,
der fiir eine abschlieBende Erorterung der vorliegenden Probleme eines
der wesentlichsten Hilfsmittel bildet und den allgemeinsten mit der Ge-
raden gleichwertigen Kurvenbegriff charakterisiert.

Als wichtig mochte ich noch den Umstand hervorheben, daB alle
Begriffe, die ich fiir die Einteilung und Analyse der Mengen, sowie fiir
die Kennzeichnung ihrer besonderen Art benutze, sich im Laufe der Unter-
suchung als solche erwiesen haben, die den umkehrbar eindeutigen und
stetigen Transformationen der Ebene gegeniiber #nvariant sind. Dies be-
rechtigt dazu, diese Begriffe als die natiirlichen Grundbegriffe jeder der-
artigen Analyse aufzufassen.

Was die teilweise Linge und Ausfiihrlichkeit meiner Darstellung be-
trifft, so scheint sie mir unvermeidlich zu sein. Handelt es sich doch um
ein Gebiet, bei dem man nur zu leicht zu Fehlern gelangt, wenn man die
geliufigen Ergebnisse der Anschauung als die allgemeinsten gestaltlichen
Moglichkeiten auffaBt. Demgegeniiber habe ich stets die logische FEr-
schopfung aller an sich moglichen Fille zam Ausgangspunkt gewéhlt.
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Dies ist um so notiger, als in vielen Fillen, insbesondere in der Funk-
tionentheorie, ebene Mengen nur durch analytische Definitionen eingefithrt
werden, bei denen die Vorstellbarkeit schlieBlich ganz versagt. Ich fiige
hinzu, daB aus diesem Grunde auch der Beweis, den Herr C. Jordan fir
seinen bekannten Kurvensatz gegeben hat, einer Erginzung bedarf. Dieser
Beweis operiert mit einer Rethe von Polygonen, die einander einschlieBen,
resp. ausschlieBen, und beruht auf der stillschweigenden, aber irrtiimlichen
Annahme, daB solche Reithen immer gegen eine geschlossene Kurve kon-
vergieren, die die Ebene in ein AuBeres und ein Inneres teilt. Dies ist
aber keineswegs der Fall. Vielmebr konnen die gestaltlichen Verhiltnisse,
die hier in Frage kommen, viel allgemeinere sein, und gerade das Auf-
treten der Kurve ist dasjenige, was des Beweises bedarf (vgl. § 1).
Im einzelnen ist zu bemerken, da8 ich zunichst (§ 1ff) einige einfachere
Hilfssitze tiber Gebiete und deren Zerlegung ableite, die hier als grund-
legend zu betrachten sind, wobei auch die soeben genannte Frage ihre
Erledigung findet. Alsdann folgen einige Paragraphen, die sich eingehend
mit dem oben erwihnten Begriff der Erreichbarkeit beschéftigen und seine
Bedeutung fiir die ganze Theorie ins Licht setzen (§ 5ff); es ist klar,
daB in ihm das geometrische Aquivalent fiir die umkehrbare Stetigkeit
des die Kurve darstellenden Funktionenpaares z={f(¢), y= @) zu
erblicken ist. Dieser Begriff gestattet fiir diejenige Kurve, deren simt-
liche Punkte beiderseits erreichbar sind und die ich als einfache Kurve
bezeichne, dieselbe Anordnung ihrer Punkte vorzunehmen, wie fiir den
Kreis, ndmlich diejenige, die auf dem Zwischenbegriff berubht (§ 8). Es
folgt (§ 10) ein neuer und wesentlich kiirzerer Beweis des Satzes, daB
Jede derartige Kurve umkehrbar eindeutig und stetig auf den Kreis ab-
gebildet werden kann*); alsdann folgt (§ 11) ein neuer Beweis des
Jordanschen Kurvensatzes iiber die Teilung der Ebene in ein AuBeres
und Inneres, der iiberdies dahin zu vervollstindigen ist, daB alle Punkte
der beziiglichen Kurve aus beiderseits erreichbaren Punkten bestehen. Erst
damit diirfte eine zufriedenstellende Antwort auf die Frage gewonnen sein,
welches die notwendigen und hinreichenden Eigenschaften einer Punkt-
menge sind, damit sie Bild des Kreises oder des Kreisbogens ist. Der
Jordansche Satz erscheint auf diese Weise erst am Ende der Darstellung,
wohin er bei der allgemeinen Erorterung der ebenen Mengen auch ge-
hort; in der Tat reduziert sich so sein Beweis ausschlieBlich darauf,
auf Grund der allgemeinen Resultate aus der Mannigfaltigkeit der ver-
schiedenen ebenen Mengen diejenigen herauszusuchen, die ihrer Struktur

*) Einen Beweis dieses Satzes, und zwar mit Hilfe des Jordanschen Kurven-
satzes, gab inzwischen auch Herr F. Riesz, diese Ann. Bd. 59, S. 409.
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nach Bild des Kreises sein konnen, wozu es nur der einfachsten Uber-
legungen bedarf.

Der Begriff der umkehrbar eindeutigen und stetigen Abbildung kann
sich sowohl auf eine einzelne Menge wie auf die ganze Ebene beziehen.
Der erste Begriff kann aber immer zu dem zweiten erweitert werden.
Der Nachweis dieser Tatsache (§ 12) ist ndtig, um die Sitze dber Gebiets-
teilungen, die zundchst nur fiir polygonale Wege abgeleitet wurden, auf
beliebige, einfache Kurvenwege zu iibertragen. Den SchluB bildet (§ 13)
eine Zusammenstellung der wichtigsten Invarianten der Analysis situs.

Ich schlieBe mit dem Hinweis, daB fiir diese Beitrige keine anderen
Voraussetzungen zugrunde gelegt werden, als die Analysis situs der ge-
wohnlichen Polygone und der mit ihnen aufgebauten Gebilde, die allge-
meinen Grundlagen der Theorie der ebenen Mengen, sowie endlich der Be-
grift der eineindeutigen und stetigen Abbildung. Auf dieser Grundlage ge-
lingt es, dem eben genannten Teil der Analysis situs die allgemeinste
Erweiterung zu geben, deren er fihig zu sein scheint.

§ 1.
Folgen einschlieBender und ausschlieBender Polygone.

Eine Folge von einfachen Polygonen
{P,} =P, Py, -, P,

von der Art, daB kein Punkt von P, auBerhalb von P, , liegt*), soll als
Folge ausschliefender Polygone bezeichnet werden. GemiB Beitrag II, § 3
konvergiert sie gegen eine zusammenhingende Menge E.**) Definiert
man ein Gebiet I so, daB ihm das Innere J(P,) eines jeden Polygons P,
angehort, so ist auch J zusammenhingend. Sind nimlich 2 und 7, zwei
Punkte von , so gibt es der Definition gemiB ein erstes Polygon, zu
dessen Innerem sie gehdren; sie sind also durch einen zu ¥ gehdrigen
Weg***) verbindbar.

Ein #hnlicher Satz besteht fiir eine Folge einander einschlieBender
Polygone; darunter verstehe ich Polygone ¢, von der Art, daB kein Punkt
von ¢, innerhalb von @, , liegt. Auch sie konvergieren gegen eine zu-
sammenhingende Menge T, und man kann ein zusammenhingendes Gebiet
U definieren, dem das Aufere A(Q,) eines jeden Polygons @, angehort.

Die Menge ¥ braucht weder in dem einen noch in dem anderen

~

*) Da P und P +1 Punkte gemein haben, ist zulissig.

* Diese Ann. Bd. 59, S. 139. Dort ist der Satz unter der Voraussetzung iso-
lierter Mengen %v bewiesen; er gilt ebenso fiir die Polygone P.

**, D. h. einen Streckenzug endlicher Streckenzahl; vgl. Beitrag IT a. a. O. S. 131.
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Falle eine geschlossene Kurve za sein, sie kann vielmehr weit allgemei-
neren Charakter haben. Ziehen wir insbesondere die Polygone P, resp.
die durch sie bestimmte Menge & in Betracht, so gilt fir die Gebiets-
teilung, die durch sie bewirkt wird, das Folgende. Setzt man

E=T+I+M,

wo € die ganze Ebene bedeutet, so braucht I keineswegs zusammen-
hingend zu sein; vielmehr kann I in beliebig viele Teilgebiete zerfallen,
wofiir unten ein einfaches Beispiel folgt. Benutzt man ferner fiir T die
allgemeine Zerlegung¥*)

i=£i_l"sz:izz_|"szrnz':

wo die Punkte von ¥, und ¥, Grenzpunkte nur von {J resp. nur von IR
sind und die Punkte von ¥, gemeinsame Grenzpunkte von It und
so folgert man leicht, daB ¥, =0 ist. Da namlich jeder Punkt von ¥
Grenzpunkt von Punkten der Polygone P, ist, so liegen in jeder Nahe
von ihm auch solche Punkte, die zum Inneren gewisser Polygone P,,
also auch zu 3 gehoren; es kann daher keinen Punkt £, geben, in dessen
Umgebung nur Punkte von I liegen. Dagegen braucht &, nicht Null
zu sein. Andererseits ist ¥, die volle Grenze zwischen J§ und M, und
ist in dem Falle, daB I selbst ein zusammenhingendes Gebiet ist, gemiB
Beitrag II, § 5 ebenfalls eine zusammenhingende Menge, und zwar eine
geschlossene Kurve. Ahmliche Verhiltnisse gelten fiir den Fall, daB €
Grenzmenge der Polygone ¢, ist.

Fiigt man z B. (Fig. 1) einem Quadrat von auBen ein Dreieck so an,
daB beide nur eine Ecke gemein haben, und betrachtet die Polygone, die
gegen diese Figur von auBen approximieren, so bilden
sie eine Folge {@Q,}, so daB M in zwei getrennte Ge-
biete zerfillt. Ahnliches gilt, wenn man das Dreieck
von innen anfiigt, fiir die von innen approximierenden
Polygone P,. Errichtet man andererseits anf dem .
Quadrat nach auBen ein Lot, und betrachtet wieder die == f .

von auBlen approximierenden Polygone, so bilden sie p .
eine Folge, fiir die I ein einziges Gebiet ist, wihrend  ~"==" "~~~ =
T aus dem Quadrat und dem Lot besteht, also sich ‘
nicht auf die Grenze zwischen I und A beschrinkt. Derartige Beispiele
lassen sich in mannigfachster Form und zwar mit vorgegebenen Teil-
mengen T, resp. T, und mit vorgegebener Gebietsteilung leicht herstellen.
Nur wenn man von vornherein weiB, daB eine einschlieBende und
eine ausschlieBende Polygonfolge gegen dieselbe Menge I konvergiert, kann
*) Jeder Punkt von ¥ gehdrt einer und nur einer der drei Teilmengen an.

Mathematische Annalen. LXIL 19
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man gem#dB dem Obigen folgern, daB die Ebene in nur zwei Gebiete zerfallt,
und da8 jeder Punkt von ¥ deren gemeinsamer Grenzpunkt ist.

Aus dem Vorstehenden folgt, wie ich bereits in der Einleitung
bemerkte, daB der Beweis, den Herr C. Jordan fiir seinen bekannten
Kurvensatz gegeben hat, einer Erginzung bedarf. Herr Jordan operiert
ebenfalls mit zwei Reihen von einfachen Polygonen P, resp. @,, die gegen
die gegebene Punktmenge ¥ konvergieren, und zwar bildet die eine Reihe
eine einschlieBende, die andre eine ausschlieBende Folge. Er beweist,
daB jeder Punkt des Ringgebietes, das zwischen je einem Polygon P, und
Q, liegt, einen Abstand von ¥ besitzt, der mit wachsendem » unendlich
klein wird.¥) Er definiert dann ebenfalls zwei zusammenhingende Ge-
biete ¥ und ¥, wie es vorstehend geschehen ist, und behauptet, daB da-
mit der Satz bewiesen sei. Dies ist jedoch nicht der Fall, wofiir ich am
einfachsten auf die obigen Beispiele verweisen kann. Um diesen Schlu8
ziehen zu kOnnen, muf man vielmehr noch nachweisen, daB jeder Punkt
von ¥ gemeinsamer Grenzpunkt von § und U ist, oder, was auf dasselbe
hinauskommt, daB auch der Abstand jedes Punktes von ¥ von den Poly-
gonen P, und @, unendlich klein wird.**) Dies kann innerhalb des Jor-
danschen Beweisganges gewiB gezeigt werden, ist aber andererseits fiir
den Nachweis des Satzes unerliBlich und bildet einen wesentlichen Teil
seines Inhalts. Uberhaupt scheint mir der Hinweis auf die Mannig-
faltigkeit der Figuren, die sich als Grenzen zweier derartiger Reihen von
Polygonen einstellen konnen, fiir den bindenden Beweis des Satzes und
die volle Erfassung seines Inhaltes geboten zu sein; gerade diese Unter-
lassung — wie ich auch in der Einleitung hervorhob — diirfte die Liicke
des Beweises verschuldet haben.

§ 2.
Ein Satz iiber ausschlieBende Polygonfolgen.

Wir gehen von der in § 1 fiir die Polygone P, aufgestellten Glei-

chung E=FT+3+M

aus. Jeder Punkt von I ist ZuBerer Punkt eines jeden Polygons P,.
Diese Punkte teilen wir in zwei Klassen, je nachdem sie mit dem unend-
lich fernen Punkt von € durch einen zu IN gehorigen Weg verbindbar
sind oder nicht; die ersteren bezeichnen wir durch ¥, die iibrigen durch ¥,
und zwar ist ¥ der Definition gem@8 ein zusammenhingendes Gebiet. Wir

habendann @=%+§\'5+2{+%’-

¥ Cours d’analyse, 2. Aufl. § 102. 1 est donc établi‘ usw. S. 98.
**) a. a. 0. wird immer nur hervorgehoben, da8 jeder Punkt von P und Q’ von
% ugendlich kleinen Abstand hat, was eben nicht das gleiche ist.
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Eine ahnliche Teilung kénnen wir mit T vornehmen. Sei ¥ die volle
Grenze von ¥, also eine abgeschlossene Menge, so bleiben von ¥ nur
solche Punkte iibrig, die Grenzpunkte nur von  oder nur von %' oder
von J und ¥ sind; wir setzen demgemif

%=Ia+i;+%i+%c:z:-
Setzen wir nun noch

A+I+L+T+ =N,
C=%+A+N,

und es l4Bt sich zeigen, daB %, eine geschlossene Kurve ist, die ¥ und
N trennt.

Da niamlich gem3df § 1 in T kein Punkt existiert, der Grenzpunkt
nur von I ist, so folgt zundchst, daB T, = O ist, und daB jeder Punkt
von ¥, gemeinsamer Grenzpunkt von ¥ und R ist. Daraus allein kann
aber die Behauptung nicht gefolgert werden*). Sie ergibt sich daraus,
daB in unserm Fall ¥,; nur Grenzpunkte von I und A, aber keine von ¥
enthilt. Fiigt man nimlich der Menge  die Punkte von %, and ¥;; hinzu,
so entsteht eine ebenfalls zusammenhingende Menge ', und man erhilt

RNR=J + .
Ist nun £;; irgend ein Punkt von &,;, ist ¢’ sein Abstand von der Menge %,
und schligt man um ihn einen Kreis mit dem Radius & < o, so konnen
in diesem Kreis nur Punkte von 9t liegen, und zwar sind darunter sowohl
Punkte von § wie von 2. Daraus folgt zunichst, daB jeder Punkt von %’
mit gewissen Punkten von J durch einen zu 9 gehdrigen Weg verbindbar
ist. Da aber J eine zusammenhingende Menge ist, so folgt nunmehr weiter,
daB jeder Punkt von W mit demselben Punkt von J durch einen solchen
Weg verbindbar ist; d. h. 0N ist eine zusammenhiingende Menge. Hieraus folgt
alsdann nach Beitrag II, § 5, daB T, eine geschlossene Kurve ist. Also:

Durch jede Folge ausschliefendér Polygone {P,} wird eine gewisse ge-
schlossene Kurve C definiert, die Teillmenge der durch die Polygone { P,} be-
stimmien Menge T ist, und deren Inneres das Innere J(P,) jedes Polygons
als Tedmenge enthdlt.

Fiir eine Folge einschlieBender Polygone besteht ein derartiger Satz
nicht.

so wird

*) Dies zeigt Figur 1, wenn man fir R das Innere des Quadrats nnd des
Dreiecks setzt.
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8§ 3.
Hilfssdtze iiber die approximierenden Polygonfiguren.

Wie im Beitrag II bewiesen wurde, 18t sich zu jeder abgeschlossenen
Menge & eine polygonale Figur TT konstruieren, die die Menge ¥ in
einem gegebenen mittleren Abstand approximiert. Darunter ist zu ver-
steben, daB die Figur TT ein polygonales Gebiet = bestimmt, so da, wenn
C =% 4+ M gesetzt wird, T selbst sowie jeder Punkt von M, dessen

Abstand von ¥ hdchstens —;— ¢ betrigt, dem Inneren von X angehoren,

wihrend alle Punkte von I, die von T mindestens den Abstand % ¢ haben,

auBerhalb von X liegen.*) In dem Falle, daB T eine zusammenhingende
Menge ist, besitzt die Figur TT einige einfache Eigenschaften, deren wir
fir das Folgende bediirfen, und die ich hierhersetze. M heiBt Komple-
mentirmenge von &.

Wenn zunichst die Komplementirmenge I ein einziges zusammen-
héngendes Gebiet darstellt, so kann es in TT nur ein einziges duperes
Randpolygon P, geben, d. h. ein solches, dessen AuBeres zu M gehort.
Dies folgt unmittelbar daraus, daB die Menge & innerhalb von P, liegt,
und daher zwei Polygone P, dieser Art unmdglich sind. Aus der Kon-
struktionsart der Figur TT folgt nun weiter, daB innerhalb von P, keine
zwei Polygone liegen, von denen das eine das andere einschlieft.

Ist ¥ eine solche zusammenhingende Menge, fiir die I in mehrere
Teilgebiete zerfillt, so 1iBt sich das Vorstehende unmittelbar auf das
duBere Gebiet U iibertragen: Ist also TT, derjenige Teil von TT, der in ¥«
enthalten ist, so besteht er ebenfalls aus einem einzigen duBeren Rand-
polygon P, und einer endlichen Zahl einander ausschlieBender Polygone
innerhalb von P,. Diese konnen auch fehlen.

Ist dagegen J ein inmeres Gebiet, das zu I gehort, ist TT, die in J
enthaltene Teilfigur von TT und P, irgend ein Polygon von TT,, so gehort
sein Inneres gemiB der Konstruktionsart von TT zu IM; daher miissen je
zwel zu TT, gehorige Polygone P; einander ausschliefen.

Die groBe Mannmigfaltigkeit der gestaltlichen Verhiltnisse, die hier
moglich sind, diirfte aus folgendem Beispiel erhellen, bei dem die Menge
% selbst ein einfaches Polygon ist.

Auf einer Geraden g (Fig. 2) denke man sich eine Folge {p,6} natiir-
lich geordneter Punkte p,, deren Grenzpunkt p sei, errichte in den Punkten
p, nach oben Lote von der Linge i, die gegen Null konvergieren, und

*) Im Beitrag II, diese Ann. Bd. 59, S 138, ist %s durch & ersetzt; es ist be-
quemer, die obige Definition von TT zu benutzen.
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verbinde die Endpunkte von je zwei
benachbarten Loten durch gleichschenk-
lige Dreiecke, deren Héhen b, ebenfalls
gegen Null konvergieren. Diese Figur
spiegele man gegen die Gerade g, so
bestimmen die simtlichen Dreiecke ein
einfaches Polygon P.*) Zieht man nun
von innen Parallelen zu den Seiten
dieses Polygons im Abstand &, so bestimmen sie ebenfalls eine approxi-
mierende Figur, die wir wieder TT nennen, die aber im allgemeinen in
mehrere Polygone P, zerfallt. Die Zahl dieser Polygone kann sogar mié
abnehmendem ¢ iiber alle Grenzen wachsen, obwohl die von ihnen gebildete
Figur TT gegen das eine einfache Polygon P konvergiert. Um dies zu

erreichen, wihle man die Intervalle o, = p p, ., so, daB

0y =05, 0,=05=20;, 0= 03=20y=10,, -
ist und tiberdies XJ, konvergiert. Ebenso wihle man

Ay =123, Ay=2s=12 Ay=dg=1dy=1dy, "

hy=hg, hy=hs=hg, hy=hg=hy=hy, -
und kann nun durch geeignete Wahl der 4,, 4, 4, und von & erreichen,
daB iu der mit ¢ konstruierten Figur TT ein Teilpolygon P, auftritt, das
zwischen zwei vorgegebenen benachbarten Punkten der Folge {p,} legt.
Ist 0" die Linge des zugehorigen Intervalles, und gibt es ¢ Intervalle 4,
von der gleichen Linge &', so gibt es auch mindestens ¢ — 1 gleiche

Polygone P;, die zu TT gehoren. Die Zahl der Polygone, in die TT zerfillt,
wichst also fiir limes ¢ = 0 iiber alle Grenzen.

§ 4.
Hilfssiitze iiber Gebiete und Gebietsteilung.

Wir bediirfen einiger Sitze iber die Zerlegung in Teilgebiete, die
ein Gebiet IM durch Wege erfihrt. Die Wege nehmen wir im folgenden
immmer so, daB keine zwei sich kreuzen. DaB sich dies fiir zwei Wege
stets bewirken liBt, wurde frilher bewiesen®¥); es ist leicht durch den
SchluB von » auf % + 1 zu zeigen, daB es auch fiir beliebig viele Wege
richtig bleibt, was einer niheren Ausfiihrung nicht bedarf. Wiirde man
jedoch die Wege beliebig annehmen, so wiirden die Beweise teilweise
recht schwerfillig werden. Ich ziehe deshalb vor, mich hier zunichst auf

¥) In Fig. 2 ist es stark gezeichnet.
**) Beitrag IT, § 1.
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Wege besonderer Art zn beschrinken; es wird sich in § 14 zeigen, daB
eine sachliche Beschrinkung des Beweisganges darin nicht enthalten ist.
Sei ¥ zunichst eine zusammenhingende Menge von der Art, da8 die
Komplementidrmenge M ein einziges Gebiet darstellt, und sei §, das suBere
Randpolygon der Figur TT. Wir wihlen dann die Wege ' und [”, die
von einem Punkte m, der zum AuBeren von @, gehort, zu zwei Punkten
t und ¢” von ¥ fiihren, insbesondere so, daB sie jedes Polygon @, nur
einmal kreuzen; es ist iibrigens klar, daB ein jeder Weg, der von m zu
einem Punkte ¢ filhrt, dadurch in einen solchen Weg verwandelt werden
kann, daB man auf @, immer nur den letzten Kreuzungspunkt beibehilt
und diese Punkte entsprechend verbindet. Seien nun ! und 1" die Kreu-
zungspunkte von I” und [ mit Q,. Sie zerlegen @, in zwei Streckenziige.
Der eine von ihnen bestimmt mit den beziiglichen Teilen von ' und [”,
pimlich [ =m---1  und [["=m...1"” ein Polygon, dessen Inneres
auBerhalb von @, liegt und daher zu I gehort. Der zweite Streckenzug
bestimmt mit den nimlichen Teilen von I, und [ ein Polygon, dessen
Inneres das Innere von ¢, enthillt und dessen AuBeres zu It gehort.

Das erste Polygon heiBe J,, das zweite 4,, und g, resp. q,* seien
die Streckenziige von ¢),, die ihnen angehdren.

Konstruiert man das Polygon J, zu jeder Figur TT , so ist J, Teil-
polygon von J,_,, und die J, bilden daher eine Folge {.J,} ausschliefender
Polygone; gemiB § 1 bestimmen sie daher ein zusammenhingendes Ge-
biet J, das Teilgebiet von I ist, und zu dessen Grenze [, [ sowie die-
jenige zusammenhingende Teilmenge &, von T gehort, die Grenzmenge
aller Streckenziige g, ist. Dagegen bilden die Polygone A, eine Folge
{4,} einschliefender Polygone; sie bestimmen daher ein zusammenhingen-
des Gebiet A, das ebenfalls Teilgebiet von I ist, und zu dessen Grenze
[, I” und die zusammenhingende Menge ¥, von T gehort, die Grenzmenge
aller Streckenziige q,* ist. Da jeder Punkt von I #uBerer Punkt eines
Polygons @, ist, so ist er auch, falls er nicht etwa auf [' oder (" liegt,
Punkt von I oder von ¥U; das Gebiet M wird also, von [ und [” ab-
gesehen, durch J und ¥ erschopft. Das Gebiet I liegt ganz im Endlichen.

Das Vorstehende iibertrigt sich leicht auf den Fall, daB die Wege [’
und {” von m aus zu demselben Punkt ¢ von ¥ fiithren.

Bezeichnen wir wieder durch ¥, , die gemeinsamen Grenzpunkte von
I und U, durch &, und T, diejenigen von J und U allein, so hat man

zi = iiap + %,.', ia = %ia + za’~

Da " und [” nicht die volle Grenze von J und U bilden, so kann %,
nicht Null sein. Solange ¥ eine Menge beliebiger Art ist, kann jedoch
weiteres nicht ansgesagt werden, wie in § 1 hervorgehoben wurde. Die
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Mengen & und €,” kénnen Null sein, andererseits konnen ¥; resp. T,
sogar mit ¥ identisch sein.¥)

Wie leicht ersichtlich, bildet die Menge ¥, ; mit [ und [” zusammen
diejenige geschlossene Kurve C, die gemif §2 durch die Folge aus-
schlieBender Polygone {J,} bestimmt wird. Daraus folgern wir noch,
daB T, eine zusammenhingende Menge ist. Ist nimlich P, ein Polygon,
das die Kurve C von innen im Abstand &, approximiert, so kann man
auf ihm je einen Punkt p und p,” bestimmen, der von ¢ und ¢’ den
kiirzesten Abstand hat. Diese Punkte teilen P, in zwei Streckenziige, und
man zeigt leicht, daB der eine von ibnen die beiden Wege [’ und [” als
Grenzmenge hat. Der andere, der p,” heiBen soll, hat daher ¥, als
Grenzmenge, womit die Behauptung erwiesen ist. Das gleiche kann mittels
der Polygone @, geschlossen werden, die die Kurve C von auBlen ap-
proximieren; seien noch g diejenigen Streckenziige der Polygone @,, die
ebenfalls gegen Z, konvergieren.

Hieraus ziehen wir noch eine wichtige Folgerung. Sei ¢ irgend ein von
¢ und ¢’ verschiedener Punkt von ¥, , so kann man um ihn ein Quadrat
q mit der Seite  so legen, daB ¢ und f’ auBerhalb von ¢ bleiben; sei
dann ¥, diejenige Teilmenge von ¥,,, die nach Abzug der innerhalb g
liegenden Punkte von X, iibrig bleibt. Werden nun die Polygone P/

und @,” so gewihlt, daB & < —i— 7 ist, 8o wird q sowobl den Streckenzug

p, wie den Streckenzug g, kreuzen. Man kann daher einen Weg legen,
der zugleich innerhalb von ¢ und innerhalb des durch P, und @, ge-
bildeten Ringgebietes verlauft, und dieser teilt i, in gefrennte Teil-
mengen, deren jede hochstens einen der beiden Punkte { und ¢”, aber
nicht beide zugleich enthilt.

Die vorstehenden Betrachtungen ibertragen wir zunichst auf den Fall,
daf die Menge T eine eigentliche Gebietsteilung bewirkt, und daB M
deren ZuBeres Gebiet A ist. Genau wie vorstehend kann man mittels
zweier Wege [ und [” und mittels der von auBien approximierenden Poly-
gone @, ein im Endlichen liegendes Gebiet I und ein Gebiet %’ definieren,
die zusammen das Gebiet %, von ' und [ abgesehen, ausmachen; und zwar
wird § wieder durch Polygone J, bestimmt, die ebenso definiert sind,
wie oben, und U’ durch Polygone A, Auch geht wieder in die Grenze
von J und von U’ je eine zusammenhingende Teilmenge T, resp. X der-
jenigen Menge ¥, ein, die volle Grenze des Gebietes U ist.

¥) Wird von der Kurve y = sin 1/z nur ein Stiick beibehalten, das den Werten
0 < z < x, entspricht, und dies um die y-Achse zwischen den Punkten 4 1 und
~— 1 vermebrt, und werden diese Punkte mit einem Punkte m durch Wege verbunden,
8o ist entweder T; oder T, mit T identisch.
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Dagegen kann man in diesem Fall niché mehr folgern, daf J" und
durch je eine geschlossene Kurve begrenzt werden. KEin Beispiel erhilt
man, wenn man in Fig. 1 einen Punkt von % so mit zwei Ecken des
Quadrats verbindet, daf die Wege [ und [” das Dreieck umschliefen.
Andererseits aber folgt aus § 2, daB durch die Folge ausschlieBender Polygone
{J,} und daher auch durch die Wege I’ und [” doch eine geschlossene Kurve
definiert wird, der auBer ' und !” noch eine gewisse Teilmenge &,, von &,
angehort, und deren Inneres das Gebiet J” enthilt; auch zeigt man wieder,
wie vorher, daBl ¥, eine zusammenhingende Teilmenge von & ist. In dem
eben genannten Beispiel ist ¥, das beziigliche Stiick des Quadratumfangs.

Ist ferner MM mit einem inneren Gebiet § einer solchen Gebietsteilung
identisch, und ist m wieder ein Punkt von J, so kann man die Figur TT,
so wihlen, daB » innerhalb eines der inneren Randpolygone P, liegt, und
die analogen Schliisse ziehen. Sind jetzt p, und p,” die Teile, in die P,
durch " und [” zerfillt, so bestimmen sie in diesem Falle mit [" und [”
zwei Polygone P, und P)”, die Teilpolygone von P, sind, und deren
Inneres zu J gehort. Diese Polygone bilden jetzt je eine ausschliefende
Polygonfolge und bestimmen daher zwei im Endlichen liegende Gebiete
Y und J7, die mit " und [” zusammen das Gebiet § ausmachen.

Auch hier kann man nicht folgein, daB J und J” durch geschlossene
Kurven begrenzt werden. Andererseits bestimmen aber die Polygone P,” und
P, gemiB § 2 wieder je eine geschlossene Kurve, der I" und [”, sowie je eine
gewisse Teilmenge ;> resp. T,5 von T angehéren, und zu deren Innerem
Y und J” gehéren. Auch sind wieder Tjp und T3 susammenhingende
Teilmengen der zusammenhingenden Mengen & und T,”, die abgesehen
von {" und {” die Grenzen von & und J” ausmachen.

In allen Fillen wird also durch U und " einerseits ein gewisses Teil-
gebiet des Gebietes I definiert, dem | und " angehiren, andererseits auch
eine gewisse geschlossene Kurve, so dafi zu den Grenzen dieses Gebiets aufer
U und " stets je eine zusammenhingende Teilmenge von & gehirt.

Da [' und !” zusammen einen das Gebiet IR durchziehenden Weg
darstellen, so gilt der vorstehende Satz auch fiir solche Wege.

Endlich iibertragen sich auch die oben fiir &,, abgeleiteten Folgerungen
iber ihre Zerfillung in getrennte Teilmengen auf L, und T, resp. Lis.
Fir €, T/, T brauchen sie jedoch nicht zu gelten.

k4

§ b.
Erreichbare und nicht erreichbare Punkte.

Sei M irgend ein zusammenhingendes Gebiet und £ einer seiner
Grenzpunkte. Wenn dann von einem Punkt m von MM ein einfacher Weg
zu ¢ filhrt, so gilt dies fiir jedern Punkt von MM, und ¢ soll erreichbar fiir
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I heiBen. Im anderen Fall heiBt ¢ nicht erreichbar fir M. Ich lass
zunichst einige Beispiele folgen.
1) Man konstruiere die simtlichen Punkte (Fig. 3)

1
x“-—‘:—-—, y=(__1)7_§_’ ‘p=1’2,-..;

v

wo in der Figur ¢« <1 gewihlt worden ist,
und verbinde je zwei konsekutive, die zn
den Werten » und » + 1 gehtéren, durch
Strecken. Diese Strecken bilden einen ein-
fachen Weg mit dem Nullpunkt als Grenz-
punkt. Zwei analoge einfache Wege kon-

‘ struiere man mit den Punkten Fig. 3.
Y _3 @ 4 oo ! 1 o
2w YT %2 ' x_Qv—{—l’ y= 2 2v+41
resp. mit den Punkten
g=21, y=2.2% und z= 1 - 3. =
=3 YT oy YT T2 n

go liefern diese Streckenziige zusammen mit dem im Punkt z=1 errichteten
Lot ein einfaches Polygon. In ihm ist der Nullpunkt ein erreichbarer
Punkt, und der zu ibm fiihrende Weg besteht nofwendig aus unendlich
vielen Strecken. ‘

2) Uber der Einheitsstrecke zeichne man die Ordinaten der bekannten
Funktion f(a), die so definiert ist, daB fiir die rationalen Werte

z=2, f@)=

ist, wihrend fiir alle. irrationalen Punkte f(z) = O ist; p und ¢ sind dabei
relativ prim. Ferner konstruiere man das Quadrat q iiber der Einheits-
strecke. Die so bestimmte Punktmenge ¥ teilt die Ebene in zwei Gebiete,
deren eines im Innern von q liegt, und es sind, wie spéter bewiesen wird,
alle Punkte der Einheitsstrecke auch fiir das Innere des Quadrats erreich-
bare Punkte. Der zu irgend einem von ihnen filhrende Weg darf freilich
an keine der gezeichneten Ordinaten anstoBen; er vermag dies, indem er
unzshlig oft bald nach rechts bald nach links hin und her ziingelt.¥)

8) Auf der Seite s eines Quadrats q nehme man einen Punkt p an,
und bestimme links und rechts von ihm eine Punktfolge {p,} resp. {»,'},
die p als einzigen Grenzpunkt besitzt. Dann errichte man in den Punkten
p, und p,’ auf s im Inneren des Quadrats Lote konstanter Linge, die kleiner
als die Quadratseite sind, so bilden diese Lote im Verein mit q wieder eine

¥ Man kann sogar jedes Lot durch ein Biischel von Strecken gleicher Linge
ersetzen.
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Punktmenge &, die eine Gebietsteilung bewirkt, und es ist fiir das Innere
von ( jeder Punkt von % erreichbar, mit Ausnahme des Punktes p.

4) Man gehe von einer linearen Intervallmenge aus, die eine nirgends
dichte perfekte Menge © bestimmt, und es sei

©-8,+6,

wo &, die Menge aller Intervallendpunkte bedeutet. In allen Punkten
von © errichte man Lote gleicher Linge nach derselben Seite. Diese
Lote bilden eine ebene Menge &, deren Komplementirmenge I aus einem
einzigen Gebiet besteht. & ist eine Menge desjenigen Typus, den ich im
Beginn von Beitrag II, § 4 untersucht habe. Dann sind alle inneren
Punkte derjenigen Lote, die in einem Punkte von &, errichtet sind, wn-

erreichbar, wihrend alle iibrigen Punkte von T erreichbar sind.
5) Ich gebe endlich ein Beispiel, das zeigt, daB ein Punkt #, der
gemeinsamer Grenzpunkt zweier getrennter Gebiete I, und I, ist, fir
. das eine erreichbar, fiir das andere unerreichbar sein

N i / kann (Fig. 4)*). Ist namlich 2, irgend ein Punkt,
e /\

in dem die Kurve y = sin —i— die positive z-Achse

0 <z L, entspricht, und verbindet man den Punkt z,
mit dem Punkt y = 4 1 der y-Achse durch einen
Linienzug [, der das Kurvenstiick ¢, nicht kreuzt,
50 bestimmen [, ¢, und das Stiick der y-Achse zwischen 4+ 1 und — 1
eine perfekte Menge T, die die Ebene in zwei Gebiete spaltet, und fiir
das eine sind die Punkte der y-Achse zwischen — 1 und + 1 erreichbar,
fiir das andere nicht.

Die im folgenden iiber erreichbare Punkte abzuleitenden Sitze werden
sich daher im allgemeinen immer nur auf ein einziges Gebiet und seine
Grenzpunkie beziehen konnen. Punkte die fiir jedes Gebiet oder Teilgebiet,
zu dessen Grenzen sie gehoren konnen, erreichbar sind, sollen allseitig
erreichbar genannt werden. Fiir sie beweisen wir den Satz:

Sind alle Punkte einer zusammenhingenden Menge X allseitig erreich-
bar und ist ihre Komplementirmenge WM zusammenhiingend, so kann man zwes
Teilmengen von T angeben, die T erschopfen, aber nur einen Punkt gemein haben.

Hierzu schicke ich' folgende Bemerkung voraus. -Zieht man von m
zu einem Punkt £ von ¥ zwei Wege [, und ,, so daB kein Punkt von ¥
auBerhalb des von ihnen gebildeten Polygons liegt, so soll es ein eix-
schliefendes Wegpolygon heiBen. Man sieht leicht, daB einschlieBende Weg-
polygone fiir jeden Punkt der Menge ¥ existieren, und daB sie so gezeichnet

¢ \[ V \ / z, trifft, ist ¢, das Stiick dieser Kurve, das den Werten

Fig. 4.

*} Die Figur ist nur schematisch gezeichnet.
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werden konnen, daf jeder bereits vorhandene Weg, der von m zn einem
von ¢ verschiedenen Punkt von T fihrt, innerhalb dieses Polygons verlaaft.

Nun seien ¢’ und ¢” irgend zwei Punkte von ¥, und [ resp. {” zwei
von m zu ihnen filhrende Wege. Diese Wege bestimmen gemiB § 3 zwei
Teilgebiete von M, die wir jetzt M/> und IM,5 nennen, und es gibt Punkte
von ¥, die gemeinsame Grenzpunkte von ;s und M,; sind und die wir
durch ¥, bezeichnen wollen; einer von ihnen sei ,. M, sei das ganz
im Endlichen liegende Gebiet. Da alle Punkte von ¥ allseitig erreichbar
sind, so kionnen wir von m zu ¢, in I, einen Weg [, legen, ebenso in
M. zwei Wege 1" und 1,”, die ein einschlieBendes Wegpolygon bilden;
gemiB dem Obigen liegen dann [/, [“ und daher auch [ innerhalb dieses
Polygons. Daher bilden [, und [/, ebenso [, und {,” zwei einfache Polygone P’
und P”, die auBerhalb voneinander liegen. Sie enthalten daher zwei Teil-
mengen ¥’ und " von ¥, die nur den Punkt #, gemeinsam haben. Andererseits
ist jede von ihnen notwendig zusammenhingend. Wire z. B. die Menge &’
nicht zusammenhingend, so zerfiele sie in zwei perfekte Mengen ¥," und Z,”,
und es konnte nur eine von ihnen den Punkt 4 enthalten. Daher kénnte
die andere in ein innerhalb P’ liegendes Polygon eingeschlossen werden;
und es wire auch T selbst nicht zusammenhingend.

8 6.
Einfache Punktfolge und Aushiegung.

Sei fiir ein Gebiet M
(V) = 4,47, t, ...
eine Menge erreichbarer Punkte, die gegen ¢ als ihren einzigen Grenz-
punkt in der Weise konvergieren, daB
o2, 10+Y) < e(?, 1)

ist.¥) Alsdann verbinde man einen Punkt m mit den Punkten #*) durch
Wege [®, die einander nicht kreuzen, was gemiB § 3 stets ausfithrbar ist,
und schlage um m einen zu MM gehodrigen Kreis f. Dieser Kreis kann von
jedem Weg [ nur in einer endlichen Zahl von Punkten geschnitten werden,
man kann aber die Wege () nétigenfalls auch so abdndern, daf sie, ohne
einander zu kreuzen, f nur je einmal schuneiden; sei #* der Krenzungs-
punkt. Die Punkte k® haben mindestens einen auf f liegenden Grenz-
punkt k. Jedenfalls kénnen wir unendlich viele von den Punkten k®
auswihlen, die gegen k& von derselben Seite her konvergieren; seien ins-

besondere
B B0 . e

*) Unter ¢(p, g) verstehe ich den Abstand der Punkie p und ¢. "Vgl. BeitragII, § 1.
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solche Punkte dieser Art, daf jeder niher an % liegt, als alle vorher-
gehenden.

Die Indizes 4,, %, ---, ¢, --- brauchen nicht wachsende Zahlenwerte zu
haben. Es gibt aber einen ersten Index ¢, so daB ¢ > 4, ist, auf i’ folgt
ebenso ein erster Index 4", so daB ¢” > ¢’ ist usw., und es kann die so
definierte Indizesfolge nicht abbrechen. Die zugehérigen Punkte von f
bezeichnen wir nun durch

iy oy o vy ky? T
ihnen entsprechen die Punkte
by by ooy by e

und die Wege

7 I S
und diese sind so definiert, daB %, zwischen %, , und % ,, liegt, also
auch [, zwischen [, _, und [, ,. Dies fiithrt zu folgendem Satz:

Jeder Punkt t, der zur Grenze & eines Gebietes M gehirt, und Grenz-
punkt erreichbarer Punkte von X ist, kann in der Weise durch eine Folge {t,}
erreichbarer Punkie approximiert werden, daf von den Wegen |, die t, mit
demselben. Punkt m von M verbinden, immer 1, zwischen [,_, und

liegt, wenn
. p 9(t7 tv—l) < Q(t’ tv) < 9(t7 t‘v-{-l)
18t.

Eine solche Punktfolge soll eine natiirlich geordnete oder eine einfache
Punktfolge heilen.

Fir die Ableitung der Sitze iiber erreichbare Punkte bediirfen wir
noch eines letzten wichtigen Begriffes. Seien nimlich ¢” und ¢” irgend
zwei fir I erreichbare Punkte von ¥, und w ein in M von ¢ zu ¢’
gehender Weg. Sei ferner®)

Oma (t,) ID) =¥, Qma(t”7 m) =1,

und sei b die grofere der beiden GréBen %" und %”. Denkt man sich
nun alle Wege w, die ¢ mit t” in der angegebenen Art verbinden, so
gibt es fiir die zugehorigen GroBen h eine uniere Grenze 4, die wir als
die zu ¢’ und ¢” gehdrige Ausbiegung in bezug auf IN bezeichnen wollen.
In #hnlicher Weise definieren wir die zu einem wund demselben Punkt ¢
gehorige Ausbiegung. Sie kommt freilich nur fiir gewisse Punkte ¢ in
Frage. Zeichnen wir nimlich in MM einen Riickkehrweg r, der in ¢ seinen
Anfangspunkt und Endpunkt hat, und setzen

Qma(r) t) = g K
so wird die untere Grenze aller g ersichtlicherweise den Wert Null haben.
Wir nehmen nun aber an, daB es Riickkehrwege r gibt, die eine zusammen-

*) @,,4 ¢+ ) bezeichnet die grofte Entfernung zwischen ¢ und w.
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hingende Teilmenge von T einschlieBen, der ¢ selbst angehort, und fassen
insbesondere diejenigen Riickkehrwege ins Auge, die die umfassendste
derartige Teilmenge ¥, von Z einschlieBen; darunter ist genauer zu ver-
stehen, daB, falls wir

T~=i+4+%

setzen, jeder Punkt von I, aber ken Punkt von <, innerhalb eines
solchen Riickkehrweges liegen kann, der von ¢ ausgeht.

Fiir die so definierten Riickkehrwege hat g eine von Null verschiedene
untere Grenze y; sie soll die zu ¢ selbst gehirige Ausbiegung heiBen. Nur
wenn Riickkehrwege dieser Art fiir ¢ nicht existieren, ist y = 0.

Eine unmittelbare Folgerung der obigen Begriffe ergibt sich wie
folgt. Seien wieder ¢ und ¢ zwei fiir den Punkt m erreichbare Punkte,
und " resp. I zwei zu ihnen fithrende Wege. Durch sie wird gem@8
§ 4 ein im Endlichen enthaltenes Teilgebiet &' von M und eine Teil-
menge X, von T definiert, die mit [’ und {” die volle Grenze von ¥
bildet. Gibt es zwel solche Gebiete, so kommt doch, falls ¢ und ¢” zwei
Punkte ¢, und 7, , der Punktfolge sind, nur eines in Frage. In diesem
Gebiet I gibt es Wege w, die von ¢’ zu ¢” fiihren, und es leuchtet ein,
daB die oben mit % bezeichnete GroBe fiir hinlinglich groBes » nur fiir
solche Wege v in Betracht kommt, die innerhalb J verlaufen. Daraus
folgt dann weiter, dafl der Menge &/ Punkte zugehGren miissen, deren
Entfernung von #° resp. ¢” beliebig wenig von # verschieden ist; was
einer ausfiihrlicheren Darlegung nicht bedarf.

§ 7.
Siitze iiber erreichbare Punkte.

Weder die erreichbaren noch die unerreichbaren Punkte bilden ab-
geschlossene Mengen. Im vierten Beispiel von § 5 ist jeder Endpunkt
jedes in einem Punkt von &, errichteten Lotes erreichbar, wahrend die
inneren Punkte dieser Lote unerreichbar sind. DaB andrerseits ein un-
erreichbarer Punkt Grenzpunkt erreichbarer Punkte sein kann, ist nur ein
spezieller Fall des folgenden Satzes:

Jeder Punkt der Gebietsgrenze T eines Gebietes W, der nicht etwa ein
isolierter Punkt der Menge T ist, ist Grenzpunkt erreichbarer Pumnkte.

Dieser Satz, der auch dahin ausgesprochen werden kann, daB die fiir
M erreichbaren Punkte iberall dicht in ¥ liegen, 1aBt sich folgendermaBen
beweisen.

Sei ¢ der beziigliche Punkt von ¥, so liegen in jeder Nihe von ihm

Punkte von IR. Sei m ein solcher Punkt von M, daB o(m, ¢) < —%— & ist,
so lege man um ¢ ein durch m gehendes Quadrat q. Nun sind zwei Fille
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zu unterscheiden. Enthilt der Umfang q Punkte von ¥, so gibt es auf g
ein groBtes m einschlieBendes Intervall, dessen innere Punkte ebenfalls
zu IR gehdren, und jeder seiner Endpunkte ist ein Punkt ¢, der von m
erreichbar ist, und fiir den (¢, ¢) <& ist.¥) Enthdlt jedoch q keine
Punkte von Z, so verkleinere man q in der Weise, dafl ¢ sein Mittelpunkt
bleibt und seine Seiten ihre Richtung behalten;**) es gibt dann, da ¢ kein
isolierter Punkt von ¥ ist, eine erste Lage q” des sich zusammenziehen-
den Quadrats, die mindestens einen Punkt von T enthilt. Andrerseits
enthilt der Umfang von g notwendig auch Punkte von I, da sonst ¢
nicht zur Grenze von I gehdren wiirde. Ist m' ein zu IM gehoriger
Punkt von ¢, so kann man zu thm wie oben einen Punkt ¢’ von q" be-
stimmen, so daB o(¢, t') < ¢ und zugleich ¢’ fir m’ also auch fiir m er-
reichbar ist. Damit ist der Satz bewiesen.

Sei nun {¢,} eine einfache Punktfolge, sei 7, die zu 7, und Z,_, ge-
horige Ausbiegung und p, die zu ¢ selbst gehorige Ausbiegung, so ist
zu unterscheiden, ob 7, und y, mit wachsenden v gegen Null konvergieren
oder nicht; hiermit hingt ndmlich die Eigenschaft von #, erreichbar oder
unerreichbar zu sein, enge zusammen. Dies bedarf jedoch einer ausfiihr-
lichen Untersuchung.

Wir leiten zuniichst einige Sitze ab, bei denen wir iiber die Natur
der Menge &, die Grenze des Gebietes IR ist, keinerlei Voraussetzungen
machen, und zwar beweisen wir zuerst den folgenden Satz:

Ist ein nicht isolierter Punkt t fiir I erveichbar, so it sich zu ihm
eine einfache Punkifolge {t,} erreichbarer Punkte bestimmen, deren Aus-
biegungen gegen Null konvergieren.

Ist nimlich [ der zu ¢ fithrende Weg, so sei m, ein solcher Punkt

von [, daB o(m,, t) < —21,— 6, ist; ferner sei [, der von m, zu ¢ fiihrende

Teil des Weges L. Man lege wieder, wie oben, um ¢ als Mitte ein Quadrat g,
das durch m, geht. Gibt es auf ihm Punkte von &, so gibt es auch ein
groBtes m, einschlieBendes Intervall, das zu I gehort. Jeder seiner End-
punkte ¢, ist wieder ein erreichbarer Punkt, und es ist ¢ (¢,£) < 6,. Als
Weg w, kann man daher [, nebst dem Intervall m, - - - ¢, von g, wihlen,
woraus 1n diesem Fall die Behauptung folgt. Falls aber auf q, kein Punkt
von T liegt, so moge sich q, wie oben um ¢ zusammenziehen; es gibt dann
eine Grenzlage, die mindestens einen Punkt von % und iiberdies mindestens
einen Punkt 7, von [ enthilt, mit dem man ebenso operieren kann, wie
soeben mit m,.

Wie das dritte Beispiel von § 5 zeigt, trifft die unmittelbare Um-

*) Die beiden Endpunkte des Intervalls konnen auch zusammenfallen.
**) Vgl. Beitrag I und II, diese Ann. Bd. 58, S. 207 und Bd. 59, S. 132.



Beitrige zar Theorie der Penktmengen. IIL 303

kehrung des Satzes nicht zu. Denn sowohl die Folge {p,} wie die
Folge { p,'} dieses Beispiels ist eine einfache Folge und besteht tiberdies
aus lauter erreichbaren Punkten und doch ist p selbst unerreichbar. Wenn
dagegen bei jeder einfachen Folge erreichbarer Punkte die zugehdrigen
Ausbiegungen 7, gegen Null konvergieren, so muB auch ¢ selbst ein
erreichbarer Punkt sein. Dies 148t sich folgendermaBen beweisen.

Sei {¢,} irgend eine derartige Punktfolge, so zeigen wir zunichst, daB
die zu den Punkten #, selbst gehdrigen Ausbiegungen p, gegen Null kon-
vergieren. Sei nimlich #, ein Punkt, fiir den 9, > O ist, so zeichnen wir
zunichst den beziiglichen von 7, ausgehenden Riickkehrweg r,, verbinden
dann m mit {,_, und ¢, ; durch die Wege [,_, und I, , und ziehen die
Wege w,_, und w,, die ¢{,_, mit #, und ¢, mit ¢,_, verbinden. Alle
diese Wege lassen sich so wihlen, da8 sie erstens einander nicht kreuzen
und daB zweitens die Wege [ _,, [ . ,, w,_, und w, ein Polygon p, be-
stimmen, in dem der Riickkehrweg r, enthalten ist, wie man leicht zeigt.
Wir ziehen endlich noch von ¢,_, zu ¢, , einen Weg v, der ebenfalls
innerhalb von p, verliuft, aber v, nicht kreuzt. Setzt man nun

0na(0,58) =1/, 0,8 ) =hi_1s 0n, (W) 8 1) =Ry,
0na(tr 1) = 9., olt,_t) =71 ol t) =74
80 bestebhen, wie leicht ersichtlich, die Relationen
h) >, hy_1>h/ =71,y Ry >k —7,,.
Hieraus kann aber die Behauptung leicht gefolgert werden. Falls

namlich y, nicht gegen Null konvergierte, so gibe es unter den Indizes v
unendlich viele Werte u, so daB y, > y > 0 bliebe. Da aber limes », =0

ist, so miiBte gemiB den obigen Relationen ersichtlicherweise auch %, und
ebenso h;_; und k,y, fiir alle Werte p oberhalb einer positiven GriSe
bleiben und dasselbe wiirde auch von den unteren Grenzen dieser GrdSen
gelten. Dies widerspricht aber der Voraussetzung. Denn alsdann kénnte
man aus der Punktfolge {7} eine einfache Folge {¢,} so auswihlen, daB
ibr unendlich viele Punktepaare #,_, und ¢,,, als konsekutive Punkte
angehdrten, und erhielte so eine Punktfolge, fiir die das zugehdrige 7,
nicht gegen Null konvergierte.

Nunmehr konstruieren wir einen zu ¢ fiihrenden Weg folgendermaBen.
Wir gehen wieder zur Punkifolge {¢ } zurfick; konstruieren zu jedem
Punkt ¢,, fiir den p, > O ist, einen Rickkehrweg t,, so da8

g’ = gmﬂ(r’7 t') < y’ + 8"

ist, und alle v, auBerhalb voneinander liegen, und legen alsdann uwm jeden
Punkt ¢ ein Quadrat g, so, daB auch diese Quadrate auBerhalb von-
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einander liegen; um dies zu erreichen, geniigt es, die Seite 0, dieses
Quadrats so zu wihlen, da8 "

1
8, < 7 0n:it,, 2)%)

ist, wo £, ein beliebiger Punkt der Punktfolge {7} ist, was stets moglich
ist Dieses Quadrat kreuzt die oben konstruierten Wege w,_, und v, und
den eventuellen Riickkehrweg r,. Liuft man dann von #,_, auf w _,
.bis zum letzten Kreuzungspunkt mit q,, dann auf g, innerhalb p,6 bis
zum ersten Kreuzungspunkt mit r,, weiter auf r, von diesem Punkt bis
zum letzten Kreuzungspunkt mit q,, und zwar ebenfalls innerhalb p ,
weiter auf q, wiederum innerhalb p, bis zum ersten Kreuzungspunkt mit
w,, endlich auf w, bis zum ersten Kreuzungspunkt mit q, , usw., so
stellen diese Streckenziige einen einfachen Weg dar, der von #,_, zum
Punkt ¢ fiihrt. Schligt man nimlich um ¢ einen Kreis mit dem Radius 6,

und wihlt N so, daB fir » > N
1 1 1 1 1
Q(t)tv)<z67 6v<_4—6) ’77<ZG: 7}7<Z6) 81/<'Z'6

ist, so liegen fiir alle diese Werte » simtliche soeben konstruierten Weg-
stiicke innerhalb dieses Kreises. Daraus folgt, daB ¢ der einzige Grenz-
punkt der benutzten Streckenziige ist. Also folgt:

Wenn fiir einen Punkt t jede gegen ihn konvergierende einfache Punkt-
folge {t,} erreichbarer Punkte die Figenschaft hat, daf3 thre Ausbiequngen 7,
gegen Null konvergieren, so ist t selbst ein erreichbarer Punki.

Auch dieser Satz ist nicht umkehrbar. Es gibt erreichbare Punkte,
zu denen man einfache Punktfolgen {¢ } konstruieren kann, deren Aus-
biegungen 7%, nicht gegen Null konvergieren; das Beispiel 5) liefert solche
. Punkte. Jeder Punkt der y-Achse zwischen —1 und + 1 gehdrt zu ihnen,
falls wir ¥ als Grenze des sich ins Unendliche erstreckenden Gebietes

betrachten. Von links ist er erreichbar, von rechts aber nicht; als be-
ziigliche einfache Punktfolge {# } kann man den Schnitt von T mit einer
Parallelen zur z-Achse wéhlen. Falls man also der Menge ¥, die Gebiets-
grenze von M ist, ihre volle Allgemeinheit 148t, lassen sich notwendige
-und hinreichende Bedingungen fiir ihre Erreichbarkeit nicht aufstellen.
Dies bleibt auch bestehen, wenn wir ¥ als zusammenhiingende Menge all-
gemeinster Art nehmen, und das letzte Beispiel zeigt sogar, daB es auch
dann noch der Fall ist, wenn wir T als geschlossene Kurve wihlen. Aus
diesem Grunde wollen wir die Betrachtung der allgemeineren Mengen ¥
hiermit verlassen und zur Erorterung der einfachen geschlossenen Kurve
ibergehen. Erst fiir sie bestehen wieder prazisere Resultate. Andrerseits

*) e4: (¢, t;) bezeichnet die untere Grenze aller Abstinde ¢ (¢, ¢;).
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schienen die vorstehenden allgemeinen Untersuchungen deshalb notwendig
zu sein, weil durch sie die nun folgende Beschrinkung auf einfache
Kurven ihre Begriindung erhilt.

§ 8.
Einige Eigenschaften der einfachen geschlossenen Kurven.

Den Begriff der geschlossenen Kurve habe ich im zweiten Beitrag aus-
fihrlich erdrtert. Eine zusammenhingende Menge T heiBt geschlossene
Kurve, wenn sie die Ebene so in zwei Gebiete J und ¥ trennt, daB jeder
Punkt von ¥ gemeinsamer Grenzpunkt von § und U ist. Eine solche
Kurve heiBt insbesondere einfach, falls jeder ihrer Punkte sowohl fiir S,
wie fiir Y erreichbar ist. Fiir sie ist, wie aus den Sitzen von § 4 folgt,
jeder Punkt auch allseitig erreichbar. Endlich heiBt jede zusammenhingende
Teilmenge von ihr ein einfacher Kurvenbogen.

Bei einer einfachen geschlossenen Kurve vereinfachen sich die in § 4
abgeleiteten Resultate. Fiir sie fallt nimlich, wie aus ihrer Definition
unmittelbar folgt, die dort eingefiihrte Unterscheidung zwischen den durch
die Wege ' und [” bestimmten Teilgebieten von IR und den durch sie
bestimmten geschlossenen Kurven weg.

Wir beweisen zunichst noch, daB die in § 4 betrachteten Teilmengen
T,; resp. T, und F7,, die dort durch zwei Wege [’ und [” definiert
wurden, durch die Punkte ¢" und ¢” unmittelbar bestimmt sind. Dazu ist
zu zeigen, daB diese Mengen von den Wegen I’ und [ unabhingig sind.
Betrachten wir z. B. das Gebiet J, bezeichnen jetzt die durch die Wege I’
und [” entstehenden Teilgebiete von J durch I’ und IM”, und durch T’
resp. T die eben genannten zugehdrigen Grenzmengen Seien dann I’
und [ irgend zwei andere Wege von m zu ¢" und ¢”, I%," wnd P,” die
zugehorigen Teilgebiete und X" resp. E,” die entsprechenden Teilmengen
von T, so ist zu zeigen, daB ¥," mit T’ und ¥,” mit T” identisch ist.
Dazu indern wir, wenn nétig, die Wege I’ und [,” zunichst so ab, da8
{" und (", ebenso {” und I," sich nicht kreuzen; da es sich beidemal nur
um ‘eine endliche Zahl von Kreuzungspunkten bandeln kann, so ist dies
fir den Beweis belanglos. Dann bilden !’ und I, ebenso I’ und [” je
eine endliche oder unendliche Menge von Polygonen und gemif der in
§ 4 enthaltenen Definition von T, M”, IM," und M,” stellen diese Poly-
gone die einzigen Gebiete dar, die zu I, aber nicht zu IW,” resp. um-
gekebrt gehoren. Seien insbesondere p, die Polvgone, die zu I, aber
nicht zu M,” gehoren. Falls es nun einen Punkt f, gibe, der zu ¥’, aber
nicht zu T,” gehorte, so miite er Grenzpunkt solcher Punkte sein, die zwar
zu ', aber nicht zu I,” gehéren, er miiBte mithin auch Grenzpunkt von

Mathematische Annalen. LXI. 20
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Punkten sein, die dem Innern der Polygone p angehdren. Daraus aber
folgert man weiter, daf er sogar selbst dem Innern eines Polygons p,
angehOren miiBte, da er nidmlich nicht auBerhalb aller dieser Polygone
liegen kann, und da ihre Umfinge auBer ¢° und ¢” keine weiteren
Punkte von & enthalten. Ein solcher Punkt wire aber fir das ZuBere
Gebiet A nicht erreichbar und bedeutet daher einen Widerspruch. Das
gleiche folgt fiir das Gebiet A, womit der Satz bewiesen ist¥).

Die Teilmengen %’ und Z” haben in diesem Fall noch eine weitere
wichtige Eigenschaft. Sie haben nimlich auBer ¢’ und ¢’ keine weiteren
Punkte gemein. Sei M wieder das innere Gebiet J. Wire nun ¢, ein
Punkt, der €’ und £” gemeinsam ist, so lige er einerseits auf der Grenze
von M’ und konnte mit m durch einen Weg [,” innerhalb I’ verbunden
werden; andrerseits lige er auch anf der Grenze von IM”, und es gibe
einen Weg [,”, innerhalb ", der ihn mit m verbindet. Schligt man
nun um 7 einen kleinen Kreis, so wird er von [, [”, [/, [ in zwei
Punktepaaren getroffen, die einander notwendig trenmen. Da nun diese
vier Wege nur den Punkt m gemein haben, so bilden [," und " ein
einfaches Polygon, von der Art, daf von den beiden Wegen [’ und [”
nur einer in seinem Innern verliuft; es sei {". Es wiirde also auch ¢’
im Innern dieses Polygons liegen. Andrerseits enthilt der Umfang dieses
Polygons auler ¢, nur Punkte von J, es konnte also ¢” nicht mit suBeren
Punkten verbunden werden. Also:

Zwei Punkte t und t” einer einfachen geschlossenen Kurve bestimmen
zwei einfache Kurvenbigen, die aufer t' und t” keinen Punkt gemein haben.

Die vorstehenden Betrachtungen gelten in gleicher Weise fiir das
duBere Gebiet A.

Fir T als beliebige geschlossene Kurve trifft der Satz nicht mehr
zu. Verbindet man z. B. im fiinften Beispiel von § 5 einen Punkt von U
mit den Punkten 4+ 1 und — 1 der y-Achse, so gehdren alle Punkte der
y-Achse sowohl zu T’ wie zu &”. Der obige Beweis 148t erkennen, daB
der Grund in der Existenz der nicht erreichbaren Punkte besteht.

§ 9.
Die zyklische Anordnung der Punkte der einfachen geschlossenen
Kurve.
Auf einem der beiden Kurvenbégen T’ oder T, die durch ¢’ und ¢”
bestimmt werden, nehme man einen Punkt ¢ beliebig an, so beweist man
ebenso, wie eben, daB auch durch ihn eine weitere Teilung des beziig-

*) Wihlt man dagegen in Fig. 1 (S. 289) den Grenzpunkt von Dreieck und
Quadrat als ¢ und eine Quadratecke als ¢, so konnen die Wege !’ und I"’ das Dreieck
sowohl einschlieBen, wie ausschlieBen und bestimmen ¥’ nicht eindeutig.
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lichen Kurvenbogens bewirkt wird, so daB die entstehenden Teile immer
nur je einen Punkt gemein haben. Hieraus ziehen wir noch eine wichtige
Folgerung, nimlich die folgende:

Auf jede beliebige Menge vom Punkien einer einfachen geschlossenen
Kurve lassen sich die Axiome und Gesetze der Anordnung iibertragen.

Dies ergibt sich unmittelbar wie folgt. Seien wieder [’ und [” die
Wege, die von m zu den zwei Kurvenpunkten ¢’ und ¢” fithren, und seien
k' und %£” die beiden Punkte, in denen " und [” einen um m gelegten
Kreis schneiden — wir konnen annehmen, daf es fiir jeden Weg nur
einen Kreuzungspunkt gibt. Verbindet man dann irgend einen Punkt £
eines der beiden Kurvenbogen T, resp. £” mit m, so wird der zugehdrige
Weg nur in einem der beiden Gebiete MM’ resp. M” enthalten sein und
daher einen und nur einen der beiden Kreisbogen kreuzen, die durch %’
und t” bestimmt sind. Dies ist aber die notwendige und hinreichende
Eigenschaft, vermoge deren die Anordnung, die auf dem Kreis von den
Kreuzungspunkten gebildet wird, auf die Wege und von 1thnen auf die Kurven-
punkte tibertragen werden kann. Insbesondere zeigen also anch die Punkte
¢, einer einfachen Punktfolge die Anordnung, daB ¢, auf der Kurve zwischen
t,_, und ¢, liegt. Daraus folgt noch, daB auch ¢, und ¢ durch ¢ _,
und £, , getrennt werden. Der Einfachheit halber wollen wir auch von
den zugehdrigen Wegen [ sagen, daB I zwischen I,_; und I, _, liegt;
bei einer einfachen Punktfolge werden daher auch I, und { durch I, _,
und [, getrennt.

Die obigen S#tze konnten auch in der Weise abgeleitet werden, daB
man nicht das innere Gebiet, sondern das duBere Gebiet % zum Ausgangs-
punkt nimmt. Sie fiihren schlieBlich noch zu folgender spiter nétigen
Folgerung. Wir verbinden wieder irgend zwei Punkte ¢" und ¢” der Kurve
mit einem #uBeren Punkt ¢ und einem inneren Punkt m; die beziiglichen
Wege seien o, a” und [, [”. Diese Wege bilden ein Polygon P. Ver-
bindet man nun einen Punkt # von ¥’ und einen Punkt #, von &” mit
m durch die Wege [; und [,, so werden sie durch [’ und [” getrennt,
es tritt also nur einer von ihnen bei m in das Innere von P, und da
dieser Weg mit P keinen Punkt auler m gemein haben kann, liegt er ganz
innerhalb P. Daraus folgt, daB von den Mengen T’ und T” die eine
dem Innern und die andere dem AuBeren von P angehort.

Nun sei wieder {f,} eine einfache Punktfolge, seien [, und a, die
Wege, die m und a mit ¢, verbinden, und sei ¥, der Kurvenbogen, der
¢, und ¢, _,, aber keinen andern Punkt der Punktfolge enthilt. Die Wege
I, [,, bilden dann mit a,, a,., ein Polygon L, Wie eben gezeigt,
kann ¥, sowohl dem Innern, wie dem AuBeren von L, angehoren. Sollte
das letzte der Fall sein, so ziehen wir von a zu ?, einen Weg a/, der

20*
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keinen der andern Wege kreuzt, und mit a, ein Wegpolygon 8, bestimmt,
das die Menge T einschlieBt; alsdann bestimmt a,” mit a,,,, {, und [, ,
ein Polygon L/, das dem Inneren von % und dem AuBeren von L, an-
gehort; gemidB unserer Annahme tiber L, muB daher jeder von ¢, und ¢, _,
verschiedene Punkt der Punktfolge auBerhalb von ihm liegen. Verbindet
man nun weiter 7, , mit a und m durch die Wege a,., und [, _,, so
bilden sie mit a,,, und [, ein Polygon L, _,, das notwendig auBerhalb
von L, resp. L/ liegt, und in seinem Innern nur die Teilmenge T, _,
enthilt. So weiterschlieBend gelangen wir zu folgendem Satz:

Ist {t,} eine einfache Punkifolge einer einfachen geschlossenen Kurve,
so lassen sich ihre Punkte mit je einem Pumkt von U und J durch Wege
so verbinden, daf von den Polygonen, die durch je zwer konsekutive Wege
bestimmt werden, ein jedes auBerhalb aller iibrigen liegt.

Verbinden wir endlich auch ¢ selbst mit m und a durch die Wege
[ und a, so konnen wir sie dem Vorigen gemiB so wihlen, da8 der
Punkt #,_, innerhalb des von ihnen mit [, und a, gebildeten Polygons %,
liegt. Da sich aber die Wege [ ., und { und die Wege [, und [ ,
gegenseitig trenmen, so folgt nun weiter, dab auch 7,,, und jedes ¢, ,
innerhalb dieses Polygons P, liegt.

§ 10.
Die einfachen Punktfolgen der einfachen geschlossenen Kurve.

Bei einer einfachen geschlossenen Kurve hat jede einfache Punkt-
folge {t,} die Eigenschaft, daf die zugehirigen Ausbiegungen v, gegen Null
konvergieren.

Zum Beweise schicke ich folgende Hilfsbetrachtung voraus. Sei wieder
L, das Polygon, das von den Wegen [, 1 ,, und a, a,,, gebildet wird,
dessen Inneres also den Kurvenbogen & , aber keinen Punkt der Punkt-
folge {f,} enthilt, sei v, irgend ein Punkt von ¥, und sei z ein Grenz-
punkt aller Punkte 7,. Dann folgt zunichst, daf = nicht innerhalb
irgend eines Polygons L, liegen kann. Setzen wir jetzt

ol t ) =4, ,9 t,n)=r, e(,)=09,, o(r,7)=47,,
so ergibt das von ¢, 7,, { und ¢ gebildete Viereck die Relation

(1) ot,7)>r,—06,—6,.
Ebenso erhilt man aus dem Viereck der Punkte ¢,_,,1¢, 7,
(1 a’) 9(t7 t) > rv-&-l - 6v+1 - 67,‘

Denken wir uns nun wieder den Punkt r, auf & veriinderlich und
setzen*)

® Vgl. die Anmerkung aunf S. 300.
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gm a(tw %v) = 8", oma(tv-l-n iv) = ev”)
so kann man einen Punkt », so auswihlen, daB bei beliebig kleinem 4,
ev, .—>__-= Q(tw tv) > ev, - dv
ist, und wir erhalten schlieBlich

(2> @(t, 7") > ey’ - av — 6, — 69')
und ebenso ergibt sich
(2a) o(t,v)y>e’ —6,,,—6,,—0,

Nun legen wir um die Mitte der Strecke #,f,., ein Quadrat g, mit der
Seite s,, so daB ¢, und ¢, , innerhalb von ihm liegen; es wird dann

< 1 1
Q(tw qv) =9 (Sy - dv) und g(tv-{—l’ qv) é 9 (sv—dv)

sein. Ist nun ¢, die gréBere der beiden Grofen e und e,” und wahlen -wir
s,=2e,+d,

so wird jeder Punkt 7, notwendig innerhalb von g, liegen. Das gleiche
gilt daber fiir die gesamte Menge Z,. Fassen wir also jetzt dasjenige
polygonale Gebiet &, ins Auge, das sowohl zum Innern von q,, wie zum
Innern von L, gehért, so wird sein Umfang durch #, und 7, ; in zwei
Streckenziige geteilt, die je einen von ¢, zu ¢, , fiihrenden Weg dar-
stellen, von denen der eine durch % und der andere durch ¥ fithrt, und
von denen keiner auBerhalb q, verlduft. Fiir die Ausbiegung 7,, die zu
t, und #,,, gehort, besteht daher jedenfalls die Relation

3 1 1
7,<8,V2; e+5d> 1,

Angenommen nun, die Ausbiegungen 5, konvergierten nicht gegen
Null, so gébe es unendlich viele Werte von 7,, die groBer als eine GréBe 9
bleiben, die nicht Null ist. Man kann dann eine Zahl N so bestimmen,
daB fiir beliebiges & und unendlich viele Werte » > N die Relationen

7, >8—¢ 6,<§ 6,,<¢ 6] <g,

bestehen und daB zugleich fiir alle Werte v > N
d, <& 0,<s, O, <e,

ist. Daraus aber erhielte man gemif (2) und (2a) schlieBlich
(3) ot 7) > ¥,
wo auch 9 eine endliche von Null verschiedene GréBe ist. Wenn also
die Ausbiegungen v, mnicht gegen Null konvergieren, so kann man die
Zwischenpunkte T, so wihlen, daf die Folgen {8} und {t,} verschiedene
Grenzpunkie bestimmen.

Man betrachte nun das oben (§ 7) genannte Polygon P, das darch
die Wege [, a, und die Wege [ a gebildet wird, die ¢ mit % und a ver- -
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binden Es enthilt das Polygon L, als Teilpolygon und daher enthilt es
auch den Punkt 7,, ebenso enthilt es jeden-Punkt z,,,; der Punkt
kann daher nicht auBerhalb von 9P, liegen, und da er wegen der letzten
Relation nicht in den Umfang dieses Polygons fallen kann, so muB er
notwendig in seinem JInneren enthalten sein. Man verbinde nun auch 7
mit ¢ und m durch je einen Weg « resp. 4, so kann man diese Wege so
wihlen, daB sie den Umfang von %, nicht kreuzen; sie bestimmen mit [,
und a, ein Teilpolygon B, von PB,, so daB ¢ auBerhalb dieses Polygons
liegt. Man kann daher um ¢ einen Kreis schlagen, der ebenfalls auBer-
halb dieses Polygons liegt. Im Inneren dieses Kreises liegen aber Punkte
der Folge {¢,}. Sel ¢, , einer von ihnen und P, o das Polygon, das
durch die Wege 1,1, und a,q,, , bestimmt wird, so muB %P, Teil-
polygon auch von P, sein. Das Polygon P, , besteht aber aus einer
endlichen Zahl von Polygonen I,k Andererseits enthilt es dem Vor-
stehenden gemidB auch den Punkt 7; es miifte daher z dem Inneren oder
dem Umfang eines Polygons L, angehdren, was aber einen Widerspruch
darstellt. Damit ist der Satz bewiesen.

Aus dem vorstehenden Beweise ziehen wir noch die Folgerung, da8
der Punkt v mit ¢ identisch ist. Ist also {f,} eine einfache Punkifolge

und wihlt man einen Punkt 7z, beliebig zwischen #, und £, , aus, so
bilden auch die Punkte 7, eine einfache Punktfolge, die denselben Grenz-

punkt besitzt, wie die Folge {¢,}.

§ 11.
Die Abbildung der einfachen geschlossenen Kurve auf den Kreis.

Sei wieder ¥ die einfache geschlossene Kurve, sel m ein innerer
Punkt von ¥ und K ein ihn umgebender kleiner Kreis. Ferner seien

Pn P27 "')P

S
irgend welche gegen T von innen approximierende Polygone, die simtlich
den Punkt m und den Kreis K einschlieBen. P, approximiere im mitt-
leren Abstande &, so daB fiir jeden Punkt p von P *)

3 1
(1) 2 & >0, T) =S¢,
ist. Endlich setze man fiir alle P, eine einheitliche positive Umlaufsrich-
tung fest.

Sei jetzt &, der groBte Abstand zweier Punkte von P;. Nimmt man

‘) Beitriige 1I, S. 138. Dort geschieht die Approxzimation so, daB & statt % &
steht. Diese Abanderung ist belanglos.
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dann eine Grofe s, < &, zunichst beliebig an, so kann man auf P, ge-
wisse in positiver Richtung aufeinander folgende Punkte

P> Pgs - * > P
bestimmen, so daB fiir je zwei konsekutive Punkte p, und p, ,
3 1
2) 5 51 > 0(Diy Piy1) 2 3 5
1st. %)

Innerhalb P, zieht man nun von m zu p, den Weg p, und zwar so,
daB diese Wege den Kreis K ‘in Punkten %k, kreuzen, die ihn in gleiche
Teile teilen. Alsdann konstruiere man zu p, einen sich ins AuBere von P,
erstreckenden Bereich 7', der auf seinem Umfange mindestens einen Punkg
von ¥ enthilt. Um den Beweis zu vereinfachen, dndern wir jedoch die
frither **) angegebene Konstruktion dieses Bereiches dahin ab, daB wir nicht
ein um p, sich dehnendes Quadraf, sondern einen sich um p; dehnenden
Kreis zugrunde legen. Ist dann #; ein auf T, liegender Punkt von &, so
ist fiir ihn
3) (v, t) = o(p:, T).

Verbindet man nun ¢, mit p, durch einen Streckenzug i, innerhalb T,
so stellt er zusammen mit p, einen einfachen Weg I, endlicher Strecken-
zahl von m zu {, dar; wir nehmen ihn und jeden der iibrigen Wege
iiberdies so an, daB die in #, endigende Seite von b, in den Radius pf
fallt. Durch geeignete Wahl ihrer Linge kann dann s1cher erreicht werden,
da8 fiir jeden Punkt m, dieser Seite ebenfalls

o(m,;, 1) = o(m;, T)

1st; was fiir den folgenden Bewels notig ist.
Bei geeigneter Wahl von & und s, kdnnen die Wege [, einander
nicht kreuzen. Um dies nachzuweisen, ist zu zeigen, daB bei geeigneter

¥) Um dies in aller Form auszufiihren, nimmt man p, auf P, beliebig an,
schligt um p, einen Kreis mit s, und nennt seinen ersten Schnittpunkt mit dem in
positiver Richtung durchlaufenen Polygon p,. Denkt man sich dann den beziglichen
Streckenzug p, --- p, von P, getilgt, so bleibt ein Streckenzug p, --- p,, mit dem
man von p, aus ebenso verfdhrt. So fihrt man fort, bis der letzte Kreis den noch

iibrigen Streckenzug p, --- p, ganz einschlieBt. Ist nun o(p,, p,) = —1—3l , 80 behalt

man p, bei, ist aber g(p”, D) < 5 515 80 wihlt man p,_, als letzten Teilpunkt und

es ist o(D,—1, 1) < “2—31
**) Vgl. die Anmerkung **) auf S. 302.
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Wah!l von & und s, je zwei Bereiche T, und 7, auBerbhalb voneinander
hegen®), und zwar wird dies sicher erreicht, falls man

(4) 8 > 16¢

wahlt. Zunichst folgt leicht, daB der Bereich 7; auBerhalb von T, , liegt
und daB ein Bereich T} nicht an zwei Bereiche 7, und T} , anstoBen oder
mit ihnen Teile gemein haben kann. Ist némlich o° der kleinste Radius
dieser Bereiche, so wiirde sonst

9(291;10“-1) < 26, resp. o(; Pi+1) <40

sein und dies steht wegen o' < —; ¢, mit der aus (2) und (4) folgenden
Relation

0Py Piv1) = ‘%‘ 8> 8¢
im Widerspruch.

Angenommen nun, es liegen nicht alle Bereiche 7; auBlerhalb von-
einander, so wollen wir sie siamtlich gleichzeitiz um die Punkte p, ent-
stehen lassen, so daB sie stets denselben Radins haben, bis irgend zwei
aneinander stoBen. Die so gebildeten Bereiche seien 7, wo die 7, mit
den 7 identisch sind oder nur Teile der T',, und es seien 7, und T},
wo k> 4, zwei aneinandergrenzende Bereiche. Ist dann p” der ihnen ge-
meinsame Punkt, sind [ und [ zwei Wege, die inperhalb 7 und 7
von p’ zu p, und p, fihren, und sind p, und p, die Wege von m zu p,
und p,, so kann keiner dieser Wege einen der Bereiche 7, kreuzen; jeder
dieser Bereiche liegt also auBerhalb oder innerhalb des einfachen Polygons
B, das von den vier Wegen gebildet wird, und dasselbe gilt von den
Wegen p,, die von m zu p, fihren. Andererseits miiBte es aber wegen
der zyklischen Anordnung der Punkte p, innerhalb wie auBerhalb dieses
Polygons P Wege p, und damit anch Bereiche 7" wirklich geben. Wir
nehmen an, es mdgen alle Bereiche T, fiir die ¢ < h < k ist, innerhalb B
liegen, so ist dadurch nur die Bezeichnung festgelegt, und es liegt 7%, ,
innerhalb von B. Aus dem Vorstehenden folgert man nun weiter, daB
dann auch T _, selbst ganz innerhalb % liegt. Wire dies ndmlich nicht
der Fall, so miiBte T, , entweder T} oder 7, oder beide Bereiche kreuzen;
jede dieser Annahmen fiihrte aber, wie leicht ersichtlich, auf einen Wider-
spruch gegen die oben gezogene Folgerung, dal weder 7, und 7, , mnoch
auch T, mit 7, und 7} , Punkte gemein haben. Daher miiite 7, , inner-
halb von P liegen. Das Polygon ¥ umschlieft alsdann auch den Punkt
vy Yo T Dies ist aber unmdglich, gleichgiiltig ob der Punkt " zu

) 41"

%X gehort oder zu J, woraus die Behauptung folgt.

¥ In dem Umstande, daf dies fiir je zwei Bereiche T, und T, nachzuweisen
ist, liegt die Notwendigkeit eines ausfiibrlichen Beweises.
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Aus den Relationen (1) und (3) folgern wir noch
3 1
o &> o(pit) = 3 ‘v
und wenn man noch o(f;, f, ;) =7; setzt, so folgt aus dem Viereck der
Punkte p;, 9,4, 4, %, mittels (2)
(5) %sl+3el>r,.>—;—sl—351.
Aus der Reihe der Polygone P, bestimmt man jetzt ein im Abstand
&, approximierendes Polygon P,” folgendermaflen. Man nehme zunichst
& < % &
beliebig an, iiberdies aber soll, wenn p,, der lefste Kreuzungspunkt des
Weges [, mit dem Polygon P, ist,
0(Dios 1) = 0(Dioy T)
sein. GemiB der obigen Festsetzung wird dies sicher erfilllt sein, wenn
D;o in diejenige Seite des Weges [, fillt, die in #; endigt. Es ist dann
3 3
5 & > 0(Pw, #) und 5 &> 0 (Pis1,00 fip1)s

und daher folgt fiir die Entfernung der Punkte p,, und p, , ,, die in den
Bereichen T, und T, , liegen,

(6) 7.+ 3g > @(Z’io)PiH,o) >r,— 3&.
Man nehme nun eine GroBe s, < 1 s, zundchst beliebig. an und bestimme

auf dem Streckenzuge p,, - - - p;,,, Wiederum die Punkte

Dios Pirs Pizs * 5 Pis Piga,0
in der Weise, daB fiir je zwei konsekutive

8 1
o S > Q(Z’ik7pi,k+1> = 5 S

ist, und konstruiere zu jedem dieser Punkte p,, den Bereich T,. Dieser
liefert einen Punkt 7, so daB fir jeden Punkt p,,

3 1
5 &8> 0(Dixs br) = 3 &
ist; und hieraus folgt wiederum, falls noch o(%;, ¢, ,,,) = 7;; gesetzt wird,
3 1
(N 3 S +35>r,> 5 5 —3&.

Nun ziehe man wieder fiir jeden neu entstandenen Punkt p,, den Weg I,
der von m iiber p,, zu ¢, filhrt und zwar so, daf anf dem Kreise K, der
m umgibt, jeder bereits vorhandene Kreisbogen durch die neuen Teil-
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punkte % in gleiche Teile zerlegt wird und daB auch die Wege [, der
oben fir die Wege I; getroffenen Festsetzung geniigen. Alle diese Wege
haben alsdann endliche Streckenzahl und man beweist, wie oben, daB,

wenn man
s > 16 ¢,

wihlt, keine zwei dieser Wege einander kreuzen. Sie folgen iiberdies in
derselben Weise aufeinander, wie die Punkte p,, auf dem Umfange von P,
resp. die Punkte %, auf dem Kreise K.

In dieser Weise kann man fortfahren. Hat man das Polygon P,
konstruiert, mit den Punkten py und ¢y, wo N eine Abkiirzung fiir » In-
dizes ist, und den zu ihnen fiilhrenden Wegen [y, die auf dem Kreise K
die Punkte ky bestimmen und der obigen Festsetzung unterliegen, so
nimmt man unter den approximierenden Polygonen P, ein solches als
P, ., daB man

1
(8) <34
wihlt und daB, wenn pyo der lefzfe Kreuzungspunkt des Weges [y mit

.P‘,y +1 ist,
o (oo, tw) = 0(Pro, T)

ist. Ferner sei py ein dem Punkte py benachbarter Punkt auf P, so
hat man wieder

9) ry+ 38,11 > 0(Pro, Pro) > 7y — Be,
und man bestimmt nun auf dem Streckenzuge pyo - - - pyo wiederum die
Punkte

Do, PNy * * *5 Pgs Do
in der Weise, daB fiir je zwei konsekutive

3 1
o Svi1 > (PN, PN,i41) = 5 Sv+1
1st, wo
1
(10) sv+1 < —3'- Sv

gewihlt ist. Diese Punkte py; liefern dann wieder die Punkte Zy;, und
man hat, wenn man o(tyi, ty,;+1) = rx; setzt, fiir jeden dieser Punkte ¢y,

3
(11) 3 Sv+1 + 38,+1>7'Ni>—;‘3v+1 - 38,,+1-
Zieht man dann wieder zu jedem neu entstandenen Punkte Zy; den Weg
Ly; von m tber py;, so haben alle diese Wege endliche Seitenzahl, und
wenn man

(12) Sy41>16¢, 4
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wihlt, so werden keine zwel sich kreuzen und alle in derselben Weise auf-
einander folgen, wie die Punkte py: auf P,,,, resp. die Punkte ky; auf
K; diese teilen zugleich einen jeden bereits vorhandenen Bogen des Kreises
K in gleiche Teile.

Es fragt sich jetzt nur noch, ob die vorstehenden Bedingungen so
zu erfiillen sind, daB die Punkte ¢y schlieflich tiberall dicht auf der Kurve
liegen. Dazu muB zunichst mit limese, = O auch limes ry =0 werden,
und zwar fiir je zwei benachbarte Punkte #y und ¢y Dies kann auf
mannigfache Weise geschehen. Dazu wihle man z. B. & irgendwie der
Relation (4) entsprechend, was immer mdglich ist, und setze

1 1
(13) &= a €y Sy41 = D Sys

wo, den Relationen (8) und (10) gemiB, ¢ >3 und b >3 zu wihlen ist.
Ferner hat man

3 8 3
(13) 9 b 1+ v— 81>'rN> 2 bv-— _av-l

& .

Wird also noch ¢ >b angenommen, so bewirkt dies, daB alle Rela-
tionen (12) erfiillt sind, daB auch alle r4>0 sind, und da8 ry mit
wachsendem » gegen Null konvergiert. Die Punkte {fy} bilden dann, wie
wir sehen werden, eine auf ¥ {iberall dichte Menge; sie sel T_. Andererseits
ist anch die auf dem Kreise liegende Menge K, = {ky| eine iiberall dichte
Menge, und es sind die Mengen ¥, und K, eineindeutig aufeinander be-
zogen. *)

Sei nun % 1rgend ein Punkt von K, und {}*} eine gegen ihn kon-
vergierende einfache Folge, deren Punkte zu K _ gehdren, so entsprechen
ihr Punkte {#"}, die dieselbe Anordnung besitzen, wie die Punkte ).
Falls nun diese Punkte nicht einen einzigen Grenzpunkt haben sollten,
so kann man aus ihnen wie in § 6, durch Tilgung gewisser Punkte eine
einfache Folge herausheben, die einen einzigen Grenzpunkt ¢ besitzt. Sie sei
(¢}, so ist auch ihr Bild {£,} auf K eine einfache Folge. Ersetzt man nun
{%k,} durch eine Folge {k,}, die von derselben Seite gegen % konvergiert,
und liegt %, zwischen den Punkten £, und £, so liegt auch ¢ zwischen ¢,
und £,; gemaB dem SchluBsatz von § 10 konvergxert also auch {Z,} gegen ¢.
Dies gllt fiir jede derartige Folge {k,’}. Es haben daher alle derartigen
Folgen {:,} einen und denselben Grenzpunkt und daraus folgt weiter, da
auch die Punkte #) nur einen Grenzpunkt besitzen, nimlich ¢.

* Duarch geeignete Wahl von ¢ und b kann man sSogar erreichen, da8 beim
Fortgang von P, zu P, ; zwischen je zwei Punkten % ein neuer Teilpunkt liegt,

was aus den obigen Relationen leicht hervorgeht. Durch a > b wird auch erreicht,
daB fir jede Indizesgruppe 7, >, ist.
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Es ist nur noch zu zeigen, daB, wenn man zu % eine Folge {%,”} kon-
struiert, die von der entgegengesetzten Seite gegen k konvergiert, auch
{t} gegen t konvergiert.

Wiire dies nidmlich nicht der Fall, so sei ¢* der Grenzpunkt dieser
Folge. Um die Begriffe zu fixieren, werde nun angenommen, daB die
Folge {k,} gegen % von links, die Folge {%,”| gegen % von rechts kon-
vergiert, das gleiche gilt dann auch beziiglich { und #”. Nun sind zwei
Fille moglich. Zundchst konnte £ rechts von ¢ liegen. Dann gibt es
mehrere Punkte ¢ von %_ die links von #° und rechts von ¢ liegen.
Nimmt man nun einen Punkt t, der ersten und einen Punkt t,” der
zweiten Folge beliebig an, so wiirde auch jeder derartige Punkt £, links von
t,” und rechts von 7, liegen; es miite also auch Punkte £, auf K geben,
die die gleiche Lage zu je zwei Punkten %, und %; besitzen. Von solchen
Punkten gibt es aber auf K nur einen, nimlich % selbst; die obige An-
nahme ist daher unmdoglich. Zweitens konnte ¢” links von ¢ liegen; dies
fihrte aber in dhnlicher Weise auf die Folgerung, daB es einen Punkt ,
gibe, der sowohl rechts wie links von % liegen miiBite, was ebenfalls un-
moglich ist.

Damit ist bewiesen, daB & in der Tat auf T iiberall dicht ist, daf
jedem Punkt Z von K ein und nur ein Punkt ¢ von & entspricht, iiber-
dies jeder Folge, die gegen % konvergiert, eine Folge, die gegen ¢ kon-
vergiert. Damit ist aber bekanntlich der Beweis der umkehrbar eindeutigen
und stetigen Abbildung erbracht.

§ 12.
Die Erweiterung des Jordanschen Satzes,

Der Satz des Herrn Jordan besagt, dafl das umkehrbar eindeutige
und stetige Abbild des Kreises eine geschlossene Kurve ist. Dieser Satz
bedarf aber einer Erweiterung. Die Erweiterung besteht darin, daB simt-
liche Punkte der Kurve fiir das &duBere und innere Gebiet erreichbare
Punkte sind; d. h. das umkehrbar eindeutige und stetige Abbild des
Kreises ist eine einfache geschlossene Kurve.

Bei der Fragestellung, die hier zugrunde gelegt ist, ist diese Eigen-
schaft sogar die Hauptsache; erst sie fiihrt uns dazu, die notwendigen und
hinreichenden Kriterien fiir die umkehrbar eindeuntige und stetige Abbil-
dung einer Punktmenge auf den Kreis zu erkennen.

Der Beweis unseres Satzes ergibt sich, nachdem wir die allgemeine
Untersuchung der ebénen perfekten Mengen vorausgeschickt haben, fast
unmittelbar. Er geht so vor sich, daf wir innerhalb der Gesamtheit aller
ebenen Mengen die einfache geschlossene Kurve als das einzig mogliche
Abbild des Kreises erkennen werden.
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Da die Eigenschaften perfekt und zusammenhingend uunserer Abbil-
dung gegeniiber invariant sind, so ist, wie der Kreis K, auch sein Ab-
bild ¥ eine perfekte, zusammenhingende Menge. Sie muB aber mit dem
Kreise auch die Eigenschaft teilen, nirgends dicht zu sein. Wire. sie
nimlich in der Umgebung eines Punktes ¢ iiberall dicht, so gibe es ein
den Punkt ¢ einschlieBendes Quadrat, das ebenfalls zu € gehorte. Das
Abbild dieses Quadrates miiite wieder eine susammenhingende Teilmenge
des Kreises sein, d. h. ein Kreisbogen. Dies ist aber unmdglich; denn ein
Kreisbogen kann ebensowenig wie die Strecke umkehrbar eindeutiges und
stetiges Abbild des Quadrates sein.¥)

Wir zeigen nun weiter, daB alle Punkte von T allseitig erreichbar
sind. Dies ist das einzige, was einer lingeren Darlegung bedarf. Dazu
schicken wir eine Hilfsbetrachtung voraus.

Seien ¢ und ¢ zwei Punkte von ¥, die fiir irgend ein Gebiet IN
erreichbar sind, " und {” die von m zu ihnen filhrenden Wege, und ¥
und %” ihre Bildpunkte auf K. GemidB § 4 wird durch [' und [” eine
geschlossene Kurve definiert, der auler [" und [ eine gewisse zusammen-
hingende Teilmenge ¥, von T angehort. Dieser Menge muB eine zusam-
menhiingende Teilmenge K, des Kreises entsprechen, der £” und %" an-
geh6ren; daher muB K, einen der beiden durch %' und %" bestimmten
Teilbogen von K ganz enthalten; er sei K,. Sie kann aber auch keinen
Punkt des anderen Kreisbogens K, enthalten. Wire dies der Fall, wire
k, ein solcher Punkt und £, sein Bildpunkt in €,, so lege man um ¢
ein die Punkte ¢ und ¢’ ausschlieBendes kleines Quadrat q. Durch Tilgung
der in q enthaltenen Punkte entstehen gemiB § 4 aus &,, gewisse ge-
trennte Teilmengen, deren jede héchstens nur einen der beiden Punkte
¢ und ¢” enthdlt. Wegen der Stetigkeit kann man aber das Quadrat g so
klein wihlen, daf den innerhalb von q liegenden Punkten von % ; lauter
Bildpunkte entsprechen, die simtlich auf dem Bogen K, liegen. Nach
Wegnahme dieser Punkte bleibt daher in K, eine zusammenhingende Teil-
menge iibrig, der sowohl %’ wie £” angehéren, und dies bedeutet einen
Widerspruch.

Angenommen nun, ¢ sei ein Grenzpunkt eines Gebietes SR, der fiir
dies Gebiet nicht erreichbar ist, so gibt es eine gegen ihn konvergierende
Folge {¢,}, deren Ausbiegungen 7, nicht gegen Null konvergieren. Diese
Folgen konnen wir uns zundchst von iberflissigen Punkten gereinigt
denken; d. h. wir konnen aus ihr, falls nétig, Punkte so weglassen, daB
bei gegebenem N fiir alle v > N jedes ,> >0 bleibt. Daf dies mdglich
ist, geht aus den Begriffen der Folge und der Ausbiegung unmittelbar hervor.

¥) Vgl. § 14. Hilfssatz.
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Wir wihlen nun m innerhalb 98 beliebig und ziehen von m zu den
Punkten ¢, die Wege [,. Sei dann %, der auf K liegende Bildpunkt von ¢,
so haben wegen der Stetigkeit die Punkte {k,} einen und nur einen Grenz-
punkt %, der zugleich Bildpunkt von ¢ ist. Sollten nun die Punkte %, auf
k keine einfache Folge bilden, so konnen wir doch analog wie in § 6
eine in ihnen enthaltene Folge {%,’} bestimmen von der Art, daf auch die
ibnen entsprechenden Punkte #, eine einfache Folge {2} bilden, und es
wird nun auch fiir diese Punkte jedes 4, > 2" > 0 sein, falls » > N’ ge-
wihlt wird.

GemiB § 4 bestimmen die Wege [, und [, ein Teilgebiet M, von
M und definieren eine gewisse Menge ¥, deren Punkte zu der durch
I/ und [” bestimmten geschlossenen Kurve gehSren. Thr entspricht,
wie wir eben bewiesen haben, einer der beiden durch %, und %,.; be-
stimmten Kreisbogen, und da die Punkte %, eine einfache Folge bilden,
so miissen es auch diese Kreisbogen tun. Wire nun ¢ fir IR nicht er-
reichbar, so konnte man gem#dB § 8 auf den Teilmengen ¥ Punkte 7, so
auswihlen, daB sie einen von ¢ verschiedenen Grenzpunkt haben; es
miifiten also auch die Bildpunkte auf den Kreishogen K’ einen von k
verschiedenen Grenzpunkt besitzen, was unmdglich ist. :

Es handelt sich jetzt noch darum, aus der Gesamtheit der ebenen
nirgends dichten zusammenhingenden Mengen diejenigen herauszusuchen,
die Abbild des Kreises sein kénnen, und zwar ist dabei nur noch die von
ihnen bewirkte Gebietsteilung zu beriicksichtigen. Die Komplementir-
menge M von ¥ konnte an sich zunichst ein einziges Gebiet darstellen.
Dies ist aber ausgeschlossen. Denn gemiB § b ist eine solche Menge in
zwei Teilmengen zerlegbar, die nur eimen gemeinsamen Punkt besitzen,
was fiir den Kreis nicht zutrifft.

Sei nun U das Zubere Teilgebiet von I und C diejenige Teilmenge
von %, deren Punkte simtlich zur Grenze von ¥ gehiren, aber nicht
Grenzpunkte von U allein sind; ferner seien ¢, und ¢, zwei Punkte von C.
Sie definieren gemiB § 8 zwei Kurvenbogen ¢, und ¢js, deren jedem
wieder einer der beiden KreisbGgen entsprechen muB, die dureh die Bild-
punkte %, und %, bestimmt werden. Daraus folgt aber, daB die Kurve C
die Menge T erschépft, also mit ihr identisch ist. Damit ist der Satz
bewiesen und es folgt also:

Das wmkehrbar eindeutige und stetige Abbild des Kreises ist eine ein-
fache geschlossene Kurve.

Als einfachen Kurvenbogen habe ich oben jede zusammenhingende
Teilmenge einer einfachen geschlossenen Kurve definiert; es folgt daraus,
da8 jeder ewnfache Kurvenbogen Bildmenge eines Kreisbogens ist. Dies ist
wiederum umkehrbar, d. h. es gilt der Satz:
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Das umkehrbar eindeutige und stetige Abbild eines Kreisbogens ist ein
einfacher Kurvenbogen.

Um dies zu beweisen, ist zu zeigen, daB man eine einfache geschlos-
sene Kurve angeben kann, die Bild eines Kreises ist, und von der die
beziigliche Bildmenge eine zusammenhingende Teilmenge ist. Sei &
diese Bildmenge, K’ der Kreisbogen, und %, resp. k; seine Endpunkte.
Zunichst folgt, wie beim Beweis des Hauptsatzes, daB jeder Punkt von
¥ allseitig erreichbar ist. Ferner muf die Komplementirmenge von ¥
ein einsiges Gebiet sein. Denn sonst gibe es in & eine geschlossene
Kurve und ihr miiBte K oder ein Teil von K’, also jedenfalls ein Kreis-
bogen entsprechen, was unméglich ist. Man kann daher von demselben Punkte
m zu den Bildpunkten ¢, und 4, von %, und %, zwei Wege [, und {; legen.
Diese kann man umkehrbar eindeutig und stetig auf den Komplementir-
bogen des Kreisbogens K’ abbilden. Sie stellen zusammen mit T eine
Menge dar, die Bild eines Kreises, also eine geschlossene einfache Kurve
ist, womit die Behauptung erwiesen ist.

Man kann noch fragen, welche rein mengentheoretischen Kriterien
dafiir bestehen, daf eine Menge &, deren Komplementirmenge ein einziges
Gebiet N ist, ein einfacher Kurvenbogen ist. Dies wird dann der Fall
sein, wenn jede zusammenhingende Teilmenge von & ebenfalls ein ein-
facher Kurvenbogen ist.¥)

§ 13.

Herstellung von ebenen Abbildungen bei gegebenem Entsprechen
zweier Kurven.

Fiir den Beweis der vorstehenden Sitze haben wir uns in § 4 die
Beschrinkung auferlegt, nur polygonale Wege einfachster Art zu be-
nutzen. Hiervon miissen wir uns freimachen; alle fiir solche Wege ab-
geleiteten Sitze miissen auf beliebige einfache Kurvenbogen ausgedehnt
werden. Um dies auszufiihren, bediirfen wir eines Satzes, der besagt, daB
man die umkehrbar eindeutige und stetige Abbildung zweier einfachen
Kurven zu einer ebenfalls umkehrbar eindeutigen und stetigen Abbildung
fiir jeden beliebigen Teil der Ebene erweitern kann, und zwar so, daf
auch fiir die erweiterte Abbildung diejenige der beiden Kurven bestehen
bleibt.

Ich schicke dazu zwei einfache Hilfsbhetrachtungen voran. Sei erstens
P ein Polygon, das konkave Ecken hat. Verlingert man eine Seite, die
in einer konkaven Ecke endigt, in das Innere von P, so zerfillt P in
zwei Polygone, deren jedes mindestens eine Ecke weniger hat als P. Es

*) Vgl. meine Note in den G&tt. Nachr. 1904.
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kann daher P in eine endliche Zahl von Polygonen obne konkave Ecken
zerlegt werden.

Sind zweitens P und @ irgend zwei konvere Polygone, die keines-
wegs gleich viele Ecken zu haben brauchen, so kann man ihre Innengebiete
leicht in der Weise umkehrbar eindeutig und stetig aufeinander abbilden,
daf man die Abbildung ihrer Umfénge beliebig vorschreibt. Um dies in
einfachster Weise zu bewirken, kann man so verfahren. Seien p, und g,
zwei Punkte im Innern dieser Polygone, z. B. diejenigen, die den griBten
Abstand von den Umfingen haben. Dann verbinde man p, mit einem
Punkt p von P und ¢, mit dem entsprechenden Punkte ¢ von ¢ und
ordne je zwei Punkte der Strecken p,p und ¢,q9 einander zu, die beide in
gleichem Verhiltnis teilen; tut man dies fiir jedes Paar entsprechen-
der Punkte p und g, so ist damit eine Abbildung der verlangten Art ge-
leistet, was weiterer Ausfiihrung nicht bedarf.

Ist endlich drittens @ ein konvexes Polygon, ist P ein solches, das
auch konkave Ecken hat, und p eine konkave Ecke von P, so verlingere
man wieder eine in p endigende Seite in das Innere von P bis zum
ersten Schnittpunkt p’ mit P und verbinde die beiden entsprechenden
Punkte g und ¢" von @ durch eine Gerade innerhalb . Diese Gerade ordnen
wir wieder der Geraden pp’ eineindeutig und stetig zu. Sie zerlegt @
in zwei konvexe Polygone @, und ¢,. Kann man nun diese Polygone in
der verlangten Weise auf die Teilpolygone P, und P, von P abbilden,
so ist damit auch die Abbildung von P auf @ geleistet. Dabei ist zu
beachten, daf die Abbildung innerhalb des einen Polygonpaares P, und
@, von derjenigen innerhalb des anderen im allgemeinen unabhingig ist,
sie muB nur die Eigenschaft haben, beidemal dieselbe Beziehung fiir die
Strecken pp” und qq" zu liefern. Dies bleibt bestehen, wie oft wir auch
die Zerlegung von P ausfiihren miissen, um es in lauter konvexe Poly-
gone zu zerlegen. Andererseits zerfillt dabei @ ebenfalls in lauter kon-
vexe Polygone. Bilden wir dann jedes Teilpolygon von § auf das ent-
sprechende Teilpolygon von P in der oben angegebenen Weise ab, so
haben wir damit eine eineindeutige und stetige Abbildung fiir J(P) und
3(Q) gewonnen, die stetig in die vorgeschriebene Abbildung von P und
@ iibergeht.*)

Sei nun C eine einfache geschlossene Kurve, die eineindeutig auf das
Quadrat ) bezogen ist, und sei die Aufgabe gestellt, das Innere J(C)
umkehrbar eindeutig und stetig auf das Innere J(X)) so abzubilden, daB
diese Abbildung stetig in die gegebene Abbildung von C auf & iibergeht.

*) Die oben benutzte Abbildung kann durch jede andere umkehrbar eindeutige
und stetige Abbildung ersetzt werden.
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Sei m, der Punkt von J(C), fiir den o(m,, C)= u ein Maximum ist, sei ¢,
der Mittelpunkt von ¢, und & sein d Abstand von @. Wir zeichnen dann
die Polygone

P) PH}"': P(v);
die m, einschlieBen und C von innen approximieren, und zwar setzen wir

V4 1 144 1 U 1 1
& =—2—/)7) & =-Zg’ sy g("'f'):_—zs(”)’...

Ebenso zeichnen wir die Quadrate, die ¢ von innen in den Abstinden 4,
approximieren, nimlich A
o, 7, ..., 00 ..

und zwar sei
' 1 14 1 V4 1 1
6..—:-2—6’ d =—4:—~6"-1 6{71')-:.-—-4—-—6(,’)’-

Es ist jetzt noch zu erértern, wie man die Abbildung von P® auf
) anzunehmen hat, damit die Abbildung des Inneren von £ und C
gleichmédBig in die vorgegebene Abbildung von & auf C iibergeht. Dies
kann folgendermaBen geschehen (Fig. 5).%) Seien ¢, g5, g5, ¢, in kon-

N %
= ik, Ao
g'_ ZI %

q; /A

&
INA: Ny | o
8 &

7. ¢
T K
A %

Fig. 5. Z,

sekutiver Folge die Ecken von L und ¢, ¢,, ¢5, ¢,/ die analogen Ecken
von ¢, ferner seien g,, g,, 4;, g, die Diagonalstrecken, die g, mit diesen
Punkten verbinden. Sind dann ¢, %, 4, ¢, die Punkte der Kurve C, die
den Punkten g, von @ entsprechen, so verbinden wir sie mit m, durch
Wege [, die einander nicht kreuzen und jedes Polygon P® nur einmal
schneiden. Wir richten nun die weitere Abbildung immer so ein, da8
diese Wege Y, den Strecken g; enisprechen und daf sie die Polygone P®
und O je in  entsprechenden Pumkien treffen. Sind also insbesondere
p, poy v’y p die Schnittpunkte dieser Wege mit P’, so schreiben wir
die Abbildung von P’ auf Q' so vor, dal dem Punkte p, der Punkt ¢,
entspricht, und daB ferner die Strecke ¢;¢/y1 von L dhnlich auf das
Intervall p, - -- piy1 von P’ bezogen wird. Die Linge dieses Intervalls
sei L.

*) Die Figur ist nur schematisch zu verstehen.
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Um die Abbildung von P” auf )" zu bewirken, nehmen wir eine
GroBe 7, an, die kleiner als jedes L ist, und teilen jeden Streckenzug
p; -+ piy1 in solche der Einfachheit halber gleiche Teile, daB die Linge

jedes Teiles zwischen %, und % n, legt. Die so auf p; ... piyq ent-
stehenden Punkte seien

p:i =p2, p:'Q, pfs, Ty Z’:'z = Pi+1}
ihnen entsprechen auf L)' die Punkte

= &> iz; 435~~~ G2 = Lix1s
die ebenfalls gleichen Abstand voneinander haben miissen. Seien g, die
Geraden, die diese Punkte mit g, verbinden, g;, ihre Schnittpunkte mit £,
g7: diejenigen mit £” und g das Stick ¢izg:x dieser Geraden, das also
auperhalb von L) liegt. Die Gesamtheit dieser Punkte auf L resp. Q.7
bezeichne ich durch

@ = {qux} resp. @ ={gir},
und zwar gehdren zu ¢, auch die vier Punkte ¢, der Punktmenge
Q, = {4}, und zwischen je zweien von ihnen liegt mindestens ein Punkt
von §,. Auf der Kurve C bestimmen wir nun die entsprechende Punkt-
menge

T, = {tu},
und verbinden m, mit jedem Punkte f,, der nicht schon zur Punktmenge
T, = {t,} gehort, durch Wege l;;, die den Punkt pi; von P’ enthalten,
die einander und die Wege [; nicht kreuzen und jedes P® nur einmal
schneiden. Ist dann [}; dasjenige Stiick des Weges, das zwischen pj; und
f;x liegt, so setzen wir zunichst fest, daB dic Wege li; und die Sirecken
gix einander entsprechen®) und richten die weitere Abbildung wieder so
ein, daB fir jedes v > 1 shre Schnittpunkie auf P® und 22 entsprechende
Punkte sind. Ist insbesondere p7: der Schnittpunkt von [;; mit P”, so
ist die Anordnung dieser Punkte auf P” die gleiche, wie die der Punkte
¢ auf £, und wir schreiben nun weiter vor, daf die Punkte p;x und
g:x einander entsprechen, und da8 die entsprechenden Intervalle von P”
und L) dhnlich aufeinander bezogen werden. Damit sind die Umfinge
je zweier Teilpolygone, in die die Gebiete zwischen P’ und P” resp.
zwischen £ und £ zerfallen, einander zugeordnet, und es kann daher
auch die dementsprechende Abbildung dieser Ringgebiete selbst bewirkt
werden.
In dieser Weise kann man fortfahren. Sei L” die kleinste Linge

¥) Die innerhalb ' und £ liegenden Teile dieser Wege brauchen einander
nicht zu entsprechen; und analog im folgenden.
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eines dieser auf P” liegenden Intervalle p; --- 9/ r41, so wihle man
eine GroBe 7, so, daB

1 "

ne<g M und 9, < L7
und teile jedes Intervall p;z - - - p;zy1 auf P” in gleiche Teile, deren
jeder der Linge nach zwischen 7, und —;— 7, liegt, bestimme die ent-

sprechenden Punkte auf £)”, und verbinde sie mit g, durch Geraden g:z,.
Man erhilt so in ihren Schnittpunkten mit £ resp. £1 die Punktmengen

Qs = {g:} und Q" = {gix:},
so daB @; die Menge @, enthilt und zwischen je zwei Punkten von @,
mindestens ein Punkt von @; liegt. Alsdann bestimme man auf C die

Punlkte
Ts = {tikfl } ’

und verbinde , mit ihnen durch die Wege [;;;, die durch p% gehen
und auf P’ die Punkte p;x, ausschneiden. Man richtet dann die weitere
Abbildung so ein, daB man die Stiicke [z, = pjx t;;; dieser Wege, die
auperhalb P liegen, den auBerhalb Q" liegenden Strecken gi%; = ¢iz: gix: In
der genannten Weise zuordnet, auf P und £’ die Punkte p;{;, und g%,
als Bildpunkte wihlt, und die zwischen ihnen liegenden Streckenziige
einander dhnlich zuordnet.

Wird auf diese Weise fortgefahren, und sind

\Qr={Qv}7 resp. Tr={Tv}
die auf £) und ¥ entstehenden Punktmengen, so ist der Konstruktion
gemdB @, auf & iberall dicht; es muB daher, da £ und ¥ beiderseits
stetige Abbilder sind, auch . auf C iiberall dicht liegen.

Es ist nun noch zu beweisen, daB die Stetigkeit auch beim Uber-
gang aus dem Inneren zur Grenze, d. h. zu & und C gewahrt bleibt.
Dazu ist zu zeigen, daf jeder dem Imneren von 2 zugehorigen Punkt-
folge, die gegen einen Punkt g von L konvergiert, eine Punktfolge ent-
spricht, die gegen einen einzigen Grenzpunkt von C konvergiert, und zwar
gegen den Bildpunkt ¢ von C. Man sieht aber leicht, daB es geniigt, ge-
wisse einfachere Punktfolgen in Betracht zu ziehen. Erstens kdnnen wir
uns auf Punkte beschrinken, die auf den Umfingen der 2 liegen;
zweitens diirfen wir annehmen, daf auf jedem £ nur ein Punkt der
Punktfolge liegt, und drittens kionnen wir jeden Punkt eines £ durch
den ihm am nichsten liegenden Punkt der Punktmenge (") ersetzen. Sei

nun v p %
{q(v)}‘_‘q, 9,49 ;"'7q<)7"'

eine derartige Punktfolge und ¢ ihr Grenzpunkt, und seien
{ p(")} = p” p", p”’, SR p(")’ “en

D2 K J
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die entsprechenden Punkte auf den Polygonen P®. Wir wollen nun
annehmen, es gebe einen Grenzpunkt von {p®}, der von # verschieden
ist, so gehorte er doch sicher der Menge C an. Er sei ¢, und ¢, sei
der entsprechende Punkt von £, ferner sei ggq, die kleinere der beiden
Strecken, in die ) zerfillt. Dann gibt es auf ihr sicher Punkte von @,;
irgend zwei von ihnen seien g,” und g,”, ferner seien g, und g, die von
¢ zu ihnen fihrenden Geraden, und I, das durch sie bestimmte Teil-
gebiet von £). Andererseits bestimmen die Wege [ und (", die von m,
zu ¢ und ¢” fihren, ein Teilgebiet M, des Kurveninneren, zu dessen
Grenze { und ¢ nicht gehéren, auch folgen ¢, ¢,, ¢, ¢” in derselben Ord-
nung aufeinander wie ¢, ¢y, ¢, ¢,”- Man lege nun um ¢ einen Kreis
mit einem so kleinen Radius, daB die Wege {’ und {” zu seinem AuBeren
gehGren, dann wird man eine Zahl N so wihlen konnen, daB es unend-
lich viele Werte » > N gibt, so da8 die Punkte p® dem Inneren dieses
Kreises angehoren.

Welches nun auch die Punkte ¢," und g¢,” sein mdgen, so kann man
gem#df den obigen Vorschriften die Zahl N auch so bestimmen, daf fiir
alle v > N einerseits die Polygone £4® von den Geraden g,” und g,” und
andererseits die Polygone P®) von den beiden Wegstiicken [/ und 1 in
entsprechenden Punkten getroffen werden. Sind also q® resp. p® diejenigen
Streckenztige dieser Polygone, die im Innern der Gebiete I, und M, ver-
laufen, so werden fiir alle diese Werte » ihre Endpunkte einander ent-
sprechen. Fir diese Werte » miissen daher auch die Punkte p® und ¢®
die gleiche Lage zu p® resp. q* haben, d. h. entweder zugleich links
oder zugleich rechts von ithnen liegen. Dies enthdlt aber einen Wider-
spruch mit der Annahme, denn man kénnte daraus folgern, daB es un-
endlich viele Werte » > N gibe, fiir die die Punkte p und daher auch
die Punkte ¢ auf verschiedenen Seiten dieser Streckenziige liegen miiBten.
Dies trifft aber fiir die Punkte ¢®), resp. die Streckenziige ¢®) nicht zu.
Die Punkte p® besitzen daher nur einen Grenzpunkt.

Ebenso lieBe sich beweisen, daB jeder Punktfolge von C eine Punkt-
folge von £ mit nur einem Grenzpunkte entspricht; doch ist dies nicht
einmal nétig, da eine eineindeutige und einerseits stetige Abbildung auch
umkehrbar stetig ist. Also folgt:

Ist die einfache geschlossene Kurve C eimeindeutiges und stetiges Ab-
bild eines Quadrates L, so kamn man diese Abbildung 2u einer analogen
Abbildung der beiden inneren Gebiete von C und O erweitern, die stetig in
die gegebene Abbildung zwischen L und C bergeht.

Die Anwendung dieses Satzes auf die im Eingang des Paragraphen
genannte Frage wird im folgenden Paragraphen gegeben werden.
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§ 14.
Zusammenstellung der invarianten Eigenschaften.

Es scheint mir niitzlich, zum Schlusse eine Zusammenstellung aller
der Eigenschaften zu geben, die bei umkehrbar eindeutiger und stetiger
Abbildung nvariant bleiben, sowie der meines Erachtens einfachsien Be-
weismethoden. Dabei setze ich von vornherein voraus, daf wir es mit der
Abbildung won FEbenen aufeinander zu tun haben. GemiB § 12 enthilt
dies keine Beschrinkung, da ja jede Abbildung von Kurven als Teil einer
Ebenenabbildung angesehen werden kann.

1. Finer abgeschlossenen resp. perfekten Menge em‘sprwkt wieder eine
abgeschlossene resp. perfekte Menge was aus dem Charakter der Stetigkeit
unmittelbar folgt.*)

2. Der Zusammenhang ist eine Invariante. Seien ndmlich & und £,
entsprechende perfekte Mengen, und sei T zusammenhingend, so daf &
nicht in abgeschlossene Teilmengen zerlegbar ist. Wenn dann die Menge
%, nicht zusammenhingend wire, so zerfiele sie in zwei Teilmengen T,
und ¥,”, die beide perfekt sind. Thnen miiBten gem#B 1. analoge Teil-
mengen T’ und T” von T entsprechen, was aber einen Widerspruch darstellt.

3. Hilfssatz: Finem Quadrat kann be: wmbkehrbar eindeutiger und
stetiger Abbildung wicht eine Strecke entsprechen. Zieht man ndmlich im
Quadrat eine zu zwei Seiten parallele Gerade, so entspricht ihr eine zu-
sammenhingende Teilmenge der Strecke. Von Geraden dieser Art ohne
gemeinsame Punkte gibt es im Quadrat eine Menge der Michtigkeit ¢,
wihrend auf der Strecke nur eine abzéhlbare Menge solcher Teilstrecken
liegen kann.

4. Der Begriff der einfachen geschlossenen Kurve und die durch sie
bewirkte Gebietsteilung sind invariant, d. h. dem Inneren und AuBeren der
Kurve entspricht das Innere und AuBere der Bildkurve.

Der erste Tejl des Satzes ist nichts anderes als der Inhalt von § 11
und § 12, der sich also auch als Aussage einer invarianten Eigenschaft auf-
fassen 1aBt. Der Beweis des zweiten Teiles ergibt sich folgendermaBen.

Seien C und C’ die beiden Kurven, I und ¥, resp. I und U die
inneren und duBeren Gebiete, endlich m und m, zwei Punkte von S, und
m’ resp. m, ihre Bildpunkte. Dann ist m mit m, durch einen Strecken-
zug W verbindbar, der keinen Punkt von C enthidlt. Ihm entspricht in
der Bildebene ein einfacher Kurvenbogen 1v’, der keinen Punkt von (’
enthidlt. Nun sei der Abstand

Q(ID', C’) = 77’7
*) Vgl. C. Jordan, Cours d’analyse, Bd. 1, 8. 46, sowie meinen Bericht, S. 115.
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so kann man wegen der Stetigkeit der Abbildung eine GroBe & be-
stimmen, so da8, falls p, p, und p, p,” entsprechende Punkte sind,

o(p, ) <7 wird, falls o(p,p,) <90

gewahlt wird. Erfillf man nun den Streckenzug w so mit einer Zahl
konsekutiver Punkte m,;, daB

o(my, m,, ) <0
ist, so wird fiir die auf W’ liegenden Bildpunkte

o(mi, miyy) <7
sein. Die Strecken m;m;,, haben daher keinen Punkt mit €’ gemein
und bestimmen daher einen Streckenzug, der ganz zu I oder ganz
zu W gehort. DaB nunmehr § dem J und A" dem U entspricht, folgt
ebenfalls aus der Stetigkeit der Abbildung.¥)

5. Der Begriff der geschlossenen Kurve und der durch sie bewirkien
Gebietsteilung ist invariant.

Dies 148t sich auf Grund des vorstehenden Satzes leicht beweisen.
Sei nimlich ¥ eine geschlossene Kurve, T’ ihr Abbild, und & resp. ¥ das
Innere und AuBere der durch T bewirkten Gebietsteilung. Ferner sei P
ein Polygon, das ¥ von innen approximiert, so entspricht ihm eine ein-
fache geschlossene Kurve €’ und dem Inneren J(P) entspricht das Innere
J(C"); ebenso folgert man leicht aus Satz 4., daB, wenn P und P, zwei
solche Polygone sind und P, auBerhalb von P liegt, auch die Bildkurve
C, von P, auBerhalb der Bildkurve C’ von P liegt. Dem Gebiete ¥, zu
dem jeder Punkt eines J(P,) gehort, entspricht daher ein zusammen-
hingendes Gebiet ', dem jeder Punkt eines J(C,") angehort.

Nun ist jeder Punkt von ¥ Grenzpunkt von Punkten von J, und da,
wie eben bewiesen, jedem Punkte von ¥ ein Punkt von I entspricht, so
ist auch jeder Punkt von ¥’ Grenzpunkt von Punkten von . Ebenso
kann man die Existenz eines zusammenhéingenden Gebietes %' nachweisen,
das A entspricht, und daraus folgern, da jeder Punkt von ¥’ auch Grenz-
punkt von A’ ist. Damit ist der Beweis geliefert.

Es folgt noch, daB, wenn der Menge T ein einziges Gebiet S als
Komplementdrmenge zugehort, auch I’ ein einziges Gebiet ist.

6. Der Begriff der Erreichbarkeit ist ein wmvarianter Begriff.

Ist ndmlich ein Punkt ¢ fiir einen Punkt m eines Gebietes I er-
reichbar, so entspricht ihm nach dem vorigen Satze ein Punkt m’ eines
Gebietes ', zu dessen Grenze ¢ notwendig gehort. Das Weitere folgt
aus den Ausfithrungen von § 11 und 12.

*) Die Ebene € ist hier und sonst immer die Ebene der Funktionentheorie, die
einen unendlich fernen Punkt enthilt.
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1. Bei einer zusammenhingenden Menge X ist ihre Strukiur sowie die
durch sie bewirkte Gebietsteldung mvariant. :

Sei zunichst T eine nirgends dichte Menge. Man hat allgemein¥)

@ = % + QI +’ P Sw

wo U das HuBere Gebiet ist, und §, die einzelnen inneren Teilgebiete
sind, deren Zahl endlich oder abzihlbar ist. Ist dann & Grenzmenge von
3, so folgert man, wie im Beweis von 5., daB es ein zusammenhingendes
Gebiet " gibt, so daB seine Grenze diejenige Teilmenge ¥ von T’ ist,
die ¥, entspricht. Andererseits entspricht jedem gemeinsamen Punkte von
€ und T, ein gemeinsamer Punkt von ¥’ und T,’; wenn also J, und §,
gemeinsame Grenzpunkte haben, so sind- deren Bildpunkte auch gemein-
same Grenzpunkte von 3," und J,. Ebenso ist klar, daB einem Punkte
von &, der Grenzpunkt nur von , ist, ein Punkt von ¥’ entspricht, der

v

Grenzpunkt nur von 3, ist Damit ist die Invarianz der Struktur und

v

Gebietsteilung in diesem Falle bewiesen.

Enthélt ¥ auch iiberall dichte Bestandteile, so sei U ein solcher.
Er wird notwendig von einer geschlossenen Kurve T, eingeschlossen. Ihr
entspricht eine Bildkurve &, und dem Inneren U von T, entspricht das
Innere U’ von ¥,. Damit ist auch in diesem Falle der Beweis geliefert.

Nunmehr ist es auch leicht, den allgemeinsten Satz dieser Art zu be-
weisen, der aussagt:

8. Fir jede beliebige .Menge T blesbt ihre Struktur und die durch sie
bewirkte Gebietsteilung bei umkehrbar eindeutiger und stetiger Abbildung in-
variand. ’

Der Satz ist nur noch fiir den Fall zu beweisen, daB T keine zu-
sammenhéngende Menge ist, bedarf aber kaum noch eingehender Begriin-
dung. Er folgt unmittelbar daraus, daB die Einteilung der Mengen nach
ihrer Struktur, wie sie im zweiten Beitrag enthalten ist, in erster Linie
darauf beruht, ob und wie ¥ in perfekte Teilmengen zerlegbar ist. Sind
nun ¥, und T, zwei perfekte Teilmengen von ¥, die keinen gemeinsamen
Punkt besitzen, so zerfillt auch ¥’ in zwei perfekte Mengen Z,” und %,
die keinen gemeinsamen Punkt besitzen. Ebenso miissen die weiteren
Unterteilungen bei beiden Mengen in gleicher Art moglich sein, insbe-
sondere folgt auch, daB jeder zusammenhingenden Grenzmenge T, der
zusammenhingenden, aber isolierten Mengen ¥,, %,, -+, €, - - - eine zu-
sammenhingende Menge ¥, entspricht, die Grenzmenge der Bildmengen
T, Zyy -, X, -+« ist; in der Tat muB zu jedem Punkte ¢, der Grenz-
punkt von {f,} ist, ein Bildpunkt ¢’ gehoren, der Grenzpunkt von {2}
ist. Daher muB auch die im zweiten Beitrage gegebene Analyse fiir beide

*) Vgl. Beitrag I, diese Ann. Bd. 88, S. 211.



328 A. Scmornrrizs. Beifrige zur Theorie der Punktmengen. IIL

Mengen dieselbe sein. Endlich muB also auch die Zusammenhangsart
ond Zusammenhangszahl der Gebiete invariant sein, in die die Kom-
plementirmenge MM von X zerfillt. Ist insbesondere T eine Menge vom
zweiten Typus, d. h. eine solche, die immer wieder in Teilmengen zerleg-
bar ist, deren keine zusammenhingend ist, so mu es auch die Menge
T’ sein.

9. Ich schlieBe mit der nachstehenden wichtigen Folgerung. Die
Wege [, die wir von einem Punkte m zu einem Punkte ¢ legten, waren
in § 4 gewissen Bedingungen und Festsetzungen unterworfen worden. Wir
kénnen aber jetzt zeigen, daB die mit solchen Wegen abgeleiteten Siitze
bestehen bleiben, wenn an die Stelle dieser Wege einfache Kurvenbbgen
treten. Hat man z. B. eine einfache geschlossene Kurve C, und zwei ein-
fache Kurvenbdgen w, und w,, die von einem inneren Punkte m zu zwei
Kurvenpunkten ¢, und ¢, filhren, so knnen wir diese Figur gemiB § 13
umkehrbar stetig und eindeutig auf eine andere so abbilden, daf C wieder
durch eine einfache Kurve C’ ersetzt wird, wihrend den beiden Kurven-
bogen zwei Wege I und L, entsprechen, die von einem inneren Punkte
m’ zu den Punkten ¢,” und ¢, filhren. Dann folgt aus den obigen Sitzen,
daf w, und w, fir J(C) dieselbe Gebietsteilung bewirken, wie {,” und L
fir J(C’). Alle Sitze der frilheren Paragraphen gelten daher auch, wenn
die dort benutzten Wege durch beliebige einfache Kurvenbdgen ersetzt
werden, die den gleichen Bedingungen der Lage unterliegen, wie die
Wege [,. Auf shnliche Weise zeigt man, daB auch fiir die Zerlegung,
die das Innere einer belicbigen geschlossenen Kurve erfihrt, die Wege I,
durch einfache Kurvenbdgen ersetzbar sind, und ebenso steht es mit den
anderen Sitzen, in denen einfache Wege auftreten. Alle die Begriffs-
bestimmungen und Sditze, die ursprimglich aus methodischen Griinden zundichst
fiir ewmfache Polygone und Streckenziige besonderer Art aufgestellt oder ab-
geleitet wurden, bleiben also in Kraft, wenn man die Polygone durch ein-
fache Kurven und die Streckenziige und Wege durch einfache Kurvenbigen
ersetet. ¥)

Umgekehrt folgt noch aus § 13, daB man jede beliebig gegebene
ebene Menge umkehrbar eindeutig auf eine solche abbilden kann, in die
nur Strecken und Streckenziige eingehen. Die aus lauter polygonalen Be-
standteilen aufgebauten Mengen stellen daher nicht etwa nur den ein-
fachsten Fall, sondern zugleich den allgemeinsten Typus der moglichen
Gestalten dar.

*) Eine endliche Bogenliinge brauchen diese Wege oder Kurvenbdgen nicht zu
haben; ein Beispiel liefert Fig. 3.



