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Beitr~ge zur Theorie der Punktmengen.  HI. 

Von 

A. SCHOma~T,mS in KSnigsberg L/Pr. 

Mit dem folgenden Beitrage gelangen meine Untersuchungen fiber 
die Theorie der ebenen Punktmengen zu einem gewissen Abschlul3. Das 
Ziel, das ich mir gesteckt hatte, und das daxauf ging, die geliiuligen S~itze 
tier Analysis situs fiber Kurven und Kurvenbogen, sowie fiber die durch 
sie bewirkten Gebietsteflungen mengentheoretisch zu kl~ren und zu be- 
grfinden, dttrfte mit ihnen erreicht "sein. Abgesehen hiervon abet haben 
diese Untersuchlmgen zu einem neuen und meines Erachtens prinT.ipiell 
wichtigen Ergebnis gefii]n~, n~ml~ch zu den notwendigen und hinreichenden 
Eigenschaften, die ~ir eine Punktmenge erffillt sein mfissen, dami~ sie im 
Sinne der Analysis situs als gleichwertig mit der Geraden oder dzr Strecke 
be~achtet werden kann. Ffir diese Kriterien bfldet die yon mir einge- 
fiihrte Unterscheidung der Punl~te einer Menge in erreichbare und nicht 
erreichbare die Grundlage; in ihr daft ich denjenigen Begriff erblicken, 
der fiir eine abschlieBende ErSrterung der vorliegenden Probleme eines 
der weseatlichsten Hilfsmittel bildet und den allgemeinsten mit der Ge- 
raden gleichwertigen Kurvenbegriff charakterisiert. 

Als wichtig mSchte ich noch den Umstand hervorheben, dab aUe 
Begriffe, die ich ffir die Einteilung und Analyse der Mengen, sowie i~ir 
die Kennzeichnung ihrer besonderen Art benutze, sich im Laufe der Unter- 
suchung als solche erwiesen haben, die den ~lml~ehrbar eindeutigen und 
stetigen Transformationen der Ebene gegenfiber invariant sind. Dies be- 
rechtigt dazu, diese Beg, rifle Ms die natiirlichen Grundbegriffe jeder der- 
artSgen Analyse aufzufassen. 

Was die teflweise Liinge und Ausfiibrlichkeit meiner Darstellung be- 
trifft, so scheint sie mir unvermeidlich zu sein. Handel~ es sich doch ,m 
ein Gebiet, bei dem man nur zu leicht zu Fehlern gelangt~ wenn man die 
geli4ufigen Ergebnisse der h-schauung al~ die allgemeinsten gestaltlichen 
MSglichkeiten auffafit. Demgegenfiber babe ich stets die logische Fir- 

.schiipfung aller an sich mgglichen Fiille znm Ausgangspnnl~t gew~ihlt. 
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Dies ist urn so n6tiger, als in vielen ~~lle~ insbesondere in der Fu~- 
tionentheorie, ebene Mengen nut dutch ana~/sche /)efinit/onen eingei~ihrt 
werden, bei denen die Vorstellbarkeit scl~lieBlich ganz versag~ Ich fage 
hinzu, dab aus diesem CTrunde auch der Beweis, den Herr C. J o r d a n  f fr  
seinen bekannten Kurvensatz gegeben hat, einer Erg~zmung bedarf. Dieser 
Beweis operiert mit einer Reihe yon Polygonen, die einander e~-schlleBen, 
resp. aussclflieBen, und beruht auf der stfllschweigenden, aber irr~ml~chen 
Annahme, dab solche Reihen immer gegen eine geschlossene Kurve kon- 
vergieren, die die Ebene in ein AuBeres mad ein Inneres teilt~ D/es/s~ 
abet "~neswegs d~ Fall. Vielmehr k6nnen die gestalflichen Verh~l~L~e, 
die bier in Frage kommen, viel ullgemeinere sein, und gerade das Auf- 
treten der Kurve ist dasjenige, was des Beweises bedarf (vgl. w 1). 

lm einzelnen ist zu bemerken, daft ich zun~hst (w l ff) einige einfachere 
Hilfss~tze fiber Gebiete und deren Zerlegung ableite, die bier als grund- 
legend zu betrachten sind, wobei auch die soeben genannte Frage iln, e 
Erledigung finder. Alsdann folgen einige Paragraphen, die sich eingehend 
mit dem oben erw~ihnten Begriff der Erreichbarkeit beschRftigen und seine 
Bedeutung ffir die gauze Theorie ins Licht setzen (w 5if); es ist klar, 
dab in ihm das geometrische ~[quivalent far die umkehrbare Stetigkeit 
des die Kurve elarstellenden Funktionenpaares x~-f(t) ,  y~-~(t) zu 

erblicken is~. Dieser Begriif gesta~et far diejenige Kurve, deren s~m~- 
liche Punkte beiderseits erreichbar sind und die ich als einfache Kurve 
bezeichne, dieselbe Anordnung it~rer Punkte vorzunebmen, wie far den 
Krois, n~m|ich diejenige, die auf dem Zwischenbegriif beruht (w 8). Es 
folgt (w 10) ein neuer und wesentlich kfirzerer Beweis des Satzes, dab 
jede derartige Kurve nmkehrbar eindeutig and stetig auf den Kreis ab- 
gebfldet werden kann*); alsdann folgt (w 11)ein neuer Beweis des 
Jordanschen Kurvensatzes fiber die Teilung der Ebene in ein Aul~eres 
und Inheres, der fiberdies dahin zu vervolls~ndigen ist, dab aUe Pnnlrte 
der beziiglichen Kurve aus beiderseits erreichbaren Punkah bestehen. Erst 
damit dfirfte eine zufriedenstellende Antwort auf die Frage gewonnen sein, 
welches die notwendigen und hinreichenden Eigenschaf~n einer Punkt- 
menge sind, damit sie Bild des Kreises oder des Kreisbogens ist. Der 
Jordansche Satz erscheint auf diese Weise erst am Ende der Darstellung, 
wohin er bei der allgemeinen Er5rterang der ebenen Mengen auch ge- 
hSrt; in der Tat reduziert sich so sein Beweis ausschlieBlich darauf, 
auf Grund der aUgemeinen Resultate aus der Mannigfaltigkeit der ver- 
schiedenen ebenen Mengen diejenigen herauszusuchen, die ihrer S ~  

*) Einen Beweis dieses Satzes, und zwar mit Hilfe des Jordanschen Kurven- 
satzes, gab inzwischen auch Herr F. Riesz,  diese Ann. Bd. 59, S. 409. 
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nach Bfld des Kreises sein kSnnen, wozu es nur der einfachsten ~rber- 
legungen bedarf. 

Der Begriff der umkehrbar eindeutigen und stetigen Abbildung kann 
sich sowohl auf eine einzelne Menge wie auf die gauze Ebene beziehen. 
Der erste Begriff kann abet immer zu dem zweiten erwei~ert werden. 
Der Nachweis dieser Tatsache (w 12) ist nStig, um die S~tze fiber Gebiets- 
teflungen, die zun~hst  nut fiir polygonale Wege abgeleitet wurden, auf 
beliebige, einfache Kurvenwege zu fibertragen. Den SchluB bfldet (w 13) 
eine Zusammenstellung der wichtigsten Invarianten der Analysis situs. 

Ich schlieBe mit dem Hinweis, dab ffir diese Bei~r~ge keine anderen 
Voraussetzungen zugrunde gelegt werden, als die Analysis situs der ge- 
w6hnlichen Polygone und der mit ihnen aufgebauten Gebflde, die allge- 
meinen Grundlagen der Theorie der ebenen Mengen, sowie endlich der Be- 
gri~ der eineindeutigen und stetigen Abbildung. Auf dieser Grundlage ge- 
!ingt es, dem eben genannten Tell der Analysis situs die allgemeinstm 
Erweiterung zu geben, deren er f~ihig zu sein scheint. 

w  

F o l g e n  e i n s c h H e B e n d e r  und a u s s c h l i e B e n d e r  P o l y g o n e .  

Eine Folge yon einfachen Polygonen 

{P,} = P~, P~, �9 �9 -, P , ,  �9 �9 �9 

yon der Art, dab kein Pu-kt  yon P ,  aul~rhalb yon P ,+I  liege*), soU als 
Folge ausscldie~der Polygone bezeiclmet werden. Gem~iB Beitrag II, w 3 
konvergiert sie gegen eine zusammenhiingende Menge ~.**) Definier~ 
man ein Gebiet ~ so, dab ibm das Innere ~(P, )  eines jeden Polygons P ,  
angehSrt, so ist auch ~ zusammenh~ngend. Sind n~imlich /1 und i, zwei 
Pnn~e  yon ~, so gibt es der Definition gem~it~ ein erstes Polygon, zu 
dessen lnnerem sie gehSren; sie sind also dutch einen zu ,~ gehSrigen 
Weg***) verbindbar. 

Ein ~ihnlicher Satz besteht ffir eine Folge einander e / n s c / d / e ~ e r  
Polygone; darun~r verstehe ich Polygone Q, yon der Art, dab kein Punkt 
yon Q, innerhalb yon Q,+l liege. Auch sie konvergieren gegen eine zu- 
sammenh~ingende Menge ~:, und man kann ein zusammenl~ingendes Gebiet 

definieren, dem das Auflere 2(Q,) eines jeden Polygons Q, angehSrt. 
Die Menge ~: braucht weder in dora einen noch in dem anderen 

*) DaB P und P + I  Punkte gemein haben, ist zul~ssig. 
~) Diese Ann. Bd. 59, S. 139. Dort ist der Satz unter der Voraussetzung iso- 

liert~r Mengen ~ bewiesen; er gilt ebenso 5~r die Potygone P . 
~ )  D. h. einen Streckenzug endlicher Streckenzahl; vgl. Bei~rag II a. a. 0. S. 131. 
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Falle eine geschlossene Kurve zu sein~ sie k~n~ vielwehr wei~ atlgemei~. 
neren Chara~er haben. Ziehen wir insbesondere die Polygone P ,  resp. 
die durch sie besfimm~e Menge 2; in Be~ach~ so gilt flit die 6ebie~- 
~eilung, die dureh sie bewirk~ wird, das Folgende. S e ~  man 

wo ~ die gaDze Ebene bedeu~e~ so braucht ~ keineswe~ zusammen- 
h~ngend zu sein; vielmehr k~nn ~R in beliebig viele Teilgebie~e zeffailen~ 
wofilr un~en ein einCaches Beispie[ folgk Benutzt man ferner fiir Z die 
ailgemeine Zerlegung*) 

wo die Punk~e yon ~i und ~ Grenzpunk~ nur yon ~ resp. nut yon ~]~ 
sind und die Punk~e yon ~ i  gemeinsame Grenzpunl~ yon ~)~ und 
so folgert man leicht, dab ~ ~ 0 isk Da n~mlich jeder Punkt yon 
flrenzpnnk~ yon Pnnkten der Polygone P~ is~, so liegen in jeder N~he 
yon ihm auch solehe Punk~e, die zum l n ~ r ~  gewisser Polygone P , ,  
also auch zu ~ gehSren; es kann daher keinen Pnnkt t m geben~ in dessen 
Umgebung nur Punlde yon ~[R liegen. Dagegen braueht 5E, nieht Nu!l 
zu sei~ Andererseits ist ~ ,  die voile Grenze zwischen ~ und ~2, und 
ist in dem Falle, dab ~Df~ selbst ein zusammen]a~agendes Gebiet ist, gemrtB 
Beitrag II, w 5 ebenfalls eine zusammentfiingende Menge, und zwar eine 
geschlossene Kurve. Ahnliche Verh~ltnisse gelten f'tir den Fall', ~ 
Grenzmenge der Polygone Q, ist. 

Ffigt man z. B. (Fig. 1) einem Quadrat yon augen ein Dreieck so an, 
dab beide nur eine Eeke gemein haben, und betrach~e~ die Polygone, die 
gegen diese Figur yon auSen approximieren, so bflden ; _. 
sie eine Folge {Q,}, so dal~ ~ in zwei getrenn~e Ge- I 
biete zerf~llt . .  Ahnliches gilt, wenn man das Dreieck I 
yon innen anfiigt, fiir die yon innen approximierenden ," 

i 

Polygone /9 .  Erriehtet man andererseiks auf dem i 
aio 

yon augen approximierenden Polygone, so bilden sie , ' Y  ~___ 
eine Folge, ffir die ~ ein einziges Gebiet is~, wKhrend . . . . . . . . . .  " 

aus dem Quadrat und dem Lot besteht, also sich Fla. ~. 
nicht auf die Grenze zwischen ~ und ~ b e s e t .  Derartige Beispiele 
lassen sieh in m~nnigfachster Form und zwar mit vorgegebenen Teil- 
mengen ~E, resp. ~E~ und mit vorgegebener Gebietsteilung leicht hersbellen. 

Nur wenn man yon vornherein weiB, daB eine einschlieBende und 
eine ausschlieBende Polygonfolge gegen dieselbe Menge 5E konvergiert~ _kann 

*) Jeder Punkt yon ~ geh~rt einer und nur einer der drei Teilmengen an. 
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man gem~iB dem Obigen folgern, dal~ die Ebene in nut zwei Gebiete zerffallt, 
und dab jeder Punkt yon 2: deren gemein~mer Grenzpunkt ist. 

Aus dem Vorstehenden folgt, wie ich bereits in der Ei-leitung 
bemerkte, dab der Beweis, den Herr C. J o r d a n  for seinen bekannten 
Kurvensatz gegeben hat, einer Erg~inzung bedarf. Herr Jordan operiert 
ebenfall~ mit zwei Reihen yon ei~fachen Polygonen P,  resp. Q,, die gegen 
die gegebene Punktmenge 2; konvergieren, und zwar bildet die eine Reiha 
eine einschlleBende~ die andre eine ausschlielSende Folge. Er beweis~, 
dab jeder Punkt des Ringgebietes, das zwischen je einem Polygon P,  und 
Q, liegt, einen Abstand yon 2: besitzt, der mit wachsendem ~, unendlich 
klein wird.*) Er definiert d~-- ebenfalls zwei zus~mmenh~lgende Ge- 
biete ~ und ~, wie es vorstehend geschehen ist, und behauptet, dab da- 
mit der Satz bewiesen sei. Dies ist jedoch nicht der Fall, wofiir ich am 
einfachsten auf die obigen Beispiele verweisen kann. Um diesen SchluB 
ziehen zu kSnnen, muff man vielmehr noch nachweisen, dab jeder Punkt 
yon 2: gemeinsamer Grenzpnnkt yon ~ und ~ ist, oder, was auf dasselbe 
hinauskommt, dal3 auch der Abstand jedes Punlrtes yon 2: yon den Poly- 
gonen P,  und Q, unendlich klein wird.**) Dies kann innerhalb des Jor- 
d an_~chen Beweisganges gewiB gezeig~ werden, ist aber andererseits flit 
den Nachweis des Satzes unerl~iglich und bildet einen wesent]ichen Teil 
seines luhalts. ]Jberhaupt scheint mir der Hinweis auf die Mannig- 
faltigkeit der Figuren, die sich als Grenzen zweier derartiger Reihen yon 
Polygonen einstellen kSnnen, fiir den bindenden Beweis des Satzes und 
die volle Erfassung seines lnhaltes gebo~en zu sein; gerade diese Unter- 
lassung - -  wie ich auch in der Einleitung hervorhob - -  dfirfte die Lficke 
des Beweises verschuldet haben 

w  

Ein  Satz fiber aussclf l ieffende P o l y g o n f o l g e n .  

Wit gehen yon der in w 1 far die Polygone P ,  aufges~ellten Glei- 

chung ~ = 2: + ~ § 

aus. Jeder Punk~ yon ~ is~ ~ugerer Pnnkt eines jeden Polygons P,.  
Diese Punkte teilen wir in zwei Klassen, je nachdem sie mit dem unend- 
lich fernen Pnnkt yon ~ durch einen zu ~ gehSrigen Weg verbindbar 
sind oder nicht; die ersteren bezeichnen wir durch ~, die fibrigen durch ~I'~ 
und zwar ist 9~ der Definition gem~ig ein zusammen]a~ngendes Gebiet~ Wit 
haben dann 

*) Cours d'analyse, 2. Aufl. w 102. ,~1 est donc dtabli" usw: S. 98. 
~) a. a. O. wird immer nur hervorgehoben, dag jeder Punlr~ yon P und Q, yon 

2: uaendlich kleinen Abstand hat~ was eben nicht das gleiche isk 



Beitr~e zur Theorie der P~,_~em.engen. HI. 29|- 

Eine ~hnliche Teilung kSnnen wir mit 2:'vornehmen. Sei ~ .  die vo//e 
G r e n ~  yon ~ ,  also eine abgeschlossene Menge, so bleiben yon ~: nut  
solche Punkte iibrig, die Grenzpunlrte nur yon .~ oder nur yon ~[' oder 
yon ~ und ~{" sind; wir setzen d-emgem~ 

Setzen wir nun noch 

so wird 

und es 1 ~  sich zeigen, 
9~ trennt. 

Da n~mlich gem~iB 

§ § 

daft ~:~ eine geschlossene Kurve ist, die ~ und 

w 1 in 2: kein Punkt exisfier~, der Grenzpunkt 
nut son ~ ist, so folgt zun~chst, d ~  ~:~ ~ -0  ist, und da~ jeder P u n ~  
yon ~:~ gemeinsamer Grenzpunl~t yon ~ und 9l ist~ Daraus alloin kann 
aber die Behauptung nich~ gefolgert werden*). Sie ergibt ~ch  daraus, 
dab in unserm Fall ~ ,  nut Grenzpnnkte von ~ und ~', abet keine yon 
enth~lt. Ffigt man n~nlich der Menge ~ die Punkte yon ~:i und ~:~ hinzu~ 
so entsteht eine ebenfalls z u ~ m m e ~ e n d e  Menge ,~, und man erh~l~ 

Ist nun t '  ~- irgend ein Punkt yon 2:~i, ist Q' sein Abstand yon der Menge 2:,, 
und schl~at man um ihn einen Kreis mit dem Radius 8 ~ Q, so kSnnen 
in diesem Kreis nur Punkte yon ~ liegen, und zwar sind darunter sowohl 
Punkte yon ,~ wie yon ~I'. Daraus folg~ zun~hst ,  dab rider Punkt yon g '  
mit gewissen Punkten yon ~ dutch einen zu ~ gehSrigen Weg verbindbar 
ist. Da abet ~ eine zus~mmenh~ugende Menge ist, so folgt nunmehrweiter~ 
dal~ jeder Punk~ yon ~" mit demsdben Punkt yon ~ dutch einen solchen 
Weg verbindbar ist; d.h. ~ ist eine zusammentg~gende Menge. Hieraus folgt 
alsdann nach Beitrag II, w 5, daft ?:~ eine geschlossene Kurve ist. Also: 

1)urch jede Folge ausschlie~6ender Polygone {P~} wird eine gewk~ ge- 
schlossene Kurve C definiert, die Te~menge der dutch die Polygone { P,} be- 
stimmten Menge ~ ist, und deren In~wres das Innere J (P , )  jedes Polygons 
als Teilmenge enth~lt. 

Fiir eine Folge einschlie~ender Polygone besteht ein derartiger Satz 
nicht. 

*) Dies zeigt Figur 1, wenn man ffr ~ das Tu~ere des Quadrats und des 
I)reiecks set~t. 
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w 

Hilfss~tze fiber die approximierenden Polygonfiguren. 

Wie im Beitrag II bewiesen wurde, liiBt sich zu jeder abgeschlossenen 
Menge ~: eine polygonale Figar IT konstruieren, die die Menge ~: in 
einem gegebenen mittleren Abstand approximierr Darunter ist zu ver- 
stehen, dab die Figur IT ein polygonales Gebiet 2: bestimmt, so daB, wenn 

= ~ : - t - ~  gesetzt wird, ~: selbst sowie jeder Punkt yon !ff~, dessen 
1 

Abstand yon ~: hiichstens ~ ~ betriigt, dem Inneren yon 27 angehSren, 
3 w~i~hrend alle Punkte yon ~ ,  die yon ~: mindestens den Abstand ~ s haben, 

auflerha~ yon 2: liegen.*) In dem Falle, dab ~: eine zusammenMingende 
Menge ist, besitzt die Figur IT einige einfache Eigenschaften, deren wir 
i~r das Folgende bedtirfen, und die ich hierhersetze. ~ heiBt Kom/o/e- 
men~rmenge yon ~:. 

Wenn zun:.ichst die Komplement~irmenge ~ ein einziges zusammen- 
hiingendes Gebiet darstellt, so kann es in IT nur ein einziges duf, eres 
t~ndpolygon P,  geben, d .h .  ein solches, dessen AuBeres zu ~'~ gehSrt. 
Dies folg~ unmittelbar daraus, dab die Menge ~: innerhalb yon /)~ liegt, 
trod daher zwei Polygone /)~ dieser Art unmSglich sind. Aus der Kon- 
struktionsart der Figur IT folgt nun welter, dab innerhalb yon P~ keine 
zwei Polygone liegen, yon denen das eine das andere einschlieBt. 

Ist ~: eine solche zusammenhiingende Menge, fiir die 2}2 in mehrere 
Teflgebiete zerfiillt, so liiBt sich das Vorstehende unmittelbar auf das 
iiuf, ere Gebiet 2 iibertragen: Ist also IT, derjenige Tell yon IT, der in 9~ 
enthalten ist, so besteht er ebenfalls ans einem einzigen iiuBeren Rand- 
polygon /),  und einer endlichen Zahl einander ausschlieBender Polygone 
innerhalb yon P~. Diese kSnnen auch fehlen. 

Ist dagegen ,~ ein inheres Gebiet, das zu !l~ gehSrt, ist IT~ die in 
enthaltene Teflfigur yon IT und /)i irgend ein Polygon yon ITi, so gehSrt 
sein Inneres gemiiB der Konstruktionsart yon IT zu ~ ;  daher miissen je 
zwei zu Hi gehSrige Polygone /)i einander ausschlief, en. 

Die groBe Mannigfaltigkeit der gestaltlichen Verhiiltnisse, die hier 
mSglich sind, dfirfte aus folgendem Beispiel erhellen, bei dem die Menge 
~: selbst ein einfaches Polygon ist. 

Auf einer Geraden g (Fig. 2) denke man sich eine Folge {p,} natiir- 
lich geordneter Punt:re p , ,  deren Grenzpunkt p sei, erriehte in den Punkten 
p, naeh oben Lore yon der L~nge ~t,, die gegen Null konvergieren, und 

3 
*) /an Beitrag H, diese Ann. Bd. 59, S 138, ist ~-~ dutch z ersetzt; es ist be- 

quemer, die obige Definition yon 1"[ zu benutzen. 
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verbindg die Endpunk~e yon je zwei 
benachbar~n Loten durch gleichschenk- 
lige Dreiecke~ deren HShen h, ebenfa!l~ 
gegen Null konvergieren. Diese Figur 
spiegele man gegen die (]erade g, so 
bestimmen die S~iln~hchen Dreiecke ein 
einfaches Polygon P.*) Zieh~ man nun 
yon innen Parallelen zu den Seiten 

Fig. 8. 

dieses Polygons im Abstand ~, so bestimmen sie ebenfalls eine approxi- 
mierende Figur, die wir wieder H nennen, die aber im allgemeinen in 
mehrere Polygone P~ zerf~illt. Die Zahl dieser Polygone ka-n sogar mi~ 
abnehmendem ~ fiber alle Grenzen wachsen, obwohl die yon ~huen gebildete 
Figur H gegen das eine einfache Polygon P konvergier~. Um dies zu 
erreichen, wiihle man die Iutervalle 5, = P , P , . I  so, dab 

i~t und tiberdies Z:6, konvergiert. Ebenso wi~hle man 

mid kann nun dutch geeignete Wahl der 5~, ~u, h~ und yon ~ erreiehen, 
dag in der m i t e  konstruier/en F i ~ r  IT ein Teilpolygon P~ au~it~, das 
zwischen zwei vorgegebenen benachbarten P~mkten der Folge {i o,} lie~. 
Ist 6" die Liinge des zugehSrigen Intervalles, und gibt es 0 Intervane 6, 
yon der gleichen L~nge 6', so gibt es auch mindes~ns q -  1 gleiehe 
Polygone P~, die zu H gehSren. Die Zahl der Polygone, in die H zeff~l!t, 
w~hs t  also ftir limes e ~-0 fiber alle Grenzen. 

w 

Hflfssiitze fiber Gebiete and fiebietsteflung. 

Wir bediirfen einiger S~tze fiber die Zerlegung in Teilgebiete, die 
ein Gebiet ~1~ dutch Wege erf'dhrt. Die Wege nehmen wit im folgenden 
immer so, da~ ke/ne zwei sich kreuzen. Dag sich dies ftir zwei Wege 
stets bewirken l~ig~, wurde frtiher bewiesen**); es ist leicht dutch "den 
Schlu~ yon n auf n % 1 zu zeigen, dag es auch ~ r  beliebig viele Wege 
richtig bleibt, was einer niiheren Ausffihnmg nicht bedarf. Wfirde man 
jedoch die Wege beliebig annehmen, so wfirden die Beweise teilweise 
recht schweff~ilhg werden. Ich ziehe deshalb vor, reich bier zn~_~chst; auf 

*) In Fig. 2 ist es stark gezeiehnet. 
**) Beit~ag I~ w 1. 



Woge ~ e r  .ab't zu beschr~ken; e s  wird sich in w 14 zeigen, dab 
eine sachliche Beschr~ukung des Bewei~ganges darin nicht enthal~n ist. 

Sei ~ zun~chst eine zusammenh~tngende Menge yon der Art, dab die 
Komplement~irmenge ~ ein einziges Gebie~ darstell~, und sei Q~ das ~uBere 
Randpolygon der Figur l'I~. Wir  w~hlen dann die Wege f' und f', die 
yon einem Punk~e ~ der zum AuBeren yon Q. gehSrt, zu zwei P u n l ~ n  
t' und t" yon ~ f~hren, in~besondere so, dab sie jedes Polygon Q~ nur 
~/n~d kreuzen; es ist iibrigens ~ar ,  dab ein jeder Weg, der yon m zu 
einem Punkte t ffihrt~ dadurch in einen solchen Weg verwandelt werden 
k~nn, dab man auf Q, immer nur den letzten Kreuzungspunl~ beibeh~lt 
und diese Punkte entsprechend verbindet. Seien nun l,' und lr" die Kreu- 
zungspunkte yon l' und f" mit Qr. Sie zerlegen Qr in zwei S~eckenzfige. 
Der eine yon ihnen bestimmt mit den bezfiglichen Teflen yon [' und f', 

�9 �9 f � 9  I � 9  n~.mlJch f, = m - . -  1 r und' fr = m . . . 1 ,  ein Polygon, dessen Inneres 
auBerhalb yon Qr liegt und daher zu ~ gehSrt. Der zweite Streckenzug 
bestimmt mit den h~mlichen Teilen yon f,' und fr" ein Polygon, dessen 
Inneres das Innere yon Qr enth~lt und dessen ~,uBeres zu ~ gehSrL 

Das erste Polygon heiBe Jr,  das zweite A,, und qr i resp. qr" seien 
die Streckenzfige yon Q,, die ihnen angehSren. 

Konstruiert man das Polygon Jr zu jeder Fight Hr, so is~ Jr Tell- 
polygon yon Jr+l ,  und die J ,  bilden daher eine Folge {J,} ausschlie~ender 
Polygone; gem~B w 1 bestimmen sie daher ein zusammenh~ingendes Ge- 
bier ~, das Teilgebiet yon ~'~ ist, und zu dessen Grenze f, f" sowie die- 
jenige zusammenh~[ngende Teilmenge 2:~ yon ~: geh6rt, die Crrenzmenge 
aller Streckenzfige q~ is~. Dagegen bilden die Polygone A r eine Folge 
{ A,  } einschlieflend~ Polygone; sie bestimmen daher ein zusammenh':ingen- 
des Gebiet 9~, das ebenfalls Teilgebiet yon ~ ist, und zu dessen Grenze 
f', f" und die zusammenh~ingende Menge ~:~ yon ~: gehSrt, die Grenzmenge 
aller Streckenzfige q,~ ist. Da jeder Punk~ yon ~ iiuBerer Pnn~t eines 
Polygons Qr ist, so ist er auch, falls er nicht etwa auf f' oder f" liegt, 
Punkt yon ~ oder yon 2;  das Gebiet ~ wird also, yon f" und f" ab- 
gesehen, dutch ,~ und ~ erschSpf~. Das Gebiet ~ lieg~ ganz im Endlichen. 

Das Vors~ehende fibertr~gt sich leicht auf den Fall, dab die Wege f' 
und f" yon m aus zu demselben Punkt t yon ~: fiihren. 

Bezeichnen wir wieder dutch ~:~ die gemeinsamen Grenzpunkte yon 
und 2, dutch ~:~' und ~:," diejenigen yon ~ und 9~ allein, so hat man 

2:~ -~ ~:,~ + ~:,, ~:~ = ~:,~ + ~:~'. 

Da f' und f" nicht die voile Grenze yon ~ und ~ bilden, so kann ~:~ 
nicht Null sein. Solange ~: eine Menge beliebiger Art ist, kann jedoch 
weiteres nicht ausgesa~ werden, wie in w 1 hervorgehoben warde. Die 
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Mengen ~" und ~' k6nnen Nnll sein, anderersei~s k~innen ~ resp. ~ 
sogar mit ~ identisch sein.*) 

Wie leicht ersichtlich, bildet die Menge ~i mit {' und [" zusammen 
diejenige gesclflossene Kurve C, die gem~I~ w 2 durch die Folge sus- 
schlieBender Polygone {J,} bestimmt wird. Daraus folgern wit noch, 
dab ~ a  eine zusammenh~ngende Menge ist. Ist n:.imlich ~ "  ein Polygon, 
das die Kurve C yon innen im Abstand e, approximier~ so kann man 
auf ihm je einen Punkt p," und p~" bestimmen, der yon t' und t" den 
kiirzesten Abstand hat. Diese Punkte tei len/) , '  in zwei Streckenziige, und 
man zeigt leicht, dat~ der eine yon ihnen die beiden Wege {," und lE~" sis 
Grenzmenge hat. Der andere, der p,' heiBen sol], hat daher ~ i ,  als 
Grenzmenge, womit die Behauptung erwiesen ist. Das gleiche kann mitteis 
der Polygone Q~' geschlossen werden, die die Kurve C yon auBen ap- 
proximieren; seien noch q,' diejenigen S~eckenziige der Polygone Q,', die 
ebenfalls gegen ~ konvergieren. 

~ieraus ziehen wir noch eine wichtige Folgerung. Sei t irgend ein yon 
t" und t" verschiedener Punkt von ~ ,  so kann man um ihn ein Quadrat 
q mit der Seite ~ so legen, dab t' und t" auBerhalb yon q bleiben; sei 
dann ~ diejenige Teilmenge yon ~ia, die nach Abzug der innerhaZb q 
liegenden Punkte yon ~ fibrig bleibt. Werden nun die Polygone P ;  

p 
und Q, so gewiihlt, dab ~ ~-~-~  ist, so wird q sowohl den Streckenzug 

p,.' wie den Streckenzug q,' kreuzen. Man kann daher einen Weg legen~ 
der zugleich innerhalb yon q und innerhalb des dutch P, '  und Q; ge- 
bildeten Ringgebietes verl~uft, und dieser teilt ~ in getrennte Teil- 
mengen, deren jede h(ichstens einen der beiden Punkte t" und t", aber 
nicht beide zugleich enthiilt. 

Die vorsiehenden Betrachhtngen fibertxagen wit zuniichst auf den Fall, 
dat~ die Menge ~ eine eigentliche Gebiets~eihmg bewirkr und daft 
deren ~iul~eres Gebiet ~ ist. Genau wie vorstehend kan~ man mittels 
zweier Wege {' und l" und mittels der yon aui~en upproximiere.nden Poly- 
gone Q, ein im Endlichen liegendes Gebiet ,~" und ein Gebiet 9~' definieren~ 
die zusammen dss Gebiet 2, yon ~[' und l[" abgesehen, ausmachen; und zwar 
wird ~' wieder durch Polygone J ,  bestimmt, die ebenso definiert sin~ 
wie oben, und 9/' dutch Polygone A,,. Auch geht wieder in die Grenze 
yon ,~" und yon 2 '  je eine zusammenhiingende Teilmenge %~' resp. ~ der- 
jenigen Menge ~ ein, die voile Grenze des Gebietes 9~ ist. 

*) W i r d  yon der  Kurve  y ~ sin 1/x nu t  ein Stiick beibehal t~n,  das den W e r t e n  

0 ~ x ~ x o entspricht, und dies urn die y-Aehse zwischen den Punkt~ -I- Iund 

I vermehrt, und werden diese Punki~ mit einem Punkte m dutch Wege verbunden, 
so ist entweder ~s oder ~a mit ~ identisch. 



A. Scrotums. 

Dagegen kann man in diesem Fall nicht mehr folgern~ dab ~'  und ~" 
durch je eine geschlossene Kurve begrenzt werdelL Ehl Beispiel erh~lt 
man, wenn man in Fig. 1 einen Punk~ yon ~ so mit zwei Eeken des 
Quadrats verbindet, dab die Wege ~' und ~" das Dreieck umschlieBen. 
Andererseits abet folg~ ans w 2, dab dutch die Folge ausschlieBender Polygone 
{ J,} und daher auch durch die Wege ]V und ~" doch eine geschlossene Kurve 
deflniert wir~ der auBer 1~" und I" noch eine gewisse Teilmenge ~1~ yon ~ 
angehSr~, und deren Inheres das Gebiet ~" enthiilt; auch zeig~ man wieder, 
wie vorher, dab ~1~ eine zusammenhKngende Teilmenge yon ~ '  ist. In dem 
eben genannten Beispiel ist ~t~ das beziigliche Stfick des Quadratumfangs. 

Ist ferner ~ mit einem inneren Gebiet ~ einer solchen Gebietsteflung 
identisch, und ist m wieder ein Pankt yon ~, so kann man die Figur II, 
so w~tflen, dab m innerhalb eines der inneren Randpolygone /)~ liegt, and 
die analogen Schliisse ziehen. Sind jetzt p," und p." die Teile, in die /), 
dutch ~' und ~" zerf~illt, so bestimmen sie in diesem Falle mit l" und ~" 
zwei Polygone /~ '  und /)~', die Teilpolygone yon /~, sind, and deren 
!nneres zu ~ gehSr~. Diese Polygone bflden jetz~ je eine ausschlie]3ende 
Polygonfolge und bes$immen daher zwei im Endlichen liegende Gebiete 
~ ' ~ d  ~ "  ~' j~, die mit -and ~" zusammen das Gebiet ~ ausmaehen. 

Auch hier kann man nicht folgeim~ dab ~' und ~" dutch geschlossene 
Kurven begrenz$ werden. Andererseits bestimmen abet die Polygone/)~" und 
~P," gem~iB w 2 wieder je eine geschlossene Kurve, der I' und ~', sowie je eine 
gewisse Teilmenge ~1~ resp. %[~ yon ~ angehSren, und zu deren Innerem 
,~' und ~" gehSren. Auch sind wieder ~x'~ und ~'~ zusammenhiingende 
Teilmengen der zusammenh~ingenden Mengen ~ j  und ~ " ,  die abgesehen 
yon ~' und I" die Grenzen von ~' und ~" ausmaehen. 

In allen 2iillen wird also dutch ~" und ~" einerseits ein gewisses Te~7- 
gebiet des Gebietes ~2~ definiert, dem ~" und ~" angehgren, andererseits auch 
eine gewisse geschlossene Kurve, so daft zu den Grenzen dieses Gebiets aufler 
~" und ~" stets je eine zusammenMingende Teilmenge yon ~ getgirt. 

Da ~' und I" zusammen einen das Gebiet ~ durchziehenden Weg 
darstellen, so gilt der vorstehende Satz auch fiir solche Wege. 

Endlich fibertragen sich auch die oben ftir ~ abgeleiteten Folgerungen 
fiber ihre Zerf~illung in getrennte Teilmengen auf ~:~2 und ~ resp. ~E~'~. 
Fiir ~E:, ~ ,  ~ brauchen sie jedoch nicht zu gelten. 

w  

]Erreichbare und nicht erreichbare Punkte. 

Sei ~ irgend ein zusammenh~ingendes Gebiet und t einer seiner 
GrenzTunkte. Wen n dann yon einem Punkt m yon 9X ein einfacher Weg 
zu t ffihrt, so gilt dies ftir jeden Punkt yon YX, und t soil erreichbar ffir 
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~lN heiBen. Im anderen Fall heigt t nicht erreichbar ffir ~t~. 
zun~hst  einige Beispiele folgen. 

1) Man konstruiere die sKmtlichen Punkte (Fig. 3) 

1 
x = -  ( l )  2, v '  y =  -- , ,  v = l ,  ; 

wo in der Figur a < 1 gew~hlt worden ist, 
und verbinde je zwei konsekutive, die zu 
den Werten v und v +  1 gehSren, dureh 
Streeken. Diese S~reeken bilden einen ein- 
fachen Weg mit dem Nullpunkt als Crrenz- 
punk~. Zwei analoge einfaehe Wege kon- 

�9 struiere man mit den Punkten 

I e h  l a s s  

/ 
o 

Fig. 3. 

1 1 ar 
i 3 ~ und x y 

X-~2v~ Y-~ 2 2v 2 

resp. mit den Punkten 
1 3 a 

i i a u n d  x =- ~ y . . . . .  
X - ~ 2 v ,  Y - ~ 2 " 2 v  2 

2v-~i ~ 2 v-4-1 

so liefern diese Streckenzfige zusammen mit dem im Punkt x = 1 errichteben 
Lot ein einfaches Polygon. In ihm ist der Nul lpun~ ein erreichbarer 
Punkt,  und der zu ihm fiihrende Weg besf~bt notwendig aus unendlich 
vielen Strecken. 

2) ~ber der Einheitsstrecke zeichne man die Ordinaten der bekannf, en 
Fanktion f ( x ) ,  die so definiert ist, dab ffir die rationalen Werte 

x =  ~ f ( x )  1 q~ q 

ist, wiihrend far alle/rrationalen Pank~e f ( x )  ~- 0 ist; 1o und q sind dabei 
relativ prim. Ferner konstruiere man das Quadrat q fiber der Einheits- 
strecke. Die so bestimmte Pun~menge ~ teilt die Ebene in zwei Gebiete, 
deren eines im Innern yon q liege, und es sind, wie sparer bewiesen wird, 
alle Punkte der Einbeitsstrecke auch fiir das Innere des Quadrats erre/ch- 
bare Punkte. Der zu irgend einem yon ihnen ffihrende Weg daft freilich 
an keine der gezeichneten Ordinaten anstogen; er vermag dies, indem er 
unziihlig ofl bald nach rechts bald nach links bin and her zfingelt.*) 

3) Auf der Seite se ines  Quadrats q nehme man einen Punk~ iu an, 
und bestimme links lind rechts yon ihm eine Punl~folge {p,} resp. {10,'}, 
die io als einzigen Grenzpunkt besitzt. Dann errichb man in den P u n k a h  
p, and p,' auf s im Inneren des Quadrats Lore konstanter L'~nge, die kleiner 
Ms die Quadrabeite sind, so bilden diese Lob  im Verein mit q wieder eine 

*) Man kann sogar jedes Lot dutch ein Bfischel yon Strecken gleicher L~nge 
ersetzen. 



Punk~menge ~ die eine Gebie~s~Alung bewirk~ und es is~ ffir das Inhere 
yon q jeder Punk~ yon ~: erreichbar, mit Ausnahme des P u n k , s  1o. 

4) Man gehe yon einer linearen In~ervallmenge aus~ die eine nirgends 
dichte perfe~e Menge ~ bes~imm~ und es sei 

wo ~r  die Menge aller Intervallendpu,~e bedeut;e~. In allen Punk~en 
yon ~ errich~e man Lore gleicher L~nge nach derselben Seite. Diese 
Lore bflden eine ebene Menge 2:, deren Komplement~irmenge ~ aus einem 
einzigen Gebie~ besteht;. 2: is~ eine Menge desjenigen Typus, den ich ha 
Beginn yon Beit~g H, w 4 untersucht habe. Dann sind alle inneren 
Punkte derjenigen Lore, die in einem PunkCe yon ~g errich~t sind, un- 
erreichbar, wiihrend alle fibrigen PunkCe yon ~: erreichbar sin& 

5) Ich gebe endlich ein Beispiel, das zeigr dab ein Punk~ t, der 
gemeinsamer Grenzpunkt zweier ge~rennter Gebiete ~fJ~l und 2)~ ist, ffir 

das eine erreichbar, fiir das andere unerreichbar sein 
\ t / kann (Fig. 4)*). Ist n~mlich x o irgend ein Punl~, 

~ x ~  in dem die Kurve y = sin ~ die positive x-Achse x 
o h'iff~, ist c o das S~ick dieser Kurve, das den Wer~en 

0 ~ x ~ x o entspricht, und verbindet man den Punl~ x o 
mi~ dem Punk~ y = + 1 der y-Achse durch einen 

l~ig. 4. 
Linienzug [~ der das Kurvenstfick c o nich~ kreuzt, 

so bestimmen [, c o und das S~tick der y-Achse zwischen § 1 und - - 1  
e~ne perfek~e Menge ~:, die die Ebene in zwei Gebiete spaltet, und ~ r  
das eine sind die Punkt~e der y-Achse zwischen -- 1 und § 1 erreichbar, 
ftir das andere nicht. 

Die im folgenden tiber erreichbare Punk~e abzulei~enden Siitze werden 
sich daher im allgemeinen immer nur auf ein einziges Gebiet und seine 
Grenzpunkte beziehen kSnnem Punk~e die ~ r  jedes Gebiet oder Teilgebie~, 
zu dessen Grenzen sie gehSren kSnnen~ erreichbar sind~ sollen allseitig 
erreichbar gen,.nnt werden. Ffir sie beweisen wir den Sa~z: 

~ind alle t)unkte einer zusammenh~ingenden ~lenge ~ allseitig erreieh- 
bar und ist ihre Kom~lement~rmenge ~1~ zusammenh~ngend, so kann man zwei 
Teilmengen yon ?g angeben, die ~ erschb'~fen, abet nut einen t)unkt gemein haben. 

Hierzu schicke ich" folgende Bemerkung voraus..Zieh~ man yon m 
zu einem Punk~ t yon ~: zwei Wege [1 und ~, so dab kein Punk~ von 
au~erhalb des yon ihnen gebildeten Polygons liege, so soll es ein ein- 
schlieflendes Wegpolygon hei~en. Man sieh~ leicht, da~ einschliel~ende Weg- 
potygone fiir jeden Punk~ der Menge ~: exis~ieren, und dal~ sic so gezeichnef 

~) Die Figur ist nur schemat~sch gezeichnet. 
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werden kSnnen, da~ jeder bereits vorhandene Weg, der yon m zu einem 
yon ~ verschiedenen Punkt yon ~E fnhrt, innerhalb dieses Polygons verl~adt. 

Nun seien t" trod t" irgend zwei Pankte yon 2:, and [' resp. I" zwei 
yon m zu iknen fiihrende Wege. Diese Wege bestimmen gemii~ w 3 zwei 
Teflgebiete yon ~1~, die wir jetzt ~I~;.o and ~t~ nennen, and es gibt 1%n!ete 
yon ~ ,  die gemeinsame Grenzpunkte yon ~'~x'~ und ~[}~t'~ sind und die wir 
durch 5[a~ bezeichnen wollen; einer yon ihnen sei t I. ~}~x~ sei das ganz 
im Endlichen liegende Gebiet. Da alle Punkte yon ~E allseitig erreichbar 
sind, so kSnnen wir yon m zu t 1 in ~1'~ einen Weg [I legen, ebenso in 
?X~'2 zwei Wege I t' und It" , die ein einscMiel~endes Wegpolygon bilden; 
gemii$ dem Obigen liegen dann i', [" and daher auch l 1 innerhalb dieses 
Polygons. Daher bilden it und [1, ebenso [1 und it" zwei einfache Polygone P '  
and P ' ,  die augerhalb voneinander liegen. Sie en~alten daher zwei Teil- 
mengen 5U and ~E"von ~E, die nur denPunkt t t gemeln~am haben. Andererseits 
ist jede yon ihnen notwendig zusammenh~ngend. WKre z. B. die Menge ~E" 
nieh~ zusammenh~ngend, so zerfiele sie in zwei perfek~ Mengen ~ "  trod ~ ' ,  
nnd es kSnnte nur eine yon ihnen den Punl~ t a enthalten. Daher kSnnte 
die andere in ein innerhalb />' liegendes Polygon eingesehlossen werden;" 
und es wKre auch ~E selbs~ nicht zu~mmenh~ngend. 

w  

Einfa~he Punktfolge uud Ausbiegung. 

Sei fin" ein Gebiet 
�9 ## 

{ } _= t ,  t , . . . ,  

eine Menge erreiehbaxer Punkte, die gegen t als ihren einzigen Gren~ 
punkt in der Weise konvergieren, da~ 

e(t, < e(t, 
is~.*) Alsdan~ verbinde man einen Punkt m mit5 den Pnnkten #0 dutch 
Wege [(~), die einander nicht kreuzen, was gem~iB w 3 stets ausffihrbar isf~ 
und schlage um m einen zu ~ gehSrigen Kreis t[. Dieser Kreis kann yon 
jedem Weg [(~ nut in einer endlichen ZahI yon Punkten gescbnitten werden, 
man kann aber die Wege F") nStigenfalls auch so abKndern, dab sie, ohne 
einander zu kreuzen, ~ nur je einmal schneiden; sei /d ~} der Kreuzungs- 
pnnlvt. Die Punkte k(") haben mindes~ens einen auf t[ liegenden Grenz- 
pnnkt k. Jedenfalls kSnnen wit unendlich viele yon den Punlr~en k(') 
auswKhlen, die gegen k yon derselben Seite her konver~eren; seien ins- 
besondere 

kCi,} ~ k4~, . . . ~ k(i.). .  �9 

*) Unter Q (.p, ~ verstehe ich den Abstand der Punkte p mad q. Vgl. Beitrag ]X~ w 1. 
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solehe Punk~  dieser ArC, dab jeder n ~ e r  an k liege, als alle vorher- 
gehenden. 

Die Indizes ii, i~,- .- ,  i~.- .  brauehen nich~ wachsende Zahlenwerte zu 
haben. Es gib~ aber elnen ersten Index i'~ so dab i ' ~  i 1 ist~ auf i '  folgt 
ebenso ein erster Index i ' ,  so dab i " >  i" ist usw., und es kama die so 
defmierte Indizesfolge nleht abbrechen. Die zugehSrigen Punkte yon 
bezeich~en wir nun durch 

k2, . . - ,  

itmen entsprechen die Punkte 

tl, t 2 , . . . , t m . . .  
uad die Wege 

�9 . . ,  . . . ,  

und diese sind so definiert, dab k, zwisehen k,_ 1 und k~+ 1 liegt, also 
auch l, zwischen ~,-1 und 1,+1- Dies ffihrt zu folgendem Satz: 

deder 1Junkt t, der zur Grenze ~, eines Gebietes ~ getd~, und Grenz- 
~nmkt erreiehbarer Punkte yon ~ isI, kann in der Weise durch eine Fore  { t~ } 
erreichbarer PunMe atrproximiert werden, daft yon den Wegen Iv, die t, mit 
demselben Punkt m von ~ verbinden, immer ~, zwischen l,_ 1 und ~,+x 
liegt, wenn 

o(t, t,_x) < o(t, t,) < o(t, t,+~) 
ist. 

Eine solehe Punktfolge soll eine natiirlich geordnete oder eine einfache 
Punk~olge heiBen. 

Ffir die Ableitung der S~itze fiber erreiehbare Punkte bedfirfen wir 
noch eines letzien wiehtigen Beg'rifles. Seien n~imlich t" und t"  irgend 
zwei ffir ~0~ erreiehbare Punkte yon ~,  und ro ein in 9~ yon t" zu t" 
gehender Weg. Sei ferner*) 

t t f  0 ~  ( t ,  iv) = h ,  O,..(t"~ to) ----- h ,  
und sei h die grSBere der beiden GrSBen h' und h". Denkt man sieh 
nun alle Wege to, die t '  re_it t" in der aalgegebenen Art verbinden, so 
gibt es fiir die zugehSrigen GrSl~en h eine untere Grenze ~7, die wir Ms 
die zu t' und t" gehSrige Ausbiegung in bezug aufT]~ bezeiehnen wollen. 
In iihnlJeher Weise definieren wir die zu einem und demselben Puokt t 
gehSrige Ausbiegtmg. Sie kommt freilieh nut flit gewisse Pnnkte t in 
Frage. Zeiehnen wit niimlieh in 9X elnen Rfiekkehrweg r, der in t seinen 
hnfangspun~ und Endpunk-~ ha~, mid setzen 

e~,(r ,  t) = g ,  
so wird die untere Grenze aller g ersiehtlieherweise den Wert Null haben, 
Wit  nehmen nun aber an, da~ es Riiekkehrwege v gibt, die eine zusammen- 

"3 0r~,a t', IV) bezeiehnet die grSflte Entfernung zwischen t' und m. 
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hfingende Teilmenge yon ~ elnse.hliel~n, tier t selbst angehSrt, und fassen 
insbesondere diejenigen Riickkehrwege ins Auge, die die umfassendsie 
derartige Teilmenge ~E 1 yon ~E einschlieBen; darunt, er ist genauer zu ver- 
stehen, daft, falls wit 

setzen, jeder Pnnk~ yon ~t  aber kein Pnnk~ yon ~ innerhalb eines 
solchen Riickkehrweges liegen kann, der yon t ausgeht. 

Fiir die so definierten Riickkehrwege hat g eine yon Null verschiedene 
untere Grenze ~,; sie soil die zu t selbst gehZh'ige Ausbiegung heiBen. Nut 
wenn Riickkehrwege dieser Art fiir t nicht existieren, ist ~, = O. 

Eine unmittelbare Folgerung der obigen Begriffe ergibt sich wie 
folgt. Seien wieder t" und t'" zwei f'tir den Plmkt m erreiehbare Pn,k-te, 
und ~' resp. [" zwei zu ihnen fiihrende Wege. Dutch sie wird gem~.fl 
w 4 ein im Endlichen enthaltenes Teilgebiet ~'  yon ~t  und eine Teil- 
menge ~E i' yon ~ definlert, die mit l' und [" die volle Grenze yon ~' 
bildet. Gibt es zwei solche Gebiete, so kommt doch, falls t" und t" zwei 
Punkte t, und t,.+x der Punkffolge sind, nur eines in Frage. In diesem 
Gebiet ~' gibt es Wege m, die yon t' zu t" fiihren, und es leuehtet ein, 

die oben mit h bezeiehneLe GrSl~e ffir hinl~inglich groBes v nut 
solche Wege ro in Betracht kommt, die innerhalb ~' verlaufen. Daraus 
folgt dann weit~r, ~ der Menge ~E~" P u n l ~  zugeh6ren miissen, deren 
Enffernung yon t' resp. t" beliebig wenig yon ~7 versehieden is~; was 
einer ausffihrlicheren Darlegung nicht bedarf. 

w  

SKtze fiber erreichbare Punkte. 

Weder die erreichbaren noch die unerreichbaren Punkte bflden ab- 
geschlossene Mengen Im vierten Beispiel yon w 5 ist jeder Endpunk~ 
jedes in einem Punkt yon ~g errichteten Lores erreichbar, w~hrend die 
inneren P - n ~ e  dieser Lore unerreiehbar sin& D ~  andrerseits ein un- 
erreichbarer Pnnkt Grenzpunkt erreichbarer Punkte sein lrann, ist nut ein 
spezieller Fall des folgenden SaLzes: 

d'eder Punkt der Gebietsgrenze ~E eine~ Gebietes ~t~, tier nicht etwa ein 
isolierter -Punkt der Menge 7s ist, ist Greazpunkt erreir~arer Punlde. 

Dieser Satz~ der auch dahin ausgesprochen werden k ann, daft die f~r 
erreichbaren l~mlrte//beta//dicht in ~ liegen, 1~1~ sich folgendermal~ 

beweisen. 
Sei t der beziigliche Punkt yon 5s so liegen in jeder N~he yon ibm 

1 
Pnnkte yon ~2. Sei m ein solcher Punkt yon ~ ,  ~ 0(m, t) < ~ ~ ist, 

so lege man um t ein durch m gehendes Qusdrat q. Nun sind zwei F'alle 



zu unterscheiden. E,~tEiIt der Umf~rg q l:)unk~ yon 2~, so gibt, es aufq  
ein grSBtes m einRcldieBendes Intervall, dessert inrere Punkte ebenfaUs 
zu ~ gehSren, und jeder seiner Endpl, nk4e ist ein Pnrk t  t ,  der yon m 
erreichbar ist, und flit den o(t', t ) <  s ist.*) Enth~ilt jedoeh q keine 
Punkte yon 2:, so verkleinere man q in der Weise, dab t sein Mittelpunkt 
bleibt und seine Seiten ihre Riehtung behalten;**) es gibt dann, da t kein 
isolierter P~ml~t yon ~ is~, eine erste Lage q" des sich zusammenziehen- 
den Quadrats, die mindestens einen Punkt yon % enthMt. A~drerseits 
enth~ilt der Umfang yon q' notwendig auch Punkte yon ~ ,  da sonst t 
nicht zur Grenze yon ~ gehSren w~rde. Ist m" ein zu ~ gehSriger 

t Pnnlc~ yon q, so lr~n~ man zu ibm wie oben einen ~mlr t  t '  yon q' be- 
stimmen, so dab O(t, t') < e und zugleich t' fiir m' also such fiir m er- 
reiehbar ist. Damit is~ der Sa~z bewiesen 

Sei nun {t,} eine einfache Punk~olge, sei ~, die zu t, und t,+ 1 ge- 
h6rige Ausbiegung und ~,, die zu t, selbst gehSrige Ausbiegung, so ist 
zu unterscheidea, ob ~/, und ~,~ mi~ wachsenden v gegen Null konvergieren 
oder niche; hiermit h ~ g t  n~im|ich die Eigensehaf4 yon t, erreichbar oder 
unerreichbar zu sein, enge zusammen. Dies bedarf jedoch einer ausfiihr- 
lichen Untersuchung. 

Wir leiten znniichst einige S~tze ab, bei denen wit fiber die Natur 
der Menge ~E, die Grenze des Gebietes ~ ist, keinerlei Voraussetzungen 
machen, und zwar beweisen wit zuerst den folgenden Sa~z: 

Ist ein nicht isolierter I)unkt t fiir ~ erreiehbar, so ltiflt sich za ibm 
eine einfache Punk~folge {t,} erreichbarer _Punkte bestimmen, deren Aus- 
biegungen gegen 2gull konvergieren. 

Ist n~mlich ~ der zu t Ftihrende Weg, so sei m, ein solcher P n n ~  
1 

yon 1, dab 0(m,, t ) ~  ~ ~, is~; ferner sei l~ der yon m, zu t fiihrende 

Tefl des Weges L Man lege wieder, wie oben, ~m t als Mitte ein Quadrat q,, 
das durch m~ geht. Gibt es auf film Punl~e yon ~, so gibt es auch ein 
griiBtes m, einsehlieBendes Interval], das zu 2}~ gehSr~. Jeder seiner End- 
punk~ t, ist wieder ein erreichbarer P~mk4, und es ist ~ (t, t , ) <  a,. Als 
Weg m, kann man daher ~, nebst dem Intervall m , - - - t ,  yon q, w~hlen, 
woraus in diesem Fall die Behauphmg folgt. Falls abet auf q, kein Punkg 
yon ~ liege, so mSge sich q, wie oben urn t zusammenziehen; es gibt dann 
eine Ore~lage, die mindestens einen Punkt yon 2: und fiberdies mindestens 
einen Punkt m," yon ~ enf, hiilt, mit dem man ebenso operieren kann> wie 
soeben mit m,. 

Wie das dritge Beispiel yon w 5 zeigr ~ die nnmitr~elbaxe Urn- 

*) Die beiden Endpunkte des Interwll.~ kSnnen such zusammenfallen. 
**) Vgl. Beitrag I und II, diese Ann. Bd. 58, S. 207 cud Bd. 59, S. 132. 
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kehrung des Sat~es nicht z~ Denn sowohl die Folge {p,} wie die 
Folge {p,'} dieses Beispiels ist eine einfache Folge und bes~ht fiberdies 
aus lau~er erreiehbaren ~ und doeh ist p selbs~ unerreiohbar. Wenn 
dagegen bei je~ einf~chen Po]ge erreichbarer Punk~ die zugeh6rigen 
Ausbiegungen ~, gegen Null konvergieren, so mug auch t selbst eln 
erreiehbarer P!mkt sein. Dies lggt sieh folgendermal~en boweisen. 

Sei {t,} irgend eine derange  Punktfolge, so zoigen wit zun~hstb dab 
die zu den Punk~n t, selbs~ gehiSrigen Ausbiegungen 7, gegen Null kon- 
vergieren. Sei ngmlich t, ein Punk~ Mr den 7, > 0 ist, so zeiehnen wir 
zungchst den beziigliehen yon t, ausgehenden Riiekkehrweg r,,  verbinden 
dann m mit t,_ i mad t,+ 1 dureh die Wege ~,-t und ~,+lund ziehen die 
Wege W,_t und ~, ,  die t,_ 1 mit t, und t, mit t,+ 1 verbinden. Alle 
diese Wege lassen sich so'w~thlen, dab sie erstens einander nicht kreuzen 
und dat~ zweitens die Wege 1,_I, I,+~, m,_~ und W, ein Polygon p, be- 
stimmen, in dem der Riickkehrweg v, enthalten ist, wie man leicht zeigt. 
Wir  ziehen endlich noch yon t,_ 1 zu t,+ t einen Weg m,'~ der ebenfalls 
innerhalb yon p~ verl~uft, abet 1:, nicht kreuzt. Setzt man nun 

�9 �9 g �9 �9 

o,, , . (r, , . ,  r  = h . ,  o , , , , , (~ , ,  t . _ l )  = ~._,,  (,,,,.(~,., t .+~) = h ;+ t ,  

o,,,o(r~, t.)  = g . ,  ~, ( t . _ , ,  t~) = ,- ._~,  o ( t .+~ ,  t.) = ,-.+~ 

so bestehen, wie leieht ersichtlich, die Relationen 

h,'~>g, ,  " h ~ _ t > h , ' - - r , _ t ,  h ' + i > h ~ , ' - - r , +  1. 

Hieraus kann aber die Behaupt~mg leieh~ gefolgert werden. Falls 
n~im]ich 7, nicht gegen Null konvergierte, so g~ibe es unter den Indizes v 
unendlich vide Wert~ #, so dag 7t, ~ 7 ~ 0 bliebe. Da abet limes r,  ~ 0 

V 

ist, so mfiBte gem~i~ den obigen Relationen ersichtlicherweise auch h~ und 
ebenso h~-t  und h~+l fiir aUe Werte p oberhalb einer positiven GrSfle 
bleiben und dasselbe wiirde anch yon den unteren Grenzen dieser Gr6Ben 
gelten. Dies widerspricht aber der Voraussetzung. Denn alsdann kSnnte 
man aus der Punktfolge {t,} eine einfache Folge {t j}  so ausw~hlen, da~ 
ihr unendlich viele Punktepaare t ,_ a und t~+ 1 als konsekutive Punkte 
angehSrten, und erhielte so eine Punktfolge, flit die das zugeh6rige ~,' 
nicht gegen Null konver~erte. 

Nnnmehr konstruieren wir einen zu t ffihrenden Weg folgenderma~n, 
Wi t  gehen wieder zur Purk~olge {t,} zurfick~ konstruieren zu jedem 
Punlr~ t,, fiir den 7, ~ 0 ist, einen Rfickkehxweg ~:,, so daft 

g ,  = o==(r , ,  ~,) < 7 ,  + ~, 
is~, und alle l:, auBerhalb voneinander llegen, trod legen alsdann nm jeden 
Punkr t, ein Quadrst q, so, dag anch diese Quadrate augorhalb yon- 
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einander liegen; nm dies zu erreiehen, geniig~ es, die Seite ~, dieses 
Quadrats so zu w~hlen, da~ 

1 
< u 

ist, wo t~ ein beliebiger Punl~ der Pnnl4folge {t,} ist, was stets mSglieh 
ist Dieses Quadrat kreuzt die oben konstruierten Wege m,_ 1 und tD, mad 
den eventuellen Riiekkehrweg r,. L~iuft man dann yon tr_ 1 auf m,_ 1 

. bis zum letzten Kreuznngspunkt mit qr, dann auf % innerhalb Or his 
zum ersten Kreuzun~punkt m i t r  r, welter auf rr yon diesem Punk4 bis 
zum letzten Kreuzungspunk~ mit qr, land zwar ebenfalls innerhalb Or, 
weiter auf q~ wiede~m innerhalb p~ bis zum ersten K_reuzungspunkt mit 
Wr, endlich auf Iv r bis zum ersten greuzungspunkt mit qr+l usw., so 
stellen diese Streckenzfige einen einfaehen Weg dar, der yon t,_ x zum 
Punkt ~ filth4. Sebl~g~ man ni4mlieh um t einen Kreis mit dem Radius ~, 
trod wghlt N so, dab ffir v > N 

1 1 1 1 1 

ist, so liegen fiir alle diese Werte v siimtliehe soeben konstruierten Weg- 
stiieke innerhalb dieses greises. Daraus folg4, dab t der einzige Grenz- 
punkr der benutzten Streekenztige ist. Also folgt: 

Wenn fiir einen t)unkt t jede gegen ihn konvergierende einfache Pun~- 
folge {t r} erreichbarer _Punkte die Eigenschaft hat, da~ ihre Ausbiegungen ~Tr 
gegen Null konvergieren, so ist t selbst ein erreichbarer _Punkt. 

Aueh dieser Satz ist nicht umkehrbar. Es gibt erreiehbare Punkte, 
zu denen man einfache Punktfolgen {t,} konsta'uieren kann, deren Aus- 
bieg'tmgen ~7, nicht gegen Null konvergieren; das Beispiel 5) liefert solehe 
Punkte. Jeder Punkt der y-Achse zwischen - -1  und + 1 gehSrt zu ihnen, 
falls wir ~ als Grenze des sieh ins Unendliehe erstreekenden Gebietes 
betrachten. Von links ist er erreiehbar, yon reehts aber nieht; als be- 
ziigliehe einfache Punktfolge {t r} kann man den Schnitt yon ~ mit einer 
Parallelen zur x-Achse w~iMen. Falls man also der Menge ~ ,  die Gebiets- 
grenze yon 9J~ ist~ ihre volle Allgemeinheit liil~t, lassen sieh not~rendige 

�9 und hinreiehende Bedingungen fiir i/are Erreichbarkeit nicht aufstellen. 
Dies bleibt aneh bestehen, wenn wit ~E als zusammenhiingende Menge all- 
gemeinster Art nehmen, und das letzte Beispiel zeigt sogar, dab es auch 
dann noeh der Fail ist, we.nn wit ~ als geschlossene Kurve wi~hlen. Aus 
diesem Grunde wollen wir die Betrachtung der al]gemeineren Mengen ~E 
hiermit verlassen und zur ErSrterung der einfaehen geschlossenen Kurve 
iibergehen. Erst ftir sie bestehen wieder priizisere Resul~ate. Andrerseits 

*) O~,i(t~, t~) bezeichnet die untere Grenze aller Abst~nde O(t~, t~). 
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scliienen die vorstehenden allgemeinen Untersuchlmgen deshalb no~wendig 
zu sein, weft dutch sie die nun folgende Bescbr~kung auf ei~fache 
Kurven ihre Begriindung erh~t. 

w 

Einige Eigensehaften der einfaehen gesehlossenen Kurven. 

Den Begriff der g e s c k l o ~  Kurve babe ich im zwei~en Beitrag aus- 
f/ihrlich erSrtert. Eine zus~mmenh~mgende Menge ~: heist g ~ c ~  
Kurve, wenn sie die Ebene so in zwei Gebiete ,~ und ~ trenn~, da~ jeder 
Punk~ yon ~: gemeinsamer Grenzpun~ yon ~ mad 9~ ist. Eine solche 
Kurve heiBt insbesondere einfach, falls jeder ihrer Pn~kte sowohl fiir 
wie fiir ~ erreichbar ist. Fiir sie ist, wie aus den S~tzen yon w 4 folg~ 
jeder Punkt auch aUseitig erreiehbar. Endlich heist jede zusammeph~ngende 
Teilmenge yon ihr ein einfacher Kurvenbogen. 

Bei einer einfachen geschlossenen Kurve vereinfachen sich die in w 4 
abgeleiteten Resultate. Fiir sie f~llt n~mlieh, wie aus ihrer Definition 
unmit~elbar folgt, die doll eingefiihrte Unterscheidung zwischen den dutch 
die Wege f' und f" bestimmten Teflgebieten yon ~X und den durch sie 
besthnmten geschlossenen Kurven weg. 

Wir beweisen zun~ichst noch, dab die in w 4 betrachteten TeiImengen 
~:r2 resp. ~:~ und ~'2, die dort durch zwei Wege f' und f" deKuiert 
warden, dureh die Pnnkte t '  und t" unmittelbar besthnmt sin& Dazu ist 
zu zeigen, dab diese Mengen yon den Wegen f' und f" u n a b ~ i g  sin& 
Betrachten wit z. B. das Gebiet ~, bezeichnen jetzt die dareh die Wege 1' 
und f" entstehenden Teilgebiete yon ~ dareh ~ '  und ~/", und dutch ~:' 
resp. ~" die eben genannten zugehSrigen Grenzmengev_ Seien d~nn I~' 
und ~" irgend zwei andere Wege yon m zu t" und t", ~1 '  und ~ "  die 
zugehSrigen Teflgebiete und ~-1' resp. ~ "  die entsprechenden Teilmengen 
yon ~:, so isL zu zeigen, dab ~ '  mit ~:' mad ~ "  mi~ ~:" identisc3a ist. 
Dazu ~ndern wit, we-n nStig, die Wege ~' und ~" zun~ehst so ab, dab 
f" und ~' ,  ebenso f" und ~' sich nicht kreuzen; da es sich beidemal nut 
nm eine endliche Zahl yon Kreuzungspunkten handeln kann, so ist dies 
f/it den Beweis belanglos. Da~n bflden f" und ~;  ebenso f" und ~" je 
eine endliche oder unendliche Menge yon Polygonen und gem~ der in 
w 4 enthaltenen Definition yon ~ ' ,  ~"~ ~'q' und ~[}~i" stellen diese Poly- 
gone die einzigen Gebiete Jar, die zu ~ ,  abet nicht zu ~ :  resp. nm- 
gekehrt gehSren. Seien insbesondere p, die Polygone, die zu ~ ' ,  aber 
nicht zu ~ '  gehSren. Falls es nun einen Pnn~t t~ g~be, der zu ~', abet 
nicht zu ~ '  gehSrte, so miiBte er Grenzpunkt soleher Punkte sein, die zwar 
zu ~ ,  abet nicht zu ~ '  gehSren, er inflate mitbin aueh Grenzpunkt yon 

~Hathematische Annalez~ LXII. ~0 



Pnnlr~en sein, die dem Innern der Polygone p, angehSren. Daraus aber 
folgert man welter, dab er sogar selbst dem Innern eines Polygons p~ 
angehSren miIBte~ da er nKmlich nicht auBerhalb aller dieser Polygone 
liegen l~ann~ und da i hre Umf~nge auBer t '  und t" keine weiteren 
t bm~e  yon 2: en~hal~en. Ein soleher l~mkr w~e  aber flit das ~iuBere 
Gebie~ ~ nich~ erreichbar und bedeutet daher einen Widersprueh. Das 
gleiehe folgr f'fir das Gebiet 9.1, womi~ der Sa~z bewiesen ist*). 

Die Teilmengen ~:' und ~ "  haben in diesem Fall noch eine wei~ere 
wichtige Eigensehaft. Sie haben niimlich auBer t' und t" keine weiteren 
Pnnld~e gemein. Sei ~J~ wieder das innere Gebie~ ,~. Wi~re nun t 1 ein 
Punkt, der ~" und ~ "  gemeinsam ist, so l~ige er einerseits auf der Grenze 
yon ~ '  und kiinnte mit m durch einen Weg I a' innerhalb ~ "  verbunden 
werden; andrersei%s llgge er aueh auf der Grenze yon ~J~", und es giibe 
einen Weg [1' . innerhalb ~ " ,  der ihn mit m verbindet. Schl~ig~ man 

�9 I t  nun nm m einen kleinen greis, so wird er yon [ ,  [ , [1', ~,, in zwei 
Pu~kt~paaren geta'offen, die einander notwendig ~ennen. Da nun diese 
vier Wege nut  den Punkt m gemein haben, so bilden ~t und I( '  ein 
einfaches Polygon, yon der Art, dab yon den beiden Wegen [' und [,, 
nut einer in soinem lnnern verliiufr es sei [ t. Es wiirde also auch t '  
im Tnnern dieses Polygons liegen, kndrerseits enthi~lt der Umfang dieses 
Polygons auBer t a nur PnnkCe yon ~, es kiinn~e also t '  nieh~ mit ~iul$eren 
Punkten verbunden werden. Also: 

Zwei Punkte t" und t "I einer einfachen geschlossenen Kurve bestimmen 
zwei einfache Kurvenb6gen, die au~er t" und t" keinen Punkt gemein luzben. 

Die vorstehenden Betrachtungen gelten in gleicher Weise fiir das 
~uBere Gebiet 9~. 

Ftir ~ als beliebige geschlossene Kurve trifft der Satz nicht mehr 
zu. Verbindet man z.B. im ffinften Beispiel yon w 5 einen Punk~ yon ~I 
mi~ den Punkten -k- 1 und --  1 der y-Achse, so gehSren aUe Punkte der 
y-Achse sowohl zu ~ '  wie zu ~" .  Der obige Beweis liiBt erkennen, dab 
der Grund in der Existenz der niche erreichbaren Punkte besteht. 

w  

Die zyklische knordnung der Punkte der einfaohen geschlossenen 
Kurve. 

kuf  einem der beiden KurvenbSgen ~ '  oder ~"~ die durch t '  und t" 
bestimmt werden, nehme man einen Punkr t beliebig an, so beweis~ man 
ebenso, wie eben, dab auch dureh ihn eine weitere Teflung des beziig- 

*) W~hlt man dagegen in Fig. 1 (S. 289) den Grenzpunl~ yon Dreieck und 
Quadrat als t" mad eine Qua4rateeke als t", so k0nnen die Wege I' und I'" das Dreieek 
sowohl einsehlieBon, wie aussehlieBen und bestimmen ~' nicht eindeutig. 



Beitr~ge zur Theorie der Punktmengen. fir. 307 

lichen Kurvenbogens bewirkr wird, so dab die entstehenden Teile immer 
nur je einen ~ m k t  gemein haben. Hieraus ziehen wit noch eine wichtige 
Folgerung, niimlich die folgende: 

Auf  jede bdiebige Menge yon Punkten einer einfachen gesc~sse~ 
Kurve Zassen sich die fixiome und Gesetze der Anordnung iihertragen. 

Dies ergib~ sich u~mit~lbar wie folgt. Seien wieder l:' und ~" die 
Wege, die yon m zu den zwei Kurvenpunkten t" und t" f~hren~ und seien 
k' und k" die beiden Punkte, in denen l '  und ][" einen um m gelegten 
Kreis schneiden --  wir k(innen annehmen, dab es fiir jeden Weg nut 
einen Kreuzungspnn~ ~bt.  Verbindet man dann irgend einen Punkt t 1 
eines der beiden Kurvenbiigen 27, resp. ~'" mit m, so wird der zugeh~irige 
Weg nut in einem der beiden Gebiete ~ '  resp. 2)~" enthalten sein und 
daher einen and nur einen der beiden Kreisbogen kreuzen, die dutch k" 
und k" bestimmt sin& Dies ist aber die notwendige und hinreichende 
Eigenschaft, vermSge deren die hnordnung, die auf dem Kreis yon den 
Kreuzungspunkten gebildet wird, auf die Wege und yon ihnen auf die Kurven- 
punkte tibertragen werden kann. Insbesondere zeigen also auch die Punlrte 
t, einer einfachen PuukCfolge die Anordnung, dab t, auf der Kurve zw/schen 
t~_ 1 und t,+ 1 liegt. Daraus folg~ noch, dab auch t, und t durch t,_~ 
und t~+ 1 getrennt werden. Der Einfachheit halber wollen wir auch yon 
den zugehSrigen Wegen ~, sagen, dab I, zwischen I,_~ und I,+ 1 liegt; 
bei einer einfaehen P~mktfolge werden daher auch ~, und I dutch I,_ 1 
und ~,+1 getrennt. 

Die obigen S~itze konnten auch in der Weise abgeleitet werden, dab 
man nicht das innere Gebiet, sondern das ~iuBere Gebiet 92 zum Ausgangs- 
punk% nimrod. Sie ffihren schlieBlich noeh zu folgender sprier nSfigen 
Fo]gerung. Wit verbinden wieder irgend zwei Punk%e t' und t" der Kurve 
mit einem iiuBeren Punk% a und einem inneren Pnnkt m; die bezfiglichen 
Wege seien a, und ~', . Diese Wege bilden ein Polygon /). Ver- 
binder man nun einea Punkt tj yon ~:' und einen Pnn~  t2 yon ?s mit 
m dutch die Wege 11 nnd I~, so werden sie dutch l~' und I" getrennt, 
es tritt also nut einer yon itmen bei m in das l~nere yon P, und da 
dieser Weg mit P keinen Pnn~t auBer m gemein haben l~n~, liegt er ganz 
innerhalb P. Daraus folgt, dab yon den Mengen 2~' und ~ "  die eine 
dem Innern und die andere dem ~,ufleren yon P angehSrt. 

Nun sei wieder {t,} eine einCache PunktTolge, seien ~ und a~ die 
Wege, die m u n d  a m i t t ,  verbinden, und sei ~ ,  der Kurvenbogen, der 
t, und t~+l, aber keinen andern Punkt der P n ~ f o l g e  enth~ilt. Die Wege 
I,, I,+ 1 bilden dann m i t a , ,  a,+l ein Polygon L,. Wie eben gezeig~, 
kann ~:, sowohl dem Innern, wie dem .4uBeren yon L, augehSren. Sollte 
alas letzte der Fall sein, so ziehen wir yon a zu t, einen Weg a~, der 
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keinen der andern Wege ]rreuzt, und mit a~ ein Wegpolygon ~ ,  bestimmt, 
das die Menge ~ einseblieBt; alsd~nr~ bestimmt a," re.it a,,+l , ~,, und I,+ x 
em Polygon L , ,  das dem In~eren yon ~ ,  mad dem tkuBeren yon L, an- 
gehSrt; gem~d~ lmserer hnnahme tiber L,  muB da.her jeder yon t, mad t,+ 1 
versehiedene Punkr der Pnnldrfolge auBerhalb yon ihm liegen. Verbindet 
man nun weiter t,+2 m i t a  und ra dutch die Wege a,+.2 und i,+~, so 
bilden sie mit a,+l mid Iv+ 1 ein Polygon L,+~, das notwendig auBerhalb 
yon L,  resp. L," liegt, mid in seinem ]-nern nut die Teilmenge 5Ev+ 1 
enth~lt. So weiterschlieBend gelangen wit zu folgendem Satz: 

Ist {t,} e/he einfache PunL~folge einer einfachen geschlossenen Kurve, 
so lassen sich ihre Punkte mit je einem Punkt yon 9.I und ~ dutch Wege 
so verbind.en, daft yon den Polygonen, die dutch je zwei konsekutive Wege 
bestimmt werden, ein jedes auflerhalb a l ~  iibrigen liegt. 

Verbinden wir endlieh auch t selbst m i t m  und a durch die Wege 
mid a, so kSunen wir sie dem Vorigen gemiiB so wi~hlen, dab der 

Pmakr t,+ x innerhalb des yon ihnen mit I v und a~ gebildeten Polygons !I~ , 
liege. Da sieh aber die Wege I,+x und ~ mid die Wege I, und i,+,o 
gegenseitig trennen, so fol~ nun welter, dab aueh tv+ ~ und jedes t,+ e 
iunerhalb dieses Polygons ~v liegt. 

w 10. 

Die einfachen Punktfolgen der einfachen geschlossenen Kurve. 

einer einfachen geschlossenen Kurve hat jede einfache Punlct- 
folge { t,} die Eigenscha['t, daft die zugehSrigen Ausbiegungen 7, gegen Null 
konvergieren. 

Zum Beweise sehicke ich folgende Hilfsbetrachttmg voraus. Sei wieder 
L v das Polygon, das yon den Wegen Iv, Iv+l und av, av+ 1 gebilde~ wird, 
dessen l~neres also den Kurvenbogen ~, ,  aber keinen Punkt der Ptmkt- 
folge {t~} enthiilt, sei 3, irgend ein Ptmkt yon ~v und sei ~ ein Grenz- 
punkt aller Punkte v,. Dann folg~ ztm'iiehst, d ~  ~ nieht innerhalb 
irgend eines Polygons L,  liegen kalm. Setzen wir jetzt 

o(t,, t,+x) = d,, o(t,, , , )  = r,, q(tv, t) = a,, q( , , ,  ,)  = a , ,  
so ergibt das yon t,, 3,, t und ~ gebildete Viereek die Relation 

(1) q(t, ~) > r v -- a , -  a,'. 
Ebenso erhKlt man aus dem Viereck der Punkte tv+l, t, vv, ~ 

( l a )  q ( t ,  > - -  - -  

Denken wir uns nun wieder den Punkt r v auf 5E, ver:d.nderlieh und 
setzen*) 

*~ Vgl. die Anmerkung auf S. 300. 
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0,~,(t,, iE,) = e,, O~,,(t,+l, ~,)  = e, , 
so kan~ man einen Punk% r, so ausw~flen, dab bei beliebig kleinem ~, 

~,' => o(t,, ~,) > e , ' -  ~', 
ist, und wit erhal%en sehlieBlieh 

(2) 0(t, 3) > e , ' - -  ~, --  a, --  a,; 

und ebenso ergibt sieh 

(2a) e(t, 3) > e," - ~,+, - 6,+, - ~;'. 
Nun legen wit um die Mitre der Streeke t,t,+ 1 ein Quadrat q, re.it der 
Seite s,~ so dab t, und t,+ 1 innerhalb yon i.hm liegen; es wird dann 

1 1 e(t, ,  q,) ~_ ~ (s, - a , )  ~ d  e(t ,+ , ,  q,) ~_ ~ ( s , - -a , )  

sein. /st nun e, die griil~ere der beiden GrSl3en e," und e," und w~hlen .wir 

s , = 2 e , + d , ,  

so wird jeder Punkt 3, notwendig innerhalb yon q, liegen. Das gleiehe 
gilt daher fiir die gesamte Menge ~,.  Fassen wir also jetzt dasjenige 
polygonale Gebiet (~, ins Auge~ das sowohl zum Tnnern yon q,, wie zum 
Innern yon L, gehSrt, so wird sein Umfang dutch t, und t,+ x in zwei 
Streekenziige geteilt, die je einen yon t, zu t,+ 1 f~ihrenden Weg dar- 
stellen, yon denen der eine dutch 9~ und tier andere dureh ~ f'fihrt, und 
yon denen keiner attBerhalb q, verliiu_ft. Fiir die Ausbiegung ~,~ die zu 
t, und t,+ 1 gehSr~, besteht daher jedenfalls die Relation 

1 1 
~, < s,V~); .e, + -~ a, > -4- ~,. 

A n g e n o m m e n  nun, die Ausbiegungen r~, konvergierten nieht gegen 
Null, so g~be es unendlieh viele Werte yon ~,, die grSl~er als eine Griil~e # 
bleiben, die nieht Null ist. Man kann daun eine Zahl N so bestimmen~ 
dab fox beliebiges e und unendlieh viele W e r t e v  > N die Relationen 

~ , > # - - e ,  a , < e ,  a,+l<Ze, a ; < e ,  
bestehen und dab zugleieh f'tir alle W e r t e v  > N 

d , < ~ ,  d , < ~ ,  a , + l < ~  

ist. Daraus abet erhielte man gem~i~ (2) und (2a) sehlieBlieh 

(~) e(t, 3) > e .  
wo aueh 0" eine endliehe yon Null versehiedene GrSBe is%. Wenn a/so 
die Ausbiegungen ~7, nieM gegen .Null kzmvergieren, so "kann man die 
Zwischenpunkte 3, so wahlen, da~ die Folgen {t,} und {~,} t~rsch/ede~ 
arenzpunl~ bestimmen. 

Man betraehte nun alas oben (w 7) genannte Polygon ~, ,  dad dutch 
die Wege [,~ a, und die Wege I~ a gebildet wird, die t m i t  m und a vet- 
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binden Es enth~lt das Polygon/2. als Teflpolygon and daher enth~lt es 
auch den Punkt v~, ebenso enth~lt es jeden-Punkt v~+e; der Punkt 
kann daher nicht auflerha[b yon ~ ,  liegen, und da er wegen der letzten 
Relation nicht in den Umfang dieses Polygons fallen kann, so mul~ er 
notwendig in seinem Inneren enthalten sein. Man verbinde nun auch 
mit a and m dutch je einen Weg a resp. ~., so ~a,n man diese Wege so 
w~iMen, dab sie den Umfang yon ~ nicht kreuzen; sie bestimmen mit ~ 
und a~ ein Teflpolygon ~ '  yon ~ ,  so da~ t aul~erhalb dieses Polygons 
liegt. Man kann daher um t einen Kreis sehlagen, der ebenfalls aul~er- 
halb dieses Polygons liege. Im Inneren dieses Kreises liegen aber Punt:re 
der Folge { t~ }. Sei t~+e einer yon ihnen and P~+e das Polygon, das 
durch die Wege Iv, I~+ e und a~, a,+ e bestimmt wird, so mul3 ~ '  Tefl- 
polygon auch yon P~+e sein. Das Polygon P~+e besteht abet aus einer 
endlichen Z,.h! yon Polygonen L,. hndererseits enthiilt es dem Vor- 
stehenden gem~B auch den Punk~ v; es miiBte d~her v dem lnneren oder 
dem Umfang eines Polygons L~ angehSren, was aber einen Widersprueh 
darstellt. Damit ist der Satz bewiesen. 

Aus dem vorstehenden Beweise ziehen wir noch die Folgerung, daft 
der Punkt  v mit t identisch ist. Ist also {t~} eine elnfache Pnn~tfolge 
und w~hlt man einen Punk~ v, beliebig zwischen t~ und t~+ 1 uus, so 
bilden auch die Punkte v, eine einfache Punktfolge, die denselben Grenz- 
punkt besitzt, wie die Folge {t~}. 

w 11. 

Die Abbildung der einfachen gesehlossenen Kurve auf den Kreis. 

Sei wieder 2: die einfache geschlossene Kurve, sei m ein innerer 
Ptmkt yon ~: und K ein ihn umgebender kleiner Kreis. Ferner seien 

irgend welche gegen ~ yon innen approximierende Polygone, die s~mtlich 
den Punkt m u n d  den Kreis K einschlieBen. P~ approximiere im mitt- 
leren Abstande ~ ,  so daft ffir jeden Pun~t p yon ~P~*) 

(11) ~ 1 

ist. Endlich setze man f'tir alle P ,  eine einheitliche positive Umlaufsrich- 
hmg fest. 

Sei j e s t  @1 der grSt~te Abstand zweier Punlv~e yon/)1.  ~ immt  man 

steht. 

3 
*i Beitr'~ge II, S. 138. Dort geschieht die Approximation so, dab ~ start -~ 

Diese Ab~nderung ist belanglos. 
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d ~ n  eine GrSBe s~ < ~ zun~chst beliebig a-~ so kann man auf P~ ge- 
wisse in positiver Richtung aufeinander folgende Punkte 

Pl, P~, " " ", P~ 

bestimmen~ so dal~ flit je zwei konsekutive tbmt.te p~ and P~+I 

3 1 
> sl 

ist.*) 
]nnerhalb P1 zieht man nun van m zu Pi den Weg p~ and zwar so, 

da~ diese Wege den Kreis K in Punkten k~ kreuzen, die ilm in gleiche 
Tefle teilen. A]sdann konstruiere man zu Pi einen sich ins Aul~ere yon PI 
erstreckenden Bereich T~, der auf seinem Umfange mindestens einen Pnnlrt 
yon ~ enth~lt. Um den Beweis zu verein~'achen, ~udern wir jedoch die 
~rfiher**) angegebene Konstruktion dieses Bereiches dahin ab, daft wit nicht 
ein um p~ sich dehnendes Quadrat, sondern einen sich um p~ dehnenden 
Kreis zugruude legen. Ist dann t~ ein auf T~ liegender Punkt yon ~ so 
ist ffir ihn 

(3) ~(~,, t ,)= ~(~,, ~). 

Verbindet man nun t~ mit p~ durch einen Streckenzug m~ innerhalb T~, 
so stellt er zusammen mi~ p~ einen e]nfachen Weg 1~ endlicher Strecken- 
zahl yon m zu t/ dar; wit nehmen ihn und jeden der iibrigen Wege 
fiberdies so an, dab die in t~ endigende Seite yon ro~ in den Radius p~t~ 
f~.llt. Dutch geeignete Wahl ihrer L~inge kann (]ann sicher erreich~ werden, 
da~ f~ir jeden P~n~t m~ dieser Seite ebenfalls 

~(~,, t,) = ~(~,, ~)  

ist; was f~ir den folgenden Beweis nStig is~. 
Bei geeigneter Wahl yon e~ und s~ kSnnen die Wege [i e/nander 

nicht kreuzen. Um dies nachzuweisen~ ist zu zeigen, dab bei geeigneter 

*) Um dies in aller Form auszuffihren~ n~mm~ Inan Pl auf P1 beliebig an, 
schl~gt nm Pl einen Kreis mit  s 1 und nennt seinen erst~n Schnittpnnl~t mi~ dem in 
positiver Richtung durchlaufenen Polygon ivy. Denkt man sich dann den bezf~lichen 
Streckenzug pl . . .  p~ yon P~ getilgt, so bleibt ein Streckenzug P2 "'" iv~, mit  dem 
man yon P2 aus ebenso veff~hrt. So f~hrt  man fort, bis der letzte Kreis den noch 

1 
fibrigen Streckenzug p~ . . .  Pl ganz einschlielSt. Ist nun Q(Pn, P ~ ) ~ - ~ s j ,  so behMt 

1 
man ~v~ bei, ist aber e(iv~, P~) ~ ~ s ~ ,  so w~hlt man P~.-1 als letzten Teflpunkt und 

3 
es ist (~(Pn-1, J~l) < "~81. 

**) Vgl. die Anmerkung **) auf S. 302. 
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Wahl yon ~l mid s i je zwei B~reiche T~ und T k aulierhalb voneinander 
tiegen*), und zwar wird dies sieher erreicht, ~hlls man 

(4) sl > i6 l 
wihlt. Zun'~ichst folg~ leieht, daii der Bereich T~ autierhalb yon T~+ 1 lieg~ 
und dab ein Bereieh T~ nicht an zwei Bereiehe T~ und T~+ 1 anstolten oder 
mit ihnen Teile gemein haben kann. Ist nimlich b" der kleinste Radius 
dieser Bereiche, so wtirde sonst 

e(P,,~,+~) < 2~', res v. ~(p,,p~+~) < 4~" 
3 

sein und dies steht wegen ~ ' < - ~  e i mi~ der aus (2) mid (4) folgenden 
Relation 

1 
O => -E sl > 

im Widerspruch. 
Angenommen nun, es liegen nieht alle Bereiehe T i auiierhalb von- 

einander, so woden wir sie siimtlieh gleichzeitig um die Pun~e  io~ enb 
stehen lassen, so dab sie stets denselben Radius haben, bis irgend zwei 
aneinander stotien. Die so gebildebn Bereiehe seien T(, wo die T i' mit 
den T i identiseh sind oder nut Teile der T~, und es seien in[ und Tk, 
w o k  ~> i, zwei aneinandergrenzende Bereiehe. Ist dann 2" der ihnen ge- 
meinsa'me Punkr sind ~' und [i' zwei Wege, die imierhalb T i' und Ti" 
yon p '  zu loi und pt l~tihren, und sind P1 und Ok die Wege yon m zu Pi 
und/0k, so kann keiner dieser Wege einen der Bereiche Ta' kreuzen; jeder 
dieser Bereiche liegt also auBerhalb oder innerhalb des einfachen Polygons 
~3, das yon den vier Wegen gebildet wird, und dasselbe gilt yon den 
Wegen Ok, die yon m zu Ph fiihren. Andererseits mtiilb es abet wegen 
der zyklisehen Anordnung der Puukte p~ innerhalb wie aulierhalb dieses 
Polygons ~ Wege Pa und damit auch Bereiehe Tl' wirklich geben. Wit  
nehmen an, es  mSgen alle Bereiche Ti,  ftir die i < h (. k ist, innerhalb 
liegen, so ist dadurch nut die Bezeichnung festgelegt, und es l ie~  T~-+l 
innerhalb yon ~. hus  dem Vorstehenden folgei~ man nun weibr,  dab 
dann aueh T~+ i selbst ganz innerhalb ~ liege. Wgre dies n~imlieh nicht 
der Fall, so mtiBte T~+ i entweder/'~' oder Tt' oder beide Bereiche kreuzen; 
jede djeser hnnahmen f'fihrte abet, wie leieh~ ersiehflieh, auf einen Wider- 
spruch gegen die oben gezogene Folgerung, da~ weder T~ und Ti+l noeh 
aueh Tt mit T~ und Ti+~ Punkte gemein haben. Daher mfifib .T~+ i i ,ner- 
halb yon ~ liegen. Das Polygon ~ umsehliel~t alsdann auch den Punkt 
t~+l yon T~+ i. Dies ist abet unmiiglich, gleichgiiltig ob der Punkt iff zu 

gehiir~ oder zu ~, woraus die Behauphing folgt. 

*) In dem Umstande, dab dies f~r je zwei Bereiche T i und T~ nachzuweisen 
ist, liegt die l%twendigkeit eines ausfiihrlicilen Boweises. 
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Aus den Relationen (1) mid (3) folgern wir noch 

1 
> o(p,, t,) = 

und wenn man noch o(ti, t~+~)=r~ se~zt, so folgt aus dem Viereek der 
Punkte p,, 2o,+,, t,, t,+t mitCels (2) 

3 1 
(5) ~- s~ + 3 ~ > r~ > ~ sl --  3~ .  

Aus der Reihe der Polygone P ,  bestimmt man je~zt ein im Abstand 
~3 approximierendes Polygon 1='3 " folgenderma~en. Man nehme zun~ichst 

1 

beliebig an, iiberdies aber soll, wenn P~o der /etzte Kreuzungspunkr des 
Weges ~ mit dem Polygon /)3' ist, 

t,) = o ( p , o ,  
sein. Gem~ifi der obigen Festsetzung wird dies sicher erfiillt sein, wenn 
Pio in diejenige Seite des Weges 1 t f~llt~, die in t i endigt. Es ist~ dann 

3 t ,+ l )  -~ ~ > 0 (P~o, ti) und ~ ~3 > 0 (Pi+t,o, , 

und daher folgt ftir die Entiernung der Punkte Pio und Pi+~.o, die "in den 
Bereiehen T i und T~+ t liegen, 

(6) r, + 3e~ > O (P,o,P,+,,o) > r , - -  3~ 3. 
�9 1 

Man nehme nun eine GrSl~e s~ ~ - ~  s~ zuniichst beliebig an und bestimme 

auf dem Sfreckenzuge P~o " " "Pi+2,o wiederum die Punkte 

Pio, Pi~, Pr2, "" ", Pi~,, Pi+l,o 
in der Weise, dag ffir je zwei konsekufive 

3 1 
"-2- 83 ~ O~Pik'Pi,k+i) ~ 2 83 

ist, und konstruiere zu jedem dieser Punkte p~ den Bereich Ti~. Dieser 
]Jefert einen Punkr ti~ , so daft fiir jeden Punkr Pi~ 

3 1 

ist; und hieraus folgr wiederum, falls noch o(tik, Qk+t)----ri~ gesetz~ wird, 

3 1 
(7) ~- s3 + 3~3 > r~k > :2- s~ --  3~.  

Nun ziehe man wieder flit jeden nen entstandenen Puokt ~ den Weg I~, 
der yon m fiber 1~ zu t~ fiitn~ und zwar so, daft anf dem Kreise ~ ,  der 
m umgibt, jeder bereits vorhandene Kreisbogen dutch die neuen Tell- 
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punkte ki~ in gleiche Teile zerlegt wird mad ~ auch die Wege ~ der 
obcn Fur die Wege Ii getroffenen Fostsetzung genfigen. Alle diese Wege 
haben alsdann endliche Streckenzahl und man beweist, wie oben, daB, 
w e n l l  m a n  

s ~  16~s 

wii~Llt, kehse zwei dieser Wege einander kreuzen. Sie folgen tiberdies in 
derselben Weise aufeinander, wie die Punkte Pi~ auf dem Umfange yon t)s 
resp. die Punkte ki~ auf dem Kreise K. 

In dieser Weise kann man fortfahren. ]3~t man das Polygon /)~' 
konstruiert, mit den Punkten p s  und t#, wo N eine Abkfirzung ffir r In- 
dizes ist, und den zu ihnen ftihrenden Wegen Is, die auf dem Kreise K 
die l~nkte  ks bestimmen und der obigen Festsetzung unterliegen, so 
nimmt man unter den approximierenden Polygonen P~ ein solches als 
P',+~, d ~  man 

1 
(8) ~+~ < -f ~, 

wghlt und dal~, wenn p#o der letzte Kreuzungspunkt des Weges It+ mit 
P ' ,+ ,  ist, 

ist. l~erner sei /)~v ein dem Punkte Ps  benschbarter Punkt auf P , ,  so 
hat man wieder 

(9) r s  -{- 3e,+, > 0(2#0, p~vo) > r s - -  3~,+,, 

und man bestimmt nun auf dem Streekenzuge P#o --" p'so wiederum die 
Puuk~e 

iO#o, i0#,, " �9 ", ~se, P:vo 

in der Weise, dab ffir je zwei konsekutive 

3 1 
-f  s,+, > @(io#~,p.~,~+~) ~ T s,+~ 

i8~ WO 
1 (10) s~+, < -f s, 

gew~ihlt ist. Dieso Punkte 1O~vi liefern dann wieder die Pnnkte tNo und 
man hat~ wenn man o(tsi, ts, i+,)-~ r#i setzt, ftir jagen dieser Punkte tsl 

(11) 3 , ~- s~+, q- 3e,+, ~ r#; > -f  s~+l - -  3~,+,. 

Zieht man dan, wieder zu jedem neu entstandenen Punlrte t#i den Weg 
{#i yon ~n fiber ps i ,  so haben alle diese Wege endliehe Seitenzahl, und 
W e ~  m a n  

02) s,+ 1 > 16 e,+ 1 
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w~ih]t, so werden keine zwei sich kreuzen und alle in derselben Weise auf- 

einander folgen, wie die P u n l ~  p#~ auf P~+I, resp. die Punkte k#~ auf 
K; diese teilen zugleich einen jeden bereits vorhandenen Bogen des Kreises 
K in gleiche Teile. 

Es fragt sich jetzt nut noch, ob die vorstehenden Bedingungen so 
zu erffiUen sind, da~ die Pnnlrte t# sehliefilich iiberall dicht auf der Kurve 
liegen. Dazu muB zun~izhst mit limes e, = 0 auch limes r# = 0 werden, 
und zwar ffir je zwei benachbarte Punkte t# und tlv. Dies kann auf 
mannigfache Weise geschehen. Dazu w~ihle man z. B. ~l irgendwie der 
Relation (4) entsprechend, was immer mSglich ist, und setze 

1 1 
(13) ~,+I = a e,, s ,+,  ~- T s,, 

wo, den Relationen (8) und (lO) gem~.B, a ~ 3 und b ~ 3 zu w~ihlen ist. 
Ferner hat man 

(13) 3 s~ 3 1 s, 3 
2 b'-1 -~- a-VZY-~ el > r,v > -~" b '-1 a ' -1  ~" 

Wird also noch a ~ b angenommen, so bewirldc dies, dab al]e Rela- 
tionen (12) eff~illt sind, dab anch alle r ~ >  0 sind, und dab r# mit 
waehsendem v gegen Null konvergiert. Die Punkte {tlv} bflden dann, wie 
wir sehen werden, eine auf ~ fiberall dichte Menge; sie sei 2:~. Andererseits 
ist auch die auf dem Kreise liegende Menge K~ = {k#} eine iiberaU dichte 
Menge, und es sind die Mengen ~ und K~ eineindeufig aufeinander be- 
zogen.*) 

Sei nun k irgend ein Punkt yon K, und {k<')} eine gegen ihn kon- 
vergierende einfache Folge, deren Punkte zu K~ geh5ren, so entspreehen 
ihr Punkte {#')}, die dieselbe Anordnung besitzen, wie die Punkte ~'). 
Falls nun diese Punlrte nicht einen einzigen Grenzpunkt haben soU~en, 
so kann man aus ihnen wie in w 6, durbh Til~mg gewisser Punkte eine 
einfache Folge herausheben, die einen el nzigen Grenzpunkt t besitzt. Sie sei 
{ t, }, so ist auch ihr Bfld { k, } auf K eine einfache Folge. Ersetzt man nun 
{k,} durch eine Folge {k,'}, die yon derselben Seite gegen k konver~ert, 
und liegt k," zwischen den Pnn~en k~ und ku, so l ie~ auch t,' zwischen t~ 
und tz; gemiil3 dem ScMuBsatz yon w 10 konvergiert also auch { t,' } gegen t. 
Dies gilt f~ir jede derartige Folge {k,'}. Es haben daher alle derartigen 
Folgen {t,'} einen und denselben Grenzpunkt und daraus folgt welter, dab 
auch die Punkte t<') nur einen Grenzpun]r~ besitzen, n~imfich t. 

*) Dutch gee~nete Wahl yon a und b kann man ~ogar erreichen, daiS beim 
Fortgang von P~ zu P~+l zwischen je zwei Punkten k~v ein neuer Teilpunkt tiegt, 
was aus den obigen Relationen leicht hervorgeht. Dutch a ~ b wird such erreicht. 
da~ ffir jede Indizesgruppe rN~ rNi ist. 
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Es ist nut noch zu zeigen, daB, wenn man zu k eine Folge {k,"} kon- 
struier~, die yon der entgegengesetzbm Sei~e gegen k konvergiert, auch 
{C'} gegen t konvergiert. 

W ~ e  dies n~mlich nicht der Fall~ so sei t" der Grenzpunkt dieser 
Folge. Um die Begriffe zu fixieren, werde nun angenommen~ dab die 
Folge {k~} gegen k yon ]~n~s, die Folge {k~"} gegen k yon reehts kon- 
vergier~, das gleiche Kilt dann auch bez~iglich t und ('. Nun sind zwei 
l~lle mSglich. Zun~ichst k5nnte t" rechts yon t liegen. Dann gibt es 
mehrere Punkte t r yon ~:r, die links yon t" und rechts yon t liegen. 
l~immt man nun einen Plmkt t e der ersten und einen Punkt t j '  der 
zweiten Folge beliebig an, so wfirde auch jeder derartige Punkt tr links yon 
to" und rechts yon t e liegen; es mfit~te also auch Punkte /6 auf K geben, 
die die gleiche Lage zu je zwei Punkten k e und k~ besitzen. Von solchen 
Punkten ~b t  es aber auf K nur einen, niimlich k selbst; die obige An- 
nahme ist daher unmSglich. Zwei~ens kSnnte t'" links yon t liegen; dies 
ffihrte abet in ~hnlicher Weise auf die Folgerung~ dab es einen Punk~ t 6 
g~be, der sowohl rechts wie links yon k liegen m~iBte, was ebenfal]s un- 
mSglich ist. 

Damit ist bewiesen, dab 2:~ in der Tat auf ~: fiberall dicht ist, dal~ 
jedem Punkt k yon K ein und nut ein Punkt t yon ~: entspricht, fiber- 
dies jeder Folge, die gegen k konvergiert, eine Folge, die gegen t kon- 
vergiert. Damit ist abet bekanntlich der Beweis der umkehrbar eindeutigen 
und stetigen Abbildung erbracht. 

w 12. 

Die Erweiterung des Jordanschen  Satzes. 

Der Satz des Herrn J o r d a n  besa~, d ~  das umkehrbar eindeutige 
und stetige Abbild des Kreises eine geschlossene Kurve ist. Dieser Satz 
bedarf abet einer Erweiterung. Die Erwei~rtmg bes~eht darin, da~ siimt- 
liche Punkte der Kurve f~ir das ~uBere und inhere Gebiet erreichbare 
Pun~te sind; d. h. das umkehrbar eindeutige und stetige Abbild des 
Kreises ist eine einfache geschlossene Kurve. 

Bei der Fragestellung, die bier zugrunde geleg~ ist~ ist diese Eigen- 
schaft sogar die Hauptsache; erst sie f~ihrt uns dazu, die notwendigen und 
hinreichenden Kriterien ffir die umkehrbar eindeutige und stetige Abbil- 
dung einer Punlrtmenge auf den Kreis zu erkennen. 

Der Beweis unseres Satzes ergibt sich, nachdem wir die allgemeine 
Untersuchung der eb~nen peffekten Mengen vorausgeschickt haben, fast 
unmittelbar. Er geht so vet sich~ dab wit innerhalb der Ges,.mtheit aller 
ebenen Mengen die einfache geschlossene Kurve als das einzig m5gliche 
Abbild des Kreises erkennen werden. 
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Da die Eigenschaf~en perfekt mad zusammenhtingend --~erer ibbf l -  
dung gegeniiber invariant sind, so ist, wie der K_reis K~ auch sein " ib-  
bild ~: eine peffek~, zusammenh~ingende Menge. Sie muB aber mit dem 
Kreise auch die Eigenschaft tmflen, nirgends dicht zu sein. W ~ e .  sie 
n~mlich in der Umgebung eines P u n k ,  s t iiberall dicht, so g~be es ein 
den Punl~ t einschliel~endes Quadrat, das ebenfalls zu ~ gehSrtm. Das 
Abbild dieses Quadrates miil~te wieder eine zusammenhiingende Teilmenge 
des Kreises sein, d. h. ein Kreisbogen. Dies ist abet unmSglich; denn ein 
Kreisbogen kann ebensowenig wie die Strecke umkehrbar eindeutiges and 
stetiges Abbild des Quadrates sein.*) 

Wir zeigen nun wei~er, dab alle Punld~e yon ~: allseitig erreichbar 
sind. Dies ist das einzige, was einer 1Kngeren Darlegung bedaff. Dazu 
schicken wit eine Hilfsbetrachtung voraus. 

Seien t' und t'" zwei Punk~ yon ~:, die flit irgend ein Gebiet 
erreichbar sind, ~' und ~" die yon ~n zu ihnen fiihrenden Wege, und k" 
und k" ihre Bildpunkte auf K. Gem~iB w 4 wird durch ~' uncl I" eine 
geschlossene Kurve definier~, der auBer ~' und ~" eine gewisse zusammem 
h//ngende Teflmenge ~ yon ~: angehSrt. Dieser Menge muB eine zusam- 
menh~ngende Teilmenge KI~ des Kreisos entsprochen, der k' und k'" an- 
gehSren; daher muB KI~ einen der beiden durch k' und k" bestimmt~n 
TeilbSgen yon K ganz enthal~en; er sei K 1. Sie k~nn aber auch keinen 
Punkt des anderen Kreisbogens K 2 enthal~en. W~re dies der Fall, w~ire 
k~ ein solcher Punkt and t~ sein Bfldpunkt in 2:,~, so lege man um 
ein die P u n i c  f u n d  t" ausschlieBendes kleines Quadrat q. Durch Tilgung 
der in q en~haltenen Punkte entstehen gemiiB w 4 aus ~ gewisse ge- 
trennte Teilmengen, deren jede hSchst~ns nur einen der beiden Punk~ 
t" und t" enth~ilt. Wegen der Stetigkeit kann man abet das Quadrat q so 
klein w~hlen~ dab den innerhalb yon q liegenden Punk f~  yon ~1~ lauter 
Bildpunkte en~sprechen, die s~imflich auf dem Bogen K~ liegen. Nach 
Wegnahme dieser Punkte bleib~ daher in ~ eine zusammenh~ingende Tefl- 
menge tibrig, der sowohl k' wie k" angehSren, und dies bedeu~et einen 
Widerspruch. 

A~genommen nun, t sei ein Grenzpunkt eines Gebietes ~}~, der ~tir 
dies Gebiet nicht erreichbar ist, so gibt es eine gegen ihn konvergierende 
Folge {t~}, deren Ausbiegungen ~, nicht gegen Null konvergieren. Diese 
Folgen k~nnen wit uns zuniichst yon iiberfliissigen Punkten gereinig~ 
denken; d. h. wit k5nnen aus ihr, falls nStig, Puukt~ so weglassen, dab 
bei gegebenem N fiir alle v > 2~ jedes ~, > 2 ~ 0 bleibt. DaB dies mSglich 
ist, geht aus den Begriffen der Folge und der Ausbiegung unmittelbar hervor. 

*) Vgl. w 14. Hilfssatz. 
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Wi t  w~tflen nun m innerhalb ~ beliebig und ziehen yon m zu den 
Punkten t~ die Wege I,. Sei dann k~ der auf K liegende Bildpunl~ yon t~, 
so haben wegen der Stetigkeit die Punkte {k~ } einen und nur einen Grenz- 
punk% k, der zugleich Bildlaunk~ yon t ist. Soll~en nun (lie PunkCe h~ auf 
k keine ei,fache Folge bilden, so kSnnen wit doch analog wie in w 6 
eine in ihnen enthaltene Folge I k,'} bestimmen yon der Art, dab auch die 
ihnen entspreche~den Punkte t~' eine einfache Folge Its'} bilden, und es 
wird nun auch ffir diese Punkte jedes ~ ' ~  X'> 0 sein, falls ~ > • '  ge- 
wghl~ wird. 

GemiiB w 4 bestimmen die Wege I', und I~+1 ein Teilgebiet !l)~ yon 
und defmieren eine gewisse Menge ~ ,  deren Punkte zu der durch 

I~' und l~" bestimmten gesc]~lossenen .Kurve gehSren. Ihr entspricht, 
wie wir eben bewiesen haben, einer der beiden dutch k~ und k~+l be- 
st~mmten ~reisbogen, und da die Punkte k~" eine einfache Folge bilden, 
so miissen es aueh diese Kreisbogen tun. Wiixe nun t far ~)~ nieht er- 
reichbar, so kSnnte man gemii~ w 8 auf den Teilmengen ~:~' Punkte v~ so 
ausw~Jllen, da~ sie einen yon t versehiedenen Grenzp~nkt haben; es 
mtiBten also auch die Bildpunkte auf den KreisbSgen K," einen yon k 
verschiedenen Gl-enzpunk~ besitzen, was unm5glieh ist. 

Es handelt sieh jetzt noeh datum, aus der Gesamtheit der ebenen 
nirgends diehten zusammenh~genden Mengen diejenigen herauszusuchen, 
<lie Abbfld des Kreises sein k5nnen, und zwar ist dabei nur noeh die yon 
ihnen bewirk~e Gebietsteilung zu berticksiehtigen. Die Komplement~ir- 
menge ~)~ yon 2: kSnnte an sich zun:,ichst ein einziges Gebiet darstellen. 
Dies ist abet ausgesehlossen. Denn gem~l~ w 5 ist eine solehe Menge in 
zwei Teilmengen zerlegbar, die nur e/hen gemeinsamen Punkt besitzen, 
was fiir den Kreis nicht zutriff~. 

Sei nun ~ das iiui~ere Teilgebiet yon ~ und C diejenige Teilmenge 
yon ~, deren Punkte s~mflich zur Grenze yon ~ gehSren, abet nicht 
Grenzpunkte yon ~i allein sind; ferner seien c 1 und e, zwei Punkte yon C. 
Sie definieren gem~fi w 8 zwei Kurvenbogen c1~ und c~s, deren jedem 
wieder einer der beiden KreisbSgen entsprechen muB, die dutch die Bild~ 
punkCe k~ und k s bestimmt werden. Daraus folgr abet, dab die Kurve C 
die Menge ~ ersehSpft, also mit ihr identisch ist. Damit ist der Satz 
bewiesen und es folg~ also: 

Das umkehrbar eindeutige und stetige Abbild des Kreises ist eine ein- 
fache geschlossene Kurve. 

Als einfachen Kurvenbogen habe ich oben jede zusammenhiingende 
Teilmenge einer einfachen geschlossenen Kurve definiert; es folgt daraus, 
daft rider einfache Kurvenbogen ~Bildmenge eines Kreisbogens ist. Dies ist 
wiederum umkehrbar, d. h. es gilt der Satz: 
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Das umkehrbar eindeutige und stetige Ab "bdd eines K~eisbogens ist e~  
einfaeher Kurvenbogen. 

Um dies zu beweisen, ist; zu zeigen, da6 man eine e ~ e  geschlos- 
sene Kurve angeben kann, die Bild eines Kreises ist, ~ d  yon der die 
beziigliche Bildmenge eine zusammen~ngende Teilmenge ist. Sei 2: 
diese Bildmenge, K '  der Kreisbogen, und k 1 resp. /% seine Endpunk~. 
Zun~iehst folgt, wie beim Beweis des Hauptsatzes~ dab jeder Punkt yon 
2; ~Jlseitig erreiehbar ist. Ferner mug die Komplemen~rmenge yon 2; 
ein einziges Gebiet sein. Denn sonst g~be es in 2: eine geschlossene 
Kurve und ihr mfiB~e K" oder ein Teil yon K ,  also jedenfn.lla ein Kreis- 
bogen entsprechen~ was unmSglieh ist. Man kann daher yon de~sdben Punkte 
m zu den Bfldpunkt~en t 1 und t~ yon k 1 und/% zwei Wege q und I s legen. 
Diese kann man umkehrbar eindeutig und st~ig auf den Komplement~r- 
bogen des Krei.sbogens K" abbilden. Sie s~llen zusammen mit ~: eine 
Menge dar, die Bild eines Kreises, also eine gesehlossene einfaehe Kurve 
ist, womit die Behaup~ung erwiesen ist. 

Man kann noeh l~agen, welche rein mengentheoretischen Kri~erien 
daf'tir bestehen, dab eine Menge 2:, deren Komplement~menge ein einziges 
Gebiet ~ ist, ein einfacher Kurvenbogen ist. Dies wird dann der Fall 
sein, wenn jede zusammenh~ngende Teilmenge yon 2; ebenfalls ein ein- 
facher Kurvenbogen ist.*) 

w 13. 

Herstellung yon ebenen Abbildungen bei gegebenem Entsprechen 
zweier Kurven. 

Ffir den Beweis der vorstehenden Sii~ze haben wir uns in w 4 die 
Beschr~kung auferlegt~ nur polygonale Wege einfachstmr Ar~ zu be- 
nutzen. Hiervon mfissen wir uns freimachen; alle f'tir solche Wege ab- 
geleiteten S~tze miissen auf beliebige e~nfache KurvenbSgen ausgedehnt 
werden. Um dies auszufiihren~ bediiffen wir eines Satzes, der besag~, dab 
man die umkehrbar eindeutige und stetige Abbildung zweier einfachen 
Kurve~ zu einer ebenfalls umkehrbar elndeutigen und s~etigeu Abbfldung 
ffir jeden beliebigen Tell der Ebene erweitern kann, und zwar so, dab 
auch fiir die erweiterte Abbildung diejenige der beiden Kurven bestehen 
bleibt. 

Ieh schieke dazu zwei einfache Hilfsbetrachtnngen voran. Sei erstens 
ein Polygon, das konkave Ecken hat. Verl~ingert man eine Seite, die 

in einer konkaven Ecke endigt, in das Innere yon P, so zeff~illt P in 
zwei Polygone, deren jedes mindestens eine Ecke weniger ha~; als P. Es 

*) Vgl. meine !%re in den GG~t. Nacbx. 1904. 
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kanu daher P i n  eine endliche Zahl yon Polygonen ohne konkave Ecken 
zerlegt werden. 

Sind zwei~ens P und Q irgend zwei konvexe Polygone, die keines- 
wegs gleich viele Ecken zu haben brauchen, so kann man ihre Innengebiete 
leich~ in der Weise umkehrbar eindeutig und s~etig aufeinander abbilden, 
dab man die Abbildung ihrer Umf~.nge beliebig vorschreibt. Um dies in 
einfachs~er Weise zu bewirken, kann man so veffahren. Seien Pound qo 
zwei Punkte ha Innern dieser Polygone, z. B. diejenigen, die den grGBten 
Abs~and yon den Umf~ugen haben. Dann verbinde man Po mit einem 
Punkt p yon P und qo mit dem enfsprechenden Punkte q yon Q und 
ordne je zwei Punkte der Strecken PaP und qoq einander zu, die beide in 
gleichem Verh~tnis teilen; rut man dies ffir jedes Paar entsprechen- 
der Punk~ p und q, so ist damit eine Abbildung der verlaug~en Art ge- 
leistet, was wei~erer Ausfiibrung nicht bedarf. 

Ist endlich drittens Q ein konvexes Polygon, ist P ein solches, das 
auch konkave Ecken hat, und ~ eine ko~nkave Ecke yon /~, so verliiagere 
man wieder eine in p endigende Seite in das Inhere yon P his zum 
ersten Schnit~unl~ p '  mit P und verbinde die beiden entsprechenden 
Pnnlr~e q und q' yon Q dutch eine Gerade innerhalb Q. Diese C~erade ordnen 
wit wieder der Geraden pp" eineindeutig und s~tig zu. Sie zerlegt Q 
in zwei konvexe Polygone Q1 und Q.~. Kann man nun diese Polygone in 
der verlang~en Weise auf die Teilpolygone /)1 und /~.~ yon P abbilden, 
so ist damit auch die Abbildung yon P auf Q geleistet. Dabei ist zu 
beachten, dat~ die Abbildung innerhalb des einen Polygonpaares /)1 und 
Q1 yon derjenigen innerhalb des anderen im allgemeinen unabhiingig is~, 
sie mul~ nut die Eigenscha~ haben, beidemal dieselbe Beziehung fiir die 
Strecken io~o' und qq" zu liefern. Dies bleibt bestehen, wie oft wit  auch 
die Zerlegung yon P ausffihren mfissen, am es in lau~er konvexe Poly- 
gone zu zerlegen. Andererseits zerf~ill~ dabei Q ebenfalls in lauter kon- 
vexe Polygone. Bilden wit dann jedes Teflpolygon yon Q auf das ent- 
sprechende Teilpolygon yon P in der oben angegebenen Weise ab, so 
haben wit damit eine eineindeu~ige und stetige Abbildung ffir ~(P)  und 
~(Q) gewonnen, die stetig in die vorgeschriebene Abbildung yon P und 
Q iibergeht.*) 

Sei nun C eine einfache geschlossene Kurve, die eineindeutig auf das 
Quadrat ~ bezogen ist, und sei die Aufgabe gestellt, das lnnere ~(C) 
nmkehrbar eindeutig und stetig auf das Inhere ~ (~)  so abzubilden, dab 
diese Abbfldung stetig in die gegebene Abbildung yon C auf ~ iibergeht. 

*) Die oben benutzte Abbildung kann durch jede andere n ml~ehrbar eindeutige 
und stetige Abbildung ersetz~ werden. 
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Sei m o der Punkt yon ,~(C), ffir den 0(m0, C)-=-~ ein Maximnm is~, sei qo 
tier Mittelpunkt yon Q, und ~ sein d Abstand yon Q. Wit  zeiehnen dann 
die Polygone 

i% v ' , . . . ,  . . .  

die m 0 emsehliel~en uncl C yon innen approximieren~ und zwar setzen wir 
, 1 ,, 1 , . ~(~+1) = 1 ) 

-= -~ -~ ,  e ~ - e , - -  , y e (  ~ --- 

Ebenso zeichnen wir die Quadrate, die Q yon innen in den Abstii~den d, 
approximieren~ nKmlieh 

und zwar sei 

2 

~ ' ,  ~ " ,  . . . ,  ~(~) ,  �9 �9 �9 

~"  = u  , . . .  o ~ + ~ )  = ~ ~(,), . . .  

Es ist jetz~ noch zu erSr~ern, wie man die Abbildung yon T(*) auf 
~(~) anzunehmen hat, damit die Abbildung des Inneren yon ~ und C 
gleichm~$ig in die vorgegebene Abbildung yon ~ auf C iibergeht. Dies 
kann folgenderma~en geschehen (Fig. 5).*) Seien q~, q~, qa, q~ in kon- 

~ "  ii . . . . . .  ~i ~ ~'~ 

Fig. 5. 

I P' �9 sekutiver Folge die Ecken yon ~ und ql, q~,q3, q~' die analogen Ecken 
yon Q', ferner seien gl, ~ ,  g3, g4 die Diagonalstrecken, die q0 mit diesen 
Ptmkten verbinden. Sind dann t~, t~, t3, t~ die Punkte der Kurve C~ die 
den Pnnl~ten qi yon Q entsprechen, so verbinden wit sie mi~ m o durch 
Wege ~, die einander n_ich~ kreuzen und jedes Polygon /~)  nut einmal 
schneiden. Wir richten nun die weitere Abbildung immer so ein, daft 
diese Wege ~ den Strecken ~ entsprechen und daft sie die t)olygone P(') 
und ~(') je in entsprechenden Punk%m treffen. Sind also insbesondere 

! t ! ! P~,/03, Pa, ~o~' die Schni~punkte dieser Wege mit P ,  so schreiben wir 
die Abbildung yon P '  auf ~ '  so vor, dal~ dem Punkt~ p[ der Punkt qi" 
entspricht~ und da~ ferner die S~ecke qi'q~+l yon ~" iihnlich auf das 
Intervall p~' . . .  P~+I yon /~' bezogen wird. Die Liinge dieses Intervalls 
sei L~'. 

*) Die F igu r  is t  n u t  schema~isch zu verstehen. 

Mathematisohe ~nna/en.  LXII .  21 
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Um die Ahbfldung yon P "  auf ~ "  zu bewirken, nehmen wit elne 
Gr6Be r a an, die kleiner als jedes L ;  ist, und teflen jeden Streckenzug 
p~- ---to'+x in solehe der Einfachbeit halber g/e/she Teile, dab die L~nge 

jedes Tefles zwischen ~1 und ~-~x lie~. Die so auf p~ . .  �9 I~+1 ent- 
stehenden Punkf~ seien 

# l l �9 t t 

pa = p~, pi~, pis, �9 �9 ", _vi~. = pi+~; 

itmen entsprechen auf ~ '  die Punkte 
t ! ! I �9 P 

qil = qi, qig, q,a, �9 "', qa = ~li+l, 

die ebenfalls g/e/chen Abstand voneinander haben miissen. Seien !h~ die 
Geraden, die diese Punkte mi~ qo verbinden, q~ ihre Schnit~punkte mit s 
q:-'k diejenigen mit ~ "  und g~k das Stiick ~l~kqi~ dieser Geraden, das also 
auflerTwdb yon ~ '  liegt. Die Gesamthei~ dieser Punkte auf ~ resp. ~ "  
bezeichne ich dutch 

= Q" = { q S } ,  

und zwar geh~iren zu Q~ auch die vier Punkte qi der Punktmenge 
Qx = {q,}, und zwischen je zweien yon ibnen liegt mindestens ein Punkt 
yon Q~. Auf der Kurve C bestimmen wir nun die entsprechende Punkt- 
m enge 

und verbinden m o mit jedem Punkte t,~, der nicht schon zur Punktmenge 
2'1 = {t~} gehSrt, dureh Wege ~k, die den Ptmkt p'~ yon P '  enthalten, 
die einander ~nd die Wege Ii nich~ kreuzen und jedes P(~) nur einmal 
schneiden. Ist dann ~'~x. dasjenige Sttick des Weges, das zwischen p~  und 
ti~ l ie~,  so setzen wir zuniichs~ fes~, dab die Wege ~'~ und die Slrecken 
~ einander entsprechen*) und richten die weitere Abbildung wieder so 
ein, dab ftir jedes ~ ~ 1 ihre Schnittpunkte au f  1~') und ~(') entsprechende 

/ g  

~unkte  sind. Is~ insbesondere p:.~. der Schnittpnnl4 yon I~, mit /~ ~ so 
is~ die Anordnung dieser Punkte auf /)" die gleiche, wie die der Punkte 
Ol ~II Ol q~ auf ~ ,  und wit schreiben nun welter vor, dab die Punkte ~ und 

q:.'~ einander entsprechen, und dab die entsprechenden Intervalle yon 2 "  
and s ~ihnlich aufeinander bezogen werden. Dami~ sind die Umfi~nge 
je zweier Teilpolygone, in die die Gebie~e zwischen /) '  und P "  resp. 
zwischen s und ~ "  zerfallen, einander zugeordnet, und es kann daher 
auch die dementsprechende Abbildung dieser Ringgebiete selbst bewirkt 
werden. 

In dieser Weise kann man fortfahren. Sei L" die kleinste Lis 

*) Die innerhalb ~' und ~' liegenden Teile dieter Wege brauchen einander 
nicht zu entsprechen; und analog im folgenden. 
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eines dieser auf P "  liegenden Int~rvaUe ff~ . . .  p~k+1, so w~hle man 
eine GrSSe ~2~ s% da$ 

1 tp 

und teile jedes Intervall p j ~ . . . ,  p~+~ auf P "  in #/eiehe Teile, deren 
1 

jeder der LKnge naeh zwisehen qT~ und ~-~7~ liegt, bestimme die ent- 

spreehenden Punkte auf ~ " ,  und verbinde sie mit qo dutch Geraden gi~. 
Man erh~ilt so in ihren Sehnitt-punkten mit ~" '  resp. ~ die Punktmengen 

03 = {q,~,,} and O ' =  {q',Z,}, 
so da$ Qz die Menge Q~ en~h~ilt und zwischen je zwei Punkten yon Q~ 
mindestens ein Punkt yon Qz liegt. Alsdann bestimme man auf C die 
Puakte 

trod verbinde m o mit ihnen durch die Wege l,-~z, die dutch p~'k, gehen 
und auf P""  die Pnnkte p;'~ aussctmeiden. Man r icher  dann die weitere 
Abbildung so ein, dal~ man die Stiicke ~i~z =p'i~-L t~kz dieser Wege, die 
auflerhalb t ) "  liegen, den augerhalb ~ "  liegenden St~recken g~-z = q'~z q,,z in 
der genannten Weise zuordnet, auf/9,,,  und ~""  die Punld;e Io'i';~ trod q~'~z 
als Bildpunkte w~h!t, und die zwisehen i_hnen liegenden Stxeekenziige 
einander ~ihnlich zuordne~. 

Wird auf diese Weise for~gefahren, und shad 

�9 = { Q, }, r r  = { T ,  } 

die auf ~ und ~E ents~ehenden Punktmengen, so ist der Konstruktion 
gem~i$ Q~ auf .~ iiberall dieht; es runs daher, da ~ und ~E beiderseits 
stetige Abbilder sind, aueh ~E~ auf C tiberall dieht liegen. 

Es ist nun noch zu beweisen, da$ die Ste~igkei~ aueh beim 13ber- 
gang aus dem lnneren zur Grenze, d .h .  zu ~ und C gewaln4 bleibt. 
Dazu ist zu zeigen, da$ jeder dem lnneren yon ~ zugehSrigen Punkt- 
folge, die gegen einen Punkt q yon ~ konvergier~, eine Punktfolge ent- 
sprieht, die gegen einen einzigen Grenzpunkt yon C konvergier~, und zwar 
gegen den Bildpunkt t yon C. Man sieht abet leieht, da$ es genti~., ge- 
wisse einfaehere Punkffolgen in Betxacht zu ziehen. Ers~ens kSnnen wir 
uns auf Pun~e  besehr~nken, die auf den Urnf~ingen der ~ ' )  liegen; 
zweitens dttffen wit annehmen, dag auf jedem ~ )  nur ein Punk~ der 
Punktfolge lie~, und drit~ens kSnnen wit jeden P-nkt  eines ~(') dureh 
den ihm am n~iehsten liegenden Punk4 der Punktmenge t~') ersetzen. Sei 
nun {q(,>} = q ,  q , ,  q,,,, , q(,), 

eine derartige Punktfolge und q ihr Grenzpunkt, und seien 
{ f ) }  = p ,  , . . . ,  f ) ,  . . .  



die entsprechenden Punkte auf den Polygonen P(~). Wir wollen nun 
annehmen, es gebe einen Grenzpunkt yon {p(~)}~ der yon t verschieden 
ist~ so gehSrte er doch sicher der Menge C an. Er sei tl, und ql sei 
der entsprechende Pnn~rt yon ~ ferner sei q q~ die kleinere der beiden 
Strrecken~ in die ~ zeff~illt. Dann gibt es auf ihr sicher Pnnkte yon Q~; 

F t  fP  

irgend zwei yon ihnen seien q~' und q~ , ferner seien g~' und gr die yon 
qo zu ihnen fiihrenden Geraden, und ~ q  das dutch sie bestimmte Teil- 
gebiet~ yon ~.  Andererseits bestimmen die Wege f~' und f/', die yon m o 
zu t r" und t~" fiihren, ein Tei]gebiet ~ des Kurveninneren~ zu dessen 
Grenze t und t 1 nicht gehSren, auch folgen t, tl, t~', tr" in derselben Ord- 

[ p !  

nung aufeinander wie q, ql, q~, qr.  Man lege nun 11m t 1 einen K_reis 
mit~ einem so kleindn Radius, dab die Wege f / u n d  f~" zu seinem _~uBeren 
gehSren, dann wird man eine ZaM N so w~hlen k5nnen, dab es unend- 
lich viele Wer~e u ~ N gibt, so dab die Punkte p(') dem Inneren dieses 
Kreises angehSren. 

Welches nun auch die Punl~e q~" und q/" sein mSgen, so kann man 
gem~iB den obigen Vorschriften die Zahl N auch so bestimmen, dab ffir 
alle ~ ~ iV einerseits die Polygone ~(~) yon den Geraden g/ '  und g~" und 
andererseits die Polygone P(~) yon den beiden Wegstiicken l /  und I~" in 
entsprechenden Punkten getroffen werden. Sind also q(') resp. p(~) diejenigen 
Streckenziige dieser Polygone, die im Innern der Gebiete ~)~ und ~ t  ver- 
laufen, so werden fiir alle diese Werte v ihre Endpunk~e einander ent- 
sprechen. Ffir diese Werte v mfissen daher auch die Punk~e p(~) und q(~) 
die gleiche Lage zu p(~) resp. q(~) haben, d. h. entweder zugleich l~n~:s 
oder zugleich rechts yon ihnen liegen. Dies enth~lt aber einen Wider- 
spruch mit der Anna~me, denn man kSnnte daraus folgern, daB es un- 
endlich viele Werte ~ ~ ~ g~be, fiir die die Punkte p(~) und daher auch 
die Punkte q(~) auf verschiedenen Sei~en dieser S~eckenziige liegen mfiB~en. 
Dies triff~ abet ffir die Punkte q(~), resp. die S~reckenzfige q(~) nicht zu. 
Die Punk~e p(~) besitzen daher nur einen Grenzpunk~. 

Ebenso lieBe sieh beweisen, dab jeder Punk~folge yon C eine Punk~- 
folge yon ~ mit nur einem C~renzpunkte entsprich~; doch is~ dies nicht 
einmal nStig, da eine eineindeutige und einerseits s~e~ige Abbildung auch 
umkehrbar stetig is~. Also folgt: 

Ist die einfache geschlossene Kurve C eineinde~t~ges und stetiges Ab- 
b~d eines Quadrates ~ ,  so kann man diese Abbildung z~ einer analogen 
Abbildung der beiden inneren G ebiete yon C und ~ erweitern, die stetig in 
die gegebene AbbzTdung zwischen ~ und C iibergeht. 

Die Anwendung dieses Satzes auf die im Eingang des Paragraphen 
genannte Frage wird im folgenden Paragraphen gegeben werden. 
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w t4. 

Zusammenstellung der invarianten Eigenschaften. 

Es scheint mir niitzlich~ zum Schlusse eine ZusammensteUung aUer 
der Eigenschaf~en zu geben, die bei umkehrbar eindeutiger and s~e~iger 
Abbfldung invariant bleiben, sowie der meines Erachtens einfachsten t~e- 
weismethoden. Dabei setze ich yon vornherein voraus, dab wi res  mit der 
Abbfldung yon Ebenen aufeinander zu tun haben. Gem~il~ w 12 en~iilt 
dies keine Beschr~inkang, da ja jede Abbfldung yon Kurven als Te~7 einer 
Ebenenabbildtmg angesehen werden kann. 

1. Einer abgeschlossenen resp. perfekten Menge entspricht wieder eine 
abgeschlossene resp. perfekte Menge, was aus dem Charak~er tier S~figkeit 
unmit~elbar folg~.*) 

2. Der Zusammenhang ist eine Invariante. Seien ~,mlich ~ und ~:1 
entsprechende 2erfekte Mengen, und sei ~ zusammenhiingen~ so dab ~: 
nich~ in abgesch]ossene Tei]mengen zertegbar ist. Wenn dann die Menge 
~1 nicht zusammenhiingend w~ire~ so zerfiele sie in zwei Tei!~engen ~:1' 
and ~"~ die beide peffekt sin& Ilmen mfiBten gem~i~ 1. analoge Teil- 
mengen ~:" und ~" yon ~: entsprechen~ was aber einen Widerspruch darstellt. 

3. Hi l f ssa tz :  Einem Quadrat kann bei um~hrbar eindeutiger und 
stetiger Abbildung nicht eine Strecke entslorechen. Zieht man niimlieh im 
Quadra~ eine zu zwei Seiten paxallele Gerade, so entsprieht ihr eine zu- 
sammenhii~gende Teilmenge der S~recke. Von Geraden dieser Art ohne 
gemeinsame Punkte gibt es im Quadra~ eine Menge der Miichfigkeit c, 
w~hrend auf der Strecke nut eine abziihlbare Menge solcher Tefls~reeken 
liegen kann. 

4. Der Begriff der einfachen geschlossenen Kurve und die dutch sie 
bewirkte Gebiets~'lung sind invariant, d. h. dem Inneren und AuBeren der 
Kurve entspricht das Inhere und ~ugere der Bildkurve. 

Der erste Teil des Satzes ist nichts anderes als der Inhalt yon w 11 
und w 12, der sich also auch als Aussage einer invarianten Eigenschafr auf- 
fassen I~Bt. Der Beweis des zwei~en Tefles er~bt sieh folgendermaBen. 

Seien C and C" die beiden Kurven, ~ und 2, resp. ~' und 2" die 
inneren und ~ui~eren Gebie~e, endlieh m und m 1 zwei Punk~e yon ~, und 
m' resp. m 1' ihre Bildpunk~e. Dann is~ m m i t  ml durch einen S~recken- 
zug m verbindbar, der keinen Punkt yon C enih~lt. Ibm entspricht in 
der Bildebene ein eiafacher Kurvenbogen m'~ der keinen Punk~ yon (7" 
enth~It. Nun sei der Abstand 

# 

c3= 
*) Vgl. C. Jozdan, Cours d'analyse, Bd. 1, S. 46, sowie mefiaen Berich~, S. 115. 



so kaun man wegen der Ste~igkeit der Abbildung eine (~rSBe 8 be- 
s~mmen, so daB, fa~ls p, 101 und to, Pl" en~sprechende PunkCe sind, 

< w d, ,(p, pl) < 
gewiihlt wird. Erfffllt man nun den S~reckenzug m so mit einer Zahl 
konseku~iver Punkte mi, dab 

o(m , m +l) < 
is~, so wird ffir die auf to' liegenden Bildpunkte 

q(m;, m;+l) < 7" 
sein. Die St;reeken m;m;+l haben daher keinen Punkt mi~ C' gemein 
und bestimmen daher einen Streckenzug, der ganz zu ~' oder ganz 
zu ~ '  gehSrt. DaB nunmehr ~" dem ~ und 9.I" dem 9.I en~sprich~ folg~ 
ebenfalls aus der S~etigkeit der hbbildung.*) 

5. Der Begriff der gescMossenen Kurve und der dutch sie bewirkten 
Gebietsteilung ist invariant. 

Dies lii~t sich auf Grund des vorstehenden Satzes leicht beweisen. 
Sei n~imlich 2: eine geschlossene Kurve, ~ '  ihr Abbild, und ~ resp. 9~ das 
Inhere und AuBere der durch ~: bewirkten Gebiels~eilung. Ferner sei /)  
ein Polygon, das ~: yon innen approximiert, so entspricht ibm eine ein- 
fache geschlossene Kurve C' und dem Inneren ~(/~) entspricht das Innere 
~(C');  ebenso folgert man leicht aus Satz 4,  daB, wenn P und /), zwei 
solche Polygone sind und /), aut~erhalb yon /)  liegt, auch die Bildkurve 
Q" yon P ,  auBerhalb der Bildkurve C' yon P liegt. Dem Gebiete ~, zu 
dem jeder Punlr~ eines ~(/).)  gehSrt, entspricht daher ein zusammen- 
h~ngendes Gebiet ~', dem jeder Punkt eines ~(C~') angehSrt. 

Nun ist jeder Punkt yon ~ Grenzpunkt yon Punkten yon ~, und da, 
wie eben bewiesen~ jedem Punkte yon ~ ein Punkt yon ~' entspricht, so 
is~ auch jeder Punkt yon 2:' Grenzpunl~ yon Punk~en yon ~'. Ebenso 
kann man die Existenz eines zusammenhi~ngenden Gebietes 9.1' nachweisen, 
das 2 entspricht, und daraus folgern, dab jeder Punkl yon ~:' auch Grenz- 
punkt yon 2 '  ist. Damit ist der Beweis geliefert. 

Es folgt noch, dat~, wenn der Menge ~ ein einziges Gebie~ ~ als 
Komplement~rmenge zugehSrt, auch ~ '  ein einziges Gebiet is~. 

6. Der Begriff der Erreichbarkeit ist ein invarianter Begriff. 
Ist niimlich ein Punkt t fiir einen Punkt m eines Gebietes ~ er- 

reichbar, so entspricht ihm nach dem vorigen Satze ein Punkt m" eines 
Gebietes ~J~, zu dessen Grenze t" notwendig gehSr~. Das Weilere folgr 
aus den Ausffihrungen yon w 11 und 12. 

*) Die Ebene ~ ist bier und sons~ immer die Ebene tier Funk~ionentheorie, die 
einen unendlich fernen Punkt enth~t. 
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7 . . B e i  einer zusammenl~ingera~ Menge ?s ist ihre StruM, ur sowie die 
dutch sie bewirkte Gebietste,Tung invariant. 

Sei zuniichst 2: eine nirgends dichte Menge. Man hat allgemein*) 

wo 2 das ~uflere Gebiet ist, und ~, die einzelnen inneren Teilgebiete 
sind, deren Zahl endlich oder ab~hlbar ist. Ist dann ~:, Grenzmenge yon 
~,, so folgert man, wie im Beweis yon 5., dab es ein zusammenh~ingendes 
Gebiet ~," gibt, so dab seine Grenze diejenige Teilmenge ~: '  yon ~ '  ist, 
die ~:, entspricht. Andererseif~ entspricht jedem gemeinsamen Pnnkte yon 

und ~,  ein gemeinsamer Punkr yon ~ '  und ~ ' ;  wenn also ~g und ~ 
gemein.~ame Grenzpnnkte haben, so sind deren Bfldpnnkt~ auch gemein- 
same Grenzpunkte yon ~ '  und ~,'. Ebenso ist klar, dab einem Ptmk~ 
yon ~, ,  der Grenzpunkt nut yon 5, ist, ein Pnnkt yon ~, '  entspricht, der 
Grenzpunkt nut yon ~,' ist Damit ist die Invarianz der Struktur und 
Gebietsteilung in diesem Falle bewiesen. 

Enthiilt ~ auch iiberall dichte Bestandteile, so sei U ein soleher. 
Er wird notwendig yon einer geschlossenen Kurve ~1 eingeschlossen. Ihr 
entspricht eine Bildkurve ~1' und dem Inneren U yon ~1 entspricht das 
Innere U" yon ~1'. Damit ist auch in diesem Falle der Beweis geliefert. 

Nunmehr ist es auch leicht, den allgemeinsten Satz dieser Art zu be- 
weisen, der aussagt: 

8. Fiir jede beliebige Menge ~ bleibt ihre Struktur und die dutch sie 
bewirkte GebietstaTung bei umkehrbar eindeutiger und stetiger Abbildung in- 
variant. 

Der Satz ist nur noch fiir den Fall zu beweisen, dab ~ keine zu- 
sammenh~mgende Menge ist, bedarf aber kaum noch eingehender Begrtin- 
dung. Er folgt unmitielbar daraus, dab die Einteilung der Mengen nach 
ihrer S~uktur, wie sie im zweiten Beitrag enthalten ist, in ers~er Linie 
darauf beruht, ob and wie ~ in perfekte Teilmengen zerlegbar ist. Sind 
nun ~1 und ~ zwei perfek~e Teilmengen yon ~, die keinen gemeinsamen 
Punkt besitzen, so zerf~illt auch ~:' in zwei perfekCe Mengen ~1' und ~ ' ,  
die keinen gemeinsamen Punkt besitzen. Ebenso mtissen die weiteren 
Unterteilungen bei beiden Mengen in gleicher Art mSglich sein, in~be- 
sondere folgt auch~ dab jeder zusammenh~genden Grenzmenge ~:~ der 
zusammenhiingenden, aber isolierten Mengen ~l ,  ~ , ' "  ", ~, ,  "'" eine zu- 
sammenhiingende Menge ~ , '  entspricht, die Grenzmenge der Bfltlmengen 
q"~~, ~ ' ,  . - . ,  ~:,', �9 �9 �9 ist; in der Tat muB zu jedem Punk~ t,, der Grenz- 
punkt yon {t,} ist, ein Bfldpunkt t,' gehSren, der Grenzpunkt yon {t,'} 
ist. Daher muB auch die im zweiten Beih-age gegebene Analyse fiir beide 

*) Vgl. Beitrag I, diese Ann. Bd. 58, S. 211. 
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Mengen dieselbe sein. Endlich mul~ also auch die Zusammenhangsar~ 
und ZusammenhangszaM der Gebiete invarian~ sein, in die die Kom- 
plement~irmenge ~ yon ~: z e r f ~ k  Ist~ insbesondere ~: eine Menge yore 
zweiten Typus, d. h. eine solche, die immer wieder in Teilmengen zerleg- 
bar ist, deren keine zusammenh~ngend ist, so mul3 es auch die Menge 
~:' sein. 

9. Ich schlieBe mit der nachstehenden wichtigen Folgerung. Die 
Wege ~, die wit yon einem Punkte m zu einem Punkte t legten, waren 
in w 4 gewissen Bedin~onmgen und Festsetzungen unterworfen worden. Wit  
kSnnen aber jetzt zeigen, dab die mit solchen Wegen abgeleReten S~tze 
bestehen bleiben, wenn an die Stelle dieser Wege einfache KurvenbSgen 
treten. Hat man z. B. eine einfache geschlossene Kurve C, und zwei ein- 
fache KurvenbSgen m 1 und m~, die yon einem inneren Punkte m zu zwei 
Kurvenpunkten c 1 und c.~ ffihren, so k~nnen wit diese Figur gem~t~ w 13 
umkehrbar ste~ig und eindeutig auf eine andere so abbilden, dab C wieder 
durch eine einfache Kurve C" erset~z~ wird, w~hrend den beiden Kurven- 
bSgen zwei Wege l (  und [~' entsprechen, die yon einem inneren Punkte 
m' zu den Punkten c l" und c~" fiihren. Dann folg~ aus den obigen S~tzen, 
daJ~ m~ und Iv~ ffir ~(C) dieselbe Gebiets~eilung bewirken, wie I~' und ~' 
ftir ~(C'). Alle S~itze der fffiheren Paragraphen gelten daher auch, wenn 
die dor~ benutz~en Wege durch beliebige einfache KurvenbSgen ersetzt~ 
werden, die den gleichen Bedingungen der Lage unterliegen, wie die 
Wege l~. Auf ~.hn]iche Weise zeigt man, dab anch ffir die Zerlegung, 
die das Innere einer beliebigen geschlossenen Kurve erfKhrt, die Wege ~i 
dutch einfache KurvenbSgen ersetzbar sind, und ebenso steht es mR den 
anderen S~tzen, in denen einfache Wege auf~ret~en. Alle die .Begriffs- 
bestimmungen und Siitze, die urspriinglich aus methodischen Griinden zuniichst 
fiir einfache Polygone und Streckenziige besonderer Art aufgestellt oder ab- 
geleitet wurden, bleiben also in Kraft, wenn man die Polygone dutch ein- 
fache Kurven und die Streckenziige und Wege dutch einfache Kurvenb5gen 
ersetzt.*) 

U~ngekehrt folgt noch aus w 13, dal~ man jede beliebig gegebene 
ebene Menge umkehrbar eindeutig auf eine solche abbilden kann, in die 
nur Strecken und Streckenzfige eingehen. Die aus lauter polygonalen Be- 
standteilen aufgebauten Mengen stellen daher nicht etwa nur den ein- 
fachsten Fall, sondern zugleich den allgemeinsten Typus der mSglichen 
Gestalten dar. 

*) Eine endliche Bogenl~.nge brauchen diese Wege oder KurvenbSgen nicht zu 
haben; ein Beispiel liefert Fig. 3. 

~ v r  


