
l llmr die Komposition q uadratisehen Formen'). 

Won 

A. Hu~witz ?. 

In den Nachrichten der K. Oeselhchaft der Wissenschaflen zu O5ttingen 
vom Jshze 1898 habo ioh die fclgende Aufgabe bchsndolt: 

E8 ~eien r ~, X Ce4eb~ne qu~ra$~d~ Porrae'a van je ~ Variab~M,. 
Die Determlnant~n der drei Fo~nen 8e~n va~ Null verschie/~n. Maa 
sall ~.un die Gleichu~ 

{t) ~(= , ,  ~ , . . . ,  ~ , ) . ~ ( y , ,  ~, ,  . . . ,  y,) = ~(z:,  z , , . . . ,  ~,) 

euf die all~entd~$e Wvi.se d, ad~r~ befciedige'~, daft man z., z , , . . . ,  % 
dutch geeigne,~e ~ilir~ar Focm.~ de~, be~dca. Fa~'ia~len~js$eme 

x~,~, ,+. . ,z , ,  ,and Yt, Y~_,...,Y,~ 
er~etzt. 

M:it anderen Worten: Es sollen alle 8ysteme yon n" Konstant~n 

1, 2, . . . .  . )  

bestimmt werden yon der I~igsmchsft, daI~ die GIeichung (1) dutch die 
Sub~tituhon 

~=I B=I 

~ eirm Idsntit~,  d.h. eiae Ifir alle Werte dot 2n  V~riab]en z~, :v~, . . . ,  x,,  
y,,  y~ . . . . .  y ,  gtiltige Gleichu~g iibergeht. 

Da die quacl~ati~chen l~orm~ dur~h linas~e Transform~stion au/Sum- 
men yon Qusdraten gebracht werd,a kSnnen, kommt dieee A~fgabe sefort 
auf die folgende zuriictc 

') Die vc~liegendo Arbait faad ~i0h under don nach~ela~enem M~muskripton voa 
A, Hurwitz und ist ]iier, abge~e]ien yon dor Ko~rek'tur cinit~er unbedou~endor Sohroib- 
~eh~er, un~o~ndo~ abg~drue~. Die gena~e Ih~fung dot Arbelt verdanken wit Herin 
L. E. Diok~on in Chicago, ebenso wie ~inige Bemerkunge~. die hier in deutseher 
Uborsotmng al, Fuflnoteu abgedruckt siad. Die ~edak~ion. 
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2 A. Hurwitz. 

Man soll die Oleichu~g 

(2) (xl + z~ + . . .  + x~) (y? + y~ + . . .  + y:) -- z~ + =~ + . . .  + z~ 

au/ die allqemeinste Wegse dadurch be/riedige~, daft man z~, z~ , . . . ,  z, 
dutch 9eeignete belineare Formen der beiden Variablensysteme 

xl , x~. , . . . ,  x~ und Yl , Y~ , . . . ,  Y, 
er set zt. 

8pe~elle LSsungen dieser Atffgabe bilden die bekannten Gleichungen: 

2 )2 

§ ( x ~ y ~ -  x~y~ "!-, x s y , - -  x4y,):  

und eine analoge Gleichung, welche das Produkt aus den Summen der 
Quadrate yon je aeht Vaxiablen als 8umme yon acht Quadraten bi|inearer 
Formen jener Variablen daratellt. 

A. a. O. habe ich bewiesen, dal~ die Gleichung (2) - -  abgesehea yon 
dem trivialen Falle u = 1 - -  nur in den F/illen 

n = 2, 4, 8 

befriedigt werden kann. I~h fiigte ohne Beweis hinzu, daft in diesen 
Fgllen attl~er den soeben erwiihnten speziellen LSsungen im wesentlichen 
koine weitoren existieren"). 

Neuerdings habe ieh nun gefunden, dal$ sieh die Gleiehung (2) auf 
noeh einfacherem and zugleich weiterfiihrendem Wege behandeln liiflt. 
Dieaen Weg will ich im folgenden darlegen und dabei sogleich yon der 
naehstehenden allgemeinen A~g&be ausgehen: 

Man soll auf die al~gemeinste Weise '~1' Z2' " ' ' '  Z, a~s bilineare For- 
men der beiden Variablen~ysteme 

Xt,  Z~, . . . ,  X~ "~?ld Y I '  Y~' "" "' Yn 

8o bestimmen, daft die ideniische Gleiahunq 

(a) ( ~ , +  ~ , '+ . . .  + ~ )  ( ~  + ~ + . . .  + ~:) = ~ +  ~ + . .  + q 

Dabei be,.eiehnen n u n d p  zwei gegebene positive gs, nze Zahlen. 

t) Ehzen Beweia ~'~fir ,  tier aich im Ideengang meiner Arbeit arm dem Jahre 
ammhli~t, hat Herr E. Robert in aeiaer deum~iehtt mmcheinenden Dia~rtstion 

. ~ e l l / e t .  (E. P.ob~t; Compositlon d~ forme~ quadr~tiques de quatre et de 
huit vgaiablm i~6pondmRea. Thble, Zfirich, 1912.) 



Kompoaition quadratiaehcr Formen. 

Man bemerk~; leicht, da~ unsere Aufgabe sicher nut  dann LSsungen zu- 

lassen kann, wenn n ~> p ist. Denn setzt man y~ ----- 1, y~ ----- Ys = -.. ----- Yn ~-- 0, 
so iolgt aus (3) 

+ + . . .  + = + + �9 . § 

wo ~1, za, . . . ,  Z, lineare Formen yon x~, x~, . . . .  x~ bedeuten. Da aber 
x~.-~x~--~-.., q-x~ sich nicht als quadratische Form yon weniger als p 
linearen Verbindungen der Variablen x~, x , , . . . ,  xp darstellen l~i~t (well 
die Determinants der Form x~ q- x~ ~ . . .  ~x~  den yon Null verschiedenen 
Weft 1 besitzt), so mull n mindestens gleich p sein. Den trivialen Fall 

lapse ich beiseite und setze also p----1 

(4) 

voraus. 

Io  

Zun~chst will ich einige Bezeichnungen und Siitze aus der Lehre yon 
den Matrizos zusammenstellen, doren ich reich wei~orhin bedienen werde. 

Eine Matrix ist bakanntlicli, ei~ System yon ,h-m Zahlen, dis in sin 
rechtekiges Schema yen n t~ r iSn t a l - . t t ud : tm  Vertikalreihen .angeozdnet 
sin& ttst  

{ Z l l ,  QlmJ9 . . . ~  aim 

(1) A ~- a2" a2~' " ' "  a~ ,  oder (a~k) 

~,~, an~, . . . ,  a,tm 

( i = - 1 , 2 , . . . , n ;  k ~  1, 2 , . . . , m )  

eine solche Matrix, so nenne ich n ihre Horiiontal- ,  m ihre Vertikal- 
ordnung. Die Zahlen aik heiilen die Elemeate der l~Iatrix A .  Im Falls 
n ---- m ist A eine quadratische Matrix und n heiflt ihre Ordnung schlechthin. 
Es versteht sich danach yon selbst, dal], wenn yon einer Matrix yon der 
0rdnung n die Reds  is~, sine quadratisehe Matrix yon n H0rizontal-' and 
n Vertikalrelhen gemsint ist. 

8ind alle Elements einer Matrix gleich Null,  so wird die Matrix 
selbst mit  0 bezeichnet, Es mul~ dann abet, falls so leh~ 'n ich t  aus dem 
Zusammer~hang von selbst hervorgeht, hinztigefiigt werden, wie ~ol]  die 
Anzahl n d e r  Horizontal- und" die Anzahl va der Vertikalreihen. der Ma- 
trix ist. 

Eine quadratische Matrix yon der Ozdnung n,  deren Diagonalelemente 
a ,  s~mtlich den niimlichen Wert  a b'.eaitzdn, w~hrend alle iibrigen Ele- 
mente Null sind, bezeichue ich mit  

a n �9 

1" 



4 A. l-Iurwi tz. 

Der Index n dad  fortgelassen werden, wenn kein Zweifel fiber die 
Ordnung der ,Matrix a" bestehen kann. 

In der Theorie der Matrizes betrachtet man bekannt]ich folgeade 
Opara~ionen: 

1. M~dtiplikation einer Matrix A mit einer Zahl a. 

Bezeichnet A die Matrix (1), so versteht man unter a A die Matrix 

a . A  ~ (aaik) (i = 1, 2 . . . .  , n; k = 1, 2, . . . ,  m).  

State (-- 1 ).A wird kiirzer -- A gesehrieben. 
2. Addition der Matrizes. 

Bezeichnet A die Matrix (1) und B die Matrix 

(2) B = ( b i ~  ) ( i ~  l ,  2, . . . ,  n ';  k = l , 2  . . . .  , m ' ) ,  

so versteht man, falls 
~ P  ~ n ~  m v -~- 

let, unter A ~ B die Matrix 

(3) A + B = ( a i ~ - ~ b i ~  ) ( i =  1 , 2 , . . . , n ;  k = l ,  2, . . . ,  m). 

Addieren tassen sich hiernach nur Matrizes mit den n~imlichen Ord. 
nungen. Die Subtraktion kann dureh die Festsetzung 

A - - B : A - ~ - ( - - B )  
definiert werden. 

3. Multiplikation der Matrizes. 

Falls die bfatrix B ebensoviele HorizontMreihen hat wie A Vertika]- 
reihen, falls also n'----m ist, versteht man unter dem ProdukCe A B der 
beiden Matrizes die Matrix 

(4) A B = ( c ~ k  ) ( i =  l ,  2, . . . ,  n; k =  l ,  2, . . . ,  m') ,  

deren Elemente dutch die Gleiehung 

(5) o~ = a+lbl~ -~- a~,b,.~ q--. . ,  q- a~,,,b,,,~ 

bes~immt sind. 
An die hierdureh gegebene Definition der MultiplikatJon der Ma~rizes 

kaiip~ sich folgende BetrachSung. l~an ordne der Matrix A zu die li- 
n~are Substitution 

(6) .x~-----'a~y~ + a~y~ + ...-~- airy , .  (i = 1, 2, . . . ,  n), 

w~boi xx; x~, . . . ,  x , ,  'Yx, Y~, . . . ;  Y~ "Variable bedeuten. Worm nun aus 
dieeen Variablen die Matrizes 

(7) z,---- 

X n 

.y = Y~ 



(9) 
darges~ellt werden, 
Matrix 
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mit den ~dnungen ~, 1 bez..m, 1 gebildet werden, so sind die. G]ei- 
chnngen (6) gleichbedeu~end mit der einen Gleichung 

(8) x= y. 
In entsprechender Weise kann die der Matrix B entsprechende lineare 

Substitution durch die Gleichung 

y = B z  

wo z die aus m' Variablon z~, z~, . . . ,  z,~, gebildete 

Z 1 

Z~ 
t l o )  z 

Zm ~ 

bedeutet. Die G'leichungen (5) besagen nun, da~3 dutch Elimination der 
Variablen y,, y~, . . . ,  y,~ aus den Gleichungen (8) und (9) 

(11) 
also die fur Produktmatrix A B got~rende Substitution folgt. 

Be, Reiohnet G ein~ Matrix, deron Horizontslordau~g glei~ is~ der 
Ve~tik~nung,  yon =~, und i~t 
(19.) z - - o r  

die (8) und (9) analoge Da~tellung dot zu der matrix C-gehSrenden Sub- 
stitution, so ergibt die Elimination der Variablen y uad z aus (8), (9) 
und (12) solort 

x=(AB)Ct - - - - -A(BC) t  
und daher 

(13) (AB)C- -~A(BC) .  

D.h. die Multiplikation der Matrizes unterliegt dem assoziativon Gcsetze. 
Dall flit die Addition und Multiplikation der Matrizes das distributive 
Geset~ gilt, dag also 

(.4 + C ) ( B + D ) = A B + A D - + - C B 4 C D  

ist, folgt sofor~ aus dot Tatsaehe, dall die Elemente der Produk~matrix 
nach (5) linear und homogen in den Elementen der Faktorenmatrizes sind. 

4. Ubergang van einer Matrix zu ihrer ~k, ond~gierten. 
Vertauscht man in einer Matrix A die Itorizontal- mit den Vertikal- 

reihen, so entsteht eine neue Matrix, welche die lronjugierte yon A heii~t 
und dutch Anhiingung eines Akzentes, also mit A', b ezeichnet wird. Es 
ist demnach 
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(14) A ' =  

oder 

(15) 

~11, a-~l, "' ' ,  a,+t 
al~ , a..,~, . . . ,  a,._, 
: : 

a~ ,,,, a~,,,, . . . ,  a,,,,~ 

A '  ~- (a~k) (a~k =:- a~.~, i == 1, 2, . . . ,  m; k =- 1, 2 . . . .  , n).  

Man iiberzeugt sich leieht, dal~ folgende Gese~ze gelten: 

(lfi) ( a A ) ' = a A ' ,  ( A + B ) ' = A ' + B ' ,  ( A B ) ' = B ' A ' .  

Fiir manche Untersuehungen is~ es sehr bequem, eine Darstellung 
dot Matrizes zu verwenden, bei welcher die Elemente selbst Matrizes sind. 
Die einfaehsten Fiille einer solehen Darstellung finden sieh sohon in der 
grundlegenden Abhandlung yon Laguerre:~). Allgemein ist sie im AnsehluJ] 
an eine yon mir gehaltene Vorlesung yon Herrn H. Kreis in seiner Disser- 
tation ~) dargelegt werden. Betraehtet man zwei Matrizes mit derselben 
Horizon~alordnung ~ und den Vertikalordnungen m und m'  

a,1, a,,~, ., an~ , t b,, 1, b , , ,  . . . ,  b~,,, 

so entsteht dadureh, da6 man B neben A stellt, die Matrix 

l 
air,  a l ~  . . . ,  at,,,, bl l ,  b l~  . . .~ blm' 

(A, B)----- I 
a,1,  a,,~, . ,a, , , , ,  b,1, b,~, . ,b,m, J 

yon der Horizontalordnung n und der Vertikalordnung m -+- m'.  Allgemeiner 
erhiilt man aus. beliebig vielen Matrizes A ,  B , . . . ,  L yon der niimliehen 
Hori~.ontalordnung n und den bez. Ver~ikalordnungen m,  m' ,  . . . ,  m('~ 
duroh Nebeneinanderstellen die Matrix (A,  B,  . . . ,  L) yon der Horizontal- 
ordnung n and tier Vertikalordnung m + m'  -+- . . .  + m('). 

In entspreehender Weise kann man Matrizes mit derselben Vertikal- 
ordnung m u n d  den bee. Horizontalordnungen n,  n ' , . . . ,  ~r unterein- 
andemtellen und dadurch eine neue Matrix mit der Vertikalordnung m 
und der Horizon~alordnung n + n '  + . . .  + nC~t bilden. 

Liogon nun r . s  Matri~.e. 

A~.~ ( / = 1 , 2 , . . . , r ;  k =  1 , 2 , . . . , s )  

vor, so besehallen, daft" die Matrizes mit demaelben ersten Index i dieselbe 
Horitonlmlordnung n i und die Matrites mi~ demselben zweit~n Index k 

I) (Euvx~s I (P~wis 1898), 8. 2"21--267. 
4) H. Xreia, CoJatribution ~ Is th~orie des syst~meB lin~irva. Th~se, Zfirieh, 1906. 
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dieselbe Vertikalordnung m k besitzen, so erh/ilt man durch Nebeneinander- 

stellen die r Matrizes 

( A , ,  A ~ ,  . . . ,  A~,) (i = 1, 2, . . . ,  r).  

Stollt man woiter diese r Matrizes untereinander, so entsteht eine Matrix, 
welche dutch 

(i! 1,. . ..!) (17) A =: A: : ,  ' .  oder (A,,,) 

t ,  i , . ~ ,  , a r 
( i = I  o r" k = 1 , 2 ,  s) 

bezeichnet werde. Diese Matrix A hat die Horizontalordnung 
n I + n.~ + . . .  + n,. und die Vertikalordnung mj + m.~ + . . .  + ms. 

Die urspriingliche Darstellung (1) der Matrizes, bei weleher die 
Elemente a~ Zahlen sind, ist ein spezieller Fall der Darstellung (17). 
Weml n~imlich die Matrizes A~, sgmtlich die Horizontalordnung 1 und 
die Vertikalordnung 1 besitzen, so aind diose Matrizes niehts anderes 
als Zs, hlen. 

Dor HauptsaW, welehez sioh an die varallgemeinorte Da~talluhg (17) 
dot Matriz~ aazkniipft, ist dieser: E s s e i  

� 9  B l ,  ~ 

(181 B =  B~, B~.,, .,B.~, 

~1, B,s ,  ., B e t /  

eine Matrix, deren Element B ~  eine Matrix yon der Horizontalordnung m~ 
und der Vertikalordnung l~ ist. Dann ist 

c,,, c,o, ..., e,,) 
(19) ~B--- c~,, o.,o,., c0,. , 

-4.,, 6 , , , . ,  6,,/ 
wobei die Matrix C~ dutch die Gleichung 

(20) C~ = A~IBIk + At~B~I , +  ... + A,B,~ 
( i ~ 1 ,  2, . . . ,  r; k = l ,  2 , . . . ,  t) 

gegeben ist. Mit anderen Worten: die Mtfltipl'ikation der Matrizes (17) 
und (18) vollzieht rich geradoso, als ob die Ehmente A~ und Bik 
Zahlen wgren. 

Der Beweis fiir diese Tatsache wird am einfachsten so gefiihrt: 
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Es seien 

ym, y(~), . . . ,  y% 
Z(I)) ~(r . . . ~  g(t) 

Matrizes yon der Art der Matrizes (7). Und zwar sei die Matrix x Cr 
mit n i Vsriablen, die Matrix yCi) mit mi Variablen, die Matrix z (i} mit 
I i Variablen gebildet. Dann liil~t sick die der Matrix A entapreckende 
lineare SubBti~ution dutch die Gleichungon 

(21) x (~) = A ~ y  (~) -~ A ~ y  ("-) ~ . . .  ~- A~,y (') (i ~- 1 ,2 ,  . . . .  r) 

dars~ellen, welche die in den Matrizes x(f) enthaltenen n~ q-n~-~- . . . -4-n~ 
Variablen als 'lineare homogene ~'unktionen der in den Matrizes yIO ent- 
ha l t en~  m ~ - m ~ . . .  ~ m, Variablen aueddieken. In ontsprechender 
Weise wi l l  die zur Matrix B geh6rende lineare Substitution dutch die 
Gleiehungen 

(22) y(~ ~ B n z  TM § B~:z (~-~ + .. . § B , z  ~) (i = 1, 2, . . . ,  a) 

dargestellt. Ersetzt man nun in den Gleichungen (21) die Matrixes y(~) 
durch ihre Ausdriicke (22), so entsteh~ das Gleichungssystem 

(23) x(~ _: Ci~z,I Jr_ Ci~z~) ~_ . . .  _x_ Ci,z<~) ( i =  1 , 2  . . . .  , r), 

wobei C~ dutch (20) gegeben ist. Da nun das Gleichungssystem (23) 
die r Mataix A B  entsprechende lineare Substitution darstellt, so ist 
hiermi~ der Beweis des obigen Satzes erbracht. 

Falls untor den Elementen der Matrix(17)Nullmatr izen v orkommen, 
so werden, diese zur Veroinfachung der Notierung fortgelassen. So be- 
deutet z. B. 

(24) D Dll D~.~ . "D~,) 

e'.me Ma[cix, fiir welehe slle aul~erhalb der Diagonale stehenden Elemente 
Nnllmati~iz~n sin& Die Bildung des Produktes D A  vollziehr sich nach dem 
obige~,;'Q~:luxeh, dal3 die Itorizontalrelhen yon A der Reihe nach links- 
seit:i~ .mir Dl l ,  D~, . . . .  , D, r  multiplizier~ werden, d.h.  es ist 

(2s) DA----- 

Dll Al l  , -DllAl~ . . . . .  D ~  A 1 , -  

D~A~I ,  D ~ A ~ ,  . . . ,  D~.A~,~  
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Anbloges gilt flit die rechtsseitige Mu]tiplikation oiner beliebigon MAtrix 
mit einer solohen ,,Diagonalmatrix" D. 

Sehlie~lieh i~t noeh zu bemerken, dab die konjugierte der Matrix (17) 
offenbar dur~h 

�9 �9 g 

(~o)  ~ ,  = A , ' ,  . 

A'  

vorgestell~ wird, wobei allgemein A~ die koniugier~e der Matrix A,~ be- 
zeichnet. Die Horizontalraihen der als ZMalenmatrix (d. h. in dot ur- 
spriingliehen Gestalt (i)) g~sohriobonen Matrix (17) stimman niimlleh mit 
don Yertikalreihen der sls Zahlenmatrix gesehriebenen Matrix (26) iiberein. 

II. 

Die bilinearen Foemen $~, ~ . . . .  , $~, um deren Beatimmung as sioh 
handelt, seize ich in die Form 

(1) o, = a, ,y .  + ,, , ,vi + . . .  + a, ,~.  ( i ' -  1, 2 , . . . ,  ,~ >, 

wobei die .lto~f~i~tea a~ linesro homogeno Funktio~n der Variablen 
z~, z 2 . . . . .  % bedeuten. Damit nun die identisehe Gloichung 

(2) ~ + ~ + . . . + ~ 2 = ( z ~ + z ~ + . . . + x ~ ) ( y ~ + y ~ + . . . : F y 2 )  

bestohe~), ist orforderlieh und hinreiehend, dab 

(3) a ,  al~ + a ~ , a ~  + . . .  + a . , a . ~ =  x~ + ~ + . . .  + ~ odor ---- 0 

sei, je naohdem i = k odor r  k let. 

~) [Einige dora M~nuskript uaohtr~glioh zugefiigte Formeln yon Hurwitz besegen 
folgende,: fiir da~ Bestehen dot Identit~it 

~ §  +z2=  (~' + . . .  + ~,')(y~ + . . . +  y,') 

z~= a~t!h+. . .  + a~r 
habon wit die Bedingurrgon (8), worin jotr~t i,/~ = 1,2, . . . ,  q. DiG Bedingungon oind, 

A = ( a x t  a,, ,.. at.q) 

gosettt, ~tuivalont mit (5), wo~ia jetzt die reohm Seite *ls vine ~fstrix ~-tor Ordnuag 
aufmtftmson lot. D~taus ergibt 8ir (9), ~orin die Aa, ebonso wig A, a]s Ma~riz~ 
yon HorizontMordnung n mad VortikMordnmag q ~Lnfzufoasen sind. (Aber die Ubor- 
logumg yon (10) an gilt nur fiir den Fall q=n.)  L. ~. D.] 
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Die Gleiohungen (3) besagen ~ber niches anderes, als da~ die Matrix 

all* a le '  " ' ' ,  g l = ]  

E ( t )  A = %,,. a~,. ., as ,  

tier Bedingung 

(5) A'A = (x~ + x~ + . . ,  + ~2) 

geniigcn muff. Die rechte Seite der Gleichung (5) bedeutct dabei die- 
jenig~ Matrix n-ter Ordnung, derea Diagonalr162 s~mtlich gleich 
x~-4-x~ + . . .  q-x~ -~ sind, w/Lhrend alle iibrigen Elemente versehwinden. 

Da die Elemente der Matrix A lineare homogene Ftmk~ioncn der 
Variablen x~, x~., . . . ,  xp sind, so l~]t sich A auf die Yorm 

(6) ~ - -  z~A, + x ~ + . . .  + ~,A, 
bringen, wobei A~, A s , . . . , A v  Ma~rizen mit kons~anten Elementen be- 
zeichnen. I-Iierdurch geht (5) fiber in 

(7) (xLA~ + x,.A, + . . .  + x~Av)(x~A, + zeAe + ...  + zvA ~) 

(~.~ + xg + . . .  + x~ l. 

Fiihrt man die 5Iultiplikation aus, so erkenn, man, da~ unsere Aufgabe 
auf die folgende zuziickkommt: 

Man 8oll all8 ~ysteme van p .Matrizes n-ter Ordnun9 

(8 )  Aa, A, ,  . . . ,  A~ 

bestimmen, weIe, he den Oleir 

(9) A~A,~=I ,  A 'aAk+As  ( h , k = l ,  2 , . . . , p ;  h + k )  

geniigen. 
Setzt man nun, unter i die imaginii~e Einhei~ verstanden, 

(10) A1 ~ iArBl ,  A2 = iAj, B~, . . . ,  Ap_l ---- iAj, Bp_l, 

;aq,,~ehen die Bedingangagleichungen (9) naoh leichten Umformungen in 
i/~iz~nde iiher: 

(11")' .A;A'~,= 1, B~Ba = -- 1, B; + .B~ = 0, B~,.B~, + B;.B~ = 0 
(h, /r 2, . . . ,  p ~-1; h , # k ) .  

D~,e .aa~.=di.e.Matrizes B be ziiglichen Gleiohg.lagen lassen sieh durch folgende 
ersetgertr ~ 

(1"2) B~, = - -  B~,  B~ ~ + L, B~B~ -- B~,B~,. 
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Wean umgekehrt B1, B, ,  . . . ,B~_  1 den Bedingungen (12)geniigen, und 
? 

Ap der Bodingung A~A~, = 1, welo]ae aus~ag~, dab An0 eine orthogonale 
Matrix sein sell, so werden die Matrizes (10) die Bedingungen (9) be- 
friedigen. Es geniigt demnsch, iolgende Aufgabe zu 15sen: 

Mar, ~oll alle Systems yon p -  1 Ma~rizes n.ter Ordnung 

(13) BI, Be, . . . ,  By_, 

beaimmen, welche schie/symmetrisch sind (d. h. den Bedinguneen B~ --- -- Bh 
genii#en) und iiberdies die Gleiehungen 

414) B: -=I ,  B ,~B~  - -B~Bh ( h , k =  1 , 2 , . . . , p - - I ;  h - ~ k )  

be/riedigen. 

III. 
t 

Zun~iehst sehe ich yon den Bedingungen Bn--=- Bh ab und betrachte 
also die Systeme 

( 1 ) Z-~ (B x, B. j , . . . ,  Bj,_a) 

yon p -  1 Matrizes n-for 0rdnuag, welehe den Oleichungon (14) di~r 
vorig~a Nummer geaiigen. Beseielme~ T irgendeine Ma~ix n-ter 0rdmmg 
yon nicht versehwindender Determinanto,, so wird gleic~ei~ig mit 2' auoh 
dM wa 2" ,,~anliehe" 8y~tom 

(2) T Z ~ - ' =  (TB~T- ' ,  TB,  T- ' ,  . . . ,  TB,_~T -~) 

den Gleiohungen II, (14) geniisen. Zwei LSsungen dieser Gleioliungen, 
wie 2" und T I ' T  -a, die einander iiamlieh sind, sol]en als rrieht wesentlieh 
versehieden angesehen oder aueh als ,,iiquivalent" bezeiehnet werdo'n. Dem- 
naeh kann man in einem LSsungssystem (1) an die 8telle einer der Matrizes 
B h irgendeine ihr iihnliehr treten lassen, d. h. sis dutch eine boliebige 
Matrix T trans/ormieren. Denn wenn nur die iibrigen Ma~rizes dutch 
dieselbe Matrix T transformiert werdon, bleibt das LSsungssystem. nach 
der getroffenen Festse~zung wesentlioh ungei~ndert. 

Die Matrix B~ ist nun, da sis der Gleichung B~ = 1 geniig~, bekannt- 
lich ~hnlich einer Diagonal-Matrix, deren Diagonalglieder einen der Werte 

1 und --1 besitzen, also einer Matrix der Gestalt 

Da abet B~B~B~ ~ = -- B1, also B~ ii~nlioh zu -- B~ ist, so geht das System 
der eharalrteristisehen Wurzeln yon Bx dutch Vor~.eichen~inderung aller 
Wurzeln in sieh fiber. Daher mug r = ' n -  r, d.h. ~ = 2r oine ger6"dh 
Zahl sein und man daft also in dora System (1) 

(3) B ' = (  1 -- 1) 
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vozaussetzen, wobei die Elemente yon B 1 Matrizes yon der Ordnung r = .~ 

bedeut~n. 8ei nun 

~t irgend eine Matrix n-ter Ordnung, unter a, b, c, d Matrizes der Ordnung ff 

verstanden. Es ist dann 

( ) ( -~  B~B--- a, b B B  1= a, 
- - v . - - d  ' e .  - d  " 

Hieraus ersieht man : 

Die a~lqemeinste L~sung B der Gleichung 

(5) ,B1B = B B  t 

~ute~ 

(~ 
und die allgemein~e Ldsung B der Gleiehung 

(7) B1B =- -- BB ,  

laut~ 

Fiir die letztere Matrix ergibt sich 

B~-~ (~e b ) , 

Soil d~her die Matzix (8) der Bedingung B'+~ 1 gentigen, so hat sie die 
Gestalt 

<s'/ 
Insbesondere werden also die Matrizes B2, Ba, . . . ,  Bp_ 1 diese Gestalt~ 

besitzen. Ist nun etwa 

B ~ = ( b - l b ' ) ,  

s~'g~ht B~ dutch Transformation mit 

in 

TB2T-I ( l 1) 

Jibe;, wgh~enr die Matrix (8) dureh Transformation mit T in sich ~be;t- 
geht. Demnach dare man in dem Systeme 

(9) Bt --- (l l) . .2  = (1 1) 
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voraussetzen, wiihrend 

ist. Die Gleiehung 

ergibt b ~ l =  -- bh, oder 

(lO) 
und 

(111 

Setzt man b~, ----- i C a , 

Bh ~ (ba-X Sh ) 

B~ B a = - -  B h B~ 

b : = -  1. 

so kommt 

Bh --= (_ i C, ' C') 

( ~ , =  a, 4 , . . . ,  v -  1) 

(~ = ~, .4,  . . . ,  p -  l )  

c2 = i ,  c~ c~ = - c~ c ,  (h + k), 

welch' letztere Gleichtmgen aus . B h B ~ -  BkB~ , folgen. 
Es gilt also der Satz: 
Betrach~t mart dhnlick.e. Systems al~ rdvht wesentlioh vsrsvhisden, 

so lautet d, as albjemelnste System 

(19.) Z----(.B,, B,, ~ , ,  . . . ,  B~_~) 

y o n  fa--1 Matrizes n-ter Ordm,a~, ~ den (Tleivhungen II, (14) 

wobei 

wendea. Dadurch wird die Bestimmung yon 2" 1 zuriicXgefiihrt 
Bestimmung des allgemeinsten Systemes 

(~6) 2:,. ~= (D,, D , , . . . ,  D~_,) 

yon l a -  5 Matrizes der 0rdaung ~ X-' welche den Gleiehungen 

(14) 2" 1 -~ (C a, C , , . . . ,  Cp'_ 1) 

das allgemeinste System van P -  3 Matrizes der Ordnung -~ bedeu~et. 

welche den Gleichungen 

(15) "C:=1, C, ,C~=--C~O h (h ,k- - - -3 ,4 , . . . ,p - -1 ;  h + ~ )  

geniiqen. 

Dieae Gleichangen beaitzen dieaelbe Gestalt, wie die (~leichungen II, (14). 
Daher l~ttt sich der votstehende Sat~ wiederum &uf daa System 2:1 an- 

aui die 

(17) D~=-I ,  DhD~------DkD h (tt, k =  5, 6, . . . ,  p - 1 ;  h..~k) 
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geniigen. So fortfahrend gelangt man sehliel~lich zu einem Systeme 

(18) .Z~_~ = (L.~,..~, L~,.), 

wenn p -  1-~ 2r gerade ist, resp. zu einem Systeme 

(19) X . =  (L2,+,), 

wenn p -- 1 = 2 r § 1 ungerade ist. 
n In dem Systeme (I8) bedeuten L~r_, , L ~  Matrizes der Ord~ung 2r_I , 

welehe den Gleichm~gen 

L~,_, == 1, L~= l ,  L~r-IL~.,----- -- L,~L,,-I 

geaiigen. Naeh der obigen Analyse ist demnach dan System ~',_~ nieht 
wesentlich vezschieden yon dem Systeme 

wobei die Elemente der Matrizes (20) Matrizes yon der 0rdnung ~7 sind. 

In dem Systeme (19) bedeutet L~+~ eine Matrix der Ordnung ~ ,  
welehe der Gleiehung 

/J~r+l  ---~ 1 

geniigt. Das System 2 ist demnaeh nieht wesentlich verschieden yon 
dem aus einer Matrix der Gestalt 

('~ ) (21) L ~ + ,  ~ -1~ 

bestehenden Systeme, 
der Summe 

2 r 
verstanden. 

Es i~t nun noch folgendes zu bemerken. Nach dem obigen Satze ent- 
spricht dem Systeme 21 verm6ge der G|eichungen (13) gin be~timmtes 
System 2.  Ersetzt man nun das System Z 1 dutch das nicht wesentlich 

2 1 =  T 2 7 1 T - l = ( T C s T - ~ , . . . ,  T @ _ ~ T - 1 ) ,  

so tnt t  an di~" Stelle des Systems 27 das aus den Matrizes 

- ( iTCh T -~) 
.B~=.Bi, :.B,=B,.,  P , ~ = - i : r C ,  T- '  ( h = 8 , 4 , . . . , p - l (  

bestehende ~ e m  ~. Es ist aber 

unter a, fl zwei nicht negative ganze Z~len yon 

�9 B~='U.BhU -~ ( h = l ,  2, ..., p - l ) ,  
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wenn U die Matrix 

bedeutet. Das System -Y ist also nioht wesentlich verscbiedr yon dem 
System 2". Beriioksichtigt man diese Tatsache, so ezkennt man, dsl~ 
folgender Sa~ gilt, welcher die vorhergehenden r3berlegungen resumiert: 

E,# sei gie Aulgabe vorgelegt, ein System .~ yon p -  I Matriz'ev 
u-to" Ordnung 

(22)  " . :=(B~,  B , , . . . ,  B,, ,)  

zu bestimmen, welche den Oleichunqen 

(23) B ~ = I ,  B,, Bk-~ -- B~ B,, (h, /c=  l ,  2, ..., p - -1 ;  h + k )  

gen4gen. Man hat dann die beiden iVdlle zu unterscheiden: 

1. Fa l l :  p -  1 =2r ist ei~,e gerade Zahl. 

In  diesem Falle besitzt die Au]gabe dann und nut daTt,t Aul~ 
kfsungen, wenn r~ dutch 2 r teilbar ist. Ia~ die~e Bedinguny erli~llt, so 
erh~dt man eine A u f l c f ~  r lo~gende Weise. Bez~i~hnet 

irfendein ~ystem vo~h ~ -  1 -  2 lc Matrizes der Ord~un 9 -if ,  so ver- 

stehe man unter -Y~-z claz vort den Ma~rizes der Ordnung 2g_z 

- ' "" - i . ~ p _ ~  

gebildete System (wobei die Elemente dieser Matrizes sdbst Matrizes yon 
n 

Clev Ordnunq 2~ sind). 

Man bilde nun zund~hst das System-Yr_ z be~tehend au~ den beiden 

Matrizes der Ordnung 2r~ [ 

(1) (1) 
~t wobei die Elemente dieser Matrize8 selbst Matrizes yon der Ordnunq S---F 

si~wl. Von -Yr-1 ausgehend, steige man sukzessive au[ zu den Systemen 
2r-~, "Yr-~,'." , Eo" Da~ System Z o 8$ellt dann eine Au/ldsung un~erer 
Au/gabe vor. Jede andere A~fl6sunq Z i~t dieter A~ef~g~u~g 2 o dhn~eh. 
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2. F a l l :  ~ -- 1 ~ 2 r + I i s t  sine un~erade Zahl. 

I n  diesem Falls besitzt die Au]gabe dann und nur dann Aq~]- 
gdsungen, wenn u dutch 2 r teilbar ist. Is t  diese Bedingung er/iillf, so 

erIuilt man sine A ufldsung au/  /ol~ende Weiss. M a n  zerlege ~* in $wei 
2r ~,icht negative ,g~mmanden ~c, fl : 

"__- = a + f l  
2 r 

und bezeichne mit 2",. das aus der e$nen Matrix yon der Ordnung 

C a _ la ) 

2 r 

tu hende 3ystem Von au ehend, ace,s man (genau nach der im 
,rsten Fall  gegebenen Vorsohri/t) ~u~e~sive au] zu den ~ y ~ , m e n  
-X,_ i ,  Z ,_  2, . . . ,  2 o. Das System ~o steIlt dann sine A u / l d ~ n g  unsere~ 

Au/gabe vor. L)a die Zerlegung vwa -~ in zwei nicht negatgve Suramanden 
2~ 

n 
au/  2- r + 1 Weisen mdylich ist, so ergeben sich ,bensoviele AufIdsunqen 

der Au/gabe. Jede andere AutlSsuruj ist einer (und,  wie aich zei~en 

Id~t, au~h ~ u r  einer) die,set ~r ~ 1 apezieUen Aufldsungen dhntieh. 

Inn Falle der LSsbarkei~ der betrachteten Au~g~be hat man ontweder 

p - - - - - 2 r + l ,  n ~ 2 ~ m ,  
odor 

~ 2.r + 2, n ~ 2 r m .  

8oll nun insbesonders p----n sein, so mu6 d~, le~z~re F ~ l  s tat t .  
finden, worm yon der ~rivialen MSgliehkeit r ~---0, r ~0---~ n-----1 abge- 
sehen wizd. Dann muff also 

T ~  n - ~ - 2 r + 2 = 2 r m  

seia. 8obald r > 3 ,  let nun 2 r + 2 < 2" and es find daher nut die FiiIle 
-~ 0, 1, 3 mSglich, wobei dann beziiglioh 

p ~  ~ -~  2, 4, 8, m== , 9 . , 2 , 1  

wird. Der obige Satz ergib~ daher folgendes epezielle Rosul~at: 

D~e GIe~chur~en 

(26) B ~ I ,  B h ~ - ~ B s  0 ~ , k = = l , 2 , . . . , n - - 1 ;  h + k )  

~) Ia~]~Ale  ~ = 0 let die ship,Matrix dureh die Matrix 1 you der Orduung ~ 2r 
zu ersetlsen~-iifl FaRe ~ = 0 d u r c h  die Ms12rlx -~ 1.  
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sind in Matri~es n-tee Ordnung ( n > l )  r~ur ldsbar in den drei Fdlle~ 

n----- 2, n -~ 4, n ~ 8. 

Im Fslic n ~ 2 handelt es sieh um die eine Ghlchung 

(27) B~---- 1 

mad jede Liisung ist einer der folgenden drei LSsungen ghnlieh 

Im Fslic n = 4 hat man die Gleichungen 

[ B.~ B~ ~ - B~ B.~, 

deren allgemeinste L6sung ~hnlioh isg einer der drei speziellen L6sungen 

(80) 'B ,=( I~-_ I , ) ,  B ~ ( 1  1~), B s ~ - ( _ i B i B ) ,  

unter B eiue tier drei Mstrizes ~weitor OzdnRag (28) vorsta~aen. 
Im Falh n ~ 8 sndlich, ist jede L6sung der Oloichungen (9,6) glm- 

lich einer der beiden /olgenden. ~Jm bi~e ~tmgchst die drei Mst~izes 
zweif~r Ordnung 

nnter ~ einen dvr ,beiden Werte + 1 , -  1 verstanden; sodann die fiinf 
Natrizes vierter Ordmmg 

und endlich die siebea Natrizes a~hter Ordnung 

Diese siebon Natri,.es stellen nun sowohl flit e ~ + I Ms such fiiz 
~- 1 eine LSsung der Gleichungen (26) im Felle n----8 v~ uad jedo 

sndere L/isung ist einer dieser beiden durch (33) definierten LSsungen 
s 

IV. 

Man hat nun die Aufgabe, under den Li~'sungen dor Gleiehungen 

diejenigen suszt~uchefi, die sub schiefsymme~ri~chen ]~Istrizes ~-ter Ord- 
nung gebildet werden, fiir welche also 

B;------- B,  (h----- 1, 2, . . . ,  p - - l )  
.~lathematlache Annalen. 88. 2 
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ist. Nach der  vorigen Nummer  haben wit die Systeme 

2o, 2"~ 2",,. r , . " ,  " - ,_ ,  ( p - -  1 ----- 2 r )  
(2)  bez. 2"o, Z , ,  2~.,, . .  ., 2 ;  ( p - -  l - ~ 2 r + l )  

yon rechts naoh links zu bilden, ausgehend yon 

so ist 

~_~_~ ~ [ ( 1  1)' ( l I ) ]  (Ordnung der E l e m e n t e ~ )  

Jode LSsung  yon ( t )  ist dann 2? 0 iihnlich. 

Wenn 

Unsere  Aufgabe  ist  nun,  T so zu bes t immen,  datl 

oder 

odor 

o d o r  

(3) 
wird, wo 

(4) 

gesetzt  ist. 

( T Bh T-I)'=- T B~ T -~ 

(T')-IB'T'= - TB~T-' 

( h ---- 1 , 2 ,  . :".', "p - , ~ ,  

B~ T '  T = - -  T '  T B;, 

U Bh = -- B~ U 

T'T----- U 

D~.mit bei gegebenem U eine Ma6rix T yon nicht ver- 
schwindender  D e t e rminan t e ,  die (4) befriedigt ,  gofunden werden kann,  
ist  erforderl ich und  hinroichend, dal~ U'---~ U ist  und  die Determinante  
yon U nJcht  verschwindetT) .  

~) [Wenn U '  = U und die Determinante yon U yon 0 versohioden is% so is~ U 
die Matrix einer qadratisohen Form Q, die in die Form 

trsnsformiort werden kann. Die Matrix yon q ist die Einheitsmatrix 1. Bezeichnen 
wir mit ~ 'T" die ~atri-~ der Substitution, die q in Q iiberfithrt. Dann ist bekanntlieh 

T'.I.T=U odor T'T=U. 

Der Beweis der sp~ter fo]genden Forme] (17) ist der @~iche, der won (]~) ist ~lan- 

lieh. L.E.D., /  
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lautet, 8o folg~ 

Folglich ist X ~- W =  0, V ~ - -  U 1, d.h. 

:ov ,~  
(~) U=\_v,o /. 

Wegen U'  ~ U mu~ U~ --  -- U 1 eein, wegen I)et. U + 0 such Dot. U~ + O. 
Ds waiter far h > 2 die erste Ghidmng .(5) 

(-u, ~r') (-,o. o.)-_ _ (,o: (_ ~r,), 
d.i.  

d.i .  

(7) 
U~ = -- Ux, Det. U x "b 0. 

Um also die zum 8ysteme ~v o geh6renden Matrizen U, welche die Ghi- 
chungen (5) befriedigon, zu bestimmen, hat man die zam Systemo 2: x ge- 
hSrenden Matrizen U~ auizusuchen, welche (7) befriedigon. Indem man 
welter 

\ Y W /  

setz~, wo die Element~ yon der Ordnung ~- sind, ergil~ sioh aus (7) fiir 
~ 8 and h---- 4, d~l~ 

(8) v,=( u,), v ,= -v , ,  
sein m ~ ,  und d~ 

Oh ~- ( _ , D ,  'Dh ) (h ~ 5, 6, . , .:) ,  
2* 

Man hat ~lso U so zu bestimmen, daft 

{ ~B,=-  B~v, 
U'=U, Dot. U ~ 0  

Sei nun 

wo die Elemenie X, U~, V, W als Matrlzes yon tier Ordnung y voraus- 

gesotzt werden. Die Gleichungen UBh-- - - -  B~ Iiir h ~ - 1  and h ~ - 2  
geben dann 

- - \ V W / '  ~ , V W /  \ V W / '  \ V W /  1 t 
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so folgt 
/ u o D ~ -  - ~;u., ,  

(9) ] U: = -- U. ,  Dell. U .  a= 0. 

Den Gleichungen (9) h : - 5 ,  6 , . . .  entsprech~nd mu[~ welter 

(10) 

SehlielIlich wieder 

r_,,, 

{ U~/e h = - F~ U, 
(n) v ~ =  u,.  

go .Iarffahrend orhiil~ man den Systemen 

(1~) z o, z , ,  x~, z . . . .  
entspreehend die Matrizes 

(1~) U, U,, U~., U,,  . . .  

so hesehaffeu, da{~ in ieicht verst~ndlicher Schreibweise 

u xo u -~ z:, u, z ,  u F  >:, u,,_z~ u:  ~-- ~" 

iBt. l%rne,  

V,), (15) U~(_UF*), U,=(U'~U, ), U,=(_U, U s ~ ' ( U ' U , )  

and 

(/~= 7 , . . . ) ,  

(h=~ 9, . . . ) ,  

Die Ma~rize~ U mfi~en iiberdies von nieht vetschwindender Determinan~e sein. 

Ich be~rackte zun~,chs~ den Fall 1) i ~ -  1----2r. Es is~ dann 

]3~ System der lffatrlzes (:13) sehliel~t mit Ur-~ und zwar ist Ur-1 
~ ~  dutch die Bedingungen 

1") .U,-1.Zr_IU;'2,--- -.Zr~I, U:-I-~ Ur-1, wenn r -  1 ~ 0  (rood 4), 

1 b) V',_~z,_,V;-21=z,_~, U ' _ l - - - u , _ , ,  w~n~ r - l ~  (rood4), 

1") V,- ,Z,_,V72~=--Z,_, ,  V:_ ,=--r: ,_ , ,  w~n,~ r--  l=_~ (rood4), 
P) V,-, ,r , ,-~VZl,=Z,_,,  V:._~--U,_,, w , =  ~ - - 1 - ~ ( ~ o d 4 ) .  
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Diesen Fgllea entsprechen die folgenden Ausdriicke ftiz U,_, :  

1") Ut_t~.(_.vV), V ' = - - E ,  , ~ 1  (meal'4), 

,b) u,_,=( ) v'----v, V ' 

( v) v'=v, ,--8 1 ~ U, - t  = _ V ' 

I d) U r - t =  (V ~ V' w I , :=  V,  ~ ~ :  0 (rood 4 ) .  

Da in den Fgllen 1 a) und 1 I') V sehisfsymmetrisch und yon nioht 
n 

verschwindender Determinants sein muff, so mu~ die Ordnung 2' goracle, 

d.h. n dutch 2 '+* ~eilbar sein. Ist sod&nn V c~ sine spezidls schief- 
symmetrische Matrix yon nicht verschwindender Determinant~ und der 

Ordnung n so ist 
,~r ~ 

(16) V = S' V ~ S  

die Mlgemeinste, we ~ sine boliebige Matrix yon de, Ozdnung ~-; und 
nicht versehw/ndender Det~minant ,  bezeiohnet. 

In den Iriilhn I') und I a) bedeute iz~) e{no spezid[o symmetrisohe 

Matrix yon der Ordnung ~ und nieht versehWinilender Determinants, z.B. 

V (~ 1, dann ist 

(17) V= S' V~~ 
r 

die sllgemeins~e, we wieder ~ eine beliebige Matrix yon der Ordnung 
und nieht vorschwindsnder Det~rminante bedeutet. 

Die dot Ann&hme V-----V ~~ entsprechende l~eihe yon Matrix.err (18) 
werde nun mit 

v:), v o, (v: 
(18) U ( e = ( _ U O  ----\ U o), . . .  

bezeichnet. Dann entsteht die der Annahme 

V = 8 '  vc~ 

entsprechende }teihe folgenderm~en.. I% sei 

so ist 

(20) _~ P .qp VT(o~,~ R "  T';CoI ,~" U S oU~~ , UI=_t~ ~ U~= ~ v4.'~g9 , . . 

Die allgemeinste L6sung der Gleichungen (I) in s~iefsymmetriscll6r~ 
Matrizes wird nun dureh das System 

(21) T2. T -j 
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vorgeBte|lt, we T tier Bedingung 

(22) /"T ~ 8' U~O~q 

geniigt 9. Eine spezielle LSsung erhalten wir, wenn S = 1 genommen und 
entsprechend T (~ aus 

(23) (T(OJ) ' T ~~ = U ~~ 

bestimmt wird. Diese spezielle LSsung wird durch das System 

(24:) ,~{O, _ TCO} yO T(o)- 1 

darges~ellt. Um die aligemeinste LSsung zu erhalten, 8etzen wit in (22) 

(25) T = RTr176 

Es ergibt sich 
S'  (T(~ ' R'  ~ T(~ S = S'  UC~ S 

und naeh (23) 

(26) R ' R =  1. 

Da~ System (21) wird daher 

RT~~ S I~o 8 - '  (T(O)) -1R-1  

oder, da S 2 o ~ -  ~ = 2 o ist ~), 

(27) R2~~ -1, 

we R eine orthogonale Matrix bezeiehnet. 

Nach den Formeln der Nr. II  entspricht dem System RZ(~  -1 
eino Matrix 

A = (xlA, + z.,A, + ... + %Ap) 
(28) .-= A~( i x ,  B , - ~  i x ,  B=-~ .. . + ix~. ],Bp_~ --~ xv) 

�9 ( o )  �9 ( o )  = ,x~B~ + % ) R  -1, A , R ( t x ,  BI + . . . +  

wobei Ap eime beliebige orthogonale Matrix bezeiehnet. Ersetzen wir Ap/~ 
dumb R, ,vie R -* dutch /~,, so nimmt (26) die Form 

(29) A ---- R, A (~ R 2 

an, we nun A (~ eine spezielle Liisung der Gleichung (5) in Nr. II  vor- 
steUt, R 1 und z~ t zwei beliebige orthogonale Matrizes bezeichnen. 

') [In (22)und in den folgenden Formeln schreibt Hurwitz 8 anstatt S o. L.E.'D.] 
') [DaB 8 2 o 8 - ' = 2  o ist (oigentlivh SoIoSo ~, vgl. 8)), wird so bewiesen: die 

duroh (19) erki~%e Matrix S , - ,  trandormiert offenbsr 2 , _ ,  ia sich mlber; die Elo- 
~.~m~ .Ton 2~_ 1 lind I und -- 1, we 1 die Einheit4matrix bedeu~t, die dioselbe Ord- 

�9 ~ bmitt~, wie 8 in Formel (19). Beachten wit" den Bau dot Systeme ~o, 2,  . . . .  
( v ~  8. 15), m ~hen wit, dab 8 , _ ,  2:,_, in aioh solbat tr~n~formiert u~w., and 
e n r  dM} 8, ~e in aleh eelbtt trmmformierk L.B.D.]  
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Aus dem Zusammonhmag, in wel~hem die Matrix A mib dora ursprting- 
lichen Probleme steht, folgt nun schlietllieh: 

E8 8ei die Aufgabe vorgde~, $~, ~ . . . .  , ~, als b~ineare Formen der 

beiden Variablcasye$cme 

=1,=~,-. . ,  % und y~,yg, . . . .  Y, 

so zu besr daft die identi~ahe Gleich~n9 

(30) (,~ + =~ + . . .  + ,~)(y;~ + y~ + . . .  + ~ )  ~- ~ + ~ + . . .  + 82 

be~eh$, u~obei ~ ~ 1 vorau~ge~eSz$ wird. 

Wenn nun 

r un~erade Zahl. i~t, so ist die Aufgabe dann  ~nd  nut  dann ldsbar, 
]alls n dutch 2" $eilbar i~$, im Falle da~ ~" ~ 0 oder 3 (rood 4) /e$, da- 
ge~len ~ durch 2 "+1 teilbar ~s$, im Falle, da~6 r _:_-1 oder 2 (rood 4) /~$. 
Ist  diese Bedingung erfiillt, 80 entste]d a~s ein~r L6eung 8~ ~ b~%..., ~0~ 
die all#emein~.e ~ l ,  i n d ~  ma~ in d ~ c r  L ~ n r  Ya,Ys, ".',Y~, 

l~lio~,,~ ~ ~ i ~ i ~ . ~ - ~  lm~a~k~: 
Besteht die Identitit (80) flit bestimmte bilinesre Formon h ,  ~, " " ,  S- 

tier Variablensystemo z~, . . . ,  % und y~, Yn, . . . ,  Y,~ und ebenso die Iden6it~it 

fiix bestimmte bilineare Formen $~, ~'~, . . . ,  $ ,  der Variablen~ysteme 
x~, x,, . . . ,  x~ und ~,, ~.~, . . . ,  ~ ,  so ergibt die Addi~;io~ yon (30) und (31) 

+ g  + . . .  + . . .  

Hier kSnnen h ,  b,,.---,.~,,,~,, ~*, "" ", ~, sis bilineare Funktionen der 
beiden Varisblensysteme z~, z , , . , . ,  z~ und y~, Ys , . . , ,  Y,,, Yt, ~n, . . . ,  ~,, 
angesehen wooden. Die Gleichuag (32) stelJ~ somit vine LSstmg unseres 
P~oblems Iiir den Fall zweier Variablensysteme yon :p nnd n ~ r Variablen 
vet. Eiae derartige LSsung m~ge ,,~eduzibel" und aus den beiden LSsungen 
(30) und (31) zunammengesetzt ode~ in diese beiden LSsungen zerfallend 
hei~en. Da nun im Palle p ~  2r + 1, wenn iiberhaupt nut eine LSsung 
existiert, falls solche, die dutch orthogonale Transformation der Yl, �9 . . ,  Y, 
und h ,  8~, . . . .  ~, auseinander ent~t~l~en, als nicht' ve~sehieden gel~en, so 
erh~ilt man a]le LSsungen aus den den folgenden Fw entsprechenden: 



2 4  A. Hurwitz. 

~ =  2r-+- 1, ~--~2 ' ,  

p :=- 2 r  + 1, n ---- 2 "+1, 

p----3, 5, 7, 9, 11, 13, 15, 

wenn r ~ 0 odor 3 (mod 4), 
wenn r =~ 1 odor 2 (rood 4), 

17, . . .  
n = 4, 8, 8, 16, 64, 128, 128, 256, . . .  

Ioh betrachte nun den Fall 2) i D -  1--~ 2r-~-1.  Es ist dann 

Das System der Matrizes (13) sehlieflt mit Ur, und zwar ist U r be- 
stim:mt d~eh  die Bedingungon 

2a) Ur( la\ --1~]~ ~-- __ (1, --lfl) U,, U:~-  U,, w e n n r  ~ 0 (mod 4). 

Es ist daher a--~ fl = 2r+l und U~---- 

-- 15 - 1~ 

Dahor e und fl beliebig, der Bedingung a +/~ =: ~ gem~il~ und U r ~- 
P 

mit A'a ---- -- Ao, .4~----- -- A~. Da U, nicht verschwindonde Determinante 
f t  

haben mult, hat man notwendig a ~ fl-~27 gerade, also n dutch 2 ~+~ 

teilb&r. Ja  es miissen a und fl gerade sein, well A~, A? achier und yon 
nioht vemchwindender Determinante. 

-- 1~ - l/r 

- ( ). Daher a ~ f l - - - - ~  und U r ~  B' B~,0 

2d ) Ur (1 .  ) = ( 1 .  ) U r U:= U,, wonn r=__-3 (rood4). 
--  15 1~ 

Daher u und fl nut, , der Bedingung ~ q- p = ~2 r tmterworfon und U,. ~- \/('4"~A~ 
mi$  A'.  == A = ,  A~  ---- A p .  

In  den FitlIen 2") and 2 e) gibt e,, wie eine der obigen auf 1o ---- 2 r q- 1 
besitgllohe Betzachtimg analoge t?berlegung aeigt, nur dne L6sung unseres 
Problems, wenn orthogonale Transformationen dot Variablen y~, y g , . . . ,  y~ 
und der 8~, ~ , . . . ,  K ale tmwesentlich &ngeeehen wezdon. Alle irreduziblon 
L6~ m~n  entsprechen also jet~t den F~llen 

---- 2 r  ~ -  2 ,  .n - -  2 '+~ (r  == 0 (4 ) ) ,  

1' == S r  + 2 ,  n = 2 '+~ (r  = 2 ( 4 ) ) ,  

p = 2 ,  6, 10, 14, 1 8 , . . . ,  

,t  = 2,  8, 82 ,  128 ,  5 1 2 ,  . . . .  



Komposition quadmtisoher Formen. 2 5. 

In den Fiillen 2 b) and 2 d) entspricht jeder Wahl der Zahten , ,  fl, die der 
n ( a ~ 0  (2),/~-----0 (2),  wenn r_~ 1 (4}) resp. e~+/$ = 2-; (r ~ 3 {4}) 

geniigen, eine LSsung des Problems, wenn wieder orthogonale Transforma- 
tionen dcr Yl, Yl , - . - ,  Y~ und ~1, ~ ,  "--, ~ unwesentlich erachtet werden. 
Wena man nun die auf S. 23 oben geschilderto Zusammense~zung zweier 
L~sungen 

(x: + z~ + . . .  + x~) (y~ + . . .  + v2) = ~ . + . . .  + ~2, 
(~ + ~  +... + ~)(,~ +... + ~ = ~  +.. .  + ~  

zu der neuen L~sang 

(x,, + . . .  + ~ )  (v~ + . , .  +v~ + ~  + . . .  + ~ )  
-- ~ + . . .  + ~: + ~ + . . .  + ~ 

vornimmt, so crgibt die Untersuchung der dieeen LSsungen entsplechenden 
Systeme B1, Bs, . . . ,  B~_ I, daf~ wiedor nut  folgendo irredtmiblen L~isungen 
existieren: 

~tlso 

p = 2 r  ~ = 2 '  (r _=. 3 (4)), 

:p = 2T + 2, n = 2 '+~ ( r - -  1 (4)) ,  

r=1  $ 6 7 9 

is----- 4, 8, 12, 16, 20, . . . ,  

~ - ~ 4 ,  8, 64, 128, 1024 . . . . .  

(Eingegangen am 4. 1. 1922. ) 


