Uber die Komposition der quadratischen Formen ).

Von
A, Hurwitz t.

In den Nachrichten der K. Gesellschaft der Wissenschaften zu G5ttingen
vom Jahre 1898 habe ich die folgende Aufgabe behandelt:

Es sesen ¢, v, 1 gegebene quadratische Formen von je n Variablen.
Die Determinanien der dret Formen sesen von Null verschieden. Man
30ll nun die Gleichuny
(1) (Lo Ly o5 B ) W {Yar Yao -0 Yo) = 2 (g0 245 -0y z,)
auf dee allgemeinite Weise dadurch befriedigen, daB man 2,2, ...,2,
durch geeignete balineare Formen der beiden Variablensysteme

Ly Byy.oes @, Und Y, Ysy. . VY,

ergetzt.
Mit anderen Worten: Es sollen alle Systeme von n® Konstanten
% (¢, B,8=1,2,...,n)
bestimmt werden von der Eigenschaft, dal die Gleichung (1) durch die
Subsatitution . n
o= ) D eSaay, ($=1,2,...,n)
a=1 f=1

in eine [dentitét, d. h. emne fur alle Werte der 2» Variablen z,, =,, .. ., =,,
Yys Ugs -+ s Y, Liltige Gleichung iibergeht.

Ds die quadratischen Formen durch lineare Transformetion auf Sum-
men von Quadraten gebracht werden konnen, kommt diese Aufgabe sofort
suf die folgende zuriick:

1) Die verliogende Arbeit fand sich unter den nachgelassenen Manuskripten von
A, Hurwitz und ist hier, abgeselien von dor Korrektur ciniger unbedeutender Sohreib-
1ehier, imgeandert abgedruckt. Die gensue Priifung der Arbeit verdanken wir Herrn
L. E. Dickson in Chicago, ebenso wile einige Bemerkungen, die hier in deutscher
Ubersetzung als FuBnoten abgedruckt sind. Die Redakbion.
Mathematische Annalen. 88. 1



2 A. Hurwitz.
Man soll die Gleichung
(2) (i +z2+...+2) (Yl +yd+. .. Fy)=2242 ... L2

auf die allgemeinsie Wetse dadurch befriedigen, daf man 2, z,, ..., 2
durch geeignete belineare Formen der beiden Variablensysteme

n

T Xy, und Y, Yoy ..., Y,
erselzt.
Spezielle Losungen dieser Aufgabe bilden die bekannten Gleichungen:
(xf'f'x:) (y),,+ y:) =(xl y1+xsys)e+(x1 Ya— xa.'/x)‘l

(2 + 2] + 23 +20) (y] +ys +ys + ) = (2,9, + 2oy, + 2395+ 2,,) )
+ (%Y — T Yy + Ty Y — 2, )
(X Yy — Y, — Ty Yy + T, ys)
+ (X Y+ T Yy — Ty Yy — 2, Y,)
und eine analoge Gleichung, welche das Produkt aus den Summen der
Quadrate von je acht Variablen als Summe von acht Quadraten bilinearer
Formen jener Variablen darstellt.

A.a. 0. habe ich bewiesen, daB die Gleichung (2) — abgesehen von
dem trivialen Falle % == 1 — nur in den Fillen

n=2,4,8

befriedigt werden kann. Ich fiigte ohne Beweis hinzu, daB in diesen
Fillen auBer den soeben erwahnten speziellen Losungen im wesentlichen
keine weiteren existieren®).

Neuerdings habe ich nun gefunden, daB sich die Gleichung (2) auf
noch einfacherem und zugleich weiterfilhrendem Wege behandeln liBt.
Diesen Weg will jch im folgenden darlegen und dabei sogleich von der
nachstehenden allgemeinen Aufgabe ausgehen:

2

Man soll auf die allgemesnste Weise 2,, 2,, .. ., z, als bilineare For-
men der besden Variablensysteme

Ty Byy ooy @, UNE Yy Yos oo Y,
8o bestimmen, daf die idendische Gleichung

(8) @i+az+...+2)(siton+.  +wm)=atat.. .+
besieht.
Dabei bezeichnen n und p zwei gegebene positive ganze Zahlen.

%) Einon Beweis hierfiir, dor sich im Ideengang meiner Arbeit aus dem Jahre
1893 anachlieBt, hat Herr E. Robert in seiner demniichst erscheinenden Dissertation
agsgearheitet. (E. Robert Composition des formes quadratiques de quatre et de
huit verisbles indépendantes. Théee, Ziirich, 1912
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Man bemerkt leicht, daB unsere Aufgabe sicher nur dann Lésungen zu-
lassen kann, wenn 7 > p ist. Denn setzt man ¢, =1, y,=y;=... =y,=0,
so folgt aus (3)

N e M - L B+ S S | A8
WO B, Zy, ..., Z, lineare Formen von z,, ,, ..., z, bedeuten. Da aber
z}+ai+ ...+ x] sich nicht als quadratische Form von weniger als p
linearen Verbindungen der Variablen z,, z,, ..., z, darstellen liBt (weil
die Determinante der Form z2+ z+ ... -+x? den von Null verschiedenen
Wert 1 besitzt), so muB n mindestens gleich p sein. Den trivialen Fall
p = 1 lasse ich beiseite und setze also

(4) np 2

voraus.
I

Zuniichst will ich einige Bezeichnungen und Sitze aus der Lehre von
den Matrizes zusammenstellen, deren ich mich weiterhin bedienen werde.

Eine Matrix ist bekanntlieh ein Systemx von #-m Zahlen, die in ein
rechtekiges Schema ven » Horidontal- undig Vertikalreihen angeordnet
sind. Ist

Byzs Bygs o5 By py

(1) A=| %S co Gam L oder (ay,)

a'nl’ an‘!’ rere a’nm

(1=1,2,...,n; k=1,2,...,m)

eine solche Matrix, so nenne ich n ibre Horizontal-, m ibre Vertikal-
ordnung. Die Zahlen a;, heilen die Elemente der Matrix 4. Im Falle
n = m ist A4 eine quadratische Matrix und »n heit ihre Ordnung schlechthin.
Es versteht sich danach von selbst, da, wenn von einer Matrix von der
Ordnung 7 die Rede ist, eine quadratische Matrix von = Hor'izontql-. und
n Vertikalreihen gemeint ist.

Sind alle Elemente einer Matrix gleich Null, so wird die Matrix
selbst mit O bezeichnet. Es muB dann aber, falls solchés nicht aus dem
Zusammenhang von selbst hervorgeht, hinzdgefiigt werden, wie groB die
Anzahl » der Horizontal- und die Anzahl m der Vertikalreihen der Ma-
trix ist.

Eine quadratische Matrix von der Ordnung », deren Diagonalelemente
a;; simtlich den nimlichen Wert @ besitzen, wahrend slle iibrigen Ele-
mente Null sind, bezeichne ich mit

a,.

1’
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Der Index n darf fortgelassen werden, wenn kein Zweifel iiber die
Ordnung der ,Matrix a“ bestehen kann.

In der Theorie der Matrizes betrachtet man bekanntlich folgende
Operationen:

1. Multiplikation einer Matrix A mit einer Zahl a.
Bezeichnet 4 die Matrix (1), so versteht man unter a 4 die Matrix
a-4d=(aa;) t=1,2,..,0 k=1,2,...,m).

Statt (— 1)-A4 wird kiirzer — 4 geschrieben.

2. Additron der Malrizes.

Bezeichnet 4 die Matnx (1) und B die Matrix
(2) B=(b,) (1=1,2,..,n" k=1,2,...,m'),
so versteht man, falls

n'=n m=m

18t, unter 4 -+ B die Matrix
(3) A+B=(a, +b,) (1=1,2,..,n;k=1,2,...,m).

Addieren lassen sich hiernach nur Matrizes mit den namlichen Ord-
nungen. Die Subtraktion kann durch die Festsetzung

A—B=A4-(— B)

definiert werden.

3. Multiplikation der Matrizes.

Falls die Matrix B ebensoviele Horizontalreihen hat wie .4 Vertikal-
reihen, falls also »n’ = m ist, versteht man unter dem Produkte 4 B der
beiden Matrizes die Matrix

(4) AB=1{(c,) (1=1,2,...,n k=1,2,...,m),
deren Elemente durch die Gleichung
(5) Cio =1 by, -0l + ...+ a0,

bestimmt sind.

An die hierdurch gegebene Definition der Multiplikation der Matrizes
kniipft sich folgende Betrachtung. Man ordne der Matrix 4 zu die lLi-
neare Substitution
(8) =Yy + Yy T Y, (2=1,2,...,1),

wobel 2,2, ... %, Y15 Yas -+ s ¥, Variable bedeuten. Wenn nun aus
diesen Variablen die Matrizes

T, A
(7) r=|"], y=|%
z, Y
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mit den Ordnungen #, 1, bez..m,1 gebildet werden, so sind die- Glei-
chungen (6) gleichbedeutend mit der einen Gleichung
(8) z=Ay.

In entsprechender Weise kann die der Matrix B entsprechende lineare
Substitution durch die Gleichung

(9) y=Bz
dargestellt werden, wo z die aus m’ Variablen z,, z,, ..., zn gebildete
Matrix
zl
z
(10) z=|"
o

bedeutet. Die Gleichungen (5) besagen nun, daf durch Elimination der
Variablen y,, 4., ..., ¥,, aus den Gleichungen (8) und (9)

(11) x=(4B)z
also die sur Produktmatrix 4 B gehdrende Substitution folgt.
Beseiohnet C' eine Matrix, deren Horisontalordnung gleich ist der
Vertikalordnung von B, und ist
(12) z=0Ct

die (8) und (9) analoge Darstellung der zu der Matrix C'- gehdrenden Sub-
stitution, so ergibt die Elimination der Variablen y und z aus (8), (9)

und (12) sofort
x=(AB)Ct=A(BC)t
und dsaher '

(13) (AB)C = 4 (BC).

D. h. die Multiplikation der Matrizes unterliegt dem assoziativen Gesetze.
DaB fiir die Addition und Multiplikation der Matrizes das distributive
Gesetz gilt, daBl also

(4 +0)(B-+D)=AB-+AD-+CB+ 0D

ist, folgt sofort aus der Tatsache, daB die Elemente der Produktmatrix
nach (5) linear und homogen in den Elementen der Faktorenmatrizes sind.
4. Ubergang won einer Mairix 2u threr koMugierten
Vertauscht man in einer Matrix A4 die Horizontsl- mit den Vertikal-
reihen, 8o entsteht eine neue Matrix, welche die kon]uglerte von A heiBt

und durch Anhiingung eines Akzentes, also mit A', bezeichnet wird. Es
ist demmach
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Gyis Bygs +vos By
(14 O L
a’lm’ a‘Jm’ <o Opm
oder
’ s ’ M
(15) A -:(ai,,) (a;k:aki,z::1,2,...,m;k=1v,2,...,n).

Man iiberzeugt sich leicht, daf folgende Gesetze gelten:
(16) (@d) =ad', (A+B)=A4"+B, (4B)=5B'4"

Fiir manche Untersuchungen ist es sehr bequem, eine Darstellung
der Matrizes zu verwenden, bei welcher die Elemente selbst Matrizes sind.
Die einfachsten Fille einer solchen Darstellung finden sich schon in der
grundiegenden Abhandlung von Laguerre®). Allgemein ist sie im Anschlufl
an eine von mir gehaltene Vorlesung von Herrn H. Kreis in seiner Disser-
tation!) dargelegt werden. Betrachtet man zwei Matrizes mit derselben
Horizontalordnung » und den Vertikalordnungen m und m’

lbu, by o by ]
nl® l bﬂ]" b"r_,, --.,b
8o entsteht dadurch, dal man B neben A4 stellt, die Matrix

a

11°* a

13+ - * 2 a’lm

A =

J, B—

a au‘.’,’ cr anm nur’

(4,B)=

all’ al‘]’ ""almﬁ bll’ bl‘J’ ""blm' i

a,.,,a

*? a’nm’ bnl’ bn?’ ctt bum‘ ]

-
von der Horizontalordnung n und der Vertikalordnung m -+ m’. Allgemeiner
erhilt man aus. beliebig vielen Matrizes A, B, ..., L von der nimlichen
Horizontalordnung » und den bez. Vertikalordnungen m, m’, ..., m®
durch Nebeneinanderstellen die Matrix (4, B, ..., L) von der Horizontal-
ordnung n und der Vertikalordnung m +m'+-... +m®,

In entsprechender Weise kann man Matrizes mit derselben Vertikal-
ordnung m und den bez. Horizontalordnungen =, %/, ..., n® unterein-
anderstellen und dadurch eine neue Matrix mit der Vertikalordnung m
und der Horizontalordnung » + n’ + ... 4 n{ bilden.

Liegen nun r-s Matrizes

4 e=1,2,. ..., k=1,2,...,8)
vor, so beschaflen, daB die Matrizes mit demselben ersten Index i dieselbe
Horizontalordnung n; und die Matrizes mit demselben zweiten Index %

% (Euvres 1 (Paris 1898), 8. 221—267.
9 H. Kreis, Contribution 3 la théorie des systémes linéaires. Thése, Ziirich, 1906.
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dieselbe Vertikalordnung m, besitzen, so erhdlt man durch Nebeneinander-
stellen die r Matrizes

(A,‘laA.‘gs'-wA,‘,) (7'=1, 2,...,7').

Stellt man weiter diese r Matrizes untereinander, so entsteht eine Matrix,
welche durch
All’ Al'}""’Alt

A,, d,,... A,

(17) A = oder (A,,)

4., 4., ...,.4,,
(1=1,2, ..., k=1,2,...,8)

bezeichnet ~werde. Diese Matrix A hat die Horizontalordnung
n, +ny,4 ... +n, und die Vertikalordnung m, 4 m, 4 ... 4+ m,.

Die urspriingliche Darstellung (1) der Matrizes, bei welcher die
Elemente a,, Zahlen sind, ist ein spezieller' Fall der Darstellung (17).
Wenn namlich die Matrizes 4., simtlich die Horizontalordnung 1 und

die Vertikalordnung 1 besitzen, so sind diese Matrizes nichts anderes
als Zahlen.
Der Hauptsatz, welcher sich an die verallgemeinerte Darstellung (17)
der Matrizes ankniipft, ist dieser: Es sei
Bua Bm» AL Bu\
(18) B B?l, B.,_.,,...,B..“

‘Bol’ Bo'.ﬂ te Bat

eine Matrix, deren Element B,, eine Matrix von der Horizontalordnung m,
und der Vertikalordnung [, ist. Dann ist
0117 192 = Olt\

(19) A“B=~ C.gp Q-)Q,--.,C.,“

C.,Cporoi C

wobei die Matrix C,, durch die Gleichung

{20) Cou=AuB,+44uBy+ ...+ 4, B,
(t=1,2,..,r k=1,2,...,¢)

rt

gegeben ist. Mit anderen Worten: die Multiplikation der Matrizes (17)
und (18) vollzieht sich geradeso, als ob die Elemente 4,, und B,,
Zahlen wiren.

Der Beweis fiir diese Tatsache wird am einfachsten so gefiihrt:



8 A. Hurwitz.
Es seien

ZW, 2, L ",

Yy, ¥y, L, YW,

P UNPTC R
Matrizes von der Art der Matrizes (7). Und zwar sei die Matrix z2@
mit n; Variablen, die Matrix y® mit m; Variablen, die Matrix z® mit
I, Variablen gebildet. Dann laBt sich die der Matrix 4 entsprechende
lineare Substitution durch die Gleichungen

(21) a® = A,y + ALy 4.+ 490 (1=1,2,...,7)

darstellen, welche die in den Matrizes = enthaltenen n, + ny4- ...+ n,
Variablen als lineare homogene Funktionen der in den Matrizes y¥ ent-
haltenén m, -+ mg, -+ ... + m, Varisblen auedriicken. In entsprechender
Weise wird die zur Matrix B gehorende lineare Substitution durch die
Gleichungen

(22) y® =B, 2"+ B,z2¥ 4+ ...+ B;;z* (¢=1,2,...,8)

dargestellt. Ersetzt man nun in den Gleichungen (21) die Matrizes y®
durch ihre Ausdriicke (22), so entsteht das Gleichungssystem

(28) 29 =020+ Ca2® 4. +C2% (v=1,2,...,71),

wobei C;, durch (20) gegeben ist. Da nun das Gleichungssystem (23)
die der Matrix 4B entsprechende lineare Substitution darstellt, so ist
hiermit der Beweis des obigen Satzes erbracht.

Falls unter den Elementen der Matrix (17) Nullmatrizen vorkommen,
so werden . diese zur Vereinfachung der Notierung fortgelassen. So be-
deutet z. B.

D]l
(24) D5< Do )
D

rr

eine Matrix, fiir welche alle auBerhalb der Diagonale stehenden Elemente
Nullmateizen sind. Die Bildung des Produktes D4 vollzieht sich nach dem
obigenr. dadurch, dal die Horizontalreihen von 4 der Reihe nach links-
seitig wit D,,, D,,, ..., D,, multipliziert werden, d. h. es ist

‘DllAll’ ‘DllA e ‘DIJ.AIO

19

(25) pa={ ... .

DA D 4. ..D 4

rreTre P rrtres
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Ansloges gilt fiir die rechteseitige Multiplikation einer beliebigen Matrix
mit einer solchen ,,Diagonalmatrix” D.

SchlieBlich ist noch zu bemerken, daB die konjugierte der Matrix (17)
offenbar durch

’

Alll’ A‘;]’ LS A"l
(26) A= | A A 4n

’

I'4 ’
Alls A‘Jn ey Arl

vorgestellt wird, wobei allgemein A;k die konjugierte der Matrix A4,; be-
zeichnet. Die Horizontalreihen der als Zahlenmatrix (d. h. in der ur-
spriinglichen Gestalt (1)) geschriebenen Matrix (17) stimmen némlich mit
den Vertikalreihen der als Zshlenmatrix geschriebenen Matrix (26) iiberein.

IL.

Die bilinearen Formen j3,, 4, -- ., 3,, W deren Bestimmung es sich
handelt, setze ich in die Form

(1) E=0uY T o+ .. +a,y, (=12,..,2),

wobei dis Koeffisienten a,, lineare homogene Funktionen der Variablen
s &y, -+ ., &, bedeuten. Damit nun die identische Gleichung

(2) s+ Au=@+a+. )Wy )
bestehe *), ist erforderlich und hinreichend, daB
(8) @38, +ag;80+ ...+ a0, =27 +23+...F 2} oder =0

gei, je nachdem 7=k oder 7 = k ist.

®) [Einige dem Manuskript nachtriglich zugefiigte Formeln von Hurwitz besagen
folgendes: fiir das Bestehen der Identitat

4. tz= (i 2Py
f=anly+...+ a5y,
haben wir die Bedingungen (3), worin jetzt 4,k=1,2,...,¢. Die Bedingungen sind,

gesetxt, Aquivalent mit (5), worin jetzt die rechte Seite als eine Matrix ¢-ter Ordnung
aufsufaggen ist. Daraus ergibt sich (9), worin die 4,, ebenso wie 4, ale Matrizes
von Horizontalordnuug # und Vertikalordnung ¢ aufzufassen sind. (Aber die Uber-
legung von (10) an gilt nur fiir den Fall g=n.) L. E. D.]
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Die Gleichungen (3) besagen aber nichts anderes, als daB die Matrix

Qygs Byos o005 @y,
(4) 4|00 G a,
a“, an,_,,...,a,m

der Bedingung
(5) A'd = (22 + 234 .., L2

geniigen mub. Die rechte Seite der Gleichung (5) bedeutet dabei die-
jenige Matrix n-ter Ordnung, deren Diagonalelemente sémtlich gleich
z? +x; + ...+ x; sind, wihrend alle iibrigen Elemente verschwinden.

Ds die Elemente der Matrix 4 lineare homogene Funktionen der

Variablen z,, 2, ..., z, gind, so 148t sich 4 auf die Form
(8) A=x1A1+st?+'--+prp
bringen, wobei 4, 4,,. .., A, Matrizen mit konstanten Elementen be-

zeichnen. Hierdurch geht (5) iiber in
(7) (xlAl’ + ch‘J' + ot xﬁA;’)(xlAl d-wp Ay 4. 2pdy)
= (xf+zx;+ ... +a2).

Fihrt man die Multiplikation aus, so erkennt man, daf unsere Aufgabe
auf die folgende zuriickkommt:

Man soll alle Systeme von p Mairizes n-ter Ordnung
(8) 4,,4,,...,4
bestimmen, welche den Qleichungen
(9) AyAp=1, A A +Ac4,=0 (A k=1,2,...,p; h+k)

geniigen,
Setzt man nun, unter ; die imaginére Einheit verstanden,

(10) 4,~4iA,B,, 4, =i4,B,,..., 4, (—=i4 B

p-1" p—1?

r

:8G.gehen die Bedingungsgleichungen (9) nach leichten Umformungen in

folvende iiber:

(11) 454, =1, BiBy~—1, B, +By=0, BiBi+BiBy=0
(h,k=1,2,...,p—1; k4Fk).

Die - suf. dlie. Matrizes B beziiglichen Gleichungen lassen sich durch folgende

ergetzen:
(Y2 Bi=—Bx, Bid41, ByBy=— BB,
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Wenn umgekehrt B, B,,, ..., B,_, den Bedingungen (12) geniigen, und
A, der Bedingung A 54, =1, welche sussagt, dal A4, eine orthogonale
Matrlx sein soll, so werden die Matrizes (10) die Bedingungen (9) be-
friedigen. Es geniigt demnach, folgende Aufgabe zu lbsen:

Man soll alle Systeme von p — 1 Mairizes n-ler Ordnung
(13) B,.B,,....,B,_,
bestimmen, welche schiefsymmetrisch sind (d.h. den Bedingungen By= — B,
gentigen) und diberdies die Gleichungen

(14) Bi -1, ByB: —BiBy (h,k=1,2,...,p—1; hek)
befriedsgen.
III.
Zunichst sehe ich von den Bedingungen By = — B, ab und betrachte
also die Systeme
(1 2=(B,,By,..., B, ;)

von p — 1 Matrizes n-ter Ordnung, welche den Gleichungen (14) der
vorigen Nummer geniigen. Bezeichnet 7' irgendeine Matrix »-ter Orduumg
von nicht verschwindender Determinante,. so wird gleichzeitig mit 2 auch
das zu 2 ,ahnliche‘* System

(2) 737" = (TBT™" TBT™, ..., TB,_,T™%

den Gleichungen II, (14) geniigen. Zwei Losungen dieser Gleichungen,
wie X und T3 77", die einander dhnlich sind, sollen als nicht wesentlich
verschieden angesehen oder auch als iquivalent* bezeichnet werden. Dem-
nachk kann man In einem Losungssystem (1) an die Stelle einer der Matrizes
B, irgendeine ihr &hnliche treten lassen, d. h. sie durch eine beliebige
Matrix T transformieren. Denn wenn nur die iibrigen Matrizes durch
dieselbe Matrix 7' transformiert werden, bleibt das Lisungssystem nach
der getroffenen Festsetzung wesentlich ungedndert.

Die Matrix B, ist nun, da sie der Gleichung B; =1 geniigt, bekannt-
lich dbnlich einer Diagonal-Matrix, deren Diagonslglieder einen der Werte
-+1 und — 1 besitzen, also einer Matrix der (estalt

(" oh )

Da aber B, B, B, = — B,, also B, dhnlich zu — B, ist, 8o geht das System
der charakteristischen Wurzeln von B, durch Vorzeichendnderung aller
Warzeln in sich iiber. Deher muB r=1n — 7, d. h. #= 27 eine gerade
Zshl sein und man darf also in dem System (1)

(3) Bl:(l—l)
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voraussetzen, wobei die Elemente von B, Matrizes von der Ordnung » = -;1
bedeuten. Sei nun

(4) B=(;3)

irgend eine Matrix #-ter Ordnung, unter a, b, ¢, d Matrizes der Ordnung ;3

verstanden. Es ist dann

Bo- (oY), BB=( D).

Hieraus ersieht man:
Die allgemeinste Losung B der Gleichung

(5) B, B= BB,
lavdet
(8) B=(",),
und die aligemeinsie Losung B der Gleichung
(7) B, B= — BB,
lautet
(8) B={,°)
Fiir die letztere Matrix ergibt sich

B = (bc cb) ‘

Soll daher die Matrix (8) der Bedingung B®~1 geniigen, so hat sie die
Geatalt

(8" B=(,-.").

Insbesondere werden also die Matrizes B,, B,, ..., B, _, diese Gestalt
besitzen. Ist nun etwa
b.
BQ = (62—1 2) ’

80 gé¢ht B, durch Transformetien mit

r=(",)

TB,T = (1 1)

in

iiber, wihrend die Matrix (3) durch Transformation rait 7 in sich iiber-
geht. Demnach darf man in dem Systeme 5

g n=(). am())



Komposition quadratisoher Formen. 13
voraussetzen, wihrend
)
A — _
B"=(b{‘ ) (h=3,4,....,p—1)

ist. Die Gleichung
B,B,=— B, B,
ergibt b= — by, oder

bp=—1
Setzt man b, =iC,, so kommt
(10} Bh:(_ichi0k> (h=3,4,...,p—1)
und
(11) Ci=1, 0,0, =-0C.0C, (h = k),

welch’ letztere Gleichungen aus B, B,= — B, B, folgen.

Es gilt also der Satz: _

Betrachiet man dhnliche Systeme als nicht wesentlioh verschieden,
so lautet das allgemesnste System
(12) X =(B,,B,,B,,...,B,_,)

von p—1 Matrizes n-ter Ordnung, walche den Qleichungen II, (14)

genvigen : . :
1 1 1 C,
B,=(_1), B‘-'=(1 ) Ba:(—ica )
(13) o oo
 § _
Be=(Lie % o Ba=(Lig, "),
wobet

(14) 2, =(Cy, 0., 0 )

das allgemeinste System von p — 3 Matrizes der Ordnung g— bedeutet.
welche den Gleichungen

(15) 'Olle’ Oh0k=_0kch (b, k=38,4, ..., p—1; hek)

genigen.

Diese Gleichungen besitzen dieselbe Gestalt, wie die Gleichungen 1T, (14).
Daher a8t sich der vorstehende Satz wiederum auf das System X, an-
wenden, Dadurch wird die Bestimmung von J, zurfickgefiihrt auf die
Bestimmung des allgemeinsten Systemes

(16) %=y Dy,....D, )

von p — 5 Matrizes der Ordnung %:-, welche den Gleichungen

(17) Di=1, D,D,=—~DD, (h,k=5,6,...,p—1; hek)
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geniigen. So fortfahrend gelangt man schlieBlick zu einem Systeme
(18) 2 =(L,, v L,,),

wenn p — 1 == 2r gerade ist, resp. zu einem Systeme

(19) 5= (Lyyro),

wenn p — 1 = 27 4 1 ungerade ist.

In dem Systeme (18) bedeuten L, _,, L,, Matrizes der Ordnung - ?_—1 ,
welche den Gleichungen 2

Lfr—I: 1, L§r= 1,  LypoiLey=— Loy Ly,

goeniigen. Nach der obigen Analyse ist demnach das System X _, nicht
wesentlich verschieden von dem Systeme

! 1
(20) L,_,,_1=( _1)’ L‘sf=<1 >’
wobei die Elemente der Matrizes (20) Matrizes von der Ordnung g—' sind.

In dem Systeme (19) bedeutet L
welche der Gleichung

. . n
ar+1 €ine Matrix der Ordnung -,

L!.?H-l =1

geniigt. Das System = ist demnach nicht wesentlich verschieden von
dem aus einer Matrix der Gestalt

(21) Ler+1=(l"_1ﬁ>

bestehenden Systeme, unter «, 8 zwei nicht negative ganze Zahlen von
der Summe

n
u+p= pY:
verstanden.

Es ist nun noch folgendes zu bemerken. Nach dem obigen Satze ent-
spricht dem Systeme 2, vermége der Gleichungen (13) ein bestimmtes
System 2. Ersetzt man nun das System 5 durch das nicht wesentlich
vesschiedene

S =TT '=(TC,T™Y ..., TGFAT_I),
80 tritt an die Stelle des Systems; 2 das aus den Matrizes

= 5 = ; TC, T
B, =B, 'B,=2B5,, B"z(—iTC’\ T—l‘ h ) (h=38,4, ..., p—1(
h

bestehende Biffern =, Es ist aber
B,<=UB,U* (h=1,2,...,p—~1),
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T
v =( T)
bedeutet. Das System I ist also nicht wesentlich verschieden von dem
System 3. Beriicksichtigt man diese Tatsache, so erkennt man, dal
folgender Satz gilt, welcher die vorhergehenden Uberlegungen resumiert:
Es set die Aufgabe vorgelegt, ein System 2 wvon p — 1 Matrizes
n-ter Ordnung

wenn U die Matrix

(22) Y=(B,, B,,...,B, )
2u besttmmen, welche den Gleichungen
(23) Bi=1, B,B=-—BB, (hk=1,2,...,p~1; hk)

gendigen. Man hat dann die beiden Fdlle zu unierscheiden:
1. Fall: p—1=2r ist eine gerade Zahl.

In diesem Falle besiizt die Aufgabe dann wund nwr danm Auf-
losungen, wenn n durch 27 teilbar ist. Ist diese Bedingung erfillt, so
erhilt man eine Auflésting auf folgende Wesse. Bezeschnet

(24) zh""’:".’(Nﬂﬂ’Nnﬂw“aNpu) (2k+1<p)
srgendein System voh p— 1 — 2k Mairizes der Ordnung g}, 80 wer-

stehe man unter 2, _, das von den Matrizes der Ordnung i‘
2k—1

=) ()

ak+1 = P—1

gebildete System (wobet die Elemente dieser Matrizes selbst Mairizes von
der Ordnung 5"_ sind) .

(25) c'N,_.,)

Man bide nun zundchst das System 2 | bestehend aus den beiden

Mairizes der Ordnung ?:f_—;

(o G,

wobei die Elemente dieser Matrizes selbst Malrizes von der Ordnung —f;

sind. Von 2 __, ausgehend, steige man sukzessive auf zu den Systemen
DI .; 2,. Das System X, stellt dann eine Aufldsung unserer

pegd Spogy e

Aufgabe vor. Jede andere Auflosung X ist dieser Auflésung X, dhilich.
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2. Fall: p—1=2r -1 i3t eine ungerade Zahl.

In diesem Falle besitzt die Aufgabe dann wund nur dann Auj-
losungen, wenn n durch 27 teilbar ist. Ist diese Bedingung erfitllt, so

erhdlt man eine Auflosung auf folgende Weise. Man zerlege ”f tn zwer
nicht negative Summanden «, §: 2

n

or =+ f
und bezeichne mit 2 das aus der einen Matriz von der Ordnung 2’:

(")

bestehende System ®). Von 3, awsgebend, steige man (genau nach der im
erslen Fall gegebenen Vorschrift) sukzessive auf zu den Systemen

Z, 2 g -y 2,. Das System 2, stellt dann eine Auflosung unserey

Aufgabe vor. Da die Zerlegung von 2“, in zwes nichi negatsve Summanden
auf 27-:_ ~+ 1 Weisen moglich ist, so ergeben sich ebensoviele Auflosungen

der Aufgabe. Jede andere Auflosung ist einer (und, wie sich zetgen
lapt, auch nur einer) dieser 21'; -+ 1 speziellen Auflosungen dhnlich.

Im Falle der Losbarkeit der betrachteten Aufgabe hat man entweder

p=2r+1, n=2"m,
oder
p=2r+2, n=2"m.

Soll nun insbesondere p = n sein, so muB der letztere Fall statt-
finden, wenn von der trivialen Moglichkeit » = 0, &lso p=n=1 abge.
sehen wird. Dann mufl also

p=n=2¢r+2=2"m
sein. Sobald r > 3, ist nun 27 + 2 << 2" und es sind daher nur die Fille
» =0, 1, 3 mbglich, wobei dann beziiglich
p=n=2s4989 'm‘=21‘;=2,2,1

wird. Der obige Satz ergibt daher folgendes spezielle Resultat:
Die Gleichungen
(26) By=1, B,B,~-BB, (hk=1,2,..,n—1; h=k)

#) Ig'Felle § = 0 ist die obigé'Matrix durch die Matrix1 von der Orduung “;7
zu ersstzem: it Falle ¢ = 0 durch die Matrix =1,




Komposition quadratischer Formen. 17
sind in Matrizes n-ter Ordnung (n>> 1) nur losbar in den drei Faillen
n=2, n=4, n=28.

Im Falle n =2 handelt es sich um die eine Gleichung

(27) Bl=1

und jede Lésung ist einer der folgenden drei Losungen dhnlich
1

(28) B,=1, B=-1, 8~=("_,}

Im Falle n = 4 hat man die Gleichungen

(21)) {Bf:B::B:-_—l, BlB“=_B‘1_Bl, BlBa=-"-Bs-B1,

B, By= — B, B,,
deren aligemeinste Lésung &hnlich ist einer der drei speziellen Losungen
. 1, 1 iB
{80) Blz(-__li>’ B'z::(]i g}’ B3=(—iB >’

unter B eine der drei Matrizes zweiter Ordnung (28) verstanden.

Im Falle n =8 endlich, ist jede Losung der Gleichungen (26) dhn-
lich einer der beiden folgenden. Man biide zuniichst die drei Mstrizes
zweiter Ordnung

(81) F=(_) m=(9 m=c[,"

nnter ¢ einen der .beiden Werte -1, — 1 verstanden; sodann die fiinf
Matrizes vierter Ordnung

1 1 P N,
() () Maam () @mt2)
und endlich die sieben Matrizes achter Ordnung

33) B=("_, ) B=(.") Bua=( ;5™ ®=128,45)

Diese siecben Matrizes stellen nun sowohl fiir e = + 1 als anch fiir
£= —1 eine Liosung der Gleichungen (26) im Falle n = 8 vor und jede
andere Lésung ist einer dieser beiden durch (838) definierten Ldsungen
dhnlich.

IV.
Man hat nun die Aufgabe, unter den Losungen der Gleichungen
(1) 'B:::l’ ‘Bth=_‘Bk‘Bh (h+k; j“',k=152;-", pﬂ.’l)

diejenigen auszusuchen, die sus schiefsymmetrischen Matrizes n-ter Ord-
nung gebildet werden, fiir welche also

B,=— B, (h=1,2,...,p—1)

Mathemstische Annalen. 88, 2
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ist. Nach der vorigen Nummer haben wir die Systeme

(2) { 2}),2‘1’2‘2,..., ‘\:"—l (p_lzzr’
bez. Sy, 3, 2, .. 2 (p—1—2ril)

von rechts nach links zu bilden, ausgehend von

s - [(1 B 1)’ (1 I)} (Ordnung der Elemente §r>

bez. 2 = (] —15) (“+ﬁ=21r)'
Jede Losung von (1) ist dann .3, &hnlich,
Wenn
. ZL=<CS’04”"’0p—1)’
80 1st

B, B, B Bay .
=100 60 Gig™h o Lag P00

Unsere Aufgabe ist nun, T so zu bestimmen, da8
(TB,T7"Y==TB,T™' (h=1,2,.5;7p <t}

oder

(T'V'B'T' =—TB,T™'
oder

BiT'T=—-T'TB,

oder
(3) UB,=—ByU
wird, wo
(4) T'T=0U

gesetzt ist. Damit bei gegebenem U eine Matrix 77 von nicht ver-
schwindender Determinante, die (4) befriedigt, gefunden werden kann,
ist erforderlich und hinreichend, dal U'= U ist und die Determinante
von U nicht verschwindet?).

?) [Wenn U' = U und die Determinante von U von O verschieden ist, so ist U
die Matrix einer gadratischen Form {, die in die Form

g=2{+z+ ... +zg

transfopmiert werden kann. Die Mamx von g ist die Einheitsmatrix 1. Bezeichnen
wir mit 7" die Matrix der Substitution, die ¢ in @ iiberfiihrt. Dann ist bekanntlick

T'1.T=U oder T T=U.
Der Beoweis der spiter folgenden Formel (17) ist der gleiche, der von (18) ist hn-
lich. L. E. D}
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Man bat also U so zu bestimmen, daB

(3) UBy= — B\U,
U'= U, Det.U#:O
wird. Sei nun u
XU
Uz(v w)’

wo die Elemente X, U,, ¥, W als Matrizes von der Ordnung g— voraus-

gosetzt werden. Die Gleichungen UB, = — B fir h=1 und Ah=2
geben dann

G () ==C0 %) GRGN=-()Gw)
d. i.
Fow=-(5 %) Gy=-G)
Folglich ist X =W =0, V=~ U,, d.h
(©) v={_20)

Wegen U’'— U muB U, = — U, sein, wegen Det. U == 0 such Det. U, 4 0.
Da weiter fiir A > 2 die erste Gleichung (5)

(—U. m) (—w.w') T (w.'_m;) (—Ul Ul)’

d. i
—il, G ___(iar,
( —w‘cu)“ ( io;Ul)’
lautet, so folgt
. U,C,=C"U, (h=38,4,...,p—1),
(7) { U,=—U,, Det.U,+0.

Um also die zum Systeme 25, gehtrenden Matrizen U, welche die Qlei-
chungen (5) befriedigen, zu bestimmen, hat man die zum Systeme 3, ge-
hérenden Matrizen U, anfzusuchen, welche (7) befriedigen. Indem man

weiter o x
U= (vgw)
setzt, wo die Elemente von der Ordnung % sind, ergibt sioch aus (7) fir
h=3§ und A =4, daB
_ (O ) ! U )
(8) Ul—( U’ » 9=_ ') Det.Ui-i-O
sein muf, und da >
1?
0"=<—€D,. h) (h=5: 6:~9'1)9
2*
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so folgt ’
’UQ.D}‘;"‘DAU';, (h:5,6,6v~,7
(9) 1 U‘:'—“h U‘:’ Deb. UQ"‘#‘O'
Den Gleichungen (9) 2 =05, 6,... entsprechend muB weiter
U,
U‘~’=(~U5 3)
U,E,=EU (h=7,...),
(10) (OB
8 B’
SchlieBlich wieder ”
Uaz( ’v‘)
UF,=—FU (h=19,...),
(11) { tU)'l- U AV L
L g
8o fortfahrend erhdlt man den Systemen
(12) 30 I 0 2
entsprechend die Matrizes
(13) U’ U1s Ue, U‘{, R

g0 beschaffen, daB in leicht verstindlicher Schreibweise

’

( 4) ’ U2, U= -2 U, 2 Ul_l _—2‘1: U,z, Uf.'ﬂ:““}"-.:a
IUZU_*‘?;: U42"4UL—1:"‘2‘4'?
ist. Ferner

(15) U= (~U,U1}‘ U,= (UJUZ)* U, = (_-U,Ua)’ Uy "*'(U‘U )’ :
und
U=U0,U,=-U,, Ui=-U,, U;=U,, U,=0,, ...
Die Matrizes U miissen iiberdies von nicht verschwindender Determinante sein.
Ich betrachte zunichst den Fall 1) » —1=2r. Es ist dann

S = (1_1), (1 1) (Elemente von der Ordnung é;)

Das System der Matrizes (13) schlieft mit U, _, und zwar ist U,_,
beetifimt durch die Bedingungen

1Y Ui 3 U = — 3, Upoy=U,1, wenn r—1=0 (mod 4),

1) Ups 5 U =211, Ulli=~U,_y, wenn r—1=1 (mod4),

1) Ut Ui =—3,,, U _y=—U,_,, wenn r —1=2 (mod 4),

1) U B U = 5, Upy=Ur_y, wenn r—1:=3 (mod 4).
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Diesen Fillen entsprechen die folgenden Auadriicke fiir U, _;:
1Y Ta=(_;'), V'=—F, r=1 (mod4),
1) U=(",), V==V, r=2 (mod4),
19 U= (_,"), V=7, r=38(med4),

19 vo=(",), V=V, r=0(med4).

Ds in den Fillen 1") und 1") ¥V schiefsymmetrisch und von nicht
verschwindender Determinante sein mufl, so muB die Ordnung :r gerade,
d. b, % durch 27" teilbar sein. Ist sodann V'® eine spezielle schief-
symmetrische Matrix von nicht verschwindender Determinante und der
Ordnung zlf’ so 1st
(16) V=8Ve%s
die allgemeinste, wo 8§ eine beliebige Matrix von der Ordnung — und
nicht verschwindender Determinante bezeichnet.

In den Féllen 1%) und 1% bedeute ¥ eme gpeziolle symmetrische
Matrix von der Ordnung — und nmht verschwindender Determinante, . B.
V=1, dann ist
(17) V=878
die allgemeinste, wo wieder S eine beliebige Matrix von der Ordnung -
und nicht verschwindender Determinante bedeutet.

Die der Annahme V= ¥V'‘® entsprechende Reihe von Matrizen (18)
werde nun mit

0 0
(18) U‘°’=(_U;,U‘>, Ui‘”:(U’ U:),
bezeichnet. Dann entsteht die der Annahme

V=8'7"8
entsprechende Reihe folgendermaflen.. Es sei
19 8 (%) 8= (B oo 80 (%)
so ist

(20) U=28,U"8, U,=8UY8,, U,-=8,ULS,, .

Die allgemeinste Lésung der Gleichungen (1) in scliiefsymmetrisclien
Matrizes wird nun durch das System

(21) TS, T
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vorgestellt, wo T der Bedingung
(22) 'rT=8U"8

geniigt *). Eine spezielle Losung erhalten wir, wenn § — 1 genommen und
entsprechend 7' aus

(23) (T(O)) T(O) U(O)

bestimmt wird. Diese spezielle Lésung wird durch das System

(24) 2(0) T(O)z T(O) 1

dargestetlt. Um die aligemeinste Losung zu erhalten, setzen wir in (22)
(25) T—RTYS.

Es ergibt sich
S'(T(Or)’R’RT(O)S -9 U(O)S
und nach (23)
(26) R'R=1.
Das Bystem (21) wird daher
.RT(O)SEO S—I(T(O))—l R—-l
oder, da 83,87 = 3, ist?),
(27) RZ9R™*,
wo R eine orthogonale Matrix bezeichnet,
Nach den Formeln der Nr. II entspricht dem System RIVR™?
eine Matrix
A= (x4 +z,4,4 .. o 4,)
(28) —A(th+¢xﬁB+ +zxp Byt )
=4 R(iz, BP® 4§z, B® 4 cotz,)R7T,

wobei 4 eine boheblge orthogonale Matrix bezeichnet. Ersetzen wir 4, R
durch B, wie R™' durch R,, so nimmt (26) die Form

(29) A=RA"R,

an, wo nun A" eine spezielle Lisung der Gleichung (5) in Nr.II vor-
stellt .R und R, zwei beliebige orthogonale Matrizes bezeichnen,

‘) [In (22) und in den folgenden Formeln sohrexbt Hurwitz S anstatt 5,. L. E. D.)

%) [DaB 83,87 "= 3, ist (eigentlich S,2,S, ', vgl. %), wird so bewiesen: die
duroh (19) erkllrt.e Matrix S, ; transformiert offenbar Z._, in sich selber; die Elo-
mente von ., sind 1 und —1, wo 1 die Einbeitsmatrix bedeutet, die dieselbe Ord-
-nang besitet, wie S in Formel (18). Beachten wir den Bau der Systeme J, s e
(vgl, 8.15), 00 schen wir, daB S,_, 3._, in sich selbst transformiert uaw und
endifoh, daB 8, 5, in sich selbst transformiert L. E. D]
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Aus dem Zusammenhang, in welchem die Matrix A mit dem urspriing-
lichen Probleme steht, folgt nun schlieBlich:

Es sei die Aufgabe vorgelegh, 3, 3 - - -» 3, 18 bilineare Formen der
beiden Varsablensysteme

z,, x,,...,xp und ylgyg>-"7yn
s0 zu bestimmen, daf die identische Gleichung

(30) (2 4azi+4. .. +ad) @ +yi+. .ty = tat. T
besteht, wobes p > 1 vorausgesetzt wird.

Wenn nun
p=2r-+41

eine ungerade Zahl-ist, so ist die Aufgabe dann und nur dann losbar,
falls n durch 27 teilbar ist, im Falle daf r =0 oder 3 (mod 4) 1¢t, da-
gegen n durch 27*! teilbar ist, sm Falle, daf r =1 oder 2 (mod 4) isi.
Ist diese Bedingung erfildl, so enisteht aus einer Lésung 3, 3, . .. ,(‘0’
die allgemeinste Losung, indem man sn dieser Liésung y,, Y, . :%.
einer beliehigen ortkogomlen Transformation unterziehl und ebemo
30, 30, ..., 30 "binier” andéren Bilicbigen orfhogonalen Transformation
Cstwwirﬁ
Hierzu ikt ndsh folgendessu bemerien:

Besteht die Identitat (80 ) fir bestimmte bilineare Formen 3,, 35, .. ., 3,
der Variablensysteme z,, ..., z, und y,, %, - - -. ¥,, und ebenso die Identitat

(31) @itadt...+ad)md+nt =0+t

fiir bestimmte bilineare Formen ¢{,, {, ..., {, der Variablensysteme
Ty, By, vy X, UNd 7, 7, ..y 7,5 80 ergibt die Addition von (30) und (31)

(32) (2/+a + +w3)(yf+y’ -l-yiH— rz?+v§+...+nf,.)

Hier konnen 3,,5,,....,,3“,“@,&',,...,C,,, als bilineare Funktionen der
beiden Variablensysteme &, Zgs« .oy Z, UNA Hys Yoy sos Yus, By o o+ o5 U
angesehen werden. Die Gleichung (32) stellt somit eine Lésung unseres
Problems fiir den Fall zweier Variablenaysteme von o und = - m Variablen
vor. Eine derartige Losung moge ,,reduzibel* und aus den beiden Lésungen
(30) und (31) zusammengesetzt oder in diese beiden Losungen zerfallend
heiBen. Da mun im Falle p=2s + 1, wenn iiberhaupt nur eine Lisung
existiert, falls solche, die durch orthogonale Transformation dery,, ..., ¥,
und 3, %, - - -» 3, auseinander entstehen, als nicht' verschieden gelten, so
erhalt man alle Losungen aus den den folgenden Fillen entsprechenden:
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p=2r+1, a=2" wenn r = 0 oder 3 (mod 4},
p=2r4+1, n=2"", wemn r=1 oder 2 (mod 4),
p=38,5 17, 9, 11, 13, 15 17, ...
n =4, 8, 8, 16, 64, 128, 128, 256, ..

Ich betrachte nun den Fall 2) p —1=2r-+1. Es ist dann

2=(n)  (rr=d)

Das System der Matrizes (13) schlieBt mit U,, und zwar ist U, be-
stimmt durch die Bedingungen

2% Ur<l“ l)-_———(l“ I)U" U,= U,, wenn r =0 (mod 4).
T8 R

Es ist daher o = = — und Ur=(B,B).

2"-['-1
1a 1a 4
2" U,( ~~]ﬂ>=- ( _]ﬂ) U, U=—-—1U,, wenn r=1 (mod 4).

Daher « und § beliebig, der Bedingung ¢ f§ = gi’ gemiB und U, = (A"‘ 4 )
8

mit A, = — 4., d3=— As. Da U, nicht verschwindende Determinante
haben muB, hat man notwendig « 4§ = é—: gerade, also n durch 2"

teilbar. Ja es miissen o und g gerade sein, weil 4., Az schief und von
nicht verschwindender Determinante.

2°) Uf< 1 )—— _<1a . )U,: U/==— U,, wennr =2 (mod 4).
-1, -1,
Daher oz-_,—ﬁ-_-:.g_m and U,.‘= (—B;,aBa’ﬂ)'

2% U,.(l"‘___lﬂ>=(1“__1 ) U, U,= U,, wenn r:==3 (mod 4).

Daher o und 8 nur der Bedingung o+ § = — unterworfen und U, = ( “ 4 )
mit A, = 4,, A)= A, f
In den Fillen 2*) und 2°) gibt es, wie eine der obigen auf p—2r 11

beziigliche Betrachtung analoge Uberlegung zeigt, nur eine Losung unseres
Problems, wenn orthogonale Transformationen der Variablen y,,y,,..., y,
und der 3,, 34 .-+ 3, 8i8 unwesentlich angesehen werden. Alle irreduziblen
Losungen enteprechen also jetst den Fillen

p=2r+2, n=2" (r =0(4)),

p=2r+2, n=2" (r=2(4)),

p=2, 6, 10, 14, 18, .

n =2, 8, 82,138, 512, ....
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In den Fillen 2") und 2% entspricht jeder Wahl der Zahlen «, 8, die der
Gl .x..;_ﬁ:é_“r (e=0(2), 8=0(2), wenn r =1 (4)) resp. oz+;3=g—';(r?—‘ 3(4)

gentigen, eine Lsung des Problems, wenn wieder orthogonale Transforma-
tionen der y,, y,,..., ¥, und 3,, 3 ---» 3, unwesentlich erachtet werden.
Wenn man nun die auf 8. 23 oben geschilderte Zusammensetzung zweier
Losungen

(&2 + 2244 @) (92 o0 =g s
(22 b 22 oo ad) (nF + AR =S 22
zu der nenen Losung

(... +ad) W+ . Fyi+n+.. 492)
=@+ . Famta+
vornimmt, so ergibt die Untersuchung der diesen Losungen entsprechenden
Systeme B,, B,, ..., B, |, daB wieder nur folgende irreduziblen Lisungen
existieren:

p=2r+4+2, n=2" (r=3(4)),

| p=2r-42, n=2"" (r=1(4)),
&180
® y=1 8

5 7 [}
p=4, 8 12, 16, 20, ...,
n=4, 8, 64, 128, 1024, .. ..

(Eingegangen am 4. 1. 1922,)



