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Uber vollstandig reduzible lineare homogene
Differentialgleichungen.

Von

AvrreDp Loewy in Freijburg i. B.

In dem vorliegenden Aufsatze habe ich einen neuen Begriff, naimlich
den der vollstindig reduziblen linearen homogenen Differentialgleichung,
eingefiihrt. Er ist insofern fiir die Theorie der linearen homogenen Diffe-
rentialgleichungen von Bedeutung, als zu jeder linearen homogenen Diffe-
rentialgleichung eine eindeutig bestimmte, groBte vollstindig reduzible
lineare homogene Differentialgleichung gehdrt, und diese letztere iiber alle
irreduziblen linearen homogenen Differentialgleichungen, deren Integrale
der vorgelegten linearen homogenen Differentialgleichung geniigen, Aus-
kunft erteilt. Von den erzielten Resultaten hebe ich an dieser Stelle nur
hervor: Jede vollstindig reduzible lineare homogene Differentialgleichung
ist entweder nur auf eine einzige Art oder auf unendlich viele Arten
kleinstes gemeinsames Vielfaches irreduzibler linearer homogener Diffe-
rentialgleichungen. Notwendig und hinreichend, damit eine lineare homo-
gene Differentialgleichung durch die Integrale von unendlich vielen ver-
schiedenen irreduziblen linearen homogenen Differentialgleichungen erfiillt
wird, ist, daB die zu der vorgelegten linearen homogenen Differential-
gleichung zugehsrige, groBte vollstindig reduzible lineare homogene Diffe-
rentialgleichung auf unendlich viele Arten kleinstes gemeinsames Viel-
faches irreduzibler linearer homogener Differentialgleichungen ist.

Bei der Abfassung der Arbeit habe ich mich nur der einfachsten
Satze tiber lineare homogene Differentialgleichungen bedient und diese im §2
zusammengestellt. Nicht beniitzt wurde die Picard-Vessiotsche Theorie
de.r Rationalititsgruppe einer linearen homogenen Differentialgleichung.
]?16 Kenntnis meines friiher veroffentlichten Aufsatzes ,Uber reduzible
lineare homogene Differentialgleichungen“*), mit dem die vorliegende

*) Math. Annalen, Bd. 56, S. 549.
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Verdffentlichung in innigstem Zusammenhange steht, ist fiir die Lektiire
dieses Aufsatzes nicht erforderlich; ein Teil der frither gewonnenen Re-
sultate ergibt sich, wie ich zeige, aus den hier erhaltenen.

§ 1.
Der Rationalititsbereich.

Fiir die folgenden Untersuchungen denken wir uns einen Rationalitits-
bereich X zugrunde gelegt. Kin Rationalitdtsbereich X wird von irgend
einem derartig vollstindigen oder in sich abgeschlossenen Systeme von
Funktionen einer unabhingigen Variablen z gebildet, da8 man die Funk-
tionen des Systems unbeschrinkt untereinander addieren, subtrahieren,
multiplizieren und dividieren (ausgenommen die Division durch Null),
sowie eine jede differentiieren kann, ohne hierdurch das vorgelegte Funk-
tionensystem zu verlassen. Von den Funktionen von X wird auch voraus-
gesetzt, daB jede einzelne dieser Funktionen ausnahmslos in demselben
Bereiche S der Ebene eine eindeutige, bis auf isolierte Punkte iiberall
in 8 regulire analytische Funktion sein soll. Vielleicht ist es noch gut,
zu bemerken, daf die Gesamtheit aller Punkte von S, die als Singulari-
titen fiir die Funktionen von X in Frage kommen, nicht etwa ein System
isolierter Punkte zu bilden braucht, sondern nur gefordert wird, daB jede
einzelne Funktion von X innerhalb des Bereiches S ausnahmslos isolierte
Singularititen hat.

Sei (Q):
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irgend eine lineare homogene Differentialgleichung, deren Koeffizienten
dem Rationalititsbereiche X angehoren sollen.*) Da infolge der iiber X
gemachten Voraussetzungen jede einzelne Funktion aus X und daher auch
die m Funktionen:

4@ 6@ @)

% @)’ q,()’ > g, (%)
nur an isolierten Punkten innerhalb des Bereiches S aufhoren regulir zu
sein, so gibt es ein Fundamentalsystem g, %, ---, ¥, von Integralen
von (), das bis auf isolierte Punkte innerhalb S regulir ist und durch
seine Anfangswerte und die seiner m — 1 ersten Abgeleiteten fiir eine be-
liebige Stelle z = z, im Innern von S, an der die Funktionen
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*# Alle im folgenden auftretenden Differentialgleichungen und Differentialaus-

driicke haben ausnahmslos Koeffizienten aus 2.
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simtlich, regulir sind, festgelegt werden kann. Bei unserer Wahl von X
ist mithin fiir jede lineare homogene Differentialgleichung mit Koef-
fizienten aus X die Integralexistenz gesichert. Auf die Frage, ob und
wie man die Voraussetzungen fiir den Rationalitdtsbereich X noch be-
schrinken kann, ohne daf eine lineare homogene Differentialgleichung mit
Koeffizienten aus X Integrale zu besitzen aufhért, gehen wir nicht emn.
Wir wollen nur einige Beispiele fiir einen Rationalititsbereich X anfiihren,
wie er durch die obigen Voraussetzungen festgelegt wurde. Kinen
Rationalitdtsbereich X bildet offenbar die Gesamtheit der Konstanten
irgend eines unendlichen Zahlkérpers (z. B. alle rationalen Zahlen oder
alle reellen Zahlen) oder die Gesamtheit aller rationalen Funktionen einer
Variablen # mit Koeffizienten aus einem beliebigen unendlichen Zahlkérper.
Ein Rationalititsbereich X im obigen Sinne braucht also nicht alle Kon-
stanten zu enthalten. Als Beispiel fiir einen Rafionalititsbereich X konnen
auch alle eindeutigen analytischen Funktionen, die innerhalb eines Be-
reiches S ausnahmslos iiberall den Charakter rationaler Funktionen haben,
angefiihrt werden.

Hat man eine endliche Anzahl von Funktionen p,(z), ps(2),--,p, (2),
die in der Ebene einen gemeinsamen Stetigkeitsbereich S besitzen, in dem
jede dieser Funktionen ausnahmslos eindeutig und regulir analytisch ist,
und bildet das kleinste Funktionensystem P, das durch p, (), 2, (2), -+, 9, (%)
entsteht und in sich derartig abgeschlossen ist, daB man je zwei Funk-
tionen des Systems untereinander addieren, subtrahieren, multiplizieren
und dividieren (ausgenommen die Division durch Null), sowie eine, jede
differentiieren kann, ohne hierdurch das Funktionensystem P zu verlassen,
so enthilt P wegen der Voraussetzung, daB die Funktionen p,(2) (i=1,2,--,m)
in 8§ regulir sind, nur Funktionen mit polaren Unstetigkeiten in S; die
singuliren Punkte jeder Funktion von P sind also in S isoliert, und P
ist mithin ein Rationalititsbereich X in dem oben verlangten Sinn. Hat
man eine lineare homogene Differentialgleichung:
aly

dz™ !

ay
Z;;“l'ﬁ(x)

und geht nicht, wie wir es im folgenden tun werden, von einem der Be-
trachtung zugrunde liegenden Rationalititsbereiche X als dem Primiren,
sondern von der Differentialgleichung selbst als dem urspriinglichen Ele-
meni.;e aus, so 1st der Rationalititsbereich P der kleinste Rationalitits-
bereich, fiir den man die Differentialgleichung untersuchen wird.
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§ 2.

Zusammenstellung von Hilfssiitzen.

Wir stellen die im folgenden verwandten Hilfsséitze zusammen. Von
irgend einer rationalen Funktion eines Fundamentalsystems v, y;,: - -, ¥,
von Integralen einer linearen homogenen Differentialgleichung (@) und
deren Abgeleiteten mit Koeffizienten aus X sagt man, sie ist eine sym-
metrische Funktion des Fundamentalsystems v, %,, -, y,, und dessen
Abgeleiteten, wenn sie als Funktion von ¥, 4, --+,¥, und deren Ab-
geleiteten formal invariant bleibt, falls man ¥, ¥, :--, y,, und deren
Abgeleitete den Substitutionen der allgemeinen linearen homogenen Gruppe
unterwirft, d. bh. y, (¢=1,2,-.-,m) durch

@Y+ GsYe + -+ 4y, (1=1,2,---,m)
ersetzt, wobei die GroBen o, ein System von m*® beliebigen Konstanten
bedeuten. Hat man irgend eine rationale Funktion von y, ¥, -+, ¥,
und deren Abgeleiteten mit Koeffizienten aus X, so kann man mit Hilfe
der linearen homogenen Differentialgleichung 7" und hohere Abgeleitete
beseitigen und erhdlt durch diese Reduktion eine rationale Funktion
vOou ¥, Ya, 'y Yu, die deren Abgeleitete hochstens bis zaur m— 1%®
Ordnung enthilt und, da die vorgelegte Differentialgleichung (@) nur
Koeffizienten aus X hat, ebenfalls nur Koeffizienten aus X besitzt. Man
beweist, daB jede rationale symmetrische Funktion von ¥, ¥,, - - -, ¥,, und
deren Abgeleiteten mit Koeffizienten aus X, die keine héheren als m —1%
Abgeleitete enthilt, frei von ¥, 4, - - -, ¥, und deren Abgeleiteten, also
eine bloBe Funktion aus X, ist. Mithin hat man den bekannten, auf
Herrn Appell zuriickgehenden Satz: :

Jede rationale symmetrische Funktion eines Fundamentalsystems yy , Yo, Y
von Integralen einer linearen homogenen Differentialgleichung und deren Ab-
geleiteten mit Koeffizienten aus X ist als blofe Fumktion des Rationalitiits-
bereiches = ausdriickbar.*)

Ist R irgend ein linearer homogener Differentialausdruck, so ist unter
dem symbolischen Produkt @R bekanntlich der lineare homogene Dif-
ferentialausdruck:

qo(w) +91() e +4,@R

da™ 1

# Appell, Sur les équations différentielles linéaires. Annales de I'Ecole Nor-
male (2), 10 (1881). Beweise des Satzes findet man u. a. in Picards Traité d’Analyse,
t. 3 (1896), 509 und in Ludwig Schlesingers Handbuch der Theorie der linearen
Differentialgleichungen, Bd. 1 (1895), 41.
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zu verstehen, falls @ den linearen homogenen Differentialausdruck

aty dm'ly

% (%) T + ¢, () Py + -4, (2)y

vorstellt. Haben @ und R nur Koeffizienten aus dem Rationalititsbe-
reiche, so trifft dies auch fir QB zu. Fiir diese symbolische Zerlegung
gilt folgender bekannter Satz:

Wird eine lineare homogene Differentialgleichung D = 0 mit Koef-
fizienten aus dem Rationalititsbereiche X durch alle Integrale einer eben-
falls linearen homogenen Differentialgleichung £ = 0 mit Koeffizienten
aus dem Rationalitdtsbereiche X erfiillt, so gibt es einen linearen homogenen
Differentialausdruck F, mit Koeffizienten ans =, so daB symbolisch D= E, E
wird. E, = 0 ist eine lineare homogene Differentialgleichung, deren Ord-
nung gleich der Differenz der Ordnungen von D =0 und E = O ist.

Eine lineare homogene Differentialgleichung mit Koeffizienten aus X
heiBt in bezug auf den Rationalititsbereich X irreduzibel, wenn sie mit
keiner linearen homogenen Differentialgleichung niedrigerer Ordnung, die
ebenfalls nur Koeffizienten aus X besitzt, ein Integral gemeinsam hat;
anderenfalls heiBt sie fiir den Rationalititsbereich X reduzibel. Dann gilt
der Satz des Herrn Frobenius: Eine lineare homogene Differentialgleichung
D = 0 mit Koeffizienten aus X, die mit einer irreduziblen linearen homo-
genen Differentialgleichung J = 0 mit Koeffizienten aus X ein Integral
gemeinsam hat, wird durch jedes Integral von J =0 erfiillt.¥)

Fir die folgenden Betrachtungen sehr wichtig ist auch der Begriff
des kleinsten gemeinsamen Vielfachen zweier linearer homogener Differential-
gleichungen mit Koeffizienten aus 2. Haben die zwei linearen homogenen
Differentialgleichungen D, =0 und D,—0 mit Koeffizienten aus dem Ratio-
nalititsbereiche X kein Integral gemeinsam, so gibt es eine lineare homogene
Differentialgleichung U — O mit Koeffizienten aus X, deren Ordnung gleich
der Summe der Ordnungen von D, =0 und D, — O ist und die durch
alle Integrale von D; — 0 und D, = O erfiillt wird.**¥) Der lineare homo-
gene Differentialausdruck U, das kleinste gemeinsame Vielfache von D,
und D,, ist bis auf einen nur von z abhingigen, willkiirlichen, allen Koef-
fizienten gemeinsamen Faktor vollig bestimmt und nach einem der an-
gegebenen Sitze sowohl durch D, als auch durch D, teilbar. Mithin wird:

U=AD,; U=BD,.

*) Fir die angefiihrten Sitze kann man neben der fundamentalen Abhandlung
von Frobenius, Uber den Begriff der Irreduzibilitat in der Theorie der linearen Dif-
ferentialgleichungen, Journ. f. d. r. u. ang. Math., Bd. 76 (1873), 236 etwa die Dar-
stellung in Ludw. Schlesingers Handbuch, Bd. 1, S. 43—46 und S. 81—85 vergleichen.
. *) Der Fall, da D, — 0 und D, = 0 einige Integrale gemeinsam haben, wird
1m folgenden nicht verwandt werden. o
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A und B bedeuten hierbei lineare homogene Differentialausdriicke mit
Koeffizienten aus X.%)

SchlieBlich verwenden wir im folgenden noch den Begriff, daf zwei
lineare homogene Diﬂ’erentia.lgleichungen mit Koeffizienten aus X:

—qo(fv) +q1() 1+ 4+ ¢,(®x)y=0,

dm"
—fo(v’v)~—~+ 1() et @e=0

von derselben Art**) sind. Man sagt: die Gleichung B =0 ist mit der
Gleichung @ = 0 von derselben Art, falls man von den Integralen der
Differentialgleichung @ = O zu denen der Differentialgleichung B =0
durch die Beziehung:

, N d
t=0,@)y+a,(@) 7+ +a, ()

dﬂ'& - ly

dz™1

iibergehen kann; hierbei sollen q,(2), @,(2), - - -, @, _,(x) Funktionen des
Rationalititsbereiches X sein. Nach unserer Definition sind alle linearen
homogenen Differentialgleichungen, die mit einer vorgegebenen von der-
selben Art sind, mit ihr von gleicher oder niedrigerer Ordnung. Ist die
lineare homogene Differentialgleichung ¢ — 0 mit einer linearen homo-
genen Differentialgleichung P =0 von m'* oder hoherer Ordnung mit
Koeffizienten aus X von derselben Art, so ist offenbar auch B = 0 mit
P =0 von derselben Art. Im Falle » <m ist, wenn B =0 mit @ =0
von derselben Art ist, nicht umgekehrt @ = 0 mit B =0 von derselben
Art, also die eingefiihrte Beziehung nicht wechselseitig. Fiir n = m gilt
der leicht herleitbare Satz von L. Fuchs: GehSren von zwei linearen
homogenen Differentialgleichungen derselben Ordnung die eine mit der
anderen zu derselben Art, so sind die zwei linearen homogenen Differen-
tialgleichungen gegenseitig von derselben Art.

Wir brauchen noch folgenden Satz von Fuchs: Ist eine lineare
homogene Differentialgleichung irreduzibel, so sind alle linearen homo-
genen Differentialgleichungen, die mit ihr von derselben Art sind, eben-
falls ausnahmslos irreduzibel und von der gleichen Ordnung.*¥¥)

%) Brassinne, Note 3 in Ch. Sturms Cours d’Analyse, t.2. L. Heffter, Uber
gemeinsame Vielfache linearer Differentialausdriicke und lineare Differentialgleichungen
derselben Klasse, Journ. f. d. r. u. ang. Math. Bd. 116, 8. 157. E. Beke, Symmetrische
Funktionen bei linearen Differentialgleichungen, Math. Ann. Bd. 45, S. 297.

*¥) Die Bezeichnung stammt fiir » = m von Herrn Poincaré, Mémoire sur les
fonctions zétafuchsiennes, Acta mathematica, Bd. 5 (1884), S, 212.

¥+ L. Fuchs, Zur Theorie der linearen Differentialgleichungen. Sitzungsberichte
der Berliner Akademie, Jahrg. 1888, S. 1274 ff. Vgl. auch die Darstellung in Ludw.
Schlesingers Handbuch, Bd. 2,, S. 120.
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Ist im besonderen in der angefiihrten Relation
0, (%) = a3(2) = - - - = a,,_(2) = 0,

so sagen wir, die zwei linearen homogenen Differentialgleichungen @ = O
und R = O sind dhnlich. Irgend zwei lineare homogene Differentialglei-
chungen mit Koeffizienten aus X sollen also als dhnlich bezeichnet werden,
wenn man aus den Elementen eines Fundamentalsystems von Integralen
der einen durch bloBe Multiplikation mit einer dem Rationalititsbereiche
X angehtrigen Funktion von 2 die Elemente eines Fundamentalsystems
von Integralen der anderen Differentialgleichung finden kann. Der Be-
griff der Ahnlichkeit, der nur im Paragraphen 5 verwandt wird, ist stets
ein gegenseitiger. Ahnliche Differentialgleichungen sind eine ganz spe-
zielle Gattung von Differentialgleichungen derselben Art.

§ 3.
Vollstindig reduzible lineare homogene Differentialgleichungen.

Die linke Seite einer jeden algebraischen Gleichung kann bei Zu-
grundelegung eines unendlichen Zahlkorpers als kleinstes gemeinsames
Vielfaches irreduzibler Polynome aufgefaBt werden. Dementsprechend be-
trachten wir diejenigen linearen homogenen Differentialgleichungen, bei
denen sich die linke Seite als kleinstes gemeinsames Vielfaches irredu-
zibler linearer homogener Differentialausdriicke auffassen liSt. Wir de-
finieren:

Eine lineare homogene Differentialgleichung V =0 wmit Koeffizienten
aus X heif3t wollstindig reduzibel, wenn man voneinander verschiedene®)
wrreduzible lineare homogene Differentialgleichungen J, =0, J, =0, - -+ J, =0
mit Koeffizienten aus X finden kann, so daB die Ordwung der vorgelegten
linearen homogenen Differentialgleichung V = O gleich der Summe der Ord-
nungen von Jy =0, Jy =0,--.,J, =0 ist und V =0 unter allen linearen
homogenen Differentialgleichungen diejenige niedrigster Ordnung ist, die durch
die Integrale aller Differentialgleichungen J, =0, J, =0, - - -, J, =0 gleich-
zetig erfiillt wird.

Von der vollstindig reduziblen linearen homogenen Differentialglei-
chung V' = 0 sagen wir auch: sie ist das kleinste gemeinsame Vielfache der
wrreduziblen linearen homogenen Differentialgleichungen
J, =0, J,=0,--, J,=0.

*) Als nicht verschieden gelten zwei lineare homogene Differentialgleichungen,-
d.ie in simtlichen Integralen tbereinstimmen. Anders ausgedriickt: Alle diejenigen
hpea.ren homogenen Differentialgleichungen gelten als nicht verschieden, bei denen.
die linearen homogenen Differentialausdriicke, durch deren Nullsetzen die Differen-

ﬁaljg}eichungen entstehen, sich nur um einen Faktor, der eine Funktion des Ratio-
nalititebereiches > ist, unterscheiden. ‘
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Eine vollstindig reduzible lineare homogene Differentialgleichung
kann auch aunf folgende Weise, die mit der obigen gleichwertig ist, cha-
rakterisiert werden: fiir sie existiert wenigstens ein Fundamentalsystem
von Integralen, so daB jedes Element dieses Fundamentalsystems auch In-
tegral einer irreduziblen linearen homogenen Differentialgleichung mit
Koeffizienten aus X wird.

Ein spezieller Fall der vollstindig reduziblen linearen homogenen Dif-
ferentialgleichung ist die #rreduzible lineare homogene Differentialgleichung.

Fiir vollstiindig reduzible Differentialgleichungen gilt folgender Satz:

I Ist V=0 eine vollstindig reduzible lineare homogene Differential-
gleichung mit Koeffizienten aus dem Rationalitiisbereiche X, die das Fleinste
gemeinsame Vielfache der in besug auf X irreduziblen linearen homogenen
Differentialgleichungen J, =0, J, =0, ---, J, =0 mit Koeffizienten aus =
wst, und gibt es irgend eine von Jy =0, Jy =0, ..., J =0 verschiedene
wrreduzible lineare homogene Differentialgleichung J,'= 0 mit Koeffizienten
aus X, deren Integrale V =0 geniigen, so muf diese mit einer der irre-
duziblen Differentialgleichungen J, =0, J, =0, - - -, J, =0 notwendig von
derselben Art sein. :

Die nach Voraussetzung voneinander verschiedenen Differentialglei-
chungen J, =0, J; =0, .-+, J,=0 mogen die Ordnungen 4,7, - --, 3,
haben. Wir bilden das kleinste gemeinsame Vielfache von J; =0 und
Jy=0. Da J;, =0 und J, =0 zwei irreduzible lineare homogene Diffe-
rentialgleichungen sind, deren linke Seiten sich nicht nur um einen bloB
von z abhingigen Faktor unterscheiden, so haben sie kein Integral ge-
meinsam. Mithin wird ihr kleinstes gemeinsames Vielfaches, das mit
M, = O bezeichnet sei, eine lineare homogene Differentialgleichung der
Ordnung 4, 4 4,. Der lineare homogene Differentialausdruck M, ist so-
wohl durch J; als auch durch J, teilbar; daher existiert ein linearer
homogener Differentialausdruck 4, mit Koeffizienten aus X von der Ord-
nung 4,, so daB: .
_ M, = 4,d,
wird.

Da V =0 das kleinste gemeinsame Vielfache von

J,=0, J,=0,., J,=0
ist und die Ordnung 4, + 4, + --- + 4, hat, so wird das kleinste gemein-
same Vielfache M, —= 0 von J; =0 und J, =0 durch kein Integral von
Jy = 0 erfiillt. Wir suchen das kleinste gemeinsame Vielfache der zwei
linearen homogenen Differentialausdriicke 3, und J; und bezeichnen es
mit M,; dann wird M, = 4, M,.

Hierbei sind M; =0 und 4; = O lineare homogene Differentialglei-
chungen der Ordnungen 4, + 4, + 4, bez. 4, mit Koeffizienten ans X.
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Wir fahren auf diesem Wege fort und bilden schlieBlich das kleinste
gemeinsame Vielfache von M, _, =0 und J, = 0; wir werden dann V
selbst erhalten. Es wird

V= 4, M 71
hierbei ist 4 = O eine lineare homogene Differentialgleichung der Ord-
nung 4, mit Koeffizienten aus Z.

Ersetzt man M, _,, M, ,, -+, M, durch ihre Werte, so gewinnt

man fiir ¥V die Darstellung:

V=AAd _, - A4,J,.

g1

Nach Voraussetzung ist J,"= 0 eine von J, =0, J,=0,-.-, J,=0
verschiedene irreduzible lineare homogene Differentialgleichung mit Koef-
fizienten aus X, deren Integrale V' =0 erfiilllen. Da J,=0 und J;"=0
in ihren linken Seiten sich nicht um eine bloBe Funktion von 2z unter-
scheiden, so wird wegen der Irreduzibilitit der zwei Gleichungen kein In-
tegral von -J,"= 0 der Differentialgleichung J, = O geniigen.

Da J,"=0 eine irreduzible lineare homogene Differentialgleichung
1st, so wird entweder kein Integral von J,"= 0 oder es werden simtliche
Integrale von oJ,"= 0 der linearen homogenen Differentialgleichung

M,=A4,J,=0

geniigen. Sollte kein Integral von J;"= 0 der linearen homogenen Diffe-
rentialgleichung M, = O geniigen, so betrachten wir die lineare homogene
Differentialgleichung M, = A4, M, = 0; entweder wird sie durch kein oder
alle Integrale von J,'= O befriedigt. Fihrt man auf diese Weise fort, so
muf man sicher einmal zu einer linearen homogenen Differentialgleichung
M,_, =0 gelangen, die durch kein Integral von J,"= O befriedigt wird,
wohingegen simtliche Integrale von ;"= O der linearen homogenen Diffe-
rentialgleichung M,= A4 .M, , =0 gentigen. Dies folgt aus dem Um-
stande, da die lineare homogene Differentialgleichung M ;= 0, deren linke
Seite wir mit ¥ bezeichnen kénnen, nach Voraussetzung durch alle In-
tegrale von J,'= 0 erfillt wird.

Sei gy, ¥y, - - -, ; ein Fundamentalsystem von Integralen von J,=0. Da
sﬁ?mtliche Integrale von J,=0 die Differentialgleichung M,= 0 befrie-
digen, schlieBen wir aus der Zerlegung M,= A, M, ,, daB die lineare
homogene Differentialgleichung 4 s= 0 die Funktionen

Mf—i(?h); Mf—1(f‘/2)> T Mf—l(yif>

zu Integralen hat. Diese t; Funktionen sind linear unabhingig. Aus
emer Relation:

WM, (y;) + M, y(y) +---+ lif‘Mf—l(yif) =0, .

Mathematische Annalen. LXIT. 7



A. Losgwy.

98

wobel die 1 nicht ausnahmslos verschwindende Konstanten sind, wiirde
namlich:

Mf-1(l1?/1 + At + -+ 7‘¢f.%f) =0
folgen, d. h. J,=0 und M, ,= 0 hitten gegen die Voraussetzung ein
Integral gemeinsam. Da 4,=0 und J,=0 von der gleichen Ordnung
sind, bilden die Funktionen Mf (), My (o), -+ My (y; f) ein Fun-

damentalsystem von Integralen von A4,=0, d. h. 4,=0 ist mit J,=0
von derselben Art. Aus der Irredumbﬂltat von J, = 0 folgt nach dem
im § 2 angefiihrten Fuchsschen Satze, daB 4,=0 a.uch eine in bezug auf
den Rationalitititsbereich X irreduzible lineare homogene Differentialglei-
chung ist.

Sei 2, #, - -+, #;, ein Fundamentalsystem von Integralen von J,"= 0.
Da simtliche Integrale von J,"= O die lineare homogene Differentialglei-
chung M .= O erfillen, kann aus der Zerlegung M, = 4, M, . der Schluf
gezogen werden, daB die lineare homogene Differentialgleichung 4,= 0
die Funktionen M, ,(z), M, (%), -+, M;_4(2,) zu Integralen hat.
Diese Funktionen sind linear unabhanglg, denn sonst hitte J,"= 0 mit
M 1= 0 entgegen unserer obigen Festsetzung ein Integral gemein. Da
wir von 4,= 0 4 linear unabhingige Integrale kennen, st 4,= 0 min-
destens von derselben Ordnung wie J;'= 0.

Um den Nachweis zu fiilhren, daB 4,= 0 keine lineare homogene
Differentialgleichung hoherer Ordnung als J1’= 0 ist, bilden wir die lineare
homogene Differentialgleichung:

Wir dividieren durch den Koeffizienten der héchsten Ableitung in .

Die Division durch den Koeffizienten voy @ v

i
Koeffizient ist die Wronskische Determjnante der ¢," linear unabhingigen
M, _,(#,) und hat daher einen von
Null verschiedenen Wert. Nach der D1v1smn durch den Fakfor von
du a1y
dai'—1

Funktionen M,_,(z,), M

(lﬁ,

a2

werden die Faktoren von #

PENCYE

) A7 Tttty

Determinantenquotien-

% Mf_l(zl) j 1(2"2> Tt Mf—i(zix')
du A (@) My 1z | AM,_4G)
dx dx d“’ dx
a1y dill-le—l(zl) di"—lM 1 (%) v’ le 1G5
da"' 1 da 1 dx " 1 o da 1
' u M, () @ Mf—x(zz) dz‘ M,_, ()
dav’ azv da’’ da®’

ist gestattet; denn dieser
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ten. Da M,_, nur Koeffizienten aus X hat, so sind die Determinanten-
quotienten erstens rationale Funktionen von 2, 2, - - -, 2,, und deren Ab-
leitungen mit Koeffizienten aus X. Zweitens sind sie auch symmetrische
Funktionen von 2, 2, -+, 2,,. Ersichtlich ist nimlich, falls 1,, 4;,---, 4,.

Konstante bedeuten, fiir den linearen homogenen Differentialausdruck
M,_,:

2 &M,y () + 1 &My () NI &M, )
1 i da* a dat
P
- d"“—wz‘ f_.l(}.lZl + 1222 + M + li].’ ill)-
Bet jeder linearen homogenen Transformation der 2z, 2, - --, 2, mit

konstanten Koeffizienten transformieren sich mithin die linearen homo-
genen Differentialansdriicke M, _,(z,), M,_,(2,), - -+, M,_,(#,,) und deren
Ableitungen kogredient mit 2, 2,, - -+, 2,,.. Folglich multipliziert sich bei
jeder linearen Substitution der Funktionen gz, 2, ---, #,, Zihler und
Nenner der fraglichen Determinantenquotienten mit der Substitutions-
determinante der Funktionen z, 2, - - -, 2,,; jeder Determinantenquotient
selbst bleibt also ungeiindert. Er gehort mithin als rationale symmetrische
Funktion eines Fundamentalsystems von Integralen z, 2z, ---, 2, der
linearen homogenen Differentialgleichung J,’= 0 mit Koeffizienten aus X
nach dem Appellschen Satze dem Rationalititsbereiche X an.

Wir haben daher eine lineare homogene Differentialgleichung mit

Koeffizienten aus X gewonnen, fir welche die Integrale

‘Mf—l(zl>) Mf—l(zz): Tt Mf-1(zi,')
der linearen homogenen Differentialgleichung A,=0 ein Fundamental-
system bilden. Infolge der oben nachgewiesenen Irreduzibilitit der line-
aren homogenen Differentialgleichung 4. —= 0 kann si¢h der Differential-
ausdruck 4, nur um einen Faktor, der bloBe Funktion von 2 ist, von
der linken Seite der soeben gewonnenen Differentialgleichung unter-
scheiden. Folglich bilden M, (%), M, _4(2), -, M,_4(2,,) ein Funda-
mentalsystem von Integralen von A,= 0. Mithin ist A,=0 mit J,'=0
von derselben Art, und zwar sind infolge der gleichen Ordnungen beide
Gleichungen gegenseitig von derselben Art. Awuch A;=0 und J,=0
waren gegenseitig von derselben Art; folglich sind auch J,=0 und J,'=0

gegenseitig von derselben Art. Hiermit ist der aufgestellte Satz I er-
wiesen,

Wir beweisen jetzt Satz II:

Ist V=0 eine vollstindig reduzible lineare homogene Differentialglei-
ckuw mit Koeffizienten aus dem Rationalitiitsbereiche Z, die das Fleinste ge-
memsome Vielfache der in bezug auf X irveduziblen linearen komogenen

%
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Differentialgleichungen J, = 0, Jy =0, - - -, J = 0 st, und soll auch nur eine
emzige von J; =0, Jy =0, - - -, J = 0 verschiedene irreduzible lineare homo-
gene Differentialgleichung J,'= 0 mit Koeffizienten aus X existieren, deren
Integrale V =0 geniigen, so miissen wenigstens zwer der Differentialglei-
chungen J; =0, Jy =0, - -, J =0 gegenseitig von derselben Art sein.

Nach dem voraufgehenden Satze ist infolge der Existenz von J;"= 0
unter den linearen homogenen Differentialgleichungen

J1=O) J:2=O: ) Jg=0
wenigstens eine, die mit J;"= 0 von derselben Art ist. Wir denken uns
die linearen homogenen Differentialgleichungen J; =0, Jy,=0, -+, J = 0
derartig bezeichnet, daf J; = O mit J;"= 0 von derselben Art ist. In genau
der gleichen Weise wie auf S. 96 bilden wir das kleinste gemeinsame
Vielfache von JJ; = 0 und J, = 0 und gewinnen auf diese Weise M, = 0; dann
bilden wir als kleinstes gemeinsames Vielfaches von M,= 0 und J;=0
die Differentialgleichung M, =0, usw., bis wir schlieBlich V=0 als
kleinstes gemeinsames Vielfaches von ]llg_1 =0 und Jg= O erhalten.
J; =0 und J;"= 0 haben als zwei nach Voraussetzung verschiedene irre-
duzible lineare homogene Differentialgleichungen kein Integral gemeinsam,
hingegen geniigt jedes Integral von J;"= 0 der linearen homogenen Diffe-
rentialgleichung 7 =0. In genau derselben Weise wie auf S. 97
schliefen wir, daB unter den linearen homogenen Differentialgleichungen
M;=0, My=0,-.-, M, =0, M =V =0 eine vorhanden sein mus,
wir bezeichnen sie mit M, = 02 <f< g), so daB M, = O durch simtliche
Integrale von oJ,"= O erfiillt wird, wihrend kein Integral von J;"= O der
linearen homogenen Differentialgleichung M, _, = 0, die M ,= 0 unmittel-
bar voraufgeht, geniigt. Offenbar ist M,=J;,. Bei Verwendung der
gleichen Bezeichnupg wie auf S. 97 haben wir die Zerlegung
M,=A.M,_,.

Aus ihr schlieBen wir genau wortlich wie auf S. 97—99, daB die irre-
duziblen linearen homogenen Differentialgleichungen J,=0 und J,"=0
gegenseitig von derselben Art sind. Die zwei irreduziblen linearen homo-
genen Differentialgleichungen J, = O und J;"= 0 waren nach dem Anfang
des Beweises gegenseitig von derselben Art. Folglich miissen J;, = 0 und
J,= 0 gegenseitig von derselben Art sein; denn jede dieser Gleichungen
igst mit der irreduziblen Gleichung J,'= 0 von derselben Art. Hiermit ist
Satz II bewiesen.

Satz III. Ist die wvollstindig reduzible lineare homogene Differential-
gleichung V = 0 mit Koeffizienten aus dem Rationalititsbereiche Z kleinstes
gemeinsames Vielfaches der in bezug auf X irreduziblen linearen homogenen
Differentialgleichungen J; =0, J, =0, - - -, J =0 mit Koeffizienten aus =
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und sind irgend [ > 2 unter den linearen homogenen Differentialgleichungen
Jy=0, Jy=0,--- J,=0 gegenseitig von derselben Art, so lkimnen diese
auf unendlich viele Weisen durch [ andere irreduzible lineare homogene
Differentialgleichungen mit Koeffizienten aus X ersetzt werden. Die neuen
Difterentialgleichungen sind sowohl untereinander als auch mit den Diffe-
rentialgleichungen, die sie ersetzen, von derselben Art. Die Differentialglei-
chung V =0 ist dann auf unendlich viele Weisen kleinstes gemeinsames
Vielfaches irreduzibler linearer homogener Differentialgleichungen mit Koef-
fizienten aus X.

Da der Begriff des kleinsten gemeinsamen Vielfachen 7 = 0 unab-
bingig von der Reihenfolge ist, in der die linearen homogenen Differen-
tialgleichungen J, = 0, J, =0, ---, J,= O numeriert sind, so seien diese
zam Zwecke des Beweises derartig bezeichnet, daB die f Gleichungen, die
nach Voraussetzung untereinander von derselben Art sind, die ersten
f Gleichungen: J, =0, J;,=0,---, J,=0 werden (f<g). Infolge der
Irreduzibilitit der Gleichungen geniigt die Voraussetzung, da J, = O mit
Jeder der Differentialgleichungen J,= 0, J;=10, ---, J,= 0 von derselben
Art ist; dann sind zwei beliebige der f Gleichungen stets gegenseitig von
derselben Art. 4, %,---, ¢ sel ein Fundamentalsystem von Integralen
der linearen homogenen Differentialgleichung J;=0. Da J;=0 und
Jy;=0 von derselben Art sind, so gibt es einen linearen homogenen
Differentialausdruck B, mit Koeffizienten aus X von i, — 1%** oder niedri-
gerer Ordnung, daB B,(t,), By(%), - - -, B,(%,) ein Fundamentalsystem von
Integralen von oJ,= 0 bilden. Da J;=0 mit J;=0, J;=0,---, J,=0
von derselben Art ist, existieren in gleicher Weise lineare homogene
Differentialausdriicke B;, B,, - - -, B, mit Koeffizienten aus X hochstens
% — 1"" Ordnung, daB die Funktionen By(t,), Bi(t), - - -, By(¢,) ein Fun-
damentalsystem von Integralen von J; = 0, die Funktionen

B4(t1)7 B4(t2>7 T B-i(til)
ein Fundamentalsystem von Integralen von J,— 0, usw., schlieBlich die
Funktionen B.(t,), B,(t), - - -, B,(t,) ein Fundamentalsystem von Inte-
gralen von J,= 0 bilden.

A4y A9y -+ -, 4, seien f willkiirliche Konstante, die dem Rationalitits-
’z)'ereiche 2 angehéren sollen. Wir definieren durch sie die ¢, neuen Funk-
ionen: .

Clty) = 44, + s By(ty) + A Bs(t) + - - - + 1;B,(%),
k=1,2 .- 4.
Da die Koeffizienten von B,, B, - - -, B, ebenso wie die Konstanten

4y, 29, -+, 4, dem Rationalititsbereiche X angeh6ren, hat der lineare
homogene Differentialausdruck ¢ nur Koeffizienten aus 2. Der hineare



102 A. LoEwy.

homogene Differentialausdruck C von ¢, — 1** oder niedrigerer Ordnung
kann fiir keine Konstanten 4,, 4,,---, 2;, die nicht ausnahmslos Null
sind, verschwinden. Denn wiirde C identisch Null werden, so wiirde

’11tk =+ ’12B2<tk> + 2’3B3<tk> +o+ ;“fo<tk> =0

sein, d. h. die Funktionen ¢, B,(%), ---, B,(f) wiirden in Dependenz
stehen. Die genannten Funktionen sind aber linear unabhingig; denn sie
gehdren zu den Klementen von Fundamentalsystemen von Integralen von
Jy=0,J;=0,---, J,=0 und kénnen daher auch als zu den Elementen
eines Fundamentalsystems von Integralen von V = 0, das kleinstes gemein-
sames Vielfaches von J, =0, J,=0,-..,J,=0 (y=f) ist, zugehorig
angesehen werden. Folglich kann C fiir konstante Werte

’7“17 '127 ) ’lf

nur verschwinden, wenn 2, = Ay=---=1,= 0 ist.
Wir bilden die Wronskische Determinante der ¢, Funktionen

0(t1)7 0@2)7 Tt C<til>
und behaupten, sie kann auch fiir kein konstantes Wertsystem 2, 4,, - -+, 4,
des Rationalititsbereiches X, ausgenommen A =1,=-.-=1,=0, ver-
schwinden. Angenommen die Wronskische Determinante von

Ct), C), - -+, C(&)
sei fiir konstante Werte i , 4,, - - -, 4, des Rationalititsbereiches X Null;

dann miissen Konstante 6,, 6,, - - -, 6, existieren, die nicht ausnahmslos
verschwinden, so daB:

0, C(t) + 6, C(ty) + - - -+ 6,C(t,) =0
Cleyt, + 6,8, +---+6,4)=0

wird, d. h. J; =0 wiirde mit einer linearen homogenen Differentialglei-
chung C =0 von 4 — 1" oder niedrigerer Ordnung mit Koeffizienten
aus X das Integral 6,% + 6,4, +---+ 6.4 gemein haben; dieses kann
auch nicht etwa Null sein, denn es ist aus dem Fundamentalsystem
tiy t, -+, t, von Integralen von J, = 0 komponiert. Der lineare homo-
gene Differentialausdruck C existiert, ausgenommen fiir

=A== 1,=0,

oder

wirklich; denn wir zeigten ja, daB zu seinem Verschwinden
b=ly=-=1,=0
erforderlich ist. Die irreduzible lineare homogene Differentialgleichung

J; =0 von der Ordnung ¢, kann mit keiner linearen homogenen Diffe-
rentialgleichung C = 0 niedrigerer Ordnung mit Koeffizienten aus dem
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Rationalititsbereiche X ein Integral gemeinsam haben. Hieraus folgt, dal
die Wronskische Determinante von C(%), C(%,), - - -, O(%) fir jedes kon-
stante Wertsystem 4,, 4,, ---, 4, aus X (ausgenommen

=dy= - =1,=0)
von Null verschieden ist.
Wir bilden die lineare homogene Differentialgleichung:

ot o) C)--- OG)

dt dCt)  dCw) 940G |

dx dx dx dx
azt  ax0(,) d*C) a*Ct;)

dax? dax? dax? dx? = 0.

dt arCl) dhow,) ar0(t;)

dzr da™ dx™ d z™

|
|
|
|

Wir konnen durch den Koeffizienten der hochsten Ableitung von 7,
der als Wronskische Determinante der Funktionen C(%,), C(%,), - --, C(%,)
von Null verschieden ist, dividieren. Nach der Division durch den Faktor

) ) dt dr—1¢
werden die Koeffizienten von ¢

—, -+, —— Determinanten-
A ' dz? P qaa—1

yon

quotienten, die als rationale symmetrische Funktionen des Fundamental-
systems #,, %, - - -, , von J; = O mit Koeffizienten aus X dem Rationalitits-
bereiche > angehdren miissen. Der Nachweis ist genau analog wie auf
S. 99 zu fithren. Je nach der Wahl von 4, 4,, ---, 1, kann man aus
J;=0,J,=0,---, J, =0 unendlich viele lineare homogene Differential-
gleichungen mit Koeffizienten aus X herleiten, die C(t), C(t;), - - -, C(%,)
zu einem Fundamentalsystem von Integralen haben. Kine Differential-
gleichung, die wir auf die angegebene Weise aus J; =0, J,=0,--., J,=0
herleiten, sei mit J = O bezeichnet. Die lineare homogene Differential-
gleichung J = O mit Koeffizienten aus X ist, da sie C(t,), C(%), ---, C(%,)
zu einem Fundamentalsystem von Integralen besitzt, mit J; = O von der-
selben Art. Infolge der Irreduzibilitit von J,= 0 ist auch J = O eine
in bezug auf den Rationalititsbereich X irreduzible Gleichung. Da die
Integrale einer jeden dieser unendlich vielen irreduziblen Differentialglei-
chungen J = O lineare homogene Kombinationen der Integrale von
J=0, J,=0, -, J;=0

mit konstanten Koeffizienten sind, so hat jede der unendlich vielen irre-
duziblen linearen homogenen Differentialgleichungen J = O ihre integrale
mit V=0 gemeinsam. Sind also zwei oder mehr der linearen homogenen
irreduziblen Differentialgleichungen oJ; =0, J,=0, ..., J =0, deren
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kleinstes gemeinsames Vielfaches ¥ = 0 ist, von derselben Art, so gibt
es unendlich viele verschiedene irreduzible lineare homogene Differential-
gleichungen mit Koeffizienten aus X, deren Integrale 7 = O befriedigen.
Wir behalten unsere Voraussetzung bei, daf die irreduziblen linearen
homogenen Differentialgléichungen J;=0, J;=0, ..., J,=0 von der-
selben Art sind. Den Konstanten 4, 4,, ---, 4, legen wir jetzt [ ver-
schiedene Wertsysteme
1117 ’121: T A’fl)
1'127 Aogy - 2’f27

lif) lzf; Y }“ff
aus dem Rationalititsbereiche X bei. Wir bilden mit diesen f Wert-
systemen die J = O entsprechenden f irreduziblen linearen homogenen
Differentialgleichungen mit Koeffizienten aus X, die man fiir
11":}"11, '12=}~2u ) lf=lfl (Z= 1: 27 Tt f)
erhilt und die mit J, =0, J,=0, - -+, J ,= 0 bezeichnet seien. Es hat

J, =10 das Fundamentalsystem von Integralen:

}“11t1 + 121:82 (t1) =+ 2’31B3(t1) +- }“f1Bf(t1)7
'11.1 t2 + 121/-32 (t2> + ]"31 Bs (t2> + -4 lfl 'B.f(t2>7

}*11 tz'l + 121B2 (tzl) +131Bs (tz1> +--+ ]‘fl Bf(ti1>'

Wir bezeichnen diese Funktionen mit

01(t1>7 01@2): RS Cl(til)’
Verstehen wir unter C,(¢,) die Funktion:
01@1:) = lutk + }*2132(@ + '13ZB3(tk> +oe T }“szf(tk)y
1=1,2,.--f; k=1,2---, 4,
so hat die lineare homogene irreduzible Differentialgleichung J, = 0 die
4, Funktionen C,(%), G(%), - - -, C,(¢,) zu einem Fundamentalsystem von
Integralen.

Die f?Konstanten 1;, (j=1,2,--.,f;1=1,2,---,f) seien derartig
aus dem Rationalititsbereiche X gewihlt, daB die Determinante |4;] von
Null verschieden ist. Dann lassen sich die Gleichungen, die ich im
folgenden noch mit (C) zitiere,

Ct(tk) =yl + }'2132(75&) +e- 4t llef(tk)7
G2<tk) = 112tk+ 2’22‘82@1:) + 4+ lf2'Bf(tIc ’
ngtk) = 2’13j]c+ 3'23B2(tlc) i o lf3B.f(tlc ’

Of(tk) = lz ftk + lszz (tk) +---+ }'ffo<tIc)
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nach t,, By(t),- -, B;(t,) auflosen, und 4, B,(%,), -, B,(%,) ergeben sich
als lineare homogene Funktionen von O, (%), Cy(%),- - -, Cx(%). Hierbei
kann %k die Werte 1,2, .- -, ¢, annehmen. Da die lineare homogene irre-
duzible Differentialgleichung J,=0 (I=1,2,--.,f) mit Koeffizienten
aus X die 4, Funktionen C,(%), C,(%,),- -, C(t,) zu einem Fundamental-
system von Integralen hat, folgt, daB s1ch fur |4;,|=F O siimtliche Integrale
von J;=0,J,=0,---,J,=0 durch die von J, =0, J3=0,--,,J,=0
linear und homogen mit konstanten Koeffizienten darstellen lassen

Wir bilden das kleinste gemeinsame Vielfache der irreduziblen linearen
homogenen Differentialgleichungen J; =0, J, =0, - - -, J,= 0, die alle von
der gleichen Ordnung 4, sind, und bezelchnen dlese hneare homogene
Differentialgleichung mit M, = O. Dann muB M,= 0 von der Ordnung ¢/
sein; denn das kleinste gemeinsame Vielfache von J1 =0,J,=0,.--,J,=0,
die Diﬁ’erentia.lgleichung V=0, hat die Summe der Ordnungen von
Jy=0,0;=0,--,J,=0 als Ordnungszahl M,=0 wird auch durch
alle Integrale von J =0,J,=0,--,J,=0 beﬁledlo't denn infolge der
Art und Weise, wie wir die eben genannten Dlﬁ’erentlalcleichungen kon-
struierten, driicken sich alle ihre Integrale linear und homogen mit kon-
stanten Koeffizienten durch diejenigen von J; =0, J;=0,-.-,J,= 0 aus.

Wir bilden ferner noch die lineare homogene Differentialgleichung
niedrigster Ordnung mit Koeffizienten aus X, die durch alle Integrale der
irreduziblen linearen homogenen Differentialgleichungen J, =0, J,=0,-
J,=0, die simtlich die gleiche Ordnung 7, haben, erfiillt wird. D1ese
hneare homogene Differentialgleichung, die wir mit M,= 0 bezeich-
nen, muB von der Ordnung z’l(f — fl) sein, wobei f; einen der Werte
0,1,2,---, f—1 bezeichnet.*) Ist |4;|=+0, so driicken sich, wie wir zeigten,

* Um Ms==0 zu finden, sucht man zunichst das klemste gemeinsame Vielfache
von J, = 0 und J, = 0; diese lineare homogene Differentialgléichung mit Koeffizienten
aus X sei mit 3, = 0 bezeichnet. Haben J, = 0 und J, = 0 kein Integral gemein-
sam, so hat M, =0 als Ordnungszahl 24,, nimlich die Summe der Ordnungen von
J, =0 und J, = 0. Haben J, = 0 und J, =0 ein Integral gemeinsam, so haben sie
mfolge ihrer Irreduz1b111ta,t alle Integrale gemeinsam, die linken Seiten von J, =0
und J, = 0 unterscheiden sich dann nur um einen Faktor, der bloSe Funktion von z
aus dem Rationalititsbereiche X ist, und fiir M, =0 kann entweder J, =0 oder
J, = 0 gewihlt werden. In diesem Falle hat M, =0 die Ordnung 3, . Dann sucht
man das kleinste gemeinsame Vielfache der linearen homogenen Differentialgleichungen
M, =0 und J, = 0. Diese lineare homogene Differentialgleichung mit Koeffizienten
aus X sei mit M, = 0 bezeichnet. Entweder hat M; — 0 die Summe der Ordnungs-
zahlen von M, = 0 und J,= 0 zur Ordnungszahl, oder man kann M, = 0 wit M,=0
zusammenfallen lassen, indem J; =0 mit M, =0 ein Integral und folglich wegen
der Irreduzibilitit alle Integrale gemeinsam hat. Die lineare homogene Differential-
gleichung M, — 0 hat entweder 3i, oder 24, oder ¢ als Ordnungszahl. Auf diese
Art ist fortzufahren, bis man zu der linearen homogenen Differentialgleichung My == 0
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alle Integrale von J;=0,J;,=0,.--,J,=0 linear und homogen mit
konstanten Koeffizienten durch die von J,=0,J,=0,.--,J,=0 aus.
Folglich gentigen, wenn |1;|= O ist, alle Integrale von J,=0,J,=0,---,
J,=0 auch der linearen homogenen Differentialgleichung M ,—= 0, und
mithin hat fiir |1,,{<4= 0 die Differentialgleichung M ,= O die Ordnung 4 f
und wird durch alle Integrale von M, = O befriedigt. M,=0 und M,=0
konnen sich daher in ihren linken Seiten nur um einen unwesentlichen
Faktor, der eine bloSe Funktion von z aus dem Rationalititsbereiche ist,
unterscheiden, und M,= O kann, falls |4,,|<4 O ist, sowohl als kleinstes
gemeinsames Vielfaches der f irreduziblen linearen homogenen Differential-
gleichungen J; =0,J,=0,---,J,=0 als auch der urspriinglichen Glei-
chungen J; =0, J,=0,--.,J,= 0 angesehen werden. Im Falle !4,!=0
konnen daher die irreduziblen linearen homogenen Differentialgleichungen
J;=0,J,=0,.-.,J,=0 die Differentialgleichungen J, =0, J,=0,---,
J,=0 vertreten. Die Konstanten 1, (j=1,2,---,/;1=1,2,---,f)
lassen sich aus X auf unendlich viele Weisen so wihlen, daB [4;,!<4 0 ist.
Mithin kann man J; =0, J,=0,---, J, = 0 auf unendlich viele Weisen durch
J;=0,J,=0,--.,J,=0 ersetzen und V= 0 als kleinstes gemeinsames
Vielfaches der irreduziblen linearen homogenen Differentialgleichungen
J,=0,J,=0,.---,J,=0,J,,,=0,J,,,=0,---,J =0 ansehen. Da

g

jede der irreduziblen Gleichungen J,=0,J,=0,---,J =0 mit Koef-
fizienten aus X mit J, = O von derselben Art ist, wie aus der Form der
Integrale hervorgeht, sind diese fGleichungen auch untereinander von der-
selben Art. Hiermit ist der Satz III bewiesen.

Verschwindet die Determinante |1,;!, so folgt aus den Gleichungen (C)
auf Seite 104, daB die Funktionen C,(%,), C;(%,),- -, C;(f,) in Dependenz
stehen. Dann werden die fGleichungen J, =0,J,=0,---,J,= 0 durch
weniger als 4,f linear unabhingige Funktionen befriedigt. Mithin wird
die Gleichung M ,= 0 von niedrigerer als i,/** Ordnung, und die Glei-
chungen J;=0, J;=0,---, J ,=0 konnen die Gleichungen J,=0,
Jy=0,---,J,= 0 nicht mehr vertreten.

Als SchluBsatz geben wir an:

Satz IV. Eine vollstindig reduzible lineare homogene Differential-
gleichung ist entweder nur auf eine einzige oder auf unendlich viele Weisen
kleinstes gemeinsames Vielfaches vrreduzibler linearer homogener Differential-

mit Koeffizienten aus X gelangt, die durch alle Integrale von My_y =0 und Jy=0
erfillt wird. Hat Jy— 0 mit My—; — 0 ein Integral gemeinsam, so wird My —1 — 0
durch alle Integrale von Jy==0 erfiillt, und man kann M;—= 0 mit My_1 =0 zu-
sammenfallen lassen; sonst hat M;=0 als Ordnungszahl die Summe der Ordnungs-
zahlen von My 1 =0 und Jr=0. Die Ordnung von M;= 0 ergibt sich daher auf
Jeden Fall, wie im Texte angegeben wurde.
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gleichungen. Ist die wvollstindig reduzible lineare homogene Differential-
gleichung V=0 mit Koeffizienten aus dem Rationalititsbereiche X Fleinstes
gemeinsames Vielfaches von g in bezug auf X irreduziblen linearen homo-
genen Differentialgleichungen, so ist notwendig und hinreichend, damit V= 0
auf unendlich viele Weisen als kleinstes gemeinsames Vielfaches irreduzibler
linearer homogener Differentialgleichungen mit Koeffizienten aus X aufgefaft
werden kamn, daf wenigstens zwes der g Gleichungen, deren kleinstes gemein-
sames Vielfaches V= 0 ist, gegenseitiqg von derselben Art sind.

Der Beweis des Satzes IV ergibt sich leicht auf folgende Weise: Ist
V=0 kleinstes gemeinsames Vielfaches der irreduziblen linearen homo-
genen Differentialgleichungen J; =0, J;=10,---,J,=0 und gibt es keine
von diesen verschiedene irreduzible lineare homogene Differentialgleichung
J,= 0 mit Koeffizienten aus X, deren Integrale V= 0 geniigen, so ist
offenbar V=0 nur auf eine einzige Weise kleinstes gemeinsames Viel-
faches irreduzibler linearer homogener Differentialgleichungen. Soll V=0
auf mehr als eine Weise kleinstes gemeinsames Vielfaches irreduzibler
linearer homogener Differentialgleichungen mit Koeffizienten aus X sein, so
gibt es wenigstens eine von J, = 0,J; =0, - - -, J, = 0 verschiedene irredu-
zible lineare homogene Differentialgleichung J;'= 0 mit Koeffizienten aus
X, deren Integrale V= 0 geniigen. Nach Satz II existieren dann unter
den Differentialgleichungen J; =0, J,=0, ---, J, =0 wenigstens zwei,
die gegenseitig von derselben Art sind. Diese kdnnen nach Satz Il auf
unendlich viele Arten durch zwei lineare homogene irreduzible Differential-
gleichungen, die mit diesen zwei von derselben Art sind, ersetzt werden,
und V=0 kann als kleinstes gemeinsames Vielfaches der zwei neuen
Differentialgleichungen und der ibrigen g — 2 angesehen werden. V=10
ist also nur auf eine einzige oder auf unendlich viele Weisen kleinstes
gemeinsames Vielfaches irreduzibler linearer homogener Differentialglei-
chungen. Hiermit ist Satz IV erwiesen.

§ 4

Die zu einer linearen homogenen Differentalgleichung zugehorige
grof3te vollstindig reduzible lineare homogene Differentialgleichung.

Nicht jede lineare homogene Differentialgleichung
an am—1
Q= g(#) 2+ Q1(x)m:% + -+ gu(2)y =0

mit Koeffizienten aus dem Rationalitatsbereiche 3 ist vollstandig reduzibel.
Z. B. ist eine lineare- homogene Differentialgleichung wmit konstanten
Koeffizienten, deren charakteristische Gleichung mehrfache Wurzeln hat,
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falls man als Rationalititsbereich den aller reellen und imaginiren Kon-
stanten wihlt, nie vollstindig reduzibel. Dies ist eine unmittelbare Folge
der in meiner Arbeit¥) ,Uber die Adjunktion von Integralen linearer
homogener Differentialgleichungen” auf Seite 441 angegebenen Betrach-
tungen von Herrn Stickelberger. Infolgedessen empfiehlt es sich, den
Begrift der groften wvollstindig reduziblen linearen homogenen LDifferential-
gleichung, die zu einer vorgelegten linearen homogenen Differentialgleichung
Q= 0 mit Koeffizienten aus X gehirt, einzufiihren.

Ist V=10 eine vollstindig reduzible lineare homogene Differential-
gleichung mit Koeffizienten aus X, deren simtliche Integrale der vorgelegten
linearen homogenen Differentialgleichung @ = 0 wmit Koeffizienten aus X
geniigen, und existiert keine irreduzible lineare homogene - Differentialgle:-
chung mit Koeffizienten aus X, deren Integrale der Differentialgleichung
Q= 0, aber nicht V=0 geniigen, so sagen wir: V=0 st eine grifte voll-
stindig reduzible lineare homogene Differentialgleichung, die zu @ = 0 gehirt.

Ist V=0 eine grofite vollstindig reduzible lineare homogene Dif-
ferentialgleichung, die zu ¢ = O gehort, und f(z) eine beliebige, dem
Rationalititsbereiche X angehorige Funktion, so ist auch die durch Null-
setzen des linearen homogenen Differentialausdruckes W= f(z)V ent-
stehende Gleichung eine grofte vollstindig reduzible lineare homogene
Differentialgleichung, die zu @ = O gehort.

Es gilt nun der Satz I:

Irgend zwei zu einer linearen homogenen Differentialgleichung gehirige
grofte wvollstindig reduzible lineare homogene Differentialgleichungen mit
Koeffizienten aus dem der DBetrachtung szugrunde liegenden Rationalitiits-
bereiche X wunterscheiden sich in ihren linken Seiten nur wm einen allen
Koeffizienten gemeinsamen Faktor, der eine dem Rationalitiitsbereiche X am-
gehorige Funktion ist.

Seien V=0 und W= 0 zwei grofite vollstindig reduzible lineare
homogene Differentialgleichungen mit Koeffizienten aus X, die zu der
vorgelegten linearen homogenen Differentialgleichung @ — O gehdren. Da
W= 0 eine vollstindig reduzible lineare homogene Differentialgleichung
sein soll, so muB sich W= 0 als kleinstes gemeinsames Vielfaches gewisser
irreduzibler linearer homogener Differentialgleichungen J, =0, J,=0,---,
J, =0 mit Koeffizienten aus X auffassen lassen. Angenommen, eine der
zuletzt angegebenen irreduziblen linearen homogenen Differentialgleichungen,
etwa J;= 0, besitze ein Integral, das nicht V= O geniigt, dann befriedigt
infolge der Irreduzibilitit von J,= O nach dem Frobeniusschen Satz kein
Integral von J,= 0 die Differentialgleichung V= 0. Da alle Integrale

¥) Math. Annalen, Bd. 59.
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von J;=0 die zu Q =0 gehodrige groBte vollstindig reduzible lineare
homogene Differentialgleichung W= 0 befriedigen, so geniigen alle Inte-
grale von J;= 0 der Differentialgleichung @ = 0. Die Existenz einer
irreduziblen linearen homogenen Differentialgleichung JJ,= O mit den nach-
gewiesenen Eigenschaften widerspricht aber der Tatsache, daB V=0 eine
groBte vollstindig reduzible lineare homogene Differentialgleichung sein
soll, die zu ¢ = O geh6rt. Mithin geniigen alle Integrale von J;, =0,
J=0,---,J,=0 und daher alle Integrale von W= 0 auch der Dif-
ferentialgleichung ¥ = 0. Aus der Gleichberechtigung von V=0 und
W =0 schlieBen wir, daBl auch umgekehrt jedes Integral von V= 0 der
Differentialgleichung W= 0 geniigt. Hieraus folgt der angegebene Satz I.

Betrachtet man, wie wir dies auch bisher taten, alle linearen homo-
genen Differentialgleichungen mit Koeffizienten aus X, die in ihren Inte-
gralen vollig tibereinstimmen oder, anders ausgedriickt, deren linke Seiten
sich nur um einen bloB von x abhingigen Faktor unterscheiden, der eine
Funktion des Rationalititsbereiches ist, als nicht verschieden, so gelangt
man zum Satz II:

Zu jeder linearen homogenen Differentialgleichung @ = O mit Koeffi-
zienten aus = gibt es eine einzige wohlbestimmte zugehiorige grofte vollstindig
reduzible lineare homogene Differentialgleichung mit Koeffizienten aus X.
Sie ist die lineare homogene Differentialgleichung wiedrigster Ordnung it
Koeffizienten aus X, die durch jedes Integral vom Q = O erfiillt wird, das
einer irreduziblen linearen homogenen Differentialgleichung mit Koeffizienten
aus X genigt.

Aus dem Satze Il folgt unmittelbar der Satz III:

Notwendig und hinreichend, damit eine lineare homogene Differential-
gleichung mit unendlich wvielen irreduziblen linearen homogenen Differential-
gleichungen Integrale gemeinsam hat, ist, daf dies fiir die zu ihr zugehdrige
grofte vollstindig reduzible lineare homogene Differentialgleichung zutrifft.

Wird eine lineare homogene Differentialgleichung @ = 0 mit Koeffi-
zienten aus X durch die Integrale einer Anzahl verschiedener irreduzibler
linearer homogener Differentialgleichungen befriedigt, bei denen die Summe
der Ordnungen gréBer als die Ordnung von @ = O ist, so ist offenbar die
zu @ = 0 zugehorige gr6Bte vollstindig reduzible lineare homogene Dif-
ferentialgleichung, deren Ordnung gleich oder kleiner als die von @ =0
ist, auf mehr als eine- Weise und daher nach Satz IV des § 3 auf un-
endlich viele Weisen kleinstes gemeinsames Vielfaches irreduzibler linearer
homogener Differentialgleichungen. Aus dieser Bemerkung und Satz III
dieses Paragraphen folgt:

Satz IV. Gibt es fir eine reduzible lincare homogene Differential-
gleichung eine einzige oder eine endliche Anzahl verschiedener irreduzibler
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linearer homogener Differentialgleichungen, durch deren Integrale die wor-
gelegte reduzible lineare homogene Differentialgleichung befriedigt wird, so
ist die Summe der Ordnungen dieser irreduziblen Differentialgleichungen
stets Kleiner oder hochstens gleich der Ordnung der reduziblen Differential-
gleichunyg.

Ferner ergeben sich aus Satz III und den Resultaten des vorigen
Paragraphen:

Satz V. Notwendig und hinreichend, damit eine lineare homogene
Differentialgleichung mit unendlich vielen verschiedenen irreduziblen linearen
homogenen Differentialgleichungen Integrale gemeinsam hat, ist, daf es
wenigstens zwer irreduzible lineare homogene Differentialgleichungen gibt,
deren Irtegrale der vorgelegten Differentialgleichung geniigen und die gegen-
seitig von derselben Art sind.

Satz VI. Hat eine lineare homogene Differentialgleichung mit unend-
lich wvielen irreduziblen linearen homogenen Differentialgleichungen Integrale
gemeinsam, so gibt es unter einer jeden beliebigen Anzahl derartiger wrredu-
zibler Gleichungen, bei denen die Summe der Ordnungen gleich oder grofer
als die Ordnung der wvorgelegten Differentialgleichung ist, wenigstens zwes
Differentialgleichungen, die von derselben Art sind.

Die Sitze IV, V und VI habe ich auch in meiner Arbeit ,Uber
reduzible lineare homogene Differentialgleichungen (Math. Ann., Bd. 56,
S. 570 u. 575) bewiesen. Hingegen gilt be: Zugrundelegung des in dem
vorliegenden Aufsatze beschriebenen Rationalititsbereiches X micht mehr der
am angefiihrten Orte auf Seite 577 hergeleitete Satz:

Damit eine lineare homogene Differentalgleichung mit unendlich vielen
irreduziblen linearen homogenen Differentialgleichungen Integrale gemein-
sam hat, ist notwendig und hinreichend, daB die vorgelegte Differential-
gleichung auBer einem Integral y,, das auch einer irreduziblen linearen
homogenen Differentialgleichung geniigen muB, noch ein zweites Integral
der Form:

dy, ds-1y,
bo (%), + bl(x)‘(% + et bs—1(x)7{$s——g‘/1‘

besitzt; dabei sollen b,(z), b, (z), - - -, b,_, (x) Funktionen des Rationalitits-
bereiches und s die Ordnung der irreduziblen Differentialgleichung, der y,
geniigt, bedeuten. by(xr) = Const, gleichzeitig

b(@) = by(@) = - = b,_; () = 0

ist natiirlich ausgeschlossen; einige der Funktionen b,(2), b, (z),---, b,_, (),
jedoch nicht alle, konnen selbstverstindlich verschwinden. |

Der angegebene Satz gilt sicher, falls ein Rationalititsbereich X, der
alle reellen und imaginiren Konstanten enthilt, zugrunde gelegt wird.
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In meinem fritheren oben zitierten Aufsatz ist die Zugehorigkeit oller
reellen wie imaginiren Konstanten zum Rationalititsbereiche vorausgesetzt.
(Vgl. 8. 574, Zeile 10 ,wobei 4 und p willkiirliche Konstante sind“ Be-
niitzung der Rationalititsgruppe, vgl. meinen Aufsatz ,,Uber die Adjunktion
von Integralen linearer homogener Differentialgleichungen®, Math. Annalen,
Bd. 59, Anmerkung auf S. 437, wo ich diesen Gegenstand schon zur
Sprache brachte. In meiner zitierten Arbeit in den Math. Annalen, Bd. 56
ist also der Rationalititsbereich wie in dieser zu wihlen, auBerdem soll
er noch alle Konstanten enthalten.) DaB der zuletzt angegebene Satz fiir
einen Rationalititsbereich, der nicht alle Konstanten enthilt, nicht mehr
zu gelten braucht, lehrt das mir von Herrn Landau in einem Briefe vom

4. Februar 1903 mitgeteilte Beispiel der Differentialgleichung % +y=0.

dy, dsinz

Sie hat y, =sin g, = = — = = cos # zu Integralen. Diese Differential-

gleichung ist aber, wie man leicht zeigt, im Zahlenkdrper aller reellen
Zabhlen irreduzibel; im Korper aller reellen wie imaginidren Zahlen wird
sie reduzibel. Der Grund, warum der fragliche Satz fiir einen Rationali-
tatsbereich X, der nicht alle reellen wie imaginiren Konstanten enthilt,
versagen kann, liegt darin, daB zu seinem Beweise ein Satz von Herrn
Frobenius®) beniitzt wurde, dem man folgende Fassung geben kann:
Wird von dem unserer Betrachtung zugrunde liegenden Rationalitits-
bereiche X vorausgesetzt, daf alle reellen wie imaginiren Konstanten zum
Rationalititsbereiche gehdren, so ist jede lineare homogene Differential-
gleichung mit Koeffizienten aus X reduzibel, wenn von zwel verschiedenen
threr Integrale das eine ein linearer homogener Differentialausdruck des
anderen mit Koeffizienten aus X' ist.

Wie mir Herr Landau in einem Briefe vom 21. Februar 1903 mit
Beweis mitgeteilt hat, gilt iibrigens der eben angefiihrte Satz von Herrn
Frobenius schon dann, wenn jede Wurzel jeder algebraischen Gleichung
mit Zahlenkoeffizienten aus dem Rationalititsbereiche dem Rationalitits-
bereiche angehort, also z. B. fiir den Rationalititsbereich aller rationalen
Funktionen von z, deren Koeffizienten algebraische Zahlen sind. Da8
aber der Frobeniussche Satz nicht auf den im § 1 definierten Rationalitits-

: 2
bereich ausgedehnt werden kann, lehrt das Landausche Beispiel 3—93, +y=0.%¥)

# @. Frobenius, Journal f. d. r. u. ang. Math., Bd. 76, S. 268.
*) Vgl. die Note von Herrn E. Landau in Archiv der Math. u. Phys., 3. Reihe,
Bd. 10, S. 45—50.



112 A. Loewy.

§ 5.
Zerlegung eines linearen homogenen Differentialausdruckes in
groBte vollstindig reduzible Faktoren.

Wir sagen: der lineare homogene Differentialausdruck
1) Q=VVer-- ¥,

mit Koeffizienten aus X ist in groBte vollstindig reduzible Faktoren zer-
legt, wenn die Summe der Ordnungen der linearen homogenen Differen-
tialgleichungen V, =0, V,_,=0,---,V,=0, V,=0, V; =0 mit Koeffi-
zienten aus X gleich der Ordnung von @ = O ist, und wenn ferner ¥, =0
eine groBte vollstindige reduzible zu @ = O gehorige lineare homogene
Differentialgleichung ist, ¥, = O eine groBte vollstindig reduzible lineare
homogene Differentialgleichung, die zu V,V,_; - - - V3V, =0 gehort, drittens
V=10 eine groBte vollstindig reduzible lineare homogene Differential-
gleichung, die zu V,V,_, - - - V5= 0 gehort, usw., schlieBlich ¥, = 0 selbst
eine vollstindig reduzible lineare homogene Differentialgleichung ist.
Vi, V3, Vs, -+, V, nennen wir grofte vollstindig reduzibleFaktoren von Q.
Die geschilderte Zerlegung von ¢ ist nicht eindeutig, denn man kann
offenbar einen beliebigen der Faktoren V, mit einer willkiirlichen, dem
Rationalititsbereiche X angehsrigen Funktion von 2 multiplizieren und
dann die Kette (1) entsprechend nach links fortsetzen.

Unter Benutzung der im § 2 am SchluB eingefiithrten Bezeichnung
nohnliche Differentialgleichungen® gilt folgender Satz:

Auf welche Art und Weise auch immer ein linearer homogener Diffe-
rentralausdruck mit Koeffizienten aus X in grofte vollstindig reduzible
Falktoren zerlegt wird, so enthdlt jede Zerlegung gleich viele grofte vollstindig
reduzible Faktoren, und diese sind bei irgend zwei Zerlegungen der Reihe
nach einander so zugeordnet, daf immer zwei durch Nullselzen zugeordneter
grofter wollstindig reduzibler Faktoren sich ergebende lineare homogene
Differentialgleichungen dhnlich sind.

- Sel neben
(1) Q=VzV2—1"'V3V2V1
noch
(2) Q= W1'W/‘.'-1' te W3W2W71

eine zweite Zerlegung von @ in groBte vollstindig reduzible Faktoren.
Unser Satz behauptet, da 1= 1" sein muB, und ¥V, =0 und W, =0,
Vo=0 und Wy=0,---,7,=0 und W,=0 3zhnliche Differentialglei-
chungen sind. Beim Beweise des Satzes bedenken wir zunichst, daB
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W,=0 und ¥, =0 groBte vollstindig reduzible zu @ = O gehorige Dif-
ferentialgleichungen sind. Nach Satz I des § 4 wird mithin:

wobei f(z) eine Funktion aus dem Rationalititsbereiche X ist. W, =0
und ¥, =0 haben infolge der Gleichung (3) genau dieselben Integrale,
sind also sicher #hnliche Differentialgleichungen. Infolge der Gleichung (3)
geht die Gleichung (2) iiber in:

4) Q=WyWy_y--- W W, (f@ V).

Man fithre die durch das Symbol W, ausgedriickte Differentiationsopera-
tion aus und ordne nach Ableitungen von V,; auf diese Weise erhilt man
) Wy (f@V,) = X,7;.

X, bedeutet einen linearen homogenen Differentialansdruck mit Koeffi-
zienten aus X.

Aus den Relationen (4) und (5) folgt:

(6) Q= Wz'W.z'-r" WsX*er
Wir setzen

() U= W Wy - WX,

also:

(8) Q= UV,.

Wir betrachten X, =0 nﬁ,her Aus der Gleichung (5) folgt: Man

findet durch Multiplikation mit —— f( 2 8us den Elementen eines Fundamental-

systems von Integralen von W,=0 die entsprechenden eines Fundamental-
systems von X, =0. Es sind also W,=0 und X,=0 dhnliche Diffe-
rentialgleichungen. Bedenkt man, daB nach dem im § 2 angegebenen
Fuchsschen Satze zwei shnliche lineare homogene Differentialgleichungen
gleichzeitig reduzibel oder irreduzibel sind, so folgt, da W, =0 als voll-
stindig reduzible lineare homogene Differentialgleichung kleinstes gemein-
sames Vielfaches irreduzibler linearer homogener Differentialgleichungen
ist, daB dies auch fiir X, =0 zutreffen mufl. X,=0 ist also auch eine
vollstéindig reduzible lineare homogene Differentialgleichung.

Wir fithren jetzt den Nachweis, daB X, = 0 eine groffe vollstindig
reduzible lineare homogene Differentialgleichung ist, die zu U = O gehort.
Angenommen X, = O sei keine griBte vollstindig reduzible lineare homo-
gene Differentialgleichung, die zu U/ =0 gehért. Es mdge X, =0 eine
groBte vollstindig reduzible lineare homogene Differentialgleichung mit
Koeffizienten aus X sein, die zu U = 0 gehort. X, = 0 ist infolge seiner
vollstindigen Reduzibilitit als kleinstes gemeinsames Vielfaches irreduzibler
linearer homogener Differentialgleichungen auffaBbar, ferner ist nach (7)

Mathematische Annalen. LXIL 8
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jedes Integral von X, = O auch Integral von U= 0. Hieraus folgt nach
Satz II des § 4, daB die lineare homogene Differentialgleichung X, = 0,
die nach Voraussetzung die grofte vollstindig reduzible lineare homogene
zu U= 0 gehorige Differentialgleichung mit Koeffizienten aus X ist,
durch alle Integrale von X, = O befriedigt werden muf. Mithin 148t sich
ein linearer homogener Differentialausdruck Z mit Koeffizienten aus X
finden, so daB

) X, =2X,

wird. Ist X, = 0 nicht groBte vollstindig reduzible lineare homogene
Differentialgleichung, die zu U = 0 gehort, so wird X, =0 von héherer
Ordnung als X, = 0.

Da X, =0 eine groBte vollstindig reduzible zu U= O gehorige lineare
homogene Differentialgleichung ist, kann man U so in groBte vollstindig
reduzible Faktoren zerlegen, daB die Zerlegung mit X, schlieft. Es
sel also

(10) U= X¢X¢—1 Tt X3)_12

eine Zerlegung in grofte vollstindig reduzible Faktoren.
Aus den Gleichungen (8), (9) und (10) folgt:

(11) Q=X X, ;- X72X7V,.
Infolge der Gleichungen (5) und (3) geht (11) iiber in
(12} Q=X X, - X ZW, W,.

Wir filhren den linearen homogenen Differentialausdruck W, mit Koeffi-
zienten aus X ein und verstehen hierunter:

(13) W,=2ZW,.
Die Gleichung (12) kann jetzt auch in der Form:
(14> Q=X X, ;- X3W2 W,

geschrieben werden.
Nach (5) ist
ZWy(f@V) = ZX,7,,

und mit Hilfe von (13) und (9) erhilt man:

W, (f@) V) = X, 7.
Die* soeben gewonnene Gleichung lehrt, daB man aus einem Fundamental-
system von Integralen von X, = 0 eines von W, = 0 durch Multiplikation
mit f(z) erbilt. Folglich ist W, = 0 ebenso wie X, =0 eine vollstindig

reduzible lineare homogene Differentialgleichung.
Aus den Relationen (14) und (2) folgt:

XX, , X W= W, Wy W, W,
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Da W,=0 und W,=0 vollstiindig reduzible lineare homogene Differen-
tialgleichungen sind und W, = 0 eine groBte vollstindig reduzible lineare
homogene Differentialgleichung mit Koeffizienten aus X ist, die zu
W, W,_,--- Wy W, gehért, so kann W, = 0 nicht von héherer Ordnung
als W, = 0 sein. Nach (13) sind W, und W, durch W, = Z W, verbunden;
mithin kann der lineare homogene Differentialausdruck Z nur eine bloBe
dem Ratiopalititsbereich = angehorige Funktion von z sein, sonst wire
ja W, hoherer Ordnung als W;. Aus (9) folgt, daB sich auch X, und X,
nur um einen Faktor, der bloBe Funktion von z allein ist, unterscheiden.
X, =0 ist also eine groBte zu U= 0 gehorige vollstindig reduzible lineare
homogene Differentialgleichung.
Aus (6) und (1) kann man schlieBen:

(15) W Wy W Xy=V,V,_,--- V.
Da X, =0 eine groBte vollstindig reduzible lineare homogene zu
U= WW,_y - Wy X,=0

gehorige Differentialgleichung ist, haben wir in der Relation (15) eine
Zerlegung eines Differentialausdruckes niedrigerer Ordnung, als die von @
ist, in groBte vollstindig reduzible Faktoren. Hierfiir konnen wir unseren
Satz als bewiesen annehmen. Unser Satz gilt ja sicher fiir eine voll-
stindig reduzible lineare homogene Differentialgleichung. Folglich sind
Vo=0 und X,=0 3hnliche lineare homogene Differentialgleichungen,
und das gleiche gilt fir V=0 und W;=0, fir V,=0 und W, =0, usw,,
schlieBlich ist A= 4, und V,=0 und W, =0 sind ihnliche Differential-
gleichungen. X,=0 und ¥, =0 haben als groBte vollstindig reduzible
lineare homogene Differentialgleichungen, die zu derselben Differential-
gleichung U= W, W, _,--- W; X, = 0 gehoren, sogar alle Integrale ge-
meinsam. X, =0 und W,= 0 waren, wie auf S. 113 gezeigt wurde, shn-
liche Differentialgleichungen. Hieraus folgt, da V;= 0 und W,=0 #hn-
liche Differentialgleichungen sind. ¥, =0 und W, = O haben als groBte
vollstindig reduzible lineare homogene Differentialgleichungen, die zu der-
selben Gleichung @ = O gehoren, sogar alle Integrale gemeinsam. Hiermit
ist unser Satz vollig bewiesen.

Die Zerlegung eines linearen homogenen Differentialausdruckes @ in
groBte vollstindig reduzible Faktoren @ =V,V,_,---V,V,V, kann nach
Satz I und II des § 4 zu einer willig eindeutig bestimmiten gemacht
werden, wenn man verlangt, daB als Koeffizient der hichsten Ableitung
bei V,, V,,---, V,_, die Einheit und bei V, der Koeffizient der héchsten
Ableitung von @ steht. .
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8 6.

Zerlegung eines linearen homogenen Differentialausdruckes in
irreduzible Faktoren.

Fiir die Zerlegung eines linearen homogenen Differentialausdruckes ¢
mit Koeffizienten aus dem im § 1 beschriebenen Rationalititsbereiche X
in irreduzible Faktoren gilt der

Satz I Auf welche Weise auch immer ein linearer homogener Diffe-
rentialausdruck mit Koeffizienten aus X in irreduzible Faktoren zerlegt wird, so
kann man die Faktoren ewmer jeden Zerlegung den Faktoren einer jeden
anderen Zerlegung eineindeutig zuordnen, so dafl immer die zwei durch Null-
setzen der zugeordneten Faktoren entstehenden irreduziblen linearen homogenen
Differentialgleichungen gegenseitig von derselben Art sind.

Zum Beweise dieses Satzes wurden in meiner fritheren Arbeit (Math.
Ann. Bd. 56, S. 565) auch nur Sitze aus dem § 2 des vorliegenden Auf-
satzes verwandt.

Oben wurde im § 3 auf S. 97 der vollstindig reduzible lineare homo-
gene Differentialausdruck ¥ mit Koeffizienten aus X in irreduzible Fak-
toren zerlegt:

V=4 A4

oA,y A?J -

Die lineare homogene Differentialgleichung V= 0 war hierbei als kleinstes
gemeinsames Vielfaches der irreduziblen linearen homogenen Differential-
gleichungen J; =0, J;=0,---,J, =0 angenommen, und es ergab sich,
daf A;=0 und J,=0 (f=2,---,9) zwei irreduzible lineare homogene
Differentialgleichungen derselben Art waren. Unter Beachtung des Satzes 1
folgt:

Satz Il Ist V=0 eine vollstindig reduzible lineare homogene Diffe-
rentialgleichung mit Koeffizienten aus dem Rationalititsbereiche X, die das
Eleinste gemeinsame Vielfache der in bezug auf X irreduziblen linearen homo-
genen Differentialgleichungen J, =0, J,=0,--., J =0 mit Koeffizienten
aus X ist, so sind bev jeder Zerlegqung des Differentialausdruckes V in ir-
reduzible Faktoren die durch Nullseizen der g FaMoren entstehenden irredu-
ziblen linearen homogenen Differentialgleichungen mit den irredusiblen linearen
homogenen  Differentialgleichungen J, =0, Jy=0,---Jd =0 in gewisser
. Reihenfolge von derselben Art.

Hat man einen linearen homogenen Differentialausdruck @ mit Koef-
fizienten aus X in groBte vollstindig reduzible Faktoren zerlegt:

(1) Q=VV,_, -V, (vgl. S. 112),
so kann man durch weitere Zerlegung jedes Differentialausdruckes V in

irreduzible Faktoren:
V= A‘(]Ag_1 A
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eine Zerlegung in irreduzible Faktoren herleiten. Durch Beachtung von
Satz I und II ergibt sich:

Satz III. Auf welche Weise auch immer ein linearer homogener Diffe-
rentialausdruck mit Koeffizienten aus X in irreduzible Foktoren zerlegt wird,
so sind die durch Nullsetzen der Faktoren entstehenden irreduziblen linearen
homogenen Differentialgleichungen mit denjenigen vrreduziblen linearen homo-
genen Differentialgleichungen von derselben Art, die sich ergeben, wenn maon
den vorgelegten Differentialausdruck i grofite vollstindig reduzible Faktoren
zerlegt und jeden vollstindig reduziblen Faktor als Fleinstes gemeinsames
Vielfaches irreduzibler linearer homogener Differentialgleichungen auffapt.

Mirz 1905.




