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DaB dei Kreis un~r allen ebenen Kurven yon gegebenem Umfang 
den grSBten Tnh~]~ babe, is~ eine Behaup~ung, welche ~ir unsere Vor ~ 
steIlung eine Art unmittetbarer Gew:d~hei~ besit~t~ Es ist nicht o!me 
Interesse den hierfiir mat~ebenden Grfinden nachzugehem Einen Haupt- 
anf~fl an der Aasbfldung der Vorst~llung ha~ jedenfan~ die E , ~  
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dab be]:m Anfiillen einer biegsamen aber nicht behebig debnbaren ttiille 
yon zylindrisch allseRig geschlossener Form mit einem festen Material, 
Wasser, Sand, SchrotkSrner etc., sich dieselbe mehr und mehr abrunde~ 
und dab sie schliel~lich under Spannung der Wandung einen kreisfSrmigen 
Quersch~it~ bekommt. 

Da~ intuitiv-mechanische Gefiih~, das die Vorstellung begleitet, stammt 
jedenfa~ aus dieser Quelle. Man hat unmit~elbar das Geffihl, dab der 
Inhalt einen allseitig gleichmiit~igen Druck auf die Wandung austibt und 
sie dadurch in die Kreisform zwingt. Vielleicht muB man abet auch noch 
ein visuelles Moment berEicksichtigen. Wir machen Slier die Effahrung, 
dab wit eine kreisfSrmige FIiiche schneUer mit den Blicken beherrschen, 
als eine nichtk'reisFSrmige Fl~iche yon sonst gleichem ]nhalt. Der wandernde 
Blick hat im Durchsctmif~' geringere En~ernungen zu tiberwinden, um die 
Dimensionen der Fl~che zu erfassen. Dementsprechend erscheint uns auch 
die Kontur geringer. Das Gesichtsfeld selbst hat ja aus solchen Grttuden 
eine nahezu kreisf'Srmige Gestalt. So wirken vielleicht zwei Momente 
verschiedener lqatur zusammen, um der Vorstellung die zwingende Gewalt 
zu verleihen, die ihr eigen~m]ich ist. 

Die einleuchtende EinfachheR des Satzes, sowie die verhtiltnism~l~ige 
Schwierigkei~ einer strengen Begriindung ha~ die Aufmerksamkeit der 
Mathematiker schon frtihzeitig auf sich gezogen. Iudem ich die ersten 
unvollkommenen Versuche iibergehe, erw~hne ich besonders J. S te iner ,  
~ber Maximum und Minimum bei den Figuren etc. Werke Bd. II, 16. 17. 
H. A. Schwarz,  Math. Abhandlungen "Bd. I, S. 327ff. Minkowski ,  

#,  

Math. An_n. Bd. 5 7 . -  Hurwi~z, Annales de l'Ecole normale sup6rieure 
t. 19~ 1902. 

Es muB auffallen, clat~ die bisherigen Beweise mit der ursprtinglichen 
QueUe, aus der wir die GewiBhei~ seiner RichtigkeR schSpfen, in keiner 
Beziehung stehen. Es schien mir daher lohnencl einen Versuch zu machen, 
auf tier anschaulichen Grtmdlage einen strengen Beweis zu fiihren. Hierbei 
dien~e die folgende Vorsf~llung als Ausgangspunkt der Bef~racht~mg. Es 
mSge sich auf einer Kugeloberfl~che, etwa tier fiberall als glair gedachten 
Erdoberfi~iche, eine FliissigkeRsschicht, die yon einem elastischen Bande 
umscMungen und zusammengehalten ist, yon einem Punkte, etwa. dem 
Nordpol aus, sich ausbreiten. Dabei wird die Kontur under der Wirkung 
tier mechanischen K r ~ e  stets eiu Kreis bleiben. Im Verlauf der Aus- 
deh,nng wL-zl alas Wasser einmal die gauze nSrdhche Halbkugel be~tecken 
und ih~-e Kontur wivd dex ~quator sein. Dutch dieselben ~ also, 
we|the ~o~her die Begrenmmg ]~eisF6rmig gestatten, wird sie einmal ein 
gr6.B~ K~'~is uaet ~a!so die k ~ u ~  Verhindung zweier ibrer Punk~e. 
]tier is~ ~so ei~ 'offauburer Zusamme,h~.ug des vorliegemdea~ l~obl~ms 
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mit dem einfacheren der kfirzesten Verbindung zweier P~ml~e. Dar ge- 
such~ Beweis besteht lediglich in einer genaueren /kusarbeihmg des 
analogen Verhiiltnisses bei der Ausdeh~ung nicht kreisffirmiger Schichien. 
(Tefl L) Allerdings ist damit zun~chs~ nut der Satz ffir die Kurven auf 
der Kugeloberfl~iche bewiesen. 

Um daraus ffir die ebenen Kurven das gleiche folgern zu lr6nnen, 
mu$ ein Grenzfibergang gemacht werden. Es mu~ hierzu nachgewiesen 
werden, dab wir yon dem Prinzip der Stetigkeit Gebrauch machen dfirfen. 
Es wird demen~sprechend gezeigt, dab eine kleine Ab~nderung der Be- 
dingungen unserer Erscheinung nut eine kteine Abiinderung dieser selbst 
zur Folge hat, und dami~ die Berechtigung des Grenzfibergangs gesichert. 
Der Nachweis geschieht in Form einer Ungleichung ~fir die sph~rischen 
Kurven, welche sich auf die ebenen Kurven iibertr~gt (Teil II). 

Teil I. 

Das sphfirische P r o b l e m .  

Einfach  gesch lossene  Kurven.  

Das Ziel der Be~rachtung in 
folgenden 

K o n v e x e  Kurven.  P a r a l l e l k u r v e n .  

dem ers~en Tefl ist der Beweis des 

Saiz  1. Unter allen einfach geschlossenen konvexen Kurven auf der 
Kugeloberfl~he yon gegebenem Inhalt hat der Kreis den kiirzesten Umfa~g. 

Wir werden den Beweis zun~hs~ nur ~ solche ko~vexe Kurven fi!bren, 

welche tiberall e/he bestimmte geodiitische Kriimmung 1 d~ o--g ~ - ~  besi~zen und 

die darin liegende Einschr~nkung im zwei~en Teile aufheben. Wir st~llen~ 
der grS~eren Klarheit halber~ die De6nitionen der verwendeten Begriffe 
bier noch einmal zusammen. 

1. Definition der einfach gescMossoge~a spMirischen Kurve C. Es seie~ 
x ~-x( t ) ,  y = y(t),  z = z(t) eindeutige und stetige Funktionen der reellen 
Variabeln t yon der Periode T~ so dab allgemein x(t)=x(tH- T), y ( t ) = y ( t +  T)~ 
z(t)  = z( t+ T) ist; we-~ dann x ~ + y~" + z 2 = r ~ fiir alle Werte yon t is t ,  
so durchl~u~ der Punkt (x, y, z) fiir variable t eine geschlossene sph~sche 
Kurve C, welche einfach gescI~ssen heil~t, sobald zwei verschiedeaen Wert~n 
yon t i m  In~rval| 0--.  T zwei versehiedene Punlr~e (x, y, z) en~sprechen. 

2. In]~ t  der s p h t i r : ~ n  Kurve. Nach C. J o r d a n  ~efl~ die Kurve G 
die Kugeloberfl~iche in z~ei ge~re,nt~ Teile ~ und S*). Jecter & ~  

*) C. Jordan, Cours d'analyse 2. dd. Bd. I, p. 90. Die BeCrach~-g i~-~ dor~ nmr 
ffix ebenr Kurven g e S ~ ,  l~i~t sich ahex otme wei~res ~ f  sph~ixise.~ i i ~ e x ~ a .  



kann als ~nneres resp. Augeres tier Kurve C angesehen werden und be- 
sitzt zugleich einen bestimmten Inhalt~ der entsprechend als Inhalt J der 
Kurve C bezeichnet werde. (Ira allgemeinen werden wir den kleJneren 
als Inneres~ den gr~Beren als ~uBeres auffassen.) Der Umfang der Kurve 
wird in der fiblichen Weise definiert und mit L bezeichuet. 

3. Konvexe J~urven. Eine Kurve C heig~ konvex, wenn sie yon einer 
sphiirischen 3eraden (grSBtem Kreise) in nicht mehr als zwei Punkten 
a und fl so geschnitten wird, dab die Strecke a~ ganz im lnn ern yon 
C liege. 

Wi t  nehmen an, die kon~exe Kurve C babe an jeder Stelle eine be- 

stimmte Tangente t und geod~ifische Kriimmung 1 d~ = - d s '  wo dv das 

Element des Kontingenzwinkels bedeutet. Die Tangente t im Pnnkte a 
hat mit der Kurve C keinen zweiten Punkt fl gemein~ da sonst eine der 
die Tangente approximierenden Sehnen drei Punkte a ,  a" und fl' mit 
der Kurve C gemein haben wfirde. 

Es liegt also die Kurve C ganz innerhalb einer der beiden Halbkugeln, 
welche die Tangente t begrenzt. 

4. ParaUelkurven. Die in der Einleitung besprochene Ausdehnung 
eines sph~irischen Fl~ichenstfickes ffihr~ die Kontur desselben in eine 
parallele Kontur fiber. Wir  betrachten demgemiiB, und zwar der Ver- 
einfachung halber ffir r = 1, die ~ui~eren Parallelkurven Q einer konvexen 
Kurve C mit angegebenen Eigenschaften, die den allseitigen AbsCond e 

S atz 2a. Die iiuflere t)arallelkurve C. im Abstande~ (0 <~ < 2 )  

zur Kurve C ist eine einfach gescIdossene Kurve (die jedoch im allgemeinen 
nicht konvex ist). 

Beweis .  Es sei ~ ein Ptmk~ auf der ~iuBeren Normalen n im Punlrte a 

aft des Punktes a yon einem beliebigen andern Punkte fl der Kurve C 
grS~er als ~. 

Den- der um ~ mit dem Radius ~ geschlagene Kreis berfihr~ in a 
den g rSgten Kreis t, der in a tangiert~ und wird dutch diesen yon der 
Kurve C ge~renn~ h]so schneider aft den grSB~n Kreis t und zugleieh 
den Kreis mJt dem Radius e, so dab ~fl > e ist. Hieraus geht hervor, 
dab die ~iui~ere Parallelkurve C, sich nich~ selbst~ in einem PunkCe 
schneide~ ]~ann~ Denn ein soIcher Punkt a wiirde yon zwei Punk~n a 
und ~ der Kurve C gleichen Abst~;nd e haben, was u,mSglich ist. 

Wi t  beweisen fernex den 
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Sa~z 2b. 

Kurve C sein Vorzeichen, so lange 0 < e < T ist 

gleichen Bedingung an jeder Sielle 

ds~ ~ f ds~. d s . - -  0 trod L.  

Beweis.  Wenden wit dieselbe Bebrachtung wie helm Beweis yon 
Satz 2a auf zwei tmendlich benachbar~e Hormalen an, so erkennen wit, 
da$ sich dieselben ftir den angegebenen Bereich der GrSl~e e auSerhalb 
der Kurve nicht schneiden. Es wird daher ds. im gleichen Sinne durch- 

laufen wie ds und es wird L. = f d s ,  die Liinge im gewShnlichen Simae be- 

deuien. Bezeichnet ferner t) die amr der inneren Normalen gemessene Ent- 
fernung des Mittelpunkts des oskulierenden Kreises yon dem P u n ~  a, so ist 
offenbar P + ~ der Radius des oskulierenden Kreises an dem entsprechen- 
den Punkte yon C~. Die Linienelemente ds and ds, verhalten sich~ wie die 
Peripherien der oskulierenden Kreise, also wie 2g  sin P zu 2:~ sin ( P +  e). 
Es isl also 

d s~ ~ ds sin (P-~-~) 
sin P 

woraus an der S~elle ~ = 0 

Das Lin~enelemenf, ds bewahr~ bei der Dflaf~$ion der 

und es is$ unter der 

ds, = ds .  ctg P = ds 

infolge der bekannten Beziehung ctg ~P= 1 folgr 

Die gleiche Betrachtung gil~ an jeder S~elle ~ im betrachtehm Bereich, 

allgemein woraus also far 0 < ~ < ~- 

folg . 

ds~ ~ ds, 
9~ e~ 

w  

Das Zustandsdiagramm. 

Um uns fiber den Sinn unserer Behauptung volle Klarheit zu ver- 
J schaffen, tragen wit in einer X Y-Ebene 2 ~ - - ~  als X-Koordina~e, L al~ 

T 

Y-Koordinate auf, wobei wit L und J ~- ~- sta~ L and J einfiihren, um die 

Be~rachtung auf die Einheitskugel zu verlegen. 
Lassen wir nun eine beliebige einfach geschlossene Kurve C auf der 

Kugeloberfl~che aUe mSglichen Formen ~nehmen,  so en~sprieht einem 

S L wr jeden ihrer ,,Zust~nde 'c ein bestimmtes Werf~epaar 2 z - - r ~  , r 

in der X Y-Ebene dutch einen Punk~ t) repr'~sen~iel4 wit& 
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Die X~Y-Ebene heii~e dementsprechend die ,Zustandsebene" der 
Kurve (7. Die Gesam~heit aller Punkte, welche auf diese Weise in der 
X Y-Ebene erreicht werden kSnnen, bezeichnen wir als das ,,reellv Gebiet G'; 
welches also in besf.immtem Sinne zu den Kurven C geh(irk Alle die- 
jenigen Punkte der Zusf~ndsebene, welchen keine wirklichen Kurven ent- 
sprechen, bellmen das imagin~re oder unmb'gliche Gebiet U. 

Aus dieser Auffassung, welche sich bei allen Aufgaben der Variations- 
rechnung, wo Nebenbedingungen gestell~ sind, in gleicher Weise ent- 
wiekeln l~Bt, ergeben sich ohne weiteres diejenigen Fragen, deren 
LSsung als die natiirliche Aufgabe dieses Teils der Variationsrechnung 
erscheint. 

Das Gebiet G ist als Punldmenge definierk Es ist die lffa~ur dieser 
Punl~tmenge zu shldieren. Man mul~ z. B. zeigen, ob sie abgeschlossen, 
ob sie in sich divht, zusammenMingend etc. isk 

In den meisten F~llen wird man, wie im vorliegenden, zeigen, dab 
das Gebiet G ein Kontinuum bildet, d. h. ~ jeder Punk~ eine Um- 
gebung besitzt und mit jedem andern stetig verbunden werden kann. 

Als zentrale Frage mul~ aber die folgende angesehen werden: 
Welches ist die iVatur der Begrenzung der Punktmenge G? 

d.h .  
1) Geh6rt die Begrenzung yon G zu G selbst oder zu U? 
2) Welches sind diejenigen Gebilde, deren Zustand die Punkte 

der Begrenzung darstellen? 
Die Begrenzung ist dabei als die Menge tier Punkte gedacht, welche 

zugleich Grenzpunkte der Punkte yon G uncl der Punkte yon U sind. 
Wit wollen die Punkte der Be~enzung als kritische Punkte bezeichnen. 

Die Aufgabe, bei gegebenem X das kleinste zugehSrige Y zu be- 
s6mmen, ist offenbar ein spezieller Fail der allgemeinen Fragesiellung. 
Es wird dabei das Gebilde der kritischen Punkte dutch eine Sctmr yon 
Parallelen zur Y-Achse geschnitten und es werden die Schnittpunkte oder 
ein Teil derselben aufgesucht. Wenn die kritische Kurve abet aus mehreren 
Zweige~ hest~ht oder stiickweise der Y-Achse parallel ist, so erweist sich 
diese spazielle Fragestellung als unzweckmiil~ig und mul~ durch die all- 
gemeAne ersetz~ werden. 

Wenn die kritische Kurve eine monotone Funktion yon X ist, so is~ 
auch X eine eindeu~ge Funktion yon IF, und die Aufgabe alas griiBte X, 
das zu einem gegebenen Y gehiir~, zu suchen, hat dieselbe LSsung~ 
A. Mayer ha~ i3I einer wichtigen Arbeit*) die analy~ischen Bedingungen 
flit eine soldhe Umkehrbarkeit der Frages~llung aufgesf~llk 

*) A. Mayer, M~t~h. Auu, Bd~ 26~ p. 74, 
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Bei Aufgaben, in denen drei GrSBen X, Y, Z oder mehr vorkommen, 
ist es meist noch wesentlicher, die spezielle Fr~gestellung durch die a l l  
gemeine zu ersetzen, da das kritische Gebilde in den vielen Fiillen aus 
ganz verschiedenartigen Fl~chen zusammengesetz~ ist. 

Wit  wollen nun die u bei unserm speziellen Problem ins 
Auge fassen. Wenn die sph~irischen Kreise in der Tat die behaup~ete 
Minimaleigenschaft haben, so ist das kritische Gebflde bier ein Dreieck, 
welches yon zwei Parallelen zur Y-Achse im Abstande + 2z und - -2~ ,  
sowie yon dem oberhalb der X-Achse gelegenen tlalbkreise K begrenzt 
wird, der 0 zum Zentrum und 
2~ zum Radius hat. (Fig. 1.) 

Der Halbkreis Krepr~sentiert 
die auf der Kugeloberfliiche liegen- 
den Kreise. In der Tat shad In- 
halt trod Umfang des sphibischen 
Kreises yore Radius p, dutch die 
bekannte Formel 

(1)  y = L  2 ~ s i n  e 
T T ~ 

IL_=y 

X = 2 ~  - -  7~ ~- 2 ~  cos A Fi~. 1. 
T 

+2~ 

das Argument des dars~ellenden Punktes ist gegeben, so dab a t so ) -  

Unsere Behauptung gewinnt bier also die folgende Form: 
1) Das kritische Gebilde ist ia unserm Falle der Halbkreis K 

and zwei Halbgeraden. 
2) Die Punkte des Halbkreises K st~llen allein die sph~rischen 

Kreise dar. 
Die Beziehung zwischen einem beliebigen Ptmkte des Gebietes G 

und den entsprechenden sphibischen Kurven ist keine eindeutige. Eine 
umkehrbar eindeutige Beziehung tritt-nur f/Jr die Punkte des tIalbkreises 
K ein. Allgemeine Bedingungen fiir diese Verhiiltnisse sind nich~ bekannt;. 

Da es evident ist, daft die beidea Halbgeraden zur Begrenzung yon G 
gehSren, so handelt es sich allein um die Untersuchung des Kreises K. 
Wit kiinnen daher unsern zu beweisenden S~tz auch folgendermaSen 
formulieren. Da 

(2) 

die Gleichtmg des IG-eises K ist, so ist das XuBere dutch die Ungleidhung 

(3) (" 
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eha~r i s i e r~ .  Wit mfissen daher f'fir alle sph~irischen Kurven, die nieh~ 
Kreise sind, die Ungleichung (3) behaupten, w~hrend flit die sph~rischen 
Kreise und nur ffir diese die Gleiehung 

gel~en solL 

w  

Die Transibrmation auf das absolute Problem. 

Wir nehmen also im folgenden an, dab die konvexe Kurve C an 
jeder Stelle eine bestimmte Tangente t und eine geodiitische ~riimmung 

d~ = 1__ besitze. Wenn wit jetz~ entsprechend der in der Einlei~ung ent- 
ds  o 

wickelten Vorstelltmg die Kurve C dutch einen auf das Innere ausgefibt~n 
Druck gleichm~Big ausdehnen, so wird sie in eine ituBere Parallelhn~e C. 
yore allseitige~ Abstande e-r  fibergehen." Wit wollen die Wirktmg dieser 
TransformatSon, die "wit mit T, bezeichnen wollen, in dem Zustands- 
diagrumm shxdieren. 

Is~ die Kurve C zun~hst ein Kreis, so geht sie wieder in einen 
Kreis fiber. Der darstellende Punk~ P wandert also auf dem Halbkreise K 
uad zwar durchli~uft er alle Punkte desselbea. Wenn die Kurve C ein 
grSBter Kreis geworden ist, so befinde~ sich der darstelleade Punkt P 
auf der Y-Aehse in Q. 

Wie aber gesfaltet sieh das Bild in der Zustandsebene fiir eine der 
Kurven C, welche kein Kreis ist? Die fiberraschend einfache Antwort 
liefert der 

Salz 3. Wird die Transformation T, auf alle konvexen Kurven C, 
wdche den angegebenen Bedingungen geniigen, gleichzeitig ausgeiibt, so erfiihrt 
die Zustandse~ene der darstellenden Punkte P eine Drehung um den Null- 
punkt und zwar eine Drehung im positiven Sinne um den Winkel e. 

Es sollen also die folgenden Formeln gelten: 

h 2 z - - . ~ =  2 z - -  c o s E - - - - s i ~ e ,  

wo J, uad L, Inhal~ trod Umfang der Parallelkurve C. bedeuh~m 

Beweis. E~ werde zuni4chst r = 1 gesetzt. Bekanatlich is~ ~.~ = L, 

trod also 

- L.. (4) = 
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Fiir die Dilatation des Linienelements benutzen wit die Formel yon 
w 1 Satz 2b 

a s .  ~. (0< ~ <~-) ~ d s ,  = = d ~  

Infolgedessen ist, in Hinblick auf Satz 2a, 

z. =fas. die Li~nge yon C., J, den Inhalt yon C, nach der Formel wo 

2 : t -  J, =fay. bedeutet. Aus (4) und (5) fo l~  rail ttilfe der Gleichung 

(2~ --  J.  + iL~) = i(2z-- J. + iL , )  

durch Integration yon ~ = 0 bis e = 

(6) 2 ~ -  j .  + ~ .  = ~ . ( 2 ~ - ~ +  ~L) (o_<~<~-). 

Die F o ~ e ~  (6) stim~t abe~ ~ m g  ~ i t  (~) ~be~ein, w~.n ~r ,  noe~ ~ i t  
J. L. 

Rticksicht auf ein beliebiges r, J~ durch ~ und L. durch ~ r  ffir jedes 

ersetzen. 
Zusatz .  Es ist also insbesondere 

eine lnvar ian te  unserer Transformation T~. 
Die Transformation T~ is~ fibrigens in der Ausdrucksweise der L ie -  

schen Theorie eine t?eriihrungstransformation*). 
l~euerdings hat E n g e l  in einer t~ote: Zur Fl~chentheorie**) diese 

Transformation auf einer beliebigen Fl~che untersucht. 
Der eben bewiesene Satz 3 gestatte~ den folgenden Schlu$. Gesetzt 

der Hatbkreis K wiire nicht die krifische Linie, d. h. es g~be innerha~ 
desselben einen Pun]~ P,  welcher eine konvexe Kurve C mit den vor- 
ausgesetzten Eigenschaften darstellt, so wfirden wir auf diese Kurve die 
Transformation T~ so anwenden, dag der darsteUendePunk4 .P auf die 
Y-Achse riiekts. H_ierzu is~ iibrigens effordexlich, dat~ der Winkel <):: P 0 Q -=- 

liege, eine Bedingung, die infolge der Glelchungen zwischen Null und ~- 

L ' J >  0, L > 0, sicher erFtill~ isk Indem wir also ~ ~ E 

se~zen, wird 2z~ ~ J .  = 0 und 

(s) ~ 2  = ( ~ -  ~ '  + L ~ 

*) Siehe Lie-Scheffers ,  Geomet~,ie el. Berfihrnn~arc, msformationen. Lpzg. 1896. 
~) Beriehte d. Kgl. S~chs. Akad. d. Wiss. L e ~ g  1901. 



Der Puakt P wtirde also in einen Pank~ der Y-• Q' rficken, so dat~ 
O/) -~ 0Q' < 2a" sein wfirde. Wenn wir aber beweisen, dab die Strecke 
O Q : 2~ keinen darstellenden Punkt Q" in ihrem In nern enth~ilt~ so folgt 
also, dal~ auch der Kreis K keinen darstellenden Punkt in seinem Innern 
entE41t. 

Der Punkt Q stellt die grSl~tien Kreise der Kugeloberfliiche dar. Die 
Behauptung, da~ die Sh'ecke O Q in ihrem !nnern keinen darstellenden 
Punkt eatl~t~, heit~t daher nichts anderes als: 

Unter allen Kurven der angegebenen Eigenschaft, wdche die Kugel- 
oberfl~he h~lften, hat der gr5flte Kreis den kleins~a Umfang. 

Auf dieses Problem, welches mit dem Problem der gevd~tischen Linie, 
wie wir im n~ichsten Paragraphen zeigen werden, identisch ist~ haben wir 
also das iso~erimetxische Problem zurfickgeffihrk 

{}4. 

Das absolute Problem. 

Es bleibt also noch fibrig zu beweisen, dab der folgende Satz gilt: 
S atz 4. Unter allen einfach gesch~ossenen Kurven D, welche die Kugel- 

oberfliiche higflen, hat der gri~flte.~Kreis den kleinsten Umfang. 
Hierbei ist~ es nich~ einmal nStig, fiber die zum Vergleich heran- 

gezogenen Kurven die einschr~tnkenden Voraussetzungen zu machen, welche 
sich bei der Aufstellung der Transformationsformela als n5tig erwiesen. 

Man erkennt zun~ichst, dab die Kurve D wenigstens ein Paar Gegen- 
punkte t~ und 1~ der Sphiire ent~iilk In der Tat refit auch die Kurve D ,  
welche die s'~mtlichen Gegenpunl~e der Punk~ yon D enth~lt, die Kugel- 
oberflii~he in zwei gleiche Teile. Wiirden sich nun D und D' nicht 
schneiden,~so wiirden die beiden einfach gescMossenen Kurven die Kugel- 
oberflRche in drei getren.a~ Teile T1, T~, Ts, zwei ~ul~ere T I and Ts, 
und einen mittlerea TI~., der yon D und D" gleichzeitig begrenzt wird, 
zerf~i~en. Es wiirde dann Tls einen yon Null verschiedenen I-halt haben, 
und da an(trerseits T 1 trod T~ jeder den In]aalt 2~ haben wfirden, so 
wiirde die Summe T 1 --}-T~ + .Ts grSl~er ats 4~, d. h. grSBer als die 
Kugelobertt~che ansfallen, was einen Widerspruch ergibt. Es is~ also T12 
nich~ vorhaaden und die beiclen Kurven D uad D' schneiden sich in 
wenigst~ns einem P a S t e  /~. ])anT, aber is~ /~', der Gegenpunkr yon /~, 
gleickfalls Sc.h,i~tmak~ yon D ~md D,  uad /~  and R' bilden ein Paar 
voa G~genlaank~n a~_f der Kurve C. 

Dutch _~ v~ad//" wird D in zwei Teile D 1 and D~ zerleg~, welche 
die ~ g e n  L~ ~md/_~ hubert mSge~ Is~/)1 oder D~ kein gr56t~r Halb- 
krei~ so is~ L~ oder L~ grSBex als )~ m~d daher/2 :> 2z. Sind abet D~ 
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und/)s g~r6Bte Halbkreise, so bilden sie, da D die Kugeloberfl~che h~li~n 
so b einen grSBten Kreis. Es ist also L = 2~ dann und nur dann, wenn 
die Kurve D ein grSBter Kreis ist. 

Hglt man also jetzt den eben bewiesenen Satz 4 zusammen mit den 
Ausffihrungen am SchluB des vorigen Paragraphen, so erkennt man, dab 
jetzt der folgende Satz bewiesen ist: 

Satz 5. Unter allen spMirischvn Kurven, welcI~e ]convex sind und denvn 
an jeder Stelle eine bestimmte Tangente und geod~ische Kriimmung zukommt~ 
hat der sph~rische Xreis beg gegebenem Inhalt den hleinsten Umfang. 

Ziehen wir jetzt die Formel (8) heran und bedenl~en wir~ dab L~ die 
I ~ g e  der Kurve 1) bedeutet~ so folgt, wenn wir noch berficksichtigen, 

dab die Relationen ftir eine Kugel yore Radius r gelten~ sobald L dm-ch L 
J J durch ~ ersetzt wird, aus der Ungleichung L, ~ 2~ die Beziehung 

in welcher das Oleichheitszeichen nur ftir den Fall des Kreises gilt. In 
dieser Formel ist der Inhalt des Satzes 5 ausgedriickt. 

Teil 1I. 

Die a p p r o x i m a t i v e n  S~ttze und der GrenzQbergang 
zur Ebene.  

w 

Das Yerhalten der Minimaleigenschaft beim Grenziibergang. 
Definition der natiirlichen Br~ite. 

Aus der bewiesenen Minimaleigenschaft der sph'~schen Kreise folgt 
leicht, dab die ebenen Kreise gleichfalls bei gegebenem Inhatt Kurven 
kleinsten Umfangs sind, und zwar im Vergleich mit allen ebenen kon- 
vexen Kurven, welche Tangente und Krfimmung an jeder Stelle besitzen. 
Was jedoch schwieriger zu zeigen ist, is% die Behauptung, dab die Kreise 
die einzigen ebenen Kurven dieser Minimaleigenschaft sin& ttierzu war 
es nStig, fiir die sph~.rischen Kuxven einen tieferen Satz abzuleiten. Es 
ist das Charakteristische des bier behandelte~u VarJa~ionsproblemsj dab sich 
neben den exak~  Minimumsatz ein aJ~l)roxinu~tiver Minhnumsa~z stellen 
l~Bt. Eine Kurve, welche ann~hernd Tnh~lt und Umfang eines greis~ 
hat, isl; ~rnd ein Kreis. Indem nun solche apl)roxim,~vea Sfd~ 
der Reihe nach f~dr die geod~tische Li~e und die zwischen dieser und 
dem Kreise stehenden Kurven bewiesen werden~ wird die fund a m ~ e  
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Formel (28) hergeleif~t, welche nicht nur den Grenziibergang zur Ebene 
in leichter Form ges~at~e~, sondern auch zugleich die MitteI an die Hand 
gibe, den Geltungsbereich des zu beweisenden Satzes so weit als mSglich 
auszudehnen. 

Wit  beweisen zun~ehst den 
Satz 1. Hat eine ebene konvexe Kuxve C, writhe an jeder Stelle eine 

bestimmte Tangente und Kriimmung besitzt~ den Inhalt J = zt ~ ,  so ist der 
Umfang L grSfler oder gleich 2~tt~. 

Beweis. An einen beliebigen Punkt der Ebene, welche die Kurve C 
enthiilt, legen wir die unendliche Schar der auf oiner Seite beriihrenden 
Kugeln mi~ den beliebig wachsenden Radien r und projizierea die Kurve C 
yon den Mi~elpunkfen der Kugeln auf die Oberfl~ichen derselben. Die so 
entstandenen sph~irischen Kurven C~ besitzen als Tangenten und oskulie- 
rende Kreise die Projektionen cler zur Kurve C gehSrigen Tangenten und 
oskulierenden Kreise auf die Kugelobertt~iehen. Sie haben daher ins- 
besondere keine Doppeltangenten und sind konvex. 

Aus der Formel (9) des w 4, welche wir jetzt anwenden, folg~, indem 
wit den Inhalt und Umfang yon C~ mit J~ und L~ bezeichnen 

J 3  
z 2  - Jr  + -p- _>_ o. 

L~iB~ man jetz~ r unendlich werden, so folgt aus 

(11) j - =  lira J r ,  L = lira 

(12) L ~ -- 4= g > 0. 
Isi also J =  z~R~ so ist 

was zu beweison war. 
Das Gleichhei~szeichen gil~ ffir den Fall des Kreises; es mul3 nun 

noch gezeig~ werden, da$ es ant ffir den Kreis gil~, and dab also jede 
ebene Kur~e, welche Inhal~ uad Umfang des Kreises ha*, auch selbst ein 
Kreis is~. 

Wit beginnen die Reihe tier darauf abzielenden S~tze mi~ der Er- 
klErnng der Variation des Kreises. 

E r k l ~ r u n g  1. Unter allen Kreisen, welche eine ebene einfach ge- 
schlossene Kurve C einsahlieflen, gibt es einen oder mehrere, deren Radien 
die u~ere Grenze ~1 der fiir die Radien derselben mSglichen Wer~e wirk- 
lich annehmen. (Es folgr dies aus dem Umsf~nde, dab die Kurve C eine 
g~n~. im Endlichen getegene abgesc'lflossene Pnnl~menge dars~ell~ und gfl~ 
far solche g~.~allgemein.) Wit bezeichnen e/hen derselben re.it K~. Des- 
gleiche~ gib~ es under allen Kreisen, welche ira In~ rn  tier Kurve C Iiegen, 
einen oder mehrere, deren Radien die obere Grenze 0~ tier far die Radien 
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derselben mSghehen Werte wirklieh, annehmen. Wir bezeieK~en einen 
derselben mit K s. Die Kreise K iund K s sollen innere und ~ugere Spa~n- 
kreise heiBen. Denkt man sich die Punkte der Kurve C als lest, so kann 
man die Spannkreise sich dutch zwei Kreisfedern realisiert denken, yon 
denen die inhere dutch das Bestreben sich auszudehnen, die ~iugere dutch 
das Bestreben sich zusammenzuziehen gegen die Kurve C gepreBt wird. 

E rk l i i rung  2. Die Differenz d = ~)l--0s der Radien Q1 und ~)s des 
iiuBeren und inneren Spannlrreises heiBe die natiirliche Breite der Kurve C. 
Die Entfernung f der Mi~elpnnkte M 1 und Ms der Kreise .X 1 und Ks 
beige die Exzentrizitiit der Kurve C. Es ist offenbar d2r I(_reis die einzige 
Kurve yon der natiirtichen Breite d ~ 0 und fiir iede andere Kurve ist d 
grSfler als Null. h~aloge Definitionen lassen sich auch far die sph~rischen 
Kurven treffen. Es gilt f'tir die deflnierten Begriffe der 

Satz 2. 1)ie Gr5flen d und f bleibenbei der Transformation T, invar ian t .  
Beweis. Die Gesamtheit der yon der Kurve C eingesehlossenen und 

die Gesam~heig der die Kurve C einsehlieBenden Kreise wird wieder in 
die Gesamtheit der yon der Kurve ~ eingesehlossenen resp. sie ein- 
sehlieBenden Kreise iibergefiihrt. 

Die Miitelpunkie bleiben dabei unge~indert und die Radien werden 
alle um die GrSl~e e vermehr~, in~olgedessen sind jetzt ~)l q-e und ,% q-e 
die obere und untere Grenze der Radien. Es ist also sowohl die Exzen- 
trizi~t, wie die Dicke der Kurve dieselbe. 

w  

Uber die angen~hert kiirzeste Verbindung zweier Punkte  
auf der Sphere. 

Die beka~nten Minimaleigenschaften der sphiirischen Geraden, welche 
die Grtmdlagen der Schlfisse bilden, sollen bier unter Verwendung der 
definierten Invarianten abgeleite~ werden. 

Sa~z 3. ~s  sei A B C  ein sphi~risches 
/ ) r e~k  (Fig.2), dessen Seiten kleiner als z . r  
seien. Die Seiten B C, A C und A B  seien mit 
a.r,  b.r und c.r, die sphtirische ~6he AD,  

welche gleich oder kleiner als -~ r sei , mit h . r 

bezeichnet. Es gilt die Beziehung 

(l-eosh). (14) b q- c -  a ~ 2 �9 COS2-~ - 

~4 

Pig. 2. 

C 

Beweis. E s w e r d e B / ) = a i , r =  + . r u n d  C D = a 2 - r =  -- -r 
a 

gesetz~. Es sei zun~chs~ 1 ~ -~- Aus 

Mathematische Annalen. LX. .  9 



1~0 1 ~  B ~ ~ .  

mad 

I > s i n  a +___r162 
2 

~ - - r  sin ~ - - t ~ >  0 

r 
u n ~ r  der Annahme z > '~ > 0 f o l ~  

sin = cos t~ - cos a .  

Setzen wir jetz~ r a--= b,/3----a~, mad ein ander Mal a =-c, ~ =al,  

so folgt, da die Bedingtmg z > ~ - - t ~ >  0 beide Male efffillt ist,  unter  

Beriicksichtigung yon 
COS e -~- COS a~ �9 c o s  ~ 

c o s b = c o s %  cosh ,  

b -- a2 > cos a2 --  cos b =-- cos a~ ( 1 - -  cos h) 
und 

c - -  a 1 > cos a 1 -- cos c ~- cos a 1 ( 1 - - c o s h ) ;  

dutch Addition dieser letzten Ungleichungen ergibt  sich infolge yon 
a 

cos a 1 + cos a~ = 2 cos -~- cos l 

d$ 

b + c - -  a ~ 2 cos T cos l (1 - -  cos h). 

a ~ a 
Da zun'~chst 1 ~ - f f  ~ - ~  sein soll, so .wird cos l > cos~-  und also 

Is~ andrerseits 1 > ~ ,  so ist a a > a und cos c ~- cos a~ cos h < cos a cos h. 

Es  folgt; also aus 
c - -  a > cos a - -  cos c 

ferner ist 
c --  a > cos a ( 1 -  cos h); 

Also wird sehlie$1ieh 

d. IL wieder 

A n m e r k u n g .  Wil l  man den 

spE4rische Dreieck bei gegebener 
s~ell~, so selflieSt man leich~, dais 

b > h >  l - - e o s h .  

i~ .  W i t  macheal jedoeh yon dieser 

b + c - a  > (1 + cos a)  ( 1 -  cos ~) ,  

a, ( 1 -  eos h), e . d .  b + c - -  a > 2 cos ~ ~- q. 

Satz benu~zen, dag das gleichschenklige 
HShe alas Minimum des Umfangs dar- 

s~eks 

sch~irfereaa Ungleichung keinen Gebrauch. 



Die isoperlmet~ische Eigenschaf~ des K~eises. i 3 t  

Die Ungleichung (14) enthiill nicht nur den Beweis des Sa~zes, da6 
die sph~rische Gerade die kiirzeste Verbindung zweier Punkte ist~ sondem 
auch die genauere 

F o l g e r u n g  1. Weicht die L~nge L einer sph~rischen Kurve, welche 
t~ und C verbindet, nu t  wenig yon a .  r ab, so l~flt sich ein ~ n  -parallelen 
zu B C gebildeter Streifen yon der Breite 2 h .  r abgrenzen, in dessen Innern 
die Xurve liegt, d. h. sie weicht sdbst n~r ~enig vo~ einer sph~rischen 
Geraden ab. 

Denn es sei A derjenige Punk4 der Kurve, welcher die absotut griiB~ 
Entfernung h .  r yon B C  hat. Die Kurve liegt dann offenbar ganz inner- 
halb eines Parallelstreffens, dessen Grenzen zu beiden Seiten yon _BC um 
das Stfick h - r  entfernt fist. Dutch Vergleich der Liinge L mit der Seiten- 
summe A B  ~ A C ergibt sich 

(15) (1-eo h) = 4 eos  h --  - -  a ~_ b -{- c --  a > 2 cos ~ -~- -~- sin~-~ - 

Sobald also ~ - -  -- a klein ist, sinkt auch h u n t e r  eine entspreehende Grenze. 

w  

Uber die angenithert kiirzeste einfach geschlossene Linie,  welche 
zwei Gegenpunkte der Sphiire enth~Ut. 

Wir beweisen jetzt der Reihe nach die folgenden S~tze: 
S atz 4. ~ s  sei C 1 ~ne s~hiirische Kurve van der Ltinge L1, welche 

zwei .Pole der X u g d  -P und -P" verbindet. _Ferner sei A einer der Punk~,  
in denen C 1 den Aquator IJassiert. .Es sei e. r die gr6flte seitliche Abweichung 
der Kurve C x yon dem Meridian - P A l  y aus gerechnet, so ist 

(16) L1 - -  ~ ~_ 1 - -  cos e; 
T 

oder: weicht die Liinge einer Kurv 6 welche zwei -pole der K u g d  verbindet, 
nux wenig yon ~ .  r ab, so ist die Kurve an- 
n~hernd ein grSflter Halbkreis. (Fig. 3.) 

Beweis.  Es seiea ea-r und e~.r zu beiden 
Seiten des Aqaators die griiBten Brei~enabwei- 
chungen der Kurve 0 t yore Meridian PA_~. Es 
fist dann gemi~B der bewiesenen Ungleichung 

) A--- -  ~ ~ 2  c o s 2 u  1 - cos e~ 

d . b .  Fig. S. 

9*  
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/ ~  -- ~ > 1 - -  c o s  e, 

wo e den grSBeren der beiden Werte et und e~ bedeutet. 
Ebenso beweist man den 
S atz  5. ~s  sei C eine spMirische Kurve der Liinge L ,  welche ein- 

fach gesddossen ist und die Pole P und P" enth~lt. Die Kurve zerf~llt in 
zwei Te~Te C~ = t)  A1  y und C~ = P B 1  y, yon denen jeder wenigstens i~ 
einem Punkte A rasp. B den .Aquator passiert. ~'iir C~ und C~ sden~ wie 
vorher die gr6flten Breitenabweichungen bestimmt. Ist e das absolute Maxi- 
mum derselben, so ist 

( 1 7 )  L__ _ 2~r _~  1 - -  c o s  e;  

oder: t~esitzt eine geschlossem Kurve auf der Kugdoberfl~he, welche zwei 
Gegenpunkte entMilt, ann~hernd die L~inge 2 ~ so ist sie ann~hernd ein 
spha'risches Zweieck. 

Wit  haben die Kurven C 1 und C~ in zwei Streffen yon der Breite 2 e 
eingeschlossen und es bflden diese ein Kreuzband K, das fiir die folgenden 
Betrachtungen die Kurve C ersetzen soll. Um diese Beziehung noch enger 
zu gestalten, fassen wir das Zweiezk Z ins Auge, welches yon den Halb- 
meridiauen P A P '  und P B P '  gebildet wird. Wi t  schreiben abet jetzt vor, 
dab die Punkte A und B~ was stets mSglich ist~ so gewiihlt seien, dab weder 

die geschlossene Kurve P A P '  C 1 noch 

2e 

l~ig. 4. 

auch P ~ P '  C~ die aufierhalb der Strei- 
fen gelegenen Kalottenpaare ~ennt. 
Das Zweieck Z te~Tt dann au~rhalb 
des Kreuzband~s K die Kugelober- 
fliiche genau so, wie C. Wenn K nicht 
die gauze Kugel bedeckt, seien V 1 = V~ 
V 3 = V~ (Fig.4) die fibrigen Tefle der 
Oberfl~iche. Es liege dann e~wa 
yon Ks, V3, V 4 dutch Z getrennt. 
Wir bezeichnen den konkaven Winkel 
yon Z, innerhalb dessen V 1 liegt, mit 

( 1  - -  24)z.  Wenn die Bedingung des Satzes 5 erfiillt ist und wenn auBer- 
dem X eine kleine GrSBe is~, so ist die Kurve C offenbar angen~iher~ ein 
g'rSl~ter Kreis. 

Wi t  bringen dies zum Ausdruck, indem wir die natiirliche Breite 
yon C einfahren mad in Beziehung zu ~ und e hringen. Wird n~mlich 
dio ~ t i c h e  ~ "Breite 2) .  ~ des Kreuzbaudes K so gemessen, dab die 
Spa~nkreise in 171 mad V~ angenommen werden, so is~ offenbar 

D =~ 2 ~  + 2e; 
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dasselbh gelte, wenn V 1 ~ V~ ~-0  ist. In jedem Falle ist abet 
D>=d, 

wo d.  r die natiirliche Breite yon C bedeutek Also ist 

(:s) 2 z~ + 2 e ~ d; 
in Worten: Weivht eine einfach gesctdossene sph~rische Kurve. C, welvhe 
zwei Gegenpunkte enthtilt, nut wenig van einem Zweieck Z ab, dessert Winkel 
( 1 -  2•)z nahezu gteich 2 ~ ist, so ist die Breite der Kurve C gering. 

w  

limber die angen3ihert ki irzeste einfach geschlossene Linie,  welche 
die Kugeloberflache Milftet. 

Es sei jetzt (~ eine Kurve, welche die Kugeloberfli~che hiilftet. Wi t  
wissen, dab dieselbe zwei Gegenpole /)  und P '  enthalten muB. F~!!s die 
Kurve ein sph~irisches Zweieck ist, mul~ sie notwendig ein gr5Bter Kreis 
sein. Ist also unter Anwendung der bisherigen Bezeichnungen e-~ 0~ so 
is~ auch ~ ~ 0. 

Genauer gilt der folgende 
Sa tz  6. Es ist 

( :9 )  

ocler 

(20) 

2 (1 --  cOS e) ~ 4, 

L 2:~ �9 
r ~ 2  

B ewe is. Nach der Konstruk~ion des vorigen Paragraphen teilt das 
Zweieck Z (Fig. 4) aul~erhalb des ~reuzbandes K die Kugeloberfl~iche 
genau s% wie C. Sind T 1 and T~ die beiden Teil% in die (~ die Kugel- 
oberfl~che tefl~, mid gehSn Y 1 zu T~, so gehSren also V~, Va, Ir~ zu T~. 
Es isi T 1 giinzlich en~halien in V 1 und K und wir haben als% da 
T~ = 2 :~r ~ is~, 

(2:) L + K=> 2~r'. 
Andrersei~s liege aber Y 1 ganz im ko-k~ven Tell des Zweiecks Z, welcher 
letztere den Inhalt (1 ~ 2 4 ) 2 z r  ~ besitzt. Es is~ also 

Ferner ist der lnha]t des Kreuzbandes 
(~3) 

Also is~ 

(24) 
& k  

K ~ 2 . 4 ~ r * ( 1  -- cos e). 

1 - ~z + 4(:- cos 0 ~ :, 
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Wit  fassen die bisherlgen Resulta~e zusammen, indem wir den 
folgenden Sa~z beweisen: 

Satz  7. t~esitzt ei~e Kurve  C, weZche die Kugeloberfliiche 
h~lf tet ,  a~nghernd den Umfang 2zcr eines gr6flten Kreises,  so ist  
sie setbst ann~ihernd ein gr6flter Kreis.  

Beweis.  Aus (18) und (19) folgr durch Elimination vo~ X 

4 ~ (1 -- cos e) -k 2 e ~ d. 

Nun ist allgemein, ffir e ~ 0; e ~ 1 -  cos e; infolgedessen ist 

(25) (1 + 2 d. 
Andrerseits ist allgemein, wenn a ~ fl _ 0 ist, aueh 1 -- cos a ~ 1 -- cos ~. 
Ins is~ 

d 1 --  cos e _~ 1 --  cos 
- -  2 (z + 2 =) 

Der Vergleieh mit (17) letn~ dann, dab 

d d 
(26) .L,r 2 ~ _> 1 --  cos 2 (1 -~- 2=) = 2 sin s g (1 -~- 2=) 

isk Aus der Formel (26) folgr unmitlelbar, dab d eine ldeine GrSBe isf, 

sobald ~ -  2 ~ klein ist. 

(27) 

oder 

w 9: 

Uber die einfach geschlossene sph~rische oder ebene Kurve, welche 
angen~ihert den Inhalt und den Umfang eines Kreises be sitzt, und 

die Minimaleigenschaft des spHirischen oder ebenen Kreises. 

Wit beweisen jet z~ den 
Satz  8. Wenn eine konvexe einfach gescMossene spMirische oder ebe~ 

Kurve C, weZche a~ jeder Stelle eine bestimmte geo~tische Kriimmung be- 
sitzt, a~iihernd den Umfang und den Inhalt eines sphiirisd~en recap, ebenen 
Kreises hat, so ist sie selbs~ anniihernd ein Kreis. 

Bew eis. Wir transformierea die Kurve C dutch die Transformation 
T, in die Kurve C - - - -  ~ ,  welche die Kugeloberfl~he h ~ l ~ .  Es is~ dana 

Fo el (8) (I, s): 

In Verbin&mg mit (26) folgt hieraus 

(2~v J ~ d 

J ~ (7) - (2 ~)~ > 8 ~ ~ a ( ~ -  T,) + ~ '  
- -  4 ( 1 +  ~=) 
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Wenn nun die Kurve (~ a~u'~hernd den Umfang und Inhat~ ein~ 
sph~rischen Kreises hat, so is~ die linke Seite yon (28) klein und alsa 
ist; auch d eine kleine GrS~e. 

Wir kSnnen diesen Schlul} leich~ auf ebene Kurven fibertragen. 
Es sei C eine ebene Kurve, die konvex ist und eine bestimmte 

Kriimmung an jeder Stelle besitz~. An einen Punkt 0 der Ebene derselben 
Iegen wit eine tangierende Kugel mi~ dem beliebigen Radius r und pro- 
jizieren die Kurve C yore Mittelpunk~ M~ der Kugel auf die Kugelober- 
fliiche, wodurch sie in die Kur~e C T iibergehe. Da C keine Doppel- 
tangente hat, so besitzt auch die Kurve C r keine sphr~ische Doppel- 
tangente, d.h.  C~ is~ konvex. Ebenso besitz~ C~ auch aberall eine 
bes~immte Krtimmung. Es gilt also ftir C~ die Ungleichung (28) in der 
Form 
(29) /~ - -  4xJ~ J~ :> 8 .sin~ d~ 

wenn Jr und L, InhMt und Unffang der sph~irischen Kurve G~ dars~elIen. 
Nun is~ offenbar 

(30) Jr = ] ,  L.. = L ,  

und da die einbeschriebenen greise bei der Projektion in einbeschrieben% 
die umbeschriebenen in umbeschriebene iibergehen 

(31) Lira --  a .  

Also ist, wenn die beiden Selden yon (29) mit r ~ multip!izierr werden 
und zur Grenze r ~-c~ iibergegangen wird~ 

(32) Z~ -- 4 z J ~  2 .~ + u,~) ~ �9 

Die Formeln (28) und (32), deren Geltungsbereich wir sogleich anf be- 
liebige Kurven iiber~gen werden, stellen das Ergebnis der bisherigen 
Eniwieklung dar. 

Wenn wit die Herleitung derselben noch einmal fiberblicken, so sehen 
wir, dab dieselben nut durch Transformation aus der fundamentalen Un- 
gleichung hergeleite~ sin(t, welche besag~, dab im sph~rischen Dreieck die 
Summe zweier Sei~en grSl~er ist als die driY~e. Was den Zahlfak~r auf 
der rechten Seite yon (28) und (32) angeh~ so is~ derselbe keine~wegs 
das erreichbare Maximum. Es is~ an sich interessant, abet fla- die je$zige 
Betrachtung tiberflfissig, die Ungleidhung noch wei~er zu versdh~,rfem 

Erwei~erung des Gel~ungsbereiches des Sa~zes 8. 

1. We-u C eine 5eliebige kon~z~e Km~e is~, so gib~ es ste~ eine 
unendliehe Schar konvexer Kurven C~ ( ~ =  1~ 2~- .-) ,  wetc~e iiberatt 
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geod~t~sehe Kr~mmung besit~en, mit den L~sgen L r und den Inlmlten 
j r ,  welche die Kurve C beliebig approximieren, so dab J ~ - L i r a  J~ mad 

L = Lira L, isk !~sbesondere wird ein im !nnern yon C gelegener Kreis 

~ r  blnreichend groges v im Innern s~mflicher C r liegen und ebenso wird 
es sich mit den im ~,ugern gelegenen Kreisen verhalten. Hieraus geht 
hervor, dab auch d ~-Lira d r ist, wo d~ dutch die natfirliche Breite yon 

0~ gegeben ist. 
Die Ungleichung (28) ffir O r wird d~her fiir v = oQ 

d 

2. Es sei ferner 6' x eine bdiebige e~ne oinfaeh geseMossene Kurve, 
welche einen lnhalt J1 und einen Umfang L 1 besitzk Es l~Bt sich dann, 
wie b e k a ~ ,  C 1 zu einer konvexen Kurve C abrunden, welche grSgeren 
Inhal~ J und kleineren Umfang L besitzk Bei entsprechender Bezeichnung 
ist d~nn 

(34) L~ ~ -- 4zJ~  ~_ L ~ -- 4 ~ J ~  20 + 2~)" 

wo das erste Gleichhei~zeichen nur dann gilt, wenn C 1 bereits konvex 
ist. Dutch die letzten Relationen ist nun der yon uns behaupiete Satz 
fiir alle ebenen Kurven bewiesen, ffir welche er iiberhaupt ausgesprochen 
werden kann. 

3. Ffir beliebige sph~rische Kurven l ~ t  sich die analoge Be~rach~ung 
durchfiihren, wenn dieselben ganz in einer Halbkugd enthalten sind. Es 
grit da--  

- + 
- - - - , 

wo d~s erst~o ~leichhei~szeiehen wiexler Bur gilt, wenn C~ beret,s konvex 
ist, woruus dann in gleicher Weise der beh~uptete Satz hervorgeht. 


