Ueber fernire Formen dritten Grades.

von P. GorbaN in GIESSEN.

§ L
Stellung der Aufgabe. Begriff der Combination. Moduln.

In -einem demnichst zu publicirenden Aufsatze, dessen wesent-
liche Resultate in den Comptes Rendus verdffentlicht sind, habe ich
die biniren Formen untersucht und von shnen nachgewiesen, dass es
zu jeder bindiren Form ein endliches System von Covarianten giebt,
welches ich vollstindiges System nenne ued welches die Eigenschaft
besitzt, dass jede Covariante sich als ganze Function der Formen
des Systems mit numerischen Coefficienten darstellen lisst. In #hn-
licher Weise will ich hier die terniren Formen zu untersuchen und
die damals angewandten Methoden auf dieselben auszudehnen ver-
suchen. Die Schwierigkeit, welche dieser Untersuchung hierbei unmit-
telbar entgegentritt, ist die grossere Mannichfaltigkeit von Formen,
welche bei Transformation der gegebenen Form sich nicht #ndern.
Wihrend die bindren Formen nur Invarianten und Covarianten besitzen,
haben die terndiren Formen ausserdem noch-zugehrige und Zwischen-
formen, welche ausser den urspriinglichen Variabeln x, 2, 2, noch die
Variabeln w, u, u, enthalten, welche den ersteren contragredieiit sind.

Die gegebene Form, welche untersucht werden soll, sei symbolisch:

f=A(ay2 + @@ + ayzy = Oy 2 + byx, + by a5). . ..

——  — \Jpe—
=g = b = (2 ....

Thre Invarianten, Covarianten, zugehorige Formen und Zwischen-
formen will ich kurz die zu f gehdrigen Formen nennen.

Von allen diesen Formen hat Herr Clebsch in Crelles Journal
Bd. 59. p. 1 fgg. nachgewiesen, dass sie lineare Functionen mit nume-
rischen Coefficienten (Aggregate) von Formen P sind, welche sich
symbolisch als Producte der Form darstellen lassen:

Pe==a,b, ;... (abu) (acu) (bew) . . . (abe) (abd) (acd) . . ..

Hierbei bedeuten die Symbole (#bw) und (abc) die Determinanten:

oy Gy 0 a4 .8y O
by b, by und b b, b
'i‘u, Uy Uy j6 & &
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Die Anzahl der Factoren a,, b,, ¢, . .. (unter denen auch meh-
rere. gleich sein kimnen) nenne ich den Grad der Form P; die Anzahl
der Factoren (abu), (acu) ... ihre Classe; die Anzahl der verschiede-
nen Symbole @, b, ¢, ... oder was derselbe ist, ihren Grad in den
Coefficienten von f, ihre Ordnung, die Summe von Grad und Classe
endlich ihren Rang.

Ich kann nun die Frage stellen, in welcher Weise die Form P,
deren Ordnung m sein moge, aus einer Form (m-—1)% Ordnung ent-
stehen kann. Demgemiss entferne ich die Factoren a, und ersetze
die symbolischen Factoren (baw), (cau), (daw), ..., in denen sowohl
der Buchstabe o als auch der Buchstabe u vorkommt, b, ¢, dx ...,
endlich ersetze ich die symbolischen Factoren (bea), (bda), (eda), ....,
in denen zwar der Buchstabe @, aber nicht der Buehstabe # vorkommt,
dureh (bew), (bdu), (cdw), ... .

Ich gelange durch digses Verfahren zu einem symbolischen Pro-
duct 7, welches den Buchstaben @ nicht mehr enthdlt, also von der
(m — 1)t Ordnung ist. In dieser Weise kann ich jedes symbolische
Product mit Formen niederer Ordnung in Beziehung setzen.

Umgekehrt will ich mir jetzt die Frage vorlegen, wie man das
symbolische Product P bilden kann, wenn die. Form

F = byeody ... (bew) (bdu) (edu) . . . (abe) (abd) (cde) (cef) - . -
gegeben ist. Man kann dieselbe auch folgendermassen schreiben:

F=r@r®e® .. r® o us us ... Us, S,
wobei r® , 7® ... die Factoren b, ,.¢,, &y, %, %, - - die Factoren
(bew), (bdw), . .. darstellen, das Zeichen S endlich bedeutet das Pro-
duct (bed) (bde) (cde) ... . Es versteht sich nach dieser Bezeich-

nung von selbst, dass mehrere der Factoren , oder u, unter einander
iibereinstimmen konnen. Der Grad von F ist hier p, die Classe g,
der Rang p -+ ¢, die Ordnung endlich w — 1.

Um nun P aus F abzuleiten, mnss man in einigen (etwa 1)
Factoren, b, , ¢, , di, . .., oder was dasselbe ist, +& ,»®, ... +®
durch (baw), (caw) , (daw) , .. ., vesp. (r@aw) ersetzen, ferner einige,
etwa x der Factoren (bew) , (bdw) , . .., vesp. u, , % , ... darch (bea),
(bda), ..., resp. u; ersetzén und die so erhaltenen Formen mit
@z** multipliciren.

Dieses ganze Verfahren will ich im Folgenden so .ausdriicken:
Die Form P entsteht aus def Form F mittelst einer
Combination, welche die Moduln % und 2 besitzt. °

Durch die Moduln ist eine Combination noch keineswegs bestimmt;
es giebt vielmehr eine Anzahl von Combinationen, welche dieselben
Moduln besitzen, -ohne deshalb iibereinzustimmen, Man erhilt alle
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diese Combinationen dadurch, dass man je 4 der p Factoren »® in
(r®au) und je % der ¢ Factoren w, in a;, verwandelt; die Anzahl aller
dieser Combinationen ist:
f 1
Z= (p.—ﬁz)z FYI (q‘——-%f.)! xl

Einige von ihnen werden iibereinstimmen, andere wieder verschie-
den sein, je nachdem die Factoren 7, und w, unter einander gleich
oder von einander verschieden sind. ‘

Man sieht, dass alle symbolischen Producte m¥r Ordnung mittelst
Combinationen aus den Formen (#-—1)tr Ordnung hervorgehen; ebenso
gehen diese wieder durch' Combination aus Formen (m-— 2)r Ord-
nung hervor u. s. w., so dass man alle nur denkbaren symboli-
schen Producte durch wiederholte Combination aus der Form f erhal-
ten kann.

Um simmtliche symbolischen Producte m'e Ordnung zu erhal-
ten, bilde man sich also vorerst das System

F,F,,F......

aller Formen (m — 1)¢ Ordnung. )

Hierauf stelle man alle Modularsysteme auf, das heisst alle Werthe-
paare (x, 1), die jedoch stets so gewihlt werden miissen, dass die
Summe % - 1 die Zahl % nicht ibersteigt; jedem dieser Modularsy-
steme entspricht eine Anzahl Combinationen.

Wendet man alle diese, Combinationen anf die Formen ¥ an , 80
erhilt man nach und nach alle symbolischen Producte ¢.

Die Anordnung der Modularsysteme %, 4 will ich hierbel in der
folgenden Weise festsetzen.

Das erste Modularsystem ist dasjenige, fiir welches die Summe
% - 4 verschwindet, mithin auch sowohl % wie 1 verschwindet.

Dann kommen die Systeme, fiir welche x + 4 = 1 ist; dann die-
jenigen, fiir welche diese Summe % -} 1 die Werthe 2, 3, 4, .. ..
besitzt. ‘

Die Systeme, fiix welche » |+ 1 denselben Werth hat, werden
nach den Werthen von x so geordnet, dass man dem Modul % der
Reibe nach die Werthe 0, 1, 2, 3, . ertheilt.

Demgemiss enthilf da.s zweite Modularsystem die Moduln = == 0,
4 =1; das dritte die Moduln z =1, 1=0; das. vierte (0, 2), das
fiinfte (1, 1); das sechste (2, 0) n.s. W

Die Systeme, welche bei dieser Anordnung frither erscheinen,
nenne ich~niedere Modularsysteme, die spiter auofitretenden hohere
Modularsysteme; desgleichen nenne.ich die niederen Modularsystemen
entsprechenden Combinationen niedere Comhinationen. Entsprechen
2Combinationen 4 wnd B, die man auf eine Form:
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F=r®s®y® 1@ u ... u, S

anwendet, demselberr Modularsystem, d. h. haben sie dieselben Moduln
% und 4, so nenne ich sie dann-benachbart, wenn die Factoren von
F, welche durch sie verindert werden, bis auf einen fibereinstimmen.

Es konnen hierbei zwei Fille eintreten, je nachdem die nicht
fibereinstimmenden Factoren die Form r, oder u, haben.

Ich bin jetzt im Stande, die symbolischen Producte ¢ von der
mten Ordnung zu gruppiren, wobei ich folgendermassen verfahre:

Zuerst kommen die Formen, deren Rang O ist, nimlich die Inva-
rianten, dann die Formen, die den Rang 1 besitzen, dann die mit dem
Rang 2,8, 4, ... Die Formen ¢, welche denselben Rang besitzen,
ordne ich wieder nach den Modularsystemen, denen die Combinatio-
nen entsprechen, durch welche die Formen ¢ aus den Formen F
entstehen.

Die in dieser Anordnung frither auftretenden Formen ¢ nenne
ich frithere Formen, die spiter auftretenden spitere Formen, wihrend
diejenigen Formen, welche denselben Rang haben und ausserdem durch
Combinationen mit gleichen Moduln entstehen, als gleichzeitige ange-
sehen werden modgen.

Nachdem nun gezeigh worden ist, wie man nach und nach alle
symbolischen Producte m'* Ordnung erhalten kann, liegt die Frage
nahe, eine Anzahl von Formen st Ordnung zu finden, durch welche
sich alle diese Formen linear mit numerischen Coefficienten darstellen
lassen.

Ehe ich jedoch die eigentliche Beantwortung dieser Frage be-
ginne, will ich vorerst einige Beziehungen zwischen den Formen ¢ ent-
wickeln, deren ich dabei bedarf.

§. 2.

Ableitung der Formen aus dem Processe der Uebereinander-
schiebnng.

Es ist zuerst der folgende Satz, den ich beweisen will:
Entstehen die Formen ¢, und ¢, aus der Form

F=rQr@r® . .. vy u ..., 8
durch zwei benachbarte Combinationen 4 und B, welche
die Moduln x und 1 besitzen, dann ist die Differenz ¢;—aq,
eine lineare Function von fritheren Formen, in deren Coef-
ficienten die Variabeln w und z nur nochin der Verbinduang
W, vorkommen.

Beweis. Sind diejenigen symbolischen Factoren von F, welche
durch die Combinationen 4. und B nicht @bercinstimmend geiindert
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werden, 7V und &, so hat die Differenz der Formen ¢, und ¢, ausser
den gemeinsamen Factoren dieser Formen noch den Factor:

r® (rVau) — r® (rPau) = a, (r® r® u) — u, (X0 r@a).

Sie ist die Differenz zweier Formen ¢’ und u,¢”, von denen die letz-
tere @” den Factor u,, also einen Rang hat, der um 2 Einheiten klei-
ner ist, als der Rang von ¢, und g,.

D1e erstere Form ¢’ éntsteht aus der Form F,, welche aus F'
dadurch hervorgeht, dass man das symbolische Product r() y® durch
(rV v® u) ersetzt, durch eine Combination, welche die Moduln #,A—1
besitzt, also einem niederen Modularsystem entspricht.

Die Formen ¢” und ¢” sind also frithere Formen als ¢, und ¢,,
und es ist in diesem Falle der Satz erwiesen.

Im zweiten Falle mogen durch die Combinationen 4 und B die
Factoren Uy, und s, nicht ibereinstimmend ge#indert werden. Die
Form ¢, — q)2 enthilt hier ansser den gemeinsamen Factoren von g,
und ¢, den Factor:

Us s — U Qs == (8 S, (au)).

Sie entsteht ans der Form F,, welche aus F dadurch hervorgeht,
dass man das Product w, w, durch (s, 5, %) ersetzt; durch eine Com-
bination, deren Moduln % — 1 , A+ 1 sind, also einem niederen
Modularsystem entspricht. Sonnt ist auch in diesem Falle der Satz
erwiesen.

Der eben bewiesene Satz kann in folgender Art und Weise aus-
gedehnt werden:

Entstehen die Formen ¢, und ¢, ans der Form

F=1s®s® 0@ u ... s, 8

mittelst der Combinationen 4, und 4,, welche dieselben
Moduln besitzen, dannistdie Differenz ¢, — ¢, eine lineare
Funection von fritheren Formen 4 derselben Ordnung, deren
Coefficienten I die Variabeln » und 2 nur in der Verbin-
dung %, enthalten. Es wird: ¢, — ¢, = =, L, ¢

Beweis. Da A4, und 4, dieselben Moduln bhaben, so kann man
stets solche Combinationen 4, 4,, 4,; ... A, bestimmen, dass in

der Reihe
'A‘1 A’l‘ A’l?. A AirA7

je zwel aufeinander folgende Combinationen in dem obigen Sinne
benachbart sind.

Bezeichne ich nun die durch diese Combinationen aus F entste-
henden Formen durch:

. Lo P Py Piz Pag »« - Ppr Pay
80 ist die Differenz:
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P — @, = (@1 — 1) + (P11 — P12) + (91, — @)
Also eine Summe von Formen, deren jede ein Aggregat von frii-
heren Formen ist. Somit ist die Behauptung erwiesen.

‘Wir wollen von jetzt ab eine neue symbolische Ausdrucksweise
einfithren, und die Form. ¥, welche den Grad p und die Classe ¢
hat, symbolisch durch o2 ¢ bezeichnen, so dass die Identitit statt-
findet:

F=0fug =s®r®... (¥ Us Us o Uy S.

Ersetze ich in der Form:

F= or ul
4 der Factoren o, durch (gaw) und x der Factoren u, durch a,, und

multiplicire dann mit ¢*—*—*, so erhalte ich eine neue Form:
P = or—*ul~*(gauy* ar av**,
welche eine lineare homogene Function der Coefficienten von ¥ ist.

Diesen Process will ich in der Folge so ausdriicken:

Die Form o entsteht aus der Form Fdurch eine Ueber
einanderschiebung, welche die Moduln x und 2 besitzt.

Die Uebereinanderschiebung unterscheidet sich wesentlich dadurch
von der Combination, dass, wihrend einem Modularsysteme viele Com-
binationen entsprechen, die Uebereinanderschiebung durch die Moduln
genau bestimmt ist. Die Anordnung der durch Uebereinanderschie-
bung aus den Formen F entstehenden Formen mbge in derselben
Weise geschehen, wie die der durch Combination entstandenen.

Zuerst kommen die Invarianten und dann der Reibhe nach die
Formen, deren Rang die Werthe 1, 2, 3 ... 5 hat.

Die Formen desselben Ranges werden nach den Modularsystemen
geordnet, denen die Uebereinanderschiebungen entsprechen, mittelst
denen sie aus den F hervorgehen, sowie nach diesen Formen selbst, so
dass hier keine gleickizeitigen Formen auftreten, sondern jede Form
ihren festen Platz einnimmt. i

Man kann die darch Uebereinanderschiebung entstehende Form ¥
leicht durch Formen darstellen, die durch Combination entstehen. Zu
dem Ende setze ich in der Identitdt fiir « : z -|- py und fiir w: u + yv
und vergleiche dann auf heiden Seiten die Coefficienten von ptv
Ersetze ich in der so entstehenden Gleichung die Symbole ¢, und #¢
durch (paw) und (rPau) und ebenso &, und & durch a, und a,, und
multiplicire dann mit a,***, so gelange ich zn der Identitit:

1 '
Dt ¥ = Z 90
auf deven rechten Seite die Summation iber alle Formen ¢; auszn-
dehnen ist, welche durch die
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plg!
(p—2)L 1! (g—x)! !
Combinationen entstehen, die dem Modularsystem x, 4 entsprechen.
‘Bedeutet ¢ eine dieser Formen, so ktnnen wir unserer Gleichung
die Form geben:
~ A 2! (g—x)! %!
9 — P = @~-~~—-)~§,—%-—“)—~"~ = (p—p2)-
Die Differenz ¢ — ¢; ist, wie oben bewiesen wurde, eine Func-
tion X L ¢ von friheren Formen ¢’, mithin auch die rechte Seite,
es ist:

=19 + ZLg’
wo die L die Variabeln 2 und # nur in der Verbindung #., die Coef-
ficienten vou f aber gar nicht enthalten.” Im Falle ¢ die friitheste
Form m'e Ordnung ist, verschwinden die Formen ¢’ und man hat:
=1

Der nimliche Fall tritt ein, wenn ¢ eine Invariante ist.

Die Formel 9 =9y + XL ¢’ kann man leicht in die fol-
gende transformiren:

o =9+ ZMy,
in welcher die 3" frihere durch Uebereinanderschiebung
entstandene Formen ¢ bedeuten und die Coefficienten
M wieder die Variabeln 2 und « nur in der Verbindung u,,
die Coefficienten von f/ aber nicht enthalten.

Um Tdiesen Satz nachzuweisen, kann ich, da er fiir die fritheste
der Formen ¢ gilt, die Annahme machen, er sei fiir alle Formen ¢’
nachgewiesen, welche in der Anordnung der durch Combination ent-
standenen Formen vor ¢ stehen; dass alle diese also in die Form ge-
bracht werden kinnen:

9" =9 + ZMP”
Tragt man diese Werthe in die Formel ¢ =9 + Z L ¢’ ein, so er-
halt man die Gleichung:
p=19 4+ TLy + ZLMYp",
welche die verlangte Form hesitzt.

Man sieht somit, dass alle Formen m' Ordnung sich linear aus
solchen Formen znsammensetzen lassen, welche aus den Formen ¥
durch Uebereinanderschiebung entstehen, dass diese letzteren also
ein volles System von Formen m'er Ordnung bilden. Dieses
System ist jedoch keineswegs das kleinste volle System der Formen
mt= Ordnung; ein solches' wird vielmehr erst dadurch erhalien, dass
man von den, ohen gebildeten Formen alle diejenigen Weglassi; Weiche
durch frithere Formen linear dargestellt werden kbumen.
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Alle diese wegzulassenden Formen zu erkennen, ist im Allge-
meineh sehr schwer, jedoch erhalten wir durch den folgenden Satz
eine grosse Anzahl derselben.

Da nimlich die ans den Formen F durch Uebereinanderschiebung
entstehenden Formen homogene lineare Functionen der Coefficienten
der Form F sind, so verschwinden oder lassen sich durch friihere
Formen ausdriicken alle diejenigen Formen 3, welche aus Formen F
entstehen, die diese Eigenschaft besitzen.

Somit erhilt man ein volles System von Formen mter
Ordnung, das weniger Formen enth#élt als das obige, in-
dem man von irgend einem vollen System

E F, F

von Formen (m—1)ter Ordnung ausgeht, und auf die For-
men derselben alle Uebereinanderschiebungen anwendet,

Man kann dieses System durch ein anderes ersetzen, welches
ebenso viel Formen enthslt und zu dem man dadunreh gelangt,
dass man auf die Formen 7 Combinationen der Art anwen-
det, dass jedem Modularsysteme eine einzige Combination
entspricht.

8. 3.

Grundlage fiir den Beweis, dass das vollstiindige System aus
einer endlichen Anzahl von Formen besteht.,

Den Nachweis, dass das so enistehende System ein volles System
ist, werde ich dadurch fihren, dass ich zeige, wie jede Form des
obigen Systems der 4 sich linear durch die Formen dieses Systems,
welcheich K nenmen will, ausdriieken lasst. Fir die erste Form ¢ ist
dies unmittelbar klar, da sie pach §. 2. gleich der ersten Form K
ist, Um den Satz fiir eine andere Form ¢ nachzuweisen, mache ich
die Annahme, er wire fiir alle frihecen Formen % erwiesen; man
kbonne ihuen also die Form geben:

v = 2L K’
wo wieder die Coefficienten L’ nur von dem Ausdruck . abhingen.
Ersetze ich dann in der Formel o = 3 4+ =My’ (§. 2.) die Form ¢
durch K und trage fiir die ¢’ ihre Werthe ein, so wird:
=K+ ZLK,
wodurch unsere Behauptung erwiesen ist.

Um aus dem vollen Systeme der Formen ¥ der (m~=1)es Ord-
nung zu’ dem Systeme der Formen K m¥r Ordeung zu gelangen, muss

man mithin folgendes Verfahren einschlagen.

Mathematische Annalen L 7
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Zuerst bilde man sich eine Tafel aller denkbaren Modularsysteme
etwa in folgender Art:

No.d. Mod.8.| wina | z1in aw
1 Omal | Omal
2 0 - 1 -
3 1 - 0 -
4 0- | 2-
5 1- 1 1-
6 2- 1 0 -
7 0- | 3 -
5 1- 1 2.
9 2- 4 1-
10 3-;0—
11 0-54-
12 1- 13-

Sedann wende man auf jede der Formen F die Combinationen

4, 4, 4y
an, welche der Reihe nach so gewdhlt werden miissen, dass sie den
Modularsystemen entsprechen, 4, dem ersten, 4, dem zweiten w. s.'w.

Da man unter den Formen K diejenigen auslassen kann, welche
verschwinden oder lineare Functionen von fritheren sind, so wird man,
um. eip mighchst kleines Formensystem zw erhalten, die Combinatio-:
nen A4 so answihlen, dass dieser Fall moglichst oft eintritt.

Diesen Zweck Wn:d man besonders dann erreichen, wenn es eine
Combination A der Art giebt, dass die durch sie entstehende Form
K aus irgend einer andem Borm m*r Ordnung F durch eine nie-
dere Combmatxon za " gleicher Zeit entstebt. Sie kann dann aus dem
Formengebiete der Form ¥ Weggelassen werden.

Ebenso, wie man nimlich ans der Form K zu der Form'F, aus
welcher sie durch die Combination 4 entstanden ist, dadurch gelangt,
dass man nach Weglassung der Factoren a, die Factoren (bau), (cane)

-» (bea), (bda) ... in by, ¢, ... (bew), (bdw), ... verwandelt,
kann man auch aus K eine aﬁdere'FormF bilden, indem man nach
Weglassung der Factoren b, die Factoren (abu), (cbu), . vy -(Cab),.
(cdb), (adb), ... durch @, C» .. (cats), {cdu), (adu), . -, ersetst.
Aus dieser Form F’ entstekt dann X durch eine Combination A4~ In
Gbnlicher Weise kann man mit den Symboien e,d, ... verfahren, so
dass K durch eine Beihe von Combinationen aus den Formen 7,
F@, .. 4. ensteht,

Nachdem diejenigen’ ans F- entsbehénden- Formen “entférnt -sind,
welche dureh- Frifhere thvear ausdrtickbar’ 'sind, ‘will'-ich “die_ubrigen
w2 F gehdrige Formen“ nennen. Fsgilt’ dann &eﬁftﬁgende Sa%z
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Bilden die Formen:
F, F, F,...
ein volles System von Formen (m— 1)tef Ordnung, dann
bilden die zu ihnen gehdrigen Formen ein volles System
von Formen mter Ordnung

Die Bedeutung eines vollen Systems von Formen' m'** Ordouung
ist somit festgestellt und gezeigt, wie man zu einem solchen gelan-
gen kannj ich gehe nun zu der allgemeinen Untersuchung iiber, wie
man alle Covarianten, Invarianten, zugehirige Formen und Zwischen-
formen von f, durch eine mdglichst geringe Anzahl von Formen aus-
driicken kann.

Ich nenne ein Sysfem von Formen:

&y, By, Ty, o
ein vellstindiges Formensystem, wenn alle Formen vou f
ganze Functionen der ¢ mit numerischen Coefficienten
sind.

Unter. diesen Formen miissen sich natiirlich. auch die einfachsten
f und u, befinden.

Die Frage, die ich nun untersuchen will, ist, nothwendige und
hinreichende Merkmale der vollstindigen Systeme zu finden und so-
dann fiir die cubische ternire Form f ==, ein endliches System anf-
zustellen, welches diese -Merkmale ‘besitzt.

Zudem Endebildeieh 1)diezunden & gehdrigen Formen;
2) die zu den Producten der.&, unter welche ich auch die
Potenzen und ihye Producte rechne, gehbrigen Formen;
sind alle dieselben ganze Functionen der & mit numeri-
schen Coefficienten, so bebaupte ich, dass die Formen &
ein volles Furmensystem bilden.

~ Beweis. -Die einzige -Form Ot Qrdnung ist u,, fir diese oilt der
Satz.
Ich mache daher die Anpahme, dass der, Satz fir die Formen:
1ter 2t.er 3ter o (9%-—1* l)ter
Ordnung erwiesen sei, und will ihn fir die Formen mtr :Ordaung
beweisen,

Da ‘nach Annahme alle:Formen (m — I)'* Ordnung. ganze Hunc-
tionen. der & sind,’so lassen’ sie sich liwear durch fhejenigen Formen
& mmd diejenigen Producté darstellen,. welche. von- der {mi+—1)'e Qrd-
nong sind, - Diese letzteren bilden. mithin: ein. volles System von. For-:
mém am—1 Opdnung und die zu ibnen gehlrigen: Formen ein -wolles:
Systeny: von- Fomnen mis Ordnung.!

~£Dhede lebtderbr Formen:sind nuninach Voraussetzung ‘ganze -Funcg-

tionen der Formen &, mithin sind es auck alle Formen-m%r Ordnung,
7*
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da sie sich aus ihnen linear zusammensetzen lassen. Ist# ein Factor
des Productes P, so nenne ich die zu P gehtrigen Formen, zu &
uneigentlich gehdrige Formen, wihrend ich die zu & gehorigen
Formen- eigentlich zugehorige Formen nennen will. Die zu P
gehorigen Formen gehtren mithin uneigentlich zu den verschiedenen
Factoren von P.

Um nachzuweisen, dass das System der & ein vollstindiges System
ist, muss man fir jedes einzelne & mithin zeigen, dass die zu ihm
elgentheh und uneigentlich gehongen Formen durch die & ausdriick-
bar sind.

Um dies zu sehen, bilde ich mir die Tafel aller Modnlarsysteme
und wende fiir jedes derselben eine Combination auf die Form & und
das Product H= 8 P an, in dem P irgend ein Product der & bedeuten
mobge. Ich werdé diese Form P symbolisch durch «7 ¢ bezeichnen
und bemerke hierbei, dass die Exponenten g und v beliebige Werthe
(auch den Werth 0) besitzen Lkonnen.

Bei der Anwendung der Combinationen auf H muss man die
Factoren von & zuerst verindern und erst, wenn diese nicht mehr
ausreichen, darf man die tbrigen Factoren ¢, und w, verwandeln.
Wiirde man mit diesen beginnen, so wiren die Combinationen nicht-
auf Formen anwendbar, fir die p und v kleine Werthe haben, die
Resultate also nicht allgemein giiltig.

Denjenigen Modularsystemen, denen Combinationen entsprechen,
welche auf die Form & anwendbar sind, werden solche Combinatio-
nen entsprechen, die auf die Producte H angewaundt nur die Factoren
von & #ndern. Die durch dieselben aus H entstehenden Formen ent-
halten den Factor P, sind also durch Formen niederer Ordnung, mit-
hin auch durch die & ausdriickbar, wir brauchen- sie nicht weiter zu
untersuchen. Von den iibrigen will ich diejenigen Modularsysteme
zu & gehdrig nennen, deren entsprechende Combinationen anf H
angewandt zu H gehorige Formen erzeugen.

Die dem Modularsystem M entsprechenden Combinationen brauche
ich daber nur auf Producte solcher Formen & anzuwenden, zu denen
das System M gehort.

Aber auch von diesen Producten hat man nur eine geringe An-
zabl zu untersuchen nbthig. Zunfichst konnen diejenigen Producte
der & unberticksichtigt bleiben, welche einen so niedrigen Grad oder
eine so niedrige Classe besitzen , dass die M entsprechenden Combi-
nationen sich nieht darauf anwenden lassen. , Bei Weitem wichtiger
ist indess eine-andere Art von Producten der &, denen man unmit-
telbar ansieht, dass sie sich auf Formen von niedrigerer Ordnung,
also auch auf Formen & zurfickfilhren lassen. Es entstehen dieselben
aus allen denjenigen Producten:
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H=999...
welche als Factor B ein Product der & von niedrigerer Ordnung be-
sitzen , so dass man also eine Identitit der Form hat:

H= RS,
und wo die dem Systeme Jf entsprechende Combination, welche
auf H anzuwenden ist, so gewshlt werden kann, dass nur die Facto-
ren von R sich indern; die resultirende Form besitzt dann immer den
Factor S, ist also auf Formen niedrigerer Ordnung reducirbar.

Wenn man diese beiden Arten von Producten auslisst, so bleibt
pur noch eine endliche Anzahl von Producten P iibrig, von denen
nachgewiesen werden muss, dass sie durch Anwendung von passenden
Combinationen Formen hervorbrmcren welche sich durch die Formen
& darstellen lassen. Diese ubrwblmbenden Producte nenne ich zu dem
Modularsystem M gehﬁrige Producte.

Der Beweis, dass ein gegebenes Formensystem der & ein voll-
stindiges System ist, kann hiernach in folgende 4 Abschnitte einge-
theilt werden:

1) Nachweis, dass die den & eigentlich zugehdrigen For-

men ganze Functionen derselben sind.

2) Aufsuchung der zu jedem & gehorigen Modularsysteme.

3) Aufsuchung der jedem Modularsystem M entsprechenden Pro-

ducte P.

4) Nachweis, dass es fiir alle Modularsysteme M entsprechende
Combinationen giebt, die, auf die zu ihm gehorigen Producte
P angewandt, zu Formen fithren, welche sich durch die ¥
darstellen lassen.

§. 4.

Beweis der Endlichkeit des vollstindigen Systems fiir ternire
eubische Formen.

Nachdem ich nun allgemein gezeigt habe, an welchen Merkmalen
man ein vollstindiges Formensystem erkennen kann, will ich fir die
-ubische Form f= a? den Nachweis liefern, dass die folgenden 34
Formen & ein solches vollstindiges System bilden.

Ye Ord. Uz
fe f=a}
e @ b, (abu)?

oo lagcd (abu)2 (bewy;  @f = ay by ¢ (abe)?;
’ uy = (abé’) ‘(a?m) (acw) (bow)

ge © laZal (aaw); i as az; S==a3;
(abu)® (cdu)? (bow) (adu) = uj -
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5 Ord.} uiasambi (abw); . uabuiby; ~uiabs(abu)®; abu, (abu)=ui;
6 L | usabyadbacd (bow); udascd (abu)? (bew); wWaad; ai==1;
T, Luiup (5pa); wiaiasby (abw); @bowaiby;  poudbs (abu)?;
8 | abyusazb, el (bew); Aqi—_-— a:bicazbics;  auic (abu)® (beu);
| (sfw)

Gte a(pqz (aqu); udui (pta“) 5w wa 0 (stx)

10w, a2 biu? a:b (stx) 2wy by, (582) (abw)?;
11te » aiqs (aqu) ;
12w, ai el gl (aaq) 3 i uy (spt).

Um die zn diesen 34 Formen eigentlich zugehongen ‘Formen auf-
zustellen und dieselben durch diese Formen selbst auszudriicken , bilde
ich mir znerst die Tafel aller hier miglichen Modularsysteme:

No. d.Mod. 8.] u in-a. 'z in au .
0 Omal |+ Omal
1 0~ 4-1--
2 1--10-
3 0 - 2 -
4 i1 - 1 -
5% 2 - 0 -
6 -0 - 3 -
7 1--7 2-
8 2 - 1-
9 13 - 0 -

und wende diesen Systemen entsprechende Combinationen auf jede der
Formen 9 an.

Das 0 Modularsystem brauche ich hierbei nie zu beriicksichtigen,
da durch die einzige demselben entsprechende Combination jede Form
H in das Product / H iibergeht, also unmittelbar durch Formen nie-
derer, (rdnpng ausdvickbar ist,

Bs ist also nur yn?)thidg {embinationen, welche den iibrigen Modu-
larsystemen entsprechen, auf die Formen & anzuwenden. Um dieses
Verfahren: tibersichtlicher ‘zu nrachen steﬁe ‘ich' 33 Tafeln auf, ‘denen
ich “die folgende Einrichtung ‘geben will;

A der Spitze ‘der: Tafel steht die"Form #, deren’ eigentlich
zugehdrige Formen' ich Berochnen wilt; atuf dem linkenRandé dann
die Ordnungszahlen aller derjenigen Maéularsysteme , die den-auf die
Form & angewandten Combinationen' entsprechen; alsdann folgen da-
neben die durch diese passend gewé‘uhlten ‘Combinationen entstehen-
den Formen. Didse 4us den Formen$ entstehenden Formen @ sind
keineswegs simmtlich ihre zno‘ehangen Formen; viele derselben wer-
den aus anderen Formen' R-durch ‘niedere’ Combmatmnen ‘entstehen,
als aus derjenigen Fomp #, (in'deréw. Tafel si¢-sich befinden. Tritt
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dieser Fall ein, so will ich es dadurch andeuten, dass ich rechts unten
an die Yorm ¢ das Zeichen . mache ¢, alsdann das Zeichen :
folgen lasse und dahinter die Form R setze, aus welcher ¢ durch
eine niedere Combination als aus & entsteht Q.. : E.

Die so bezeichneten Formen @ brauchen nicht beriicksichtigh zu
werden. Von den andern muss nachgewiesen werden, dass sie sich
auf frithere Formen zuriickfilhren lassen; dieser Nachweis wird mit
symbolischer Rechnung gefiihrt werden, und .zwar werde ich mich
meistentheils der folgenden beiden Identititen bedienen :

I ¢, (abd) — dy (abe) = by (acd) — ag (bed).
IL ¢, d, (abe) (abd) = % {ci (abd)* - dz (abe)® — bz (acd) — a (bed)?
+ 2 @, b, (acd) (bed) } ,

welche ich schlechthin als Tdentitit I. und Identitit II. citiren will.
Da ferner die symbolischen Buchstaben ¢ % ¢ dieselbe Bedeutung
haben, so wird eine Form F' ihren Werth nicht indern, wenn man
sie durch die Form F’ erseizt, in welche sie durch Vertauschung der
Buchstaben unter einander iibergeht; in diesem Falle werde ich ¥ durch
F4+F
2
Endlich wird F verschwinden, wenn es durch Vertauschung der
symbolischen Buchstaben unter einander sein Zeichen #indert. Ich kann
in diesem Falle ohne Weiteres F = O setzen.

ersetzen.

Tafel 1.
f=ai.
1. ai bl (abu) = 0.
2. a, by (abu)
3. (abu)d =0.
Tafel IL

ay b, (abu)®

1.5 ax 62 (bew) (abu)?.
2. g by (abu) (abe) ¢ == & @, bz ¢ {ex (abu) +. 4z (bow) — bz (aeu}}
—= 4 uy Cabos 1.1
3. ¢ (op0) (bow) (abuw)®
— + (acu) (he) () 4 (D) - s () = b (200}
1w, (abe) (acw) {bcw) (abu} 14. 1.
Cx s (Dew) 1 (alm) (gbe) =0,
a3 by ¢, (abc)a
{aou) {bew) (abid) (abe).
sttz (bow)-(abe)? = 0. s

00T O
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Tafel 1L
@, ¢ (abu)® (bow).

@z o (0bu)? (beu) di (cdw)
=} @z € d, (abu)? (cdu) {d; (bew) — ¢, (bdu)}
=% @5 € dy (abu)® (cdu) {u. (bed) — b, (cdu)}

a; ¢ d (abu)? (bed) = 0.

Cx 0y (@du) (cdu) (abw)? (bou) = 0.

¢ d (adw) (abu)® (bed)y : dy (adw) (abu)? (bdu).

€2 Ay dy (abd)? (bew)y : @z dy (abd)? b,

(adu) (cdu)® (abu)® (bew).

¢z (adu) (cdw) (abu)? (bed). : (adu) d, (abu)? (bdw).

€2 (adu) (abd)® (beu)y. : (adu) (abd)? b,.

a ¢ (abd)? (bed)y. : a; (abd)? (bdw).

Tafel TV.
ud = (abc) (abu) (acw) (bew).
uZ ai a.
%s 43 @z = d (abc) (abu) (acd) (bed)
= 1 (abd) (acd) (bed) {d (abu) -4 @, (bdu)y — bs (adu)l
= 1 u, {abe) (acd) (acd) (bed) = & S .

Die Identitit u, a, a} = { S u, lehrt uns, dass alle Formen, die
den symbolischen Factor «f enthalten, die Invariante S als
wirklichen Factor besitzen.

ag.

Tafel V.
o3 = (abc)? ay b, c,.

al o (aow).
as o (aaw)? = a, d, (abe)? (bdi) cdu) ,

== a (abe) (bdu) (cdu) {as (bed) — bz (acd) — ¢, (abd)}. 1d. 1.
Der erste Theil dieser Summe ist #? a2 a,, die beiden anderen ein-

ander gleich, es ist daher:

@ &y (Qeu)® — ui @, af = — 2a, b, (abe) (bdu) (edu) (acd).
Durch Vertauschung der Buchstaben ¢ und & und sodann von 3

und 4 erhdlt man die Gleichungen:

Oz 0, (@0)* — U@, 0 == — 85b2(abe) (cdu) {(bdu) (acd) — (adu) (bed)}

= — a, b, (abc) (cdu)? (abd).

g Oy (Ge)* — w3 4, 07 ="— (abc) (acd) (bdu) ez {bs (cdu) + d (beu)}

= — (abe) (aed) (bdu) az{uz (bed) — ¢, (bdu)},
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und dupreh Addition:
2 a, o, (aau)? — 2u? a; a2 = — U, . a; (abc) (acd) (bed) (bdu)
=y Oy aF Uy = — % S uj. (s. Taf. IV.)
) Gy 0y (aou)? = a2 u? a; — + Suz.
(aau)?® = (abc)? (adu) (bdu) (cdw) )
= (abe) (adu) (bdu) {(bed) (acw) — (bew) (acd)}
== 2 (abc) (adu) (bdu). (bed) (acu) = 0.

Tafel VI

a3 a3 (anw).

o a, bl (abu) (aeu) = § €3 ay b, (abu) {b, (aeu) — as (bau)}
=1 a2 a, b, (abu) {ocw (abu) — u, (aba)}

a2 b2 a2 (aub) = 0.

@z b, o (abu) (bau) (acu) = 0.

by a3 ¢, (bau) (aeb)y @ o (bou)? b,.

az (abu) (baw)? (aeu)4 : by o, (baw)?.

az (beu)? (aeh)y. : (bow)s.

Tafel VIL

u? al a,

w3 as ay b (abu).

s s by a2 b2

u? a, b, (abu)?.

Us &5 bs Az by, (abu) = 0.
b2 a2 @y by 2 b2 Us by

bs us (abu)? a,.

b} az as (abu)y : b3 u, by,

Tafel VIII.
up == (abu)® (cdu)® (adu) (bow).

ul ap a2 = (abu)? (cdu) (adw) (bew) (cde) €2
= (abu) (cdu) (adwu) (bew) (ede) e
{bz (aeu) — az (bew) - u (abe)} Id 1.
= 2 (abu) (cdu) (adu) (bew) (cde) b, e, (aew)
+ ts - €z (abu) (cdu) (adw) (ber) (cde) (abe).
Das zwere Glied hat den Factor w,, lisst sich also auf niedere
Formen reduciren, das erste hat den Werth:
(adu) (aew) (cde) . (abu) (beu) by {e (cdu) — d (ceu)}
= (adu) (aew) (cde) . (abu) (bou) by {u (cde) — e, {deu)} .
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dureh die Summe ersetzen
—4 (adu} (eer) (deu) by ¢4 (bou). {(cde) (abu)
— (cda)(ebu) — (cae) (dbu)} = -+ i . bz ¢, (beu)
5. (abu)® (cde)® (adu) (bcu) ez == (abu)® (aom) (baw) e,
= (abu) (aon) (baw) b, (aow) — az (bou) - . (aba)}
Das erste und zweite Glied entstehen durch niedere Combinatio-
nen aus der Form a, &, (aau)®, das dritte hat den Factor u,.
9. (abu)? (ede)? (ade) (bew) =0

Tafel IX.
Uz as g b2 (abw).

1. u? a, g by 62 (abuw) (bew) = %’Ms 500, ¢ (bew) { ¢z {abu) —b, {aeu)‘
= § 3 (s Qs Dl (bow) {1t (0bC)— 1z (bcu)}

u? @ az b3 ¢ (abe) = 0.

u} a, (abw) (acu) (bew) by ¢z = 0.

u? a, (acu) b2 ¢, (abe)y. : w2 a, (acu)? Co-

¢ as @y b ¢, (abu)y : 6} a5 43 ¢a

u} as (aew) (bouy® (abuy = %-ui {apn) (bow) (alm)

{as (beu) — b (acw) - ¢ (abu)} =Ll ul.

W €5 as (acu) (bow) b, (abu) = 0.

e a; (acu) b2 (abu)y. : ¢ a; (acu) a,.

¢ @ az b (ab)y : 6 a, a, (acu).

S O 00 10

0w

Tafel X.
s o, by al b
1. wu, asbs al b, ¢z (beu).
2. o, b ¢ a3 b3 e,
Diese Form kann, da nach™Tafél.¥ %l ¢, ¢z = ¢, e, (com)2+ & Ui
ist auf die folgende. Eom zuriickgefithrt .werden:
al b ¢ «, (cua) (cocb) = 7 Oy by € 0y { a3, (bca)2 + bz (ace)?
— 2 (aba)*’ o5 (abc)2 —§— 26, 0, (abc) (aboz)} “Id. IT.
=4 6 b 2, {02 (bow)? — a3 (abo)+
%uf(ahe) {5',, {abey —b, (dew) + @, (bea) }}
R T W {a,2 (Beed)? e (abe )2} Yai{abe)?}). Id.L
ol g by tleta (b@@ % oatd by 6o Chew)%
4. ¢ a b; a3 by 6uikbouy ==0.
6.1 (#0000 s @, (@ine) (Bor), el By %{bcu}
7. f b o @?%}i-.&\i v b ’%\M
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Tafel X1
ud as by (abu).

1. o, (bew) (abu)® 6. ‘
2. u} as by & (abu) (abc) = 4 ui a; by 6 (abe) {c, (abiry — b, (acu)}
+ i abyc, (abe)}u, (abe) — a, (bew)} 1d. 1.
3 e i 0l — kula, bxcx (abe) {as (bew) — b, (acu) - ¢ {abu)}
= % U U0t — k ul. az by ¢y (abe)
4. ui a, (bew) (abu) (abe) ¢y == %u (@s.62 — €5 az) (bew) (abu) (abc)
== 7 u? [cw (sz)] (bew) (abu) (abe)
2 ui up (8;5%) = 0.
5. e a; b, ¢, (abu)? 5163 a6y a3.
& as (bew) (abu)® 2 1 ¢2.a, ¢y G2
9. ¢ as by (abu) (abe)y : 2 a, a. (ack).

@®

Tafel XII.

ué” == g, b; s (alm)?
¥ [as bs ¢, (abu)2 + 2 a, b us (abu) (abe)] 2
teiad, (abu) { — a; (cbid) 4 b, (acu) + u, (abc)

+ 2 u; (abe)} .

Nun ist nach Tafel IV: 52 b, u, = g %, mithin

c% as b} (abu) (acu) = ¢ a? b, (abu) (cbu)

T

= g & -(aaw) (aew) = 0.

w} a; al = w; ¢ a, b, (abu) (abc) ="a, b, ¢, (abe) u,
{us (abe) — a (bew) 4 by (acw)} Id I
= Uy b by G5 ths (aBC)? - 2 @b, b, 02 (abE) (acis)
= ths. Qs €5 0s (abC)? +- s b o0, (abe) { b dow) — c{abu)}
= Uy O b Cy U5 (AbC) -} b, cxus(abc){as(bcu)~us(abc)}
Die Form aib,c.u, (abe) (beu)- hat {Taf IV) den Werth: b ¢y (bem)?
also:
U Gy U == U 00 Uy 00 - g by o (bew)? — % e i
Kine fernere:Formel.: fiir: Ul a, a? ergiebt sich in folgender Weise:
WPy Q%= U &3 Uy € 2015 by by € (abC) (0U) 14,
== Gay by (abu) (abe)
2wl oy 0 = .0, 0y + (o;bc) (’a;bu) ' (;cg,as-—axcx) (e, —v—-b_,,c,}
— s b, (abc) (alm) oy ¢}

'wu{c,ag s ax:j'- usu&(ss,a:}? ———ax

2. wala

= o
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Um endlich eine dritte Formel fjir 4} o a zu erlangen, gehe ich
von der Gleichung aus:

st (a0 = a3 u? @, —"5- u2. Tafel V.
Nach ihr wird:
ui o az = s ¢; as by (abu) (abe) = (aeu) ¢ (aab) (abc) (abu)
und '
U G O3 = U Uy &}, - 2 @, by us by e (abe) (acu)
= Uy U 0F 0 - 2 (b)) (aot) by ¢ (abe) (wcu)
4 g by €z (bew)®.

2 ufay 0% = up.us 0 0, + ig— by ¢z (beu)? + (aeu) ¢z (abe) (baw)
{¢z (aber) — b, (aca) + a, (bea)}
=ttty 2 0y - B B, ¢, (bow)? + ¢, e (o) (abe)? (b

= ety &}z Db, 0y (b + s B (ePu)’.
5 w6} a; = % a, b, (abc) {2 & (abu) + us (abo)} c.
=1 a; b, (abe) ¢, {2 & (abu) 4 & (abw) + a; (beu)
— b, (acu)} 1. 1.
= a, by ¢, (abe) s (abu) + 22 (bbe) o (bow)  (Tafel IV.)
== 1 a, b; ¢; (abc) [c. (abu) + a, (bew) — b, (acu)]
== % Uy . @ b, ¢ (abC)* =} u, T. Id. L
Fiir u; @} o, kann man noch eine andere Formel entwickeln, es ist:
s of @ == % a;b, (abc) §2u, (abe) 42 b, (acw) —2 a, (bew) + us (abe)} c.
== a5 b; Us ¢, (abc)® + % a, b? (wbc) (acu),
und da das zweite Glied verschwindet:

U a?fl,z: oc? axus=%fux.
9. a4

Tafel XIII.
ws @ty by 03 by 2 (bew).
1. w4 b 0} b, ¢, (bew) (cdu) di == % us a, b; a2 b ¢, d, (cdu)

{d, (bow) — ¢, (bau)}
=4 ts @, b, a2 b €, d {edut)
{4z (bed) — b, (cd)}.  Ta. L
U Qs bs a; b;; e di (bcd):—().
u’ﬁ s b.v a.% (b‘z%) Gz dz (Gdu) (bcu) == 0.

d; a, 6&}153:'(5(%%} & d, {bw:).,_ : ds a, bs a2 (bdu) d; b,
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Wy @5 by (adu)? (bdu) c3 (bew)y : s a by (adu)® (bdu) be.
d, as b, (adw)? b, ¢ (beu)y : ds a, by (adu)® b.
dy as by a2 (bdu) ¢k (bed)y. : dy as by af (bdu)>.

Tafel XIV.
u® a, e2 (abu)? (bew).
u? @y ¢z (abu)® (bew) (cdu) d2 = § ui a, ¢z dy (abu)? (cdu)
{ds (bew) — ¢z (bdu)}
= L u? a; ¢, dy (abu)? (cdu)
{u (bed) — b (cdu)} . Id. L.
u? a, ¢ di (abu)® (bed) = 0.
u? a, d (cdu)? (abu)? (bew) = & u} (a; de — d, az) (cdu)® (abu)® (bew).
Diese Form kann leicht auf die Form u? ) (spx) zuriickgefiihrt
werden. Es ist nimlich:
u? ub (psx) = ui (abu)* (bew) (cdu)
{4+ (cdu) [ad (s2)] + 3 (adu) [ed (s2)]}
= w} (abu)? (bew) (cdu). {} (cdw) [ad (sz)]
+ 3 [(cdu) [ad (s2)] + [du (s7)] (cde) } Id. L
= u? (abu)® (bew) (cdu) {(cdu) (a; ds — dsa.)
+ % (cda) (ds Uz — ts dz)} .
ds us a5 ¢, (cdu) ds (abu)? (bew)y : us ds as d (abu)? by
d, d} a, 2 (abu)? (bew)y : dy di a, (abu)* bs.
d, us a, (cdu)? (abu)? (beu)y : ds us as di (abu)? b,.
a2 a; ¢ (cdu) (abu)? (bew)y : d? a, d (abu)? b,.
d? as 2 (abu) (abd) (bew)y. : d? a; (abu) (abd) b,.

Tafel XV.
u? a; at.
u} a; (abu) a, b.
U Qg bt a% b%.
u? a; b, (abu)’.
s & by @ by (abu) = 0.
b7 a: ai boy 2 b7 u; by
U O bt (abu)*.
Mit Hilfe der Formel:

Wb V= 2k + 2 e d (cdu)? — @, 2 . Tafel. X1I.
gelange ich fir die Form w a, b, (abu)? leicht zu dem Ausdruck:
b (i) = 2 (acd) (edu) (acu) (adu) — u, o, o, (aau)?,
welcher, da:
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s 0 (aou)® = a, 4} a - ?S w3 Tafel V.

ist, in folgenden iibergeht:

S S
ue 0 by (abu)? = - uf — u, @} u& as1 -+ 3 ug,

der nach Tafel V den Factor § besﬂ;zt
8. b oy ar (abu)y : b7 u, b,

Tafel XV
u? uj (spx).
i up az [sp (aw)] = ui uj ai {as up — us a3}
2. u, a,u3 al (spx).
Diese Form lisst sich leicht mit Hiilfe der Formel:
i uj (spx) = 2ul (abu)? (cdu)? (bew) a, ds
4. .. — % 4§ . (abu)? (bew) (edu) d,
— Uy . ds ui (abu)? (bew) (cdu). Tafel XIV.
‘auf die, Form zuriickfithren:.
a; u} (abw)? (edu) (bew) (edé) e2-
=} i (abu)* a, (beu) (ode) ., e { &; (cdu) — dy (ceu)}
= $ui a, (abu)? (bow) {ede) d, ey {t= (ede) — e, (deu)}.”
Der erste Theil hat den Factor u,, der letatere den Werth:
— Y ud a, (abu)? ¢, d e, (cde)
{(beu) (dew) — (bd) (ceu) + (beu) (cduw)} = 0. 1d. L
4 U s ul {qs Uy — Us ap} .

Da diese Form von der "8 Ordnung ist, so darf ich hier die
Annahme machen, dass alle Formen miederer Ordnung durch die For-
men & darstellbar seien.

Es muss sich also auch die Form u} a, ol durch frithere Formen
ausdriicken lassen, also ein Aggregat der Form sein:

up ap a7 == Cy uf . ay by (abu)r + Cy ul 1} + Cjuy ul asb, (abu)?,.
worin die ¢ numerische Constanten bedeuter.:

Hieraus folgt leicht die Gleichung:

205 0z a5 U] =2 Q; U by, u; (abu)* +- 2 Cy uz. i .1}

+1 Cou i s, b (abu)2 + Cy o w2 @b, (abu).

5 af 1&/229 O (spx) hat’ den Faclor 8. (Tafel TV.)
8. a? u;,‘”{a’ sty < ol E}}x’ﬁaftf dén” Factor S
9. a? ap up (spx) hat den Factor S.
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Tafel XVIL.

ui a ay by (abu).

i b (abu) (bew) ez =4 u} qi @z by €z (bew) { €5 (abu) — b (acw)}
=L U @, bl (bcu){urx (abe)—a, (bcu)}. Id.1.
ui a; @ b3 ¢ (abe) = 0.
u? a; (acu) (beu) by, ¢, (abu) = 0.
we Cr ay (@cu) b3 (abu) Cza @ e € @ (ACH) Gy Can
6} O @y b3 €y (abu)y © €} a: 4 6o
u? a; (acw) (bew)? (abu) = L u} (acw) (bew) (abu)
{a. (bew) — b, (acu) + ¢ (abu)}
= Luj. u?l. Id. 1.
e @ ¢ (acw) by (bew) (abu) = 0.
et a; (acw) b (abu)y. : of a; (acu) aa.
6} o az bE (abe)r ¢ ¢ o a. (acw).

Tafe] XVIIL
u; a; by aZ b3,

e @y by i by c3 (beu).
a; by al b2 el
Uy G by 0% 0 (bew)y @ uf by (bou)? ey
@ b ¢ a2 €5 by (bew) = Q.
Uy @y by @y (acw) (bew)s 1 uf b, ¢, (beuw)®.
ar by ¢ @i (bew) e 2 b ¢ wy (bou)t

Tafel XIX.
a: by ui (abu)®.
a; u? ¢z (bew) (abu)>
ay by €3 u} (abuj‘(abc) =} a.ui by (abe){ s (abu)—b, (acu)}
== § aui bz (gbo){ety (abe) —~ a (bew)}. 1d.L
Das erste Glied hat den Factor u,, das zweite den Werth:
— & 4} @z by ¢z (abe) {a. (bou) — b; (acu) + ¢ (abu)}
=—F{ul.e d L
a, u (bew) (abu) {abe) ¢, = % u} (bew) (abu) (abe) [ac ()]
= & U w5 (Stx).
a; € by ¢ (abw)’y. ¥ o ¢t e, a3
a; ¢} (beu) (abu)’y : a, €} ¢, a3.
a; by ¢} (abu) (ab)y. © a. a, ¢} (acu).
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Tafel XX.

a; by e a3 b ¢k (bow) .

L abow aib, e, (cdu) @ (bew)
=4 @ b e 03 by ¢x di (cdu) {d,(bow) — ¢, (bahe) }
= @& b; uy al b, c, dy (cdu) j g (bed) — b, (edu) ) .
a: by d; ol by el (bew) dip - a; by d; a2 bL d2.
a: b w; @ (bdw) ¢z dx (edu) (bew) = 0.
a; b, d; a; (bdu) dz ¢ (bew)y : a; b, d; o (bdu) dy by .
Ca b dy 0l by el (bed) doy @ b dy a2 b, d (bdu).
a: b uy oz (bdw) (cdu)® (bew)y : ui by (bdu) (edu)? (beu) .
a; by d; az b, (edu)’ (bew)y 2 uy b de by, (cdu)? (bew) .
a; b, d; az by ¢, (cdu) (bed)y. < s by di by e (cdu) (bed) .

Tafel XXT.

gy = aibicl e b

PN oot W

al g5 (aqu).
az b3 d (cdu)® a; b, €4 : o} d, (edu)? a; ¢ uy.
a} b, (bdu) (cdu)® a; b; ¢y @ by (bdu) (cdu)® by c; .

Tafel XXII.
a; ui i (abu)®* (beu) .
1. e u? o, (abu)® (bew) (cduw) d
= U} 65 de (cdu) (abu)® {d, (bou) — ¢, (bdu)}
= a u} € d (cdu) (abu)® {uy (bod) —b; (cdu)}. Id. 1.
2. au? i (abu)® (bed) di = 0.
3. a uf (cdu)® dp (abu)® (bew) .
Diese Form Iisst sich (yrgl. Tafel XIV.) leicht anf die Form
ui up (tpzx) zuriickfithren. Es ist nimlich:
u up () == uf (abu)* (bew) (cdw) {% [cd ()] (adu) +- § (cdu) [ad(tx)]}
=~ u} (abu)* (bew) (edu) {(cdu) [ad (x)] -+  (eda) [du(tx) ]}
= i (abu)* (bew) (cdw)® {a: dy— ds 0}
+ 3wl (abu)® (bew) (cda) {de wy — te du} .
Der zweite Theil ist eine ganze Function der &, der erste hat den
Werth:

P

2 a; u? (edu)® d; (abu)? (bew) .

s W ds €2 dy (abu)?* (bew) (cdu)y. : @, w, dy d3 (abu)® b, .
o & o dy (abu)® (bow)y : a & dx (abu)® by .

G de e (cdu)* (abu)® (bew)y. @ @ dy uy d3 (abu) b, .

o & € (cdu) (abu)® (bow)s tar 4} d (abu)® be .

a4 4 ¢ (o) (abd) (bou)y : a @F (abu) (abd) b .

IR

R

© o
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Tafel XXIIL

u? u? (stx).

1. wd i al (asw—usar).
2. w?w al o (stx) .
4. ul w o a, (a,w— us @) .

Der zweite Theil ist unmittelbar das Produkt von Formen nie-
derer Ordnung; um den ersten Theil zu reduciren, benutze ich
die Formel:
uF @, ai = %’ (A % s, us (5 8 2)* — % @z by (abu)*,
aus welcher die Gleichung folgt:

ul U} ay Oy == %— ud. g - —;— ul us U (5918,) (5,8,%)
— 22 a, b (alne)? (Tafel XI1.)
T s 2
= g U U — G ul @ by (abu)?
4+ Z s Uy (55185) {us(s,8,2) — uy (880)-us (ss,7) }
— % gl:ux cud — Sul a, by (abu) -+ wu, v, (ssls._,)?g.
3. a? ui (stx) @, hat den Factor S. (Tafel 1V.)
8. a? u} (a,u; — u; ;) hat den Factor S . (Tafel 1V.)
9. a? w a, (str) hat den Factor S. (Tafel 1V.)
Tafel XXIV.
az q5 (aqu) .
1. a gi (aqu) (abu) b = § @z b (abu) gz {bx (aqu) — as (bqu)}
= % s bs (abu) 45 {¢a (abu) — u; (abg)} -
2. aibi(agb)gi=0.
3. @i ¢t by (bau)® (agqu)s : qi b (bqu)® .
4. b, a2 gt (bgu) (agb)4 : g3 D (bau)®.
6. ai (bqu)* ¢z (aqu)+ : g3 (bgu)® .
7. ak (bqu)® g3 (agb)+ : ¢z (bgu)* .
Tafel XXV.
u? uh (tpx).
1. wd ul (a: uy — g ) @5 .
2. w0 ul al (fpx).

Zur Untersuchung dieser Form bediene ich mich der Formel
(Tafel XXII1.):
W} Ul (tpx) = 2 a, uf d, (cdu)? (abu)? {beu)
+ 3 ut (abu)* (eda) (bow) {dr vwe — ue d} ,
welche zeigt, dass die Form u; a, u} @ ({pz) sich auf die Form
redueiren lasst:
Mathemaiische Annalen 1. 8



114 Ueber ternire Formen dritien Grades.

a; u} (abu)? (cdu) (ede) & d, (bew)
1 @ ui (abu)® (bew) (cde) dy ey { e, (cdt) — d. (eer)}
= & o uf (abu)® (bew) (cde) d; ez {u, (cde) — ¢, (dew)} .

Das erste Glied dieser Summe hat den Factor u,, das zweite den
Werth:

— % exdyto(cde) . uia (abu)® { (bew) (dew) — (bdu) (ceu) — (bew) (dew) ’

= 0. Id I
4. e G Az up { Oy e — Uy A}

Das zweite Glied ist durch Formen niederen Grades ausdriickbar;
um das erste zu reduciren, gehe ich von der Form (Tafel XV1.)
aus:

wp ap ag == Oy ud . @z by (abu)® 4 C, ud uf 4 Cg w, . u? a, b, (abu)?
und folgere daraus die Gleichung:

up by Ay oy == Oy u) . u} a; by (abu)? 4= C, uf w, uf

+ &+ G {u? . w a, b, (abu)? + up . u? a,uf b, (abu)?} .

5. u)al a, (ptr) hat den Faetor T, (Tafel X1L)
8. uf a? (@, — w; @) hat den Factor T, (Tafel X11)
9. u} a, ai {ptx) hat den Factor 7. (Tafel X1I.)
Tafel XXVL
ui e o al (stx).
1. ud a0l bl {bs Uy — U, b,} .
2. ufa boag bl st .
30w wy @i by (abu)? (stx) .
4. u} a b, a; be (abu) (stx) = 0.
D b} wy a af by \St)4 : B uf b, (stx) .
6. u? u, o (abu)? {bs U™ 2 b,} .

Zur Reduction dieser Form bedarf ich einer Hiilfsformel, welche
ich mir durch folgende, schon oben gemachte Betrachtung ableiten
will. Da ich mich hier niimlich mit der Untersuchung der Formen
10tr Ordnung beschiftige, so kann ich die Annahme machen, dass
alle Formen niederer Ordnung ganze Functionen der # seien. Diese
Annahme, "auf die Formen w, u, (stz)? und (stz)* angewandt, zeigt,
dass zwel Formeln folgender Form existiren miissen:

s Uy (sm)2 = C, 8.0, b, (abuy + C, T . u}
(stx)?
Hieraus sieht man, dass Jede Form, welche zwei Factoren der Form
(stx) hat, in die Form S¢ - T'¢ gebracht, also anf niedere Systeme
reducirh Werden kaun.
Die Form:
s 44, {abu)? {b: Uy~ U bz} {a& Uy — Uy a,}
= #t; u (abu)? {“s by uf + a; b, ul — 2 a, b, u, ut}
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lasst sich also anf niedere Formen zurfickfilhren und somit
auch die hier behandelte Form: w2 uf (abu)® a; b, .

u? b, a; a, (abu) {bs Uy — s b,} .

Das zweite Glied ist ein Product von Formen niederer Ordnung,
das erstere entsteht aus: u2 b, u}? b, b, durch eine niedere Com-
bination.

b? w, a; a; (abu) (stz)g. : b} ui by (slx) .

b2 b, a; az (stz)s = bF by ue (stx) .

Tafel XXVIL
a3 b3 ut a, b, (stx) .
a2 b2 ul a; b & {c,, 2y — s c,} .
al b3 us ¢ ay by (stx) 2.
Aus der Gleichung w? ¢, ¢2 = (can)?® ¢, , (Tafel 1V.) folgt, dass
a3 bl w, ¢ ap by (st2) €2 = a b} ¢, o (can) a; b, {cz [ p— ct}
Ferner konnen wir aus der Annahme, dass alle Formen 8tr Ord-
nung ganze Functionen der & sind, die Identitat folgern:
up ey 03 = Cy S*ui -+ C, T'a, b, (abu)* 4 C; S a, ui a,
welche zeigt, dass jede Form, die den Factor «; besitzt, mit-
hin auch unser erstes Glied, in die Form S¢ -4 7'y gebracht,
also auf niedere Formen reducirt werden kann. Das zweite
Glied unseres Ausdrucks hat den Werth:
o2 g5 (gew), ist also eine Form 8.
@} Cx (bow)® u? a, b (sta)q. : cp (bow)® ud w, b (stx) .
a2 by (bew) ¢ u, ¢ a b, (st)g 2 by (bew) ¢, us €5 u, by (stx) .
a2 b2 ¢y 6F a by ($t2) 4 1 b3 ep €2 uy by (St2) .
ay (acw) (beu)® u} a; by (ste)y : o (bow)® udu, b, (stx) .
az (bew)? u, €5 0, by (stx)y. o (bew)® u, ¢ uy b, (st .
aZ b, (bew) ¢ ayb, (six)y : by (bow) ¢ w, b, (stx) .

Tafel XXVIIL
u? ur ay by (str) (abu)®.

u Uy G by (abw)? fug ¢ — ¢, U, 3.
u2 vy (stx) by 3 (abu) (abe)

- 2 u? Uy @ by €0 (abe) (str) {ea (abu) — by (acu)}

= % uf U t; by €z (abe) (stx) {ue (abe) — az (beu)} .
Das erste Glied hat den Factor u., das zweite den Werth:
3{ ua Us Uy bz €z (abe) (str) {a, (bew) — b, (weu) — ¢ (bae) }
= — } u} u} (5t2) . a; by ¢, (abe)®. 14 L
u} g @; € (bew) (abu)® {us € — ¢ wr) }
= U5 . s Oy Cq ¢ (bow) (abu)t — u} uf a, ¢, (bow) (abu) {u, (abe)
-+ b (acu) — a, (beuy} .
8*
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Die ersten beiden Glieder haben den Factor «?; ebenso lisst sich
das dritte Glied leicht in die Form bringen:

— } ud u? (str) . (beu) (abu) (acw) (bac) .
Etwas schwieriger ist die Reduction der Form
W2 UE a4y ay s (beu)® (aba) 5
um sie zo bewerkstelligen, gehe ich von der Identitit aus
(Tafel XIL):
2uf a0} = ? Uz + g U, (s, 85 ) — % a; by (abu)?,
mittelst deren diese Form auf die folgende reducirt wird:
ui us s (S 8y 8y) o (bew)? [5, 8, (bu)]
==L s (85,5, ) € (beu)® s [818, ()| —us [55, (b)) —w, [3,5(bue)]}
=0. Id L
4. u? ¢ oa b, (abu)? e, s € — €5 i}
Das erste Glied hat den Factor u?, das zweite entsteht aus der
Form: %2 ¢ a: a2 ¢, ¢; u; durch eine niedere Combination.

5. ¢ w ay by ¢, (stx) (abu)*y : cf we oy ¢, (st2) a3.
T u? w ay (beu) (abu)? {cs Wy — g c,} .
Das zweite Glied hat den Factor w2, das erste entsteht aus der
Form: u? ¢; a; ¢, a2 ¢, w; durch eine niedere Combination.
8. ¢ u o (bew) (stz) (abu)ry : ¢ w, a; e, (stz) a3
9. €26 a; by (stw) (abu)2y ¢ €2 ¢ a; (stx) a2.

Tatel XXIX.

g% w} (quu) = ai b} oy a?,’ (o) a; b, ¢,

L. gt al ai (qew) (qaw)
=1 g% Gz 0 {,u% (gae)* 4- 2 u, g, (gae) (aaw) — g2 (wau)®
4+ a2 (qeu)? + o (gaw)?. } I4.11.
q: a o (qua).
a3 b} e; (deu)® d, (cou) a,; b, ¢y 2 b2 ¢, (dew)* dy (caw) b, ¢ u,.
az b 5 4, 0, (cod) o by ¢ (dau)y. : b2 e, d, (cad) oz b ¢ uy (dau) .
a2 b2 (cdu) (dew)? (cerd) a, by ciy + b2 (edu) (cam) (dea)? u; by e, .
a3 b ¢z (dau)® (cad) a; by ¢, = b3 ¢, (dou)? (cad) u; b; ¢; .

Tafel XXX.
a; ek q5 (aeq).
1. ae; @2 bi{aaq)(abu) = | a;bs(abu)ai g {b. (aeg)— a. (bag) }
== ¥ @ bz (abu) o ¢ { etz(abg)—q.(abe)) }. 1. L.
3. o} Beu) b, 65 (aeg)+ : (bau) b ¢S (gen),
6. af af (gbu)* 4% (@)t = ok gf (qow) (qbu)’ .

Il o
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Tafel XXXT1.

wy ui up (stp).
20w} uf uy ai a, (stp) .

Mittelst der Identitit (Tafel XVI.)
uy ay a3 = Cy ul . az by, (abu)* 4 Oy uz uf 4+ Oy uz 4] @, by (abu)?
erhalten wir die Gleichung:
S ul ui up a ap (Stp) =

=3 O, . u ui ul (ssit) . @by (abu)® 2 O ud . wiui azbx (abu) [ab(st)]
-+ Cy {20} upudui (stw) + Buzuf ude (stt)) }+Cyl uiaba(abu)’viui (stz) }
+2ux{ul uf ul a; by (abu) {ab ()] +ui uf us a, be(abu)®(sts;)} .
5. a? a,u? u} (spt) hat den Factor S. (Tafel 1V.)
9. a? a,u, ) (spt) hat den Factor S. (Tafel IV.)

Es ist somit der Nachweis gefiihrt, dass alle Formen, welche zu
den Formen & eigentlich gehdren, ganze Functionen derselben sind;
hierbei hat es sich herausgestellt, dass es fiir jede Form & Modular-
systeme giebt, deren entsprechende Combinationen auf & nicht an-
wendbar sind.

Combinationen, welche diesen Modularsystemen entsprechen, wende
ich auf die Produkte H = & % o* an und lasse von den so entstehen-
den Formen alle auf frithere Formen reduncirbare weg; die Modular-
systeme, deren entsprechende Combinationen die dann {ibrig bleibenden
Formen erzeugen, sind die zu & gehdrigen Systeme. Um dieselben
zu erhalten, werde ich, analog den fritheren Tafeln, Supplementar-
tafeln bilden und in jeder derselben die Modularsysteme verwenden,
die sich bet der Tafel fiir die & selbst nicht vorfinden. Selbstverstird-
lich lasse ich hierbei diejenigen 4 Formen weg, auf die sich fiir alle
Modularsysteme Combinationen anwenden liessen, so dass es nur 27
Supplementartafeln giebt.

Supplementartafel I.

3 v
w05 -

o

@b urtord, B
a2 (abw) Wyt or b, b, V2 b, wrt ok,
@ w ok B D,

a, (abuwy wy=toi b, 2 B2, wrt gk
a? (abu) w72 o 07 L 2 b b2 w0 gl

ad . w3 o .

Zu f gehort mithin kein Modularsystem.

XN o
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NS e
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Supplementartafel IT.
a, b, (abu)’ uy ok
(acu) (bew) (abuw)? u? o4t (ocu)
— 50t et o) aon) { (ab)eon)— e ) (oo g}

a,b, (abe) wotc, b (bowf wy™ote,.

Zu a_b, (abu)® gehbrt kein Modularsystem.

Supplementartatel ITIL
fufi LUk ok,
w? . a? w0t (eaw) .
W a u? 04t (gau) a

ul . uy 043 (pam)? .

u? a w047 (pau)® .
Mittelst der Formel (Tafel V.):
2 2 2 ) 2
a, o (aau) = ula, & — & u?
lasst sich diese Form auf die Form (aau)? w? o4 (agu) (xou)
zuriickfithren, welche aus der Form o2 u? ¢4~ (paw) durch eine
niedere Combination entsteht.

u, &2’ 94t (paw) hat den Factor S. (Tafel 1V.)

Zu der Form u?; gehdrt das vierte Moduolarsystem.

Supplementartafel IV.
ad. ot ut =.a, b, c_ (abc) o4 ul.

.ot urta 6.
e (aouy b wi o, o .
@ gturaba,.
~a, (bduw) (cdu) (abe)* . ¢4 wy=* d, . ™ (bdw) (cdu) (bew)® . ok ur d, .

a, b, (cdu) (abe)® ob w22 @ 4 ¢ by (edu) (bew) . ot wy™* .

o .ot ural.

Zu der Form o gehort das vierte Modularsystem.

Supplementartafel V.
o o (gau) . o8 u? .
@l o (aub) . ot w18 b, 4 ¢ e (bau) . et b b, .
af e, (baw) (aab) . @t ur= b, : o, (bou)? o4 wrt b, .
al o (aeb) o« u;—? b5 ¢ o (bow) o4 wi? B3
Zn der Form a2 a2 (anu) gehort kein System.
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Supplementartafel VI.
wia, & . 0.
6. «? a (abu)® (@bu) ot u?.
9 Vla al.ehuwtb,, Prau olurb, .

Zu der Form u? a a2 gehort das sechste System.

Supplementartafel VII.
us .oy

L. (eau) o =" uy .
4. wa,a, ot (gau) u).

Aus der Formel (Tafel XVI):
A. Wa,al=Cul. a,b (abuf + Cw. v} + Cyu, i ab, (abu)

folgt die Gleichung:
wda,a, (aguw) ot~ uy = Cy ul . a, (bow) (abu)? o4 u}
+ L Cyu, . w? a (bou) (abu)® ot=tu?....

6. ul.ouSul.
W a, .42 u (eau)? =gt~ uy Cyurl. (agu) (bow)(abu).... (Gleichung A.)

8. wupal ot uy (oau) .

b

Zur Untersuchung dieser Form, deren Ordnung grosser als 5 ist,
machen wir die nimliche Annahme, wie frither, dass nimlich
alle Formen bis zar Hter Qrdnung ganze Functionen der & selen;
nach derselben muss #% a2 o, in der Form enthalten sein:

4 3 — y 3 2 2
wh a2 a, = Cru uf + Cy ol a b, (abu)
und somit die Relation stattfinden:
4 2 —1 — 2 2 —1 ,
ut & (eau) ot uy = 0, u} a, (bow) (abu)® gxtu? ...,
welche letztere Form aus «?a ¢“a2u? durch eine niedere Com-
bination entsteht.

Supplementartafel VIIL

2 K2
w,oa, b a2 b . ohul.

$§ 8 &x X

v g2 B2 ¢ p ogv—1 N 2 n y—1
5' asbscsaszcx@;caud +‘usbscsbxczoﬁuo‘ co'

8. @, bs €, a‘i bz (l‘m) 9’; u;"l CG+ A bs € bz (bcu) 9.‘; u;-—l €, -
9. Csalbd2b2.gf;u7‘2c?’+;u_bscsbiggu;—26§‘

& 8 X x [ ¥

Zu der Form u a, b a2 b2 gehdrt kein Modularsystem.
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Supplementartafel IX.

2 2 v
wa b, (abu)® . & u.

3. u? a, (bou) (abu)? ¢, (ocu) g4 .
6. W a, (bew) (abu)’ (gou)® ot~ uy .
1. 2 a (beu) (abu) (abe) (ecu) g4t u?,

= % u} (beu) (abu) (abe) = uz {a, (gcu) — ¢, (oaw)}
= 4 u3 (bew) (abu) (abe) v wy {0, (acw) — u, (acg)} Id. L
=telupe, 0 —ful.ul o ort wr=0.

Zu der Form u? a, b, (abu)? gehdren das dritte und das sechste System.

Supplementartafe]l X.
ud . gk uy.

u} . (gau) o4 u¥ a2 .
ui. (gau) e u? o .
a, . (gaw) ¢4 2wt a .
uf . (oau)® ot~ u?.
a, u? . (pou)® o2 u?.
a; u, (gau) o' u? hat den Factor T. (Tafel XII, Form 8.)
Zu der Form u} gehdren das vierte und das siebente Modularsystem.

oMo o

Supplementartafe]l XI.
w,a, b aZb 2 (ben). ot u .

§ 8 T8 Tx Tx X

9. doab abd c(bed) ot ult dyy td ou b b é (bed) o w1 dL.

xr r z 8§ "8 ' x

Zu der Form u_a b 02 b_c2 (bew) gehort kein System.

s 3 T Ve V2

Supplementartafel XII.
u? a ¢ (abu)® (bow) ot w? .
9. u? as (cdu) (abu)? (bew) ot (odu) u?
==% ] (cdu}’ (abu)?® (bew) ot~ uz {a, (odw) + d, (agu)}
== % ¥} (cdu)’ (abu)’ (bou) o™ wy {0, (adu) — u, (adg)} .
Zu der Form o a_c? (abu)? (bow) gehdrt kein System.

& 5 Z

Supplementartafel XIII.
w4, a2, ohul.
6. “u} o, (abu)? (obw) o uj.
9. bla,afekuy b, biu obur™b,.

Zn der Form o? 4, o? gehort. das sechste System.
7t T
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Supplementartafel XIV.
w2 b (spz) . o uy .
Wl {o,u,—u a,l o, {oau) o4t u? .
Wl {a u, —u a) (eau) o= uy.

wura, fa w,—w @) (eauw) o4 uy.

S g

Der zweite Theil hat den Factor u?, dér erste Theil nimmt mit-
telst der Formel (Tafel XVI.)
@, a = Oy .a b (abu) + C,udw + Cyu, ula b, (abu)
die Form an:
Cyuw? . a, (obu) (abu)® o=t w? 4 § Cyu. w2 a (bu)(abu)? ot tu} ... .

Zu der Form w2 u} (spr) gehort kein System.

Supplementartafel XV.

2 }2 v
@, b, al bl . gt ul.

- g2 B2 ¥—1 o ) 2 oit pv—1
abca?blorurtc e, tubocbloiurte ¢, .

a,b e, atb, (beu) ot wy=c, = u, b, ¢ b, (beu) ot wr™c .

© w o

2 B2 y—2 2 .y 2 ol yv—2 2
a,byc, a2 b2 . ol ur2cl  :u b, e Ul ok urt L.

Zu der Form @, b, u, a? b? gehort kein System.

Supplementartafel XVI.

2 2 ¥
a, u? b, (abu)® o4 u}.

3. a,u? (abu)® (beu) ¢, @ (peu) u?, .
a, u? (abu)® (beu) o2 (geu)® ul.
1. a, u? (bew) (abu) (abe) (gew) o4 u}
= & u? (bew) (abu) (abe) ot uf) {at (ocu) — ct(gau)}
= § u? (bou) (abu) (abe) ok w; {0, \acu) — u, (acg)} .
Zu der Form @, u? b_(abu)® gehdren das dritte und das sechste
System.

i

Supplementartafel XVII.
a,b,w alb_ ¢ (bew). ot ul.
9. a,b,d a2 (bed). eruyd,, :u b, d, b2 (bed) ot ul d, .
Zu der Form a, b, u, a2 b, ¢ (beu) gehbrt kein System.

Tt Tt Tz
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Supplementartafel XVIIIL
ouwr . g = al b2 a b c otul.

x x ¢
.ok ute .
a2 bz (cduw)a,b,c; ot wtd, d,, :b2c (cdu)w,b,c ot ur™rd d,.
@.otur3ala,.
aZ U2 ¢, (cdu) @, b, c, @t w2 @2, : b2 ¢ (cdu)u, b, ¢, o ur? d2.

2 )2 —1 .52 2 ov—1

a b2 (cdu)® a, b, ¢, o4 u? Ay 0] (cdu) w, b, e, 0 wi™ d .
6 —3 3

gm * 9’;; u; aa ‘

© 0N

Zu der Form ¢® gehdrt kein Modularsystem.
Supplementartafel XIX.'

a, ;¢ (abu)? (bew) . o4 u? .
6. o, uf (cdu)? (abu)? (bewy (odu) o+ u?
= & u; (cdu)’ (abu)? (bew) o4 uy {a, (odu) — d, (oau)}
= 5} (cdu)? (abu) (bew) o4~ wy {0, (adu) — u, (adg)} .
Zu der Form a, u? ¢ (abu)? (bew) gehdrt kein System.

Supplementartafel XX.
u? u? (stw) o4 w .
3. w?u? {as uw, — o, at} a, 0“1 u? (oau) .
g {a w,—u 0} 04wy (oan).
7. a w u? {as u, ~— 16, “:} o4t u? (gan) .

&

3 st
Der erste Theil hat den Factor w3, der zweite geht durch die For-
mel (Tafel XIL):

a, u: aF = % w4 % u, o, (518 ) — % a, b, (abu)?
in den Ausdruck iiber:
A w, U, (515:8){ o, “sﬂ”—“sf’s,} oL ur — ig- u?a (bow) (ab@é? o tuy ...,
Der zweite Theil hat den Factor S, der erste und zweite ver-
schwindet.
Zu der Form u?u? (stx) gehort kein System.

Supplementartafel XXT.
@ @ (agqu) o* w .
5. @ G (agbyb oeuy™ b, g3 (bqu)b, ot urth,.
o, 4; (qbu) (agb) e wi™ b, : g (gbu)y o4 w; ™ b, -
0 a2 (gab) et w2 B2, : B (gbw) et w2 B2
Zu der Form of ¢ (aqu) gehort kein System.

o®
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Supplementartafel XXII.
ud u? (ptx) ok uy .
3. wula, {a,u—u a} ¢t (o) u? .
6. wiul fa,u,—u, a) ot® (au) uy.
T wta,ul {a,u —u, a} ol (oan) u?, .
Der erste Theil hat den Factor «?, der zweite geht durch die For-

mel (Tafel XVL):
wa, @ = C ua, b, (abu)? 4 C, w2 w1 Csu, a, b u? (abu)?
in folgenden Ausdruck tiber:
L a,ul (bu) (abu)? o4t ul 4 £ Cyul . (eau) b o (abu)ol™ u) . ...

Zu der Form 3 u? (ptx) gehdrt kein System.

!

Supplementartafel XXIII.

a2 b2 ol a, b, (stx) o u?.

x x> s ¢

9. a2b2cab, (stx)etu™ e,

2 .2 . —1
202 ¢ Eu, b, (stx) g4 wrt c,.

1 b ,
+ z st
Zu der Form o B% u? a, b, (stx) gehort kein System.

Supplementartafel XXIV.
w u, a, b, (stx) (abu)® ot ul .
6. u?u,a, (bow) (abu)® {c u, — u, ¢} (Qou) o= ul .
Da wir hier die eine Form héherer Ordnung untersuchen, so ist
die Annahme gestattet, dass die Form 5'r Ordnung
W2 u, @, (bew) (abu)* fe,u, —u ¢} ¢,
eine ganze Function der & sei. Demgemiss muss sie sich in
folgende Gestalt bringen lassen:
wu,a,(bow) (abu) {cm,~—u e} ¢, = O, Suw (spx) + Cyw-.udu (k)
und wir erhalten die Formel:
u?u, @, (bow) (abu)* {e, u, — u ¢} (oou) @' uy =
C, 8w vl {u,0,—e0,u,} ¢4~ u-;—{—Ozu;i wiu? fu,0,— @} 04U
Zu der Form w? u, a, b, (str) (abu)® gehort kein System.

Supplementartafel XXV.

2 o5 J— 2 3 { oo
2 f (aqu) ¢ ), = a, b, ¢, a2 b2 c o2 (cou) ol o).

5. a,bedalble, (cad) oturd a2 :ub, e d, b:e, (cad) ot w7 d o2,

17t T tt T ®

8. ab,ca2b(cdu)(cadyorur™d o2 , 1w, b,c, (cdu) bl (cad)e? ghuz—1d .

[ P At A oz "

9. abea2bic o(cad)orur2d;  : ub.c, alble, ol (Cod)otu; > d:.

L2 et At 7Tt Tx e

Zu.der Form o ¢ (wqu) gehort-kein System,
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= o

© ® N

Supplementartafel XXVI.
@ o ¢ (aeq) . w2 0.
a2 o2 ¢ (ang) . uy o b, B2,
a2 o g (bqu) (aeg) b, b, wi= ot o = a¥ gt (bqu) (equ) b, b, w ™ g~ .
a? 2 ¢ (aaq) . b, b2 w2 ot .
a? o2 ¢ (aeq) (bgu)? b, w! o4, talgl (qew) (bgu)* b p Ul 0k
2

5

2 a2 gt (aaq) (bqu) b w2 gu P o2 q* (qou) (bgu) b2 wr=? o .
2o f (aag) . w2—® oL b3,

Zu der Form o? a2 ¢ (aag) gehort kein System.

2

Supplementartafe]l XXVII.
2 S (stp) ot uy.
o? u? ol (stp) . (Qau) oL u? af .
u? ul uf (stp) . (oaw)® % u a, .
ul uf uy a, (stp) (eaw) oLl a, .
Diese Form geht durch die Formel (Tafel XVIL.):
wa,.al _— Ci . a, bn; {abu)? 4+ Gy . w4 Cyu, . w?a b, (abu)?
in die folgende iher:

% {uf w} (agu) b, (abu) {a b, — b a,} ou™? u;} ud

+ G ul fo,u, —u, o) et ul L w, . ud
-+ % Juf u? (stx) . u? a, (abu)® (ebu) o' w}

+ wa b, (abu)® . u? Wl {o,u, —u, 0, ;e

+ 2w, . udu? “, (sts,) (oau) Z)s1 (abu)? or—t u?
+ 2w, udul uj‘ (oaw) bs1 (abu) {a.b,—b.a,} o uy.

u? u? u (stp) . (Qau)® o3 uy.
42 o2 b, (stp) - (oani)® gt u .
Durch die eben benutste Formel (A) geht diese Form in die fol-

gende iiber:
22 a3 o u (agu) (bou) (abu) (a, b, — b, @) ¢4~ uy
C 2 2 (m )
+ 1—3 {%?1 & (abu)® (bow) . u? {93“& — 9¢} o2 u;% L
a? u} w) (stp) . (eau) o4~ w} hat den Factor S. (Tafel IV.)

Zu der Form o2 u? ud-(stp) gehii}t kein System.
Die in den Supplementartafeln gefundenen Resultate lassen sich

in folgende Sitze zusammenfassen:
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1. Das dritte Modularsystem gehort zu den Formen:
u? @ by (abw)? und @ ui (abu)’ b,

2. das vierte zu den Formen:
i , uf , e,

3. das sechste zu den Formen:

u? ay by (abu)? , ul as 4l , uf uoa , a uf by (abu)®,

4. das siebente zu der Form:

.

Man muss nun aus denjenigen Formen &, zu denen ein Modular-
system gehdrt, solche Produkte ¢ bilden, dass es

1) Combinationen giebt, welche auf ¢ anwendbar sind und dem
System enisprechen;

2) keine dem System entsprechende Combinationen giebt, welche
auf einen Factor (vesp. das Produkt mehrerer Factoren) von
¢ angewandt werden kbnnen.

Diese Produkte sind die zu dem Modularsystem gehdrenden Pro-

dukte der Formen &-.

Dem dritten Modularsystem entsprechen die Produkte:

1. u? a, b, (abw)? . ui a, b’ (abu)?,
2. ul as b (abu)® . uf a, b, (abu)?,
3. u} a; b, (@bw)? . uf a, by (abu)?;
dem vierten die Produnkte:
1. 4. ai,
2. uf .oy
dem sechsten die Produkte:
u? a; by (abu)? . ui a; b, (abu)® . ui a, by (abu)*,
ul a, by (abu)? . ud a, by (abu)? . ui a; by (abu)?,
ul a, by (abu)? . u? a, by (abuw)? . uf a; b, (abu)*,
up a; by (abu)? . ut a; by (abu)® . w@ a; by (abu)?,
u? a, @i . ul a; by (abu)?,
u? o; a2 . u} o, by (abu)?,
w2 o Gk . ul ag al,
ui oy ai . uk a; by (abu)?,
, uf o a . uf a by (abu)?,
10. wla,aX.ufaal,
11, wf a; af . uf @ az.

Der letzte Theil der Untersuchung bestebt darin, dass ich zeigen
will, dass man fiir jedes Modularsystem eutsprechende Combinationen
auf die zu ihm gehdrigen Produkte der Art anwenden kann, dass die
so entstehenden Formen ganze Functionen der & sind.

Bezeichne ich die Formen o, b, u? (abu)® und @, b, w} (abu)® kurz
durch %, und m,, so muss also noch nachgewiesen werden, dass sich

© 00 1O O b0
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die folgenden Formen durch die ¥ ausdriicken oder sich auf friithere
Formen zuriickfithren lassen.

1. a, (alu)?, 9. (amu)?,

2.5 ag (alv) (emu), 10. ¢ a, (abu)?® (alu),

3. ay (amu)?, 1. w? a, (abu)? (amu) )

4 o, a,ud ol (gau), 12, u? a, (acu)® u? 7)& (bew) &,
b, a,a u} & (o), | 13, u? a, (abu)? (alu) ,

6. (alu)®, P 14 w? u, (abu)? (amu) ,

7. (alu)® (amu), 15, wui a, (acu)? u? b, (bew) b,
8. (alw) (amu)®, 16. . wi a; (acu)* ui b, (bow) b, .

Ieb beginne mit der Reduction der Form a, 2 a, u? (acu), welche
aus dem Produkt e} #} durch eine dem vierten Modularsystem ent-
sprechende Combination entsteht; um sie zu bewerkstelligen, benutze ich
die Identitit (Tafel V.):

s by (Qou)® =— ul a; 0l — % u2
aus der man die Formel ableiten kann:
Uy bty (@0 (32)) (aou) w} = s (8;,5%) a2 u? ay — —g— e Uy (52 2),

g o @ (wow) ui = a} oy o (aew) u? + g ul a3 %, (5,82)"

Die beiden Formen der rechien Seite gehen durch niedere Combina-
tionen aus den Formen eof &, »? und «? us (s8y ) hervor.
In glelcher Weise kann man die Identitit bilden:

e 0 O (o) uf = a} o, o (Geu) ui -+ u uf al a (tsz),
welche lebrt, dass sich die Form . of @, (aau) 47 auf zwei Formen
reduciren lisst, die mittelst niederer Combinationen aus den Formen
e a; uf und u? w} (str) entstehen.

Die Formen:

12, w? a, (acu)® ug by (beu)-bs,

15, w a, (acw)® uf ' b, (beu) b,

16.  u}? a; (acu)® ui b, (bew) bz,
welche hier aus den Produkien der Formen u? o, a2 und 4} . o2 durch
Combinationen entstanden sind, die dem sechsten Modularsystem ent-
sprechen, entstehen zugleich ans den Formen:

ui a (ace)® ¢, . u?,

ui a, (acu)® ¢ . u,

w} a, (acu)? € . w5
durch niedere Combinationen.

Die ibrigen 11 Formen, welche noch durch die Formen & aus-
gedriickt werden sollen, lassen sich aus den beiden Ausdriicken:
ay (alw) (agw) und a, (amu) (agw)

-dadurch ableiten, dass man in denselben die Symbole y und ¢ passend
ersetzt und dann mit passenden Symbolen multiplicirt. Anstatt sie
einzeln wmzoformen, will ich daher diese bgiden Ausdriicke transfor-
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miren, da dadurch alle 11 Formen zu gleicher Zeit auf einfachere For-
men zuriickgefithrt werden.

Die Form @, (alu) (agn) geht, wenn man fiir  seinen Werth setzt,
in die folgende iiber:

¢y o5 (bew) u (abu)® (cou)
== ¢, (bew) ud (abu)? {e; (agu) — os (ac) +- us(ace)} Id. 1.
= ¢, ¢ (bew) u? (abu)* (agu) — u} 0s - €y (bew) (aby)? (acw)
- u? ey (Bew) (abu)? (aco) .
Da nun:
¢, . {(abu)? (acw) (bew) = 75 (abu) (acu) (bew) {e,(abu) — —%b J(am)-kay (bcu)}
== Lty uf . L
ist, so gilt die Identitdt:
1. a, (alw) (agu) = ¢, ¢, u? (bew) (abu)? (agu)
— ud {3 uy . ul o+ ¢ (abu)? (bew) (ace)} -
In ihnlicher Weise gelangen wir fiir die Form @, (amu) (aou) zu der
Formel:
2. a, (amu) (agu) = ¢, ¢ u} (bew) (abu)? {agu)
T Ly . uf g — ud ¢, (abw) (bew) (acp) .

Da hier in diesen Ausdriicken das zweite und das dritte Glied der
rechten Seite die Factoren uf oder u} besitzen, so lassen sich die For-
men «, (alu) (agu) und a, (amu) (aow) auf das je erste Glied ihrer
Ausdriicke zuriickfiihren.

Hierdurch kann man die f1 Formen:

.z (alu)?, oud de (dew)? (clu) ,
a, (alu) (amu), | ay (amu)?,

(alu)?, U (amue)3,

(alu)? (amu) , { u? dy (deuy? (emu)

(o) (amm)®,
u? d; (dew)® (clu) ,
auf die folgenden 11 Formen zuriickfilhren:
¢z € u? (bow) (abw)? (alu)
€ ¢ ul (bew) (abu)? (amu) ,
(clus) ¢ u? (bew) (abw)? (alu) ,
(eomn) ¢; u} (beu) (abu)? (alu) ,
(cmu) ¢, ud (bcu) (abu)? (amwr) ,
u? dy (edu) ¢, ud (bew) (abu)* (adu) ,
wdy (cdu) ¢ ui (bew) (abu)® (adw) ,
. ¢ uf (bew) (abu)® (amu) ,
9. (omu) ¢ uf {bmb) (abu)?® (amu) ,
10.  u? d, (cdu) ¢ w' (bew) (abu)?* (adw) ,
1. d; (cdu) ¢ ui (bow) (0bu)? (adu) ,
welche nacheinander durch die & dargestellt werden sollen,

ui dy (dew)® (emm)

P ;O Do o
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Die Form ¢, ¢, u? (bew) (abu)® (alu) geht, wenn man fiir das Sym-
bol 7 seinen Werth eintriigt, in die folgende iiber:
€z € ud (bou) (abu)? (adu) u e (dew)?
=} ¢ & u u (abu)’ (dew)? (adw) {es, (bew) — b, (ecu)}
= & 0z ¢ ui u (abu)’ (dew)? (adu) {cs‘ (bew) — uy, (bec)} .
I e e ul (bew) (abu)? (alu) = % ¢, ¢, b, u? uf‘ . uj‘g
— $ud . ¢ 6wl (abu)® (dew)? (adu) (bec) .
In derselben Weise wird:
. e, 6 u} (bow) (abu)? (adu) = % ¢, ¢ 6w u? . uf
— % u . e o u} (abu)? (dew)® (adw) (bec).
HI. ¢, couf (bow) (abu)? (amu) = § ¢, ¢ e ui ul . ug
— L u? . ¢; e ut (abu)® (dew)? (adu) (bec) .
Durch diese Formeln werden die Formen 1., 2. und 8. durch nie-
dere Formen ausgedriickt. Ersetzt man in ibnen den Factor ¢, dureh
(¢he) oder (cmu), so erhdlt man Ausdriicke fir die Formen 3., 4.,
5. und 9.
Die Formen 6. und 11. éindern ihr Zeichen, wenn man gleichzeitig
o mit b und ¢ mit d vertauscht, haben also den Werth O .
Es bleibt mithin nur noch die Untersuchung der Formen 7. und
10. tibrig, welehe durch dieselbe Buchstabeninderung in einander iiber-
gehen, so dass wir nur eine unter thoen, etwa:
i uf ¢ dy (cdu) (bew) (abu)? (adu)
zu untersuchen brauchen. Diese Form hat den Werth:
$ u} ui (cdu) (beu) (abu)? (cd (st)) (adu) ,
sie ldsst sich leicht aunf die Form «? w? u (stp) muriickfithren.
Diese letztere Form geniigt nimlich der Gleichung:
wiuf up (pst) = ud uf (abu)® (cdu) (bew) {3 (cd (st)) (adu)+1 (cdu) (ad (st))}
= u; 17 (abu)* (edu) (bew){ (adhw) (cd(st)y+ ¥ (cda)(udr—d ) h
es ist daher:
us uf (abu)® (cdu) (bew) (adu) (cd (st))
== u} ui uy (stp) 4 uf . ud (abu)® (cdu) (bew) (cda) d;
— Y uf . ui (abu)? (cdu) (bew) (cda) d; .
Demgemiss ist sowohl von den eigentlich als auch von den un-
eigentlich zugehorigen Formen der Formen & gezeigt worden, wie sie
sich durch die Formen & darstellen lassen; die Formen & bilden daher
ein volles Formensystem fiir die cubische Form £.

Giessen, im October 1868.




