
Ueber  t ernare  F 0 r m e n  d r i t t e n  6 fades .  

yon P. Gom)~ in G~ss~ .  

Stelluug der Aufgabe. Begriff der Combination. Moduln. 

In-einem demn~chs~ zu publicirenden Aufsatze~ dessen wesen~- 
llche Resul~ate in den Comptes Rendus ver5ffentlich~ sind, habe ich 
die bin~ren Formen untersueht and yon ~ e n  nachgewiesen, dass es 
zu jeder bin~ren Form ein endliehes System yon Covarianten giebt, 
welches ich vollst~ndiges System nenne u~d welches die Eigenschaf~ 
besi~t~ dass jede Covarian~e sich ais gauze Function tier Formen 
des Systems mit numerisehen Coefficienten darstetlen 1.~isst. In ~hn- 
licher Weise will ich hier die tern~ren Formen zu untersuchen und 
die damals angewand~en Methoden auf dieselben auszudehnen ver- 
suchen. Die Schwierigkeit, wetche dieser Untersuchung hierbei unmi~- 
telbar en~gegentritt, ist die grSssere Maunichfal~igkeit yon Formen, 
welche bei Transformation der gegebenen Form sich n~cht ~ndern. 
W~hrend die bin~ren Formen nur Invarianten und Covadanten besitzen, 
haben die tern~ren Formen ausserdem noeh-zugehSrige and Zwischen- 
formen, welche ausser den urspriinglichen Var~beb~ x t x e x~ noch die 
Var~abeln ~1 u., tea enthalten, welche den ersteren contragrediefi~ sind. 

]3de gegebene Form, welt he tmtersucht werden soll, sei symbotisch: 

f----- (a~ x~ + a2 x~ + a3 x3) ~ ~ (b~ x~ q- b~ x_~ + b3 x3) ~ . . . .  

_~_a ~ b~_~_ ~ . . . .  

Ihre Invarianten, Covarianten, zugehSrige Formen und Zwisehen- 
formen will ich kmrz die zu f geh5rigen Formen nennen. 

Von allen diesen Formen :hat Herr C]ebsch  in Crelles Journal 
Bd. 59. p. 1 fgg. n~chgewiesen~ class sie lineare Ftmc~ionen mi~ nume- 
risehen Coeffieien~en (Aggregate) yon Formen 2 sind, wetche sich 
symbolisch als Produete der Form dars~ellen lassen: 

~ ~ z,~, ~ . . .  (~b~) (ao~) ( b e ~ ) . . .  (abe) (oZa) (~a )  . . . .  
Hier~ei bedeuten die Symbole (abu) n.ud (abe) gAe Determinant~n: 

bf ~ b3 und b~ b~ b~ 
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Die Anzahl der Faef~ren a , ,  b~, c~, . . .  (unter denen auch meh~ 
rere gleich sein kSnnen) nenne ich den Grad der Form 2~; die Anzahl 
tier Factoren ( a b u ) ,  (acu)  . . .  ihre Classe; die Anzahl tier versehiede- 
hen Symbole a, b, c, . . .  oder was derselbe is~, ihren Grad in den 
Coefficien~n yon f~ ihre Ordnung, die Stmlme yon Grad und Classe 
endlich ibxen Rang. 

Ich kann nun die Frage ste]len~ in welcher Weise die Form /~, 
deren Ordnung m sein mSge, aus einer Form ( m - - l )  tCr Ordnung ent- 
siehen kann. Demgem~ss entferne ich die ]?ac~ren a~ and erse~e 
die symbolischen Factoren ( b a n ) ,  ( c a n ) ,  ( d a u ) ,  . . . ,  in denen sowohl 
der Buehstabe a als anch der Buchstabe ~t vorkomm~, b~, c ~  d~ . . . ,  

endlich ersetze ieh die symbohschen Factoren (bca) ,  ( b d a ) ,  (cda)~ . . . .  , 
in dene~ zwar der Buchstabe a~ abet nieh~ der Buchstabe uworkommt, 
dutch . . . .  

Ich gelange dutch di~es Veffahren zu einem symbol]schen Pro- 
duct 3?, welches den Buchstaben a nicht mehr enthiilt, also yon der 
( m - - 1 )  tr Ordmmg ]st. In dieser Weise kann ich j e d e s  symbol]sche 
Product mi~ Formen niederer Ordnung in Beziehang setzen. 

Umgekehrt will ieh mir je tz t  die Frage vorlegen, wie man das 
symbolische Product 2P bilden kann, wenn die,Form 

2 ' - ~ -  b~ e~ d~ . . .  (bcu)  (bdu)  (edu) . . . ( a b e ) ( a b d ) ( e r i e )  (cef )  . . . 

gegeben ist. Man kann dieselbe auch folgendermassen schreiben: 

wobei r(1) , ~ )  . . . die Factoren b~ , ,c~ ~ d~ , ~t~, , u~ , . : .  d ie  Factoren 
(bcu) ,  ( b d u ) ,  . . .  darsf~llen~ das Zeichen S endlich bedeute~ das l~ro- 
duct (bed) (be]z) (cde.) . . . .  Es versteht sieh nach dieser Bezeich- 
nung yon selbst, dass mehrere der Factoren r~ oder u~ unter einander 
iibereinstimmen kSnnen. Der Grad yon 2'  ist bier 2% die Classe q, 
der Rang ~0 -{- q, die Ordmmg endlich m - -  1. 

Um nan 2 ~ aus F abzulei~en, muss man in einigen (etwa ~) 
Factoren, b~, ~ ,  d~, . . . ,  oder was dasselbe is~, r(~ ~) , ~ ) ,  . . .  ~ J  
durch (bau)  , ( c a n ) ,  ( dan )  , . . . ,  resp. (rc~)a~) ersetzen, ferner einige, 
e~wa x der'Fac~oren (bc~t), ( b d u ) , . . .  , resp. u ~ ,  u ~ ,  . . .  darch (bca), 
(bda) ,  . . . ,  resp. a~ ersetzen und die so erhalfenen Formen mit 

a~ -~-~ multipliciren. 
Dieses ganze Verfahren will ich fin Folgenden so .au~driieken: 

D ie  F o r m  :P e n t s t e h ~  aus  de r  Forr~  ~ mii~els~ e i n e r  
C o m b i n a l i o n ,  w e l e h e  d ie  M o d a l n  u un d  ~t besi iz~.  " 

Dureh die M~luln is~ eme c~mbinafion noeh keineswegs bes~mmt; 
es gieht; vielmehr eine Anzahl yon Combinafionen, welche dieselben 
Modutn besiizen, .ohne deshMb f i l m r e i n z ~ a n .  Man er~l$ at|~ 
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diese Combina~ionea dadurch, class man j e 3' der p Faetoren ~ ) i n  
(r(Oau) und je  ~r der q Faetoren % in a~ verwandelt; die Anzahl aller 
dieser Combinationen ist: 

Z ~ io! q~ 
(y--~), z! (q--~,), ~!" 

Einige yon ihnen werden tibereins~nmen, andere wieder versehie- 
den sein, je nachdem die Factoren rz und u~ unter einander gleich 
oder yon einander verschieden sind. 

Man sieht~ dass aUe symbolischen Producte m tCr Ordnung mittelst 
Combinationen aus den Formen (m- -1 )  ter Ordnung hervorgchen; ebenso 
gchea diese wieder durch' Combination aus Formen ( m - - 2 )  ~: Qrd- 
nung hervor u. s. w.~ so dass man a.lle bur d'enkbaren symboll- 
schen Producte durch wiederholte Combinat:ron aus der Form f erhal- 
ten kann. 

Um s ~ m m t l i c h e  symbolischen Produete m ~ Ordnung zu erhal- 
~en~ bilde man sieh also vorerst das System 

, . . . . . .  

aUer Formen ( m -  I) ~e~ Ordnung. 

Hierauf stelle man alle Modularsysteme auf~ das heisst alle Werthe- 
paare (~, 3'), die jedoch stefa so gew~hl~ werden mfissen, dass die 
Summe ~ + 3' die Zahl n nicht iibersteig~; jedem dieser Modularsy- 
s~eme ent,~prich~ eine Anzahl Combinationen. 

Wende~ man aUe diese,Combinationen auf die Formen F an, so 
er~l~ man nach und nach alle symbolischen Produete q~. 

Die Anordnung der Modularsys~eme ~, 3' will ieh hierbei in der 
folgenden Weise festsetzen. 

Das erste Modularsys~em is~ dasjenige, f'tir welches die Summe 
+ g versehwinde~, mithin aueh sowohl z wie g verschwindet. 

Dana kommen die Systeme~ ~ r  welche z--1-2. ~ 1 ist; dann dir 
jenige~, ffir welche diese Summe ~-{-Z die Werthe 2, 3~ 4~ . . . .  
besitzt. 

Die System% ffir welehe u-{--Z denselben Wer~h hat, werden 
nach den WertJaen yon ~ so geordne~, dass man dem Modul ~ der 
Rei]ae naeh die V~rert]ae 0, 1, 2~ 3~ . . . .  er~heilt. 

DemgemKss en~.b~]~ das zweite Modularsystem die Moduln ~ ~ 0~ 
2 ~ t ~  das drit~ die Moduln x ~ l ;  3 ' ~ 0 ;  das, vierbe (0, 2), das 
Faaft  (1, 1); O) a. s .w.  

Die'.Sys~eme , wdehe bei d i e s e r  Anordnimg grfiher erscheinen, 
~enne idh+=niedere Modularsyst~me, die sI~ter aufiretenden hShere 
Mod-~a~ys~me; desgleiehen nenneSeh die niederen Modularsystemen 
~ n d e n  Comb'ma~ionen nie~ere C~nhina~ionen. Ent~rechen 
~ : - ~ _ ~ i o a e h  A un~ ~ die ~ n  auf eine Form: 
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= , 5 . )  . . .  . . .  % s 

anwendet~ demselber~ Moflularsystem, d. h. haben sie dieselben Moduln 
und ~ so nenne ich sie dann-benachbart~ wenn die Factoren yon 

_F, Welche durch sie ve~nder~ werden~ his auf einen fibereins~immen. 
Es kSnnen hierbei zwei F~le ein~reten, je nachdem die nicht 

fibereinstimmenden Factoren die Form r~ oder u~ haben. 
Ich bin jetzt im Stande, die symbotischen Producte 9 yon der 

~st~. Ordnung zu gruppiren, wobei ich folgendermassen verfahre: 
Zuerst kommen die Formen, deren Rang 0 is~ niimlich die Inva- 

rianten, dann die Formen, die den gang 1 besltzea, dana die mit dem 
Rang 2, 3, 4, . . .  Die Formen ~0, welche denselben Rang besitzen, 
ordne ich wieder nach den MoAularsystemen, denen die Combinatio- 
nen entsprechen, durch welche die Formen r aus den Formen 
entstehem 

Die in d i e s e r  Anordnung friiher auftretenden Formen ~ nenne 
ich friihere Formen~ die spiter anftretenden spitere Formen, wiihrend 
diejenigen Formen~ welche denselben Rang haben and ausserdem durch 
Combinationen mit gleichen Modutn entstehe~, als gleichzeitige ange- 
sehen werden mSgen. 

iNachdem nun gezeigr worden ist, wie man nach mad nach a l l e  
symbolischen Producte mter Ordnung erhalten kann~ liege die Frage 
nab% else Anzahl yon Formen m tr Ordnung zu findem, dutch welche 
sigh alle diese Formen linear init numerischen Coefficienten darstellen 
lassen. 

Ehe ich jedoch die eigenfliche Beantwortung dieser Frage be- 
ginn% will ich vorerst einige Beziehungen zwischen den Formen ~ ent- 
wickeln~ dcren ich dabei bedarf. 

Ableitn-g tier Formen aus dem Processe tier Uebereinander- 
schiebung. 

Es [st zuerst der folgende S~tz, den ich beweisen will: 
E n t s t e h e n  die F o r m e n  91 und  ~2 aus d e r  Form 

d u t c h  zwei b e n a c h b a r t e  C o m b i n a t i o n e n  A a n d  i?~ w e l c h e  
d i e M o d u l n  ~ u n d  t bes i t zen~  d a n n  is t  die D i f f e r e n z  ~ - - ~  
e ine  l i n e a r e  F u n c t i o n  yon  f r f i h e r e n  Formen~ in d e r e n  Coef-  
f i c i e n t e n  die V a r i a b e l n  u a n d  x n u t  n o c h  in de r  Y e r b i n f l u n g  
uz v o r k o m m e n .  

Beweis. Sind diejenigen symbolischen Factoren yon F ,  welche 
dutch die Combinationen Ao mad B nicht fibere'mstimmend ge'~ndert 
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werden~ ~1) und rc~, so ha~ die Differenz der Formen ~l und ~ ausser 
den gemeinsamen Faefi)ren dieser Formen noch ~den Factor: 

r~) (r(1)au) __ ~(1) (r(2)au) _~_ a~ (r  (1) r("~) u )  - -  u~ (r(') r(~) a ) .  

Sie is~ die Differenz zweier Formen ep" und u ~ ' ,  yon denen die le~z- 
tere ~" den Factbr u ~  also einen Rang ha~, der um 2 Einheiten klei- 
net is~ als der Rang yon ~1 und q%. 

Die erstere Form ~o" entsteh~ aus der Form Ft ,  welche aus F 
dadnrch hervorgeh~ dass man das symbolische Produce r(I) r(~) dureh 
(ra) rr u) erseiz~ dutch eine Combination~ welche die Moduln z~Z--] 
besi~zt~ also einem niederen Modul.arsystem entsprich~. 

Die Formen q0" und qo" sind also frtihere Formen als r und r 
und es ist in diesem Falle der Sa~z erwiesen. 

Im zweiten Fa]_le mSgen durch die Combinationen A "und 33 die 
Fac~oren u5 und u~ nicht Iibereinstimmend geiinder~ werden. Die 
Form ~0j ~q~z enthiil~ hier ausser den gemeinsamen Factoren yon ~p~ 
und ~p~ den Factz)r:  

Sie en~eh t  aus der Form ~_~ welche aus zw dadurch hervorgeht~ 
da~s man das Produc~ u5 u~ durch (s I s~ x) erse~zt; durch eine Com- 
bina~ion~ deren Moduln x ~  1 ~)~-~-1 sind~ also einem niederen 
Modularsystem entspricht. Somit isr auch in diesem Falle der Satz 
erwiesen. 

Der eben bewiesene Satz kann in folgender Art und Weise aus- 
gedehn~ werden: 

E n t s t e h e n  die F o r m e n  ~ und  ~ aus de r  F o r m  

= i f )  . . .  % % . . -  % 
m i s  der  C o m b i n a r  A~ and  Ae~ w e I c h e  d i e s e l b e n  
M o d u l n  b e s i t z e n ,  d a n n  i s t  die D i f f e r e n z  ~ ~ e ine  l i n e a r e  
F u n c t i o n  yon f r f ihe ren  F o r m e n  ~p d e r s e l b e n  O r d n u n g ,  de ren  
C o e f f i c i e n t e a  L d ie  V a r i a b e l n  u und  x n u t  in tier V e r b i n -  
d u n g  u.~ en~ha l ten .  Es wi rd :  ~ - -  ~ ~-- 2;~ L~ ~i. 

Beweis. Da A~ und A~ dieselben Modula haben, so kann man 
stets so]che Combinationen A n A~ A~a . . .  A~ bestimmen~ dass in 
tier Reihe 

AH . . .  A, ,  

je  zwei aufeinander folgende Combinationen "in dem obigen Sinne 
b e n a e h b a r ~  sind. 

Bezeichne ich nun die dutch diese Combinationen bus F en~ste- 
henden Formen durch: 

s o  ~s~ d~e I)ifferenz: 
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Also eine Summe yon Formen, deren jede ein Aggregat yon ffii- 
heren Formen ist. Somit ist die Behauptung erwiesen. 

-Wir wollen yon jetzg ab eine neue  symbotische Ausdrucksweise 
einfiihren, und die Form. E ,  welche den Grad p und die Classe q 
hat~ symbo]isch durch 0~ uS bezeiclmcn~ so dass die Identiti~t stat~- 
finder: 

F = ---  % % . . .  % s .  

Ersetze ich in der Form: 

X der Factoren ,o~ durch (pan)  und ~ der Factoren u# dm'ch ao~ und 
multipticire dann mit a~-~-z~ so erhalt~ ich eine neue Form: 

welche eine lineare homogene Function der Coefficienten yon F i s t .  
Diesen Process will ich in der Folge so ausdrticken: 
Die  F o r m  ~p e n t s t e h ~  aus der  F o r m / ~ d u r c h  e ine  U e b e r -  

e i n a n d e r s c h i e b u n g ,  w e l c h e  d i e M o d u l n  x a n d  it b e s i t z t .  
Die Uebereinandersc]aiebung tmterseheider sich wesentlich dadurch 

yon der Combination, dass~ w'~hrend einem Modularsysteme viele Com- 
binationen eatsprechen, die Uebereinanderschiebung darch die Moduln 
genau bestimmt ist. Die Anor4aung der dutch Uebereinandersehie- 
bung ans den Formen _~' entstehenden ])'omen mSge in derselben 
Weise geschehen~ wie die der durch Combination entstandenen. 

Zuerst kommen die Invarian~en und dana der Reihe nach die 
Formen~ deren Rang die Wer~e  1~ 2~ 3 . . .  n hat. 

Die Former desselben Ranges werden nach den Modularsystemen 
geordnet, denen die Uebereinanderschiebungen entsprechen, mittelst 
denen sie aus den F hervorgehen~ sowie nach diesen Formen selbsg~ so 
dass bier keine gleicHzei~igen Formen auftreten, sondern jede Form 
ihren festen Platz einnimmg. 

Man kann die (lurch Uebereinanderschiebung entstehende l~orm ~p 
leicht durch Formen darstellen, die durch Combination entstehen. Zu 
dem Ende setze ich in der Ideat i t~ fiir x : x + # y  und fiir u : u + v v  
und vergleiche dann auf beiden Seiten die Coefficienten yon ~av z. 
Ersetze ich in der so e n ~ h e n d e n  Gleichung die Symbole 0~ und r(~) y 
durch (Oau) and (r(Oau) and e-benso @o- und @~ durch aa trod a~, and 
mu.ltiplidre dann mi~ a~ ~-~-z, so gelange ich zu der IdentitSt: 

2!  q! 

auf deren rech~n Seite die Summation fiber al!e Formea ep~ auszu- 
dehnen is~ welche dutch die 
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p! q~ 
(~__~).~ ~, (q_~).~ ~.T 

Combinationen entstehen, die dem Modularsystem x~ 2 en~sprechen. 

�9 Bedeute~ ~p eine dieser Formen, so kSnnen wir unserer GleJchung 
die Form geben: 

Die Differenz q~ ~ cp~ is~, wie oben bewiesen wurde, eine Func- 
tion 2:Lop" yon friiheren Formen ~'~ mitMn auch die rechte Seite, 
es ist: 

~p---~ + ~ L ~ "  

wo die L die Variabeln x and u nur in der Verbindung ~ ,  die Coe~- 
ficienten yon f abet gar nicht enthalten." Im Falle q~ die friiheste 
Form m t~r Ordnung is~, verschwinden die Formen r und man hat: 

~ - - ~ p .  

Der n~ml~ehe ~all tri~ ein, wenn ~ eine Invariante is~. 
Die  F o r m e l  cp ~- ~p -]- 2~L ~'  k a n n  man  l e i c h t  in die fo l -  

g e n d e  t r a n s f o r m i r e n :  

= V + 2 : M ~ ' ,  
in  w e l c h e r  die  ~p" f r i i he re  d u r c h  U e b e r e i n a n d e r s c h i e b u n g  
e n t s t a n d e n e  F o r m e n  ~ b e d e u t e n  and  die Co e f f i c i e n t e n  
M wiede-r die  V a r i a b e l n  x und ~ n u t  in der  V e r b i n d u n g  u~, 
die  C o e f f i c i e n ~ e n  y o n  f abe r  n i c h t  e n ~ h a l t e n .  

Um ~esen Sa~z hachzuweisen, kann ich~ da er fiir die friiheste 
dex Formen ~ g~t, die Annahme machen~ er sei fiir alle Formen ~" 
nachgewiesen~ welche in der Anordnung der durch Combination ent- 
s~andenen Formen vor ~0 stehen; dass alle diese also in die Fo re  ge- 
brach~ werden kSnnen: 

~'  ~- V" + ~MV" 
Tr~ig~ man diese Werthe in die Formel ~ ~- O -~- 2: L 9)" ein~ so er- 
h~itr man die Gleichung: 

~-~----r q- 2;Lr + 2~LM~P", 
welc~a~' die -verlangte Form hesi~zt. 

Man sieh~ somit~ da~s alle Formen m t~ Ordnung sich linear aus 
solchen Formen zusammensetzen lassen, welche aus deh Formen F 
durch Uehereinanderschiebung ents~ehen, dass  d i e s e  l e t z t e r e n  a l so  
e in  v o l l e s  S y s t e m  y o n  F o r m e n  m t~ O r d n u n g  b i lden .  Dieses 
System is~ jedoch ]~eineswegs das kleins~ volle Sysf~m der Formen 
m ~ Ordnhng; e~n s o l d h e s ' ~ d  vielmehr ers~ dadureh erhal~n, dass 
maa yon den olmn gebildeten Formen aUe diejenigen wegli4ss~,~ welche 
dm~ah ~rf ihere  Fo~nen t~uear darges~ell~ wer~en kSn~en. 
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Alle diese wegzulassenden Formen zu erkennen, ist im Allge- 
meineh sehr schwer, jedoeh erhalten wir dutch den folgenden Satz 
eine grosse Anzahl derselben. 

Da n~mlich die aus den Formen ~ durch Uebereinandersehiebung 
entstehenden Formen "homogene lineare Functionen der Coefficienten 
der Form F sind, so vers~ehwinden oder lassen sich durch fr/ihere 
Formen ausdrficken alle diejenigen Formen ~P~ welehe aus Formen J~ 
en~stehen, die diese Eigenschaft besitzen. 

S o m i t  e r h ~ t t  man  e in  vo l l e s  S y s t e m  yon F o r m e n  m '~r 
Ordnung~  das w e n i g e r  F o r m e n  e n t h ~ l t  als  das  obige~ in-  
dem man yon i r g e n d  e lnem v o l l e n  S y s t e m  

yon  F o r m e n  ( m ~ l )  ter O r d n u n g  a u s g e h t ,  und auf  die Fo r -  
men  d e r s e l b e n  a l le  U e b e r e i n a n d e r s c h i e b u n g e n  a n w e n d e t .  

Man kann dieses System dutch ein anderes ersetzen~ welches 
ebenso viel l~ormen enth~lt und zu dem man d a d u r c h  g e l a n g t ,  
das s  m an  au f  die F o r m e n  ~ C o m b i n a t i o n e n  de r  A r t  anwen-  
det ,  das s  j e d e m  M o d u l a r s y s t e m e  e ine  e i n z i g e C o m b i n a t i o n  
en~sp r i ch t .  

Grundlage fiir d e n  Beweis ,  dass das vollst~tndige System aus 
einer endlichen Anzahl yon Formen besteht ,  

Den Nachweis, dass das so entstehende System ein volles System 
ist, werde ich dadarch f~hren, dass ich zeige, wie jede Form des 
obigen Systems der ~p sich linear durch die Formen dieses Systems, 
welcheich K nemlen will, ausdriicken l~st .  Fiir die erste Form ~p ist 
dies unmitielbar klar, da sie nach w 2. gleieh der ersten Form K 
ist. Um den Satz ftir eine andere Form ~p nachzuweisen, mache ich 
die Annahme, er w~re fiir alle frfihe~n Formen ap erwiesen; man 
kSnne ihnen also die Form geben: 

4" ~ 2 C Z ' X '  

wo wieder die Coefficienten L" nut yon dem Ausdruck u, abh~ngon. 
Erse~ze ich dann in der Formel q0 ~ ~p + 2~M~k" (w 2.) die Form q~ 
dutch K and trage fttr die ~p" i/are Wer~ae ein, so wird: 

- - - -  K + ,VLK', 
wodurcb tmsere Behauphmg erwiesen ist. 

Um aus dem vollen Systeme der Formen F der (m--~l) t~" Ord- 
hung zu ~ dem Sys~me der Fo~aen K m ur Ordnung za gelangen~ muss 
man' mithin folge~des ~erfahren eiaschlagen. 

M~r isgae ~ t e a  X 7 
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Z~ers~ 15ilde man 
e~wa in tgolgender Axe: 

No. d. Mod. S. ] u i n n  

1 i Omal 
2 0 -  
3 1 -  
4 1 4 ) -  
5 1 -  
6 2 -  
7 0 -  
8 1 
9 2 -  

10 3 
11 0 -  
12 1 -  

sieh eine Tafel alier denkbaren Modularsysteme 

1 
0 
2 
1 
0 
3 
2 
1 
0 
4 

I s  

~ i n  a ~  

0real 

~ ~ ~ �9 . �9 ~ 

Sodann wende man auf jede der Formen F die Combinationen 
A1 A2 As . . .  

an, w~lche der Reihe nach so gew~hl~'werden miissen, dass sie den 
Modularsystemen entsprechen~ Aj dem ers~en, A~ dem zweiten 9. s.+w. 

Da man unter den Formen K diejenigea auslassen ka~m, wetche 
verschwinden oder lineare FtmOhonen yon friiheren sind, so wird man, 
um ein + mSgtichs~ kleht~ Formeasys~em za erhal~en, die Com)oina~io-~ 
hen A so ~uswi~hlen, class dieser Fall nabglichst, 0t~ eiatris 

Diesen Zweck wird man besonders dann erreichen, wenn es eine 
Comb~ation A der Art gieb~, class die dutch sie' en~s~ehgnde Form 
K aus irgend einer andern Porto m t~ Ordnung ~ durch eine nie- 
dere Combination zu~gleicher Zei~ entsteh~. Sie k~nn dann "aus dem 
Por to  e;n geb i  e r e  der Form 2" weggelussen: werden. 

Ebenso, ~wie man niimlich 'aias der ~orm K zu der ~orm 'F ,  aQs 
welcher sie dttrch die Combinagon A en~standen ist, dadarch gelan~./ 
dass man na;ch Weglassu~ng de~ Fac~oren a~ die Fac-toren (ban) ,  (edg) 
. . . ,  (bca),  (bda) . . .  in b= z c~, . . .  (bvu),  (bdu) ,  . . .  verwandett, 
kann man auch aas K eine andere:+Form/;" bilden~ indem man nach 
Wegtassang der Faetq~en b~ die Faetore~ .(a/bu), (cbu), . . . . ; (cab) ,~ .  
(r (adb) ,  . . .  d u r e k  az,_e~: .+ .  (ea~.)p-(cdu),  ( a d ~ ) ; .  :., e~seUt. 
Aus dieser Form F '  eats~eh~ daan X dutch, eine Combina~on Aq  h 
Khnlieher Weise kann man . . . . .  .mi~ den Symboten e, d ,  . . ,  verfahren~ so 
dass j~ dnreh eine Reihe yon Combiffat~{ongn ans den Formen F ' ;  

++lehe + d+et~ ̀++ +~ere+]mes+ a~ .+~e~+:+~+d;  +, ~wia++f& ++~e + ~ + +  
~rz u F g e h g r i g e  FormeiF-~+n+~en. :~s ~Fdafifi::d~+~otgeiade:S~iCS/+ 
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B i l d e n  die F o r m e a :  
. . .  

ein  r e l i e s  Syst 'em yon F o r m e n  ( m ~ l )  te~ OrdDuD.g, dan~t 
b i l d e n  die  zu i h n e n  g e h S r i g e n  F o r m e n  ein v e i l , s  S y s t e m  
yon F o r m e n  m t~ O r d n u n g .  

Die Bedeuttmg eines vollen Systen~s yon Formen * m ~r Ordnung 
ist somit festgesteltt nnd gezeigr wie man zu einem solchen gelan- 
gen kann; ich gehe nun zu tier allgemelnen Untersuchung tiber, wie 
man alle Coyarianten, Invarianien, zugehSrige Formen and Zwischen- 
formen yon f~ durch eine mSglichst geringe Anzahl yon Formen aus- 
dfiicken kann. 

I c h  n e n n e  e in  S y s t e m  yon  F o r m e n :  

e in  v o l l s t ~ n d i g e s  F o r m e n s y a t e m ,  w e a n  a l l e  F o r m e n  you  f 
g a n z e  F u n c t i o n e n  der  # mi t  n u m e r i ~ c h e n  C o e f f i c i e n t e n  
s in& 

Unter: diesen Foemen mtissen s_ich natfirlich, auch die einfachstea 
f u n d  u,~ befindea. 

Die Frage, die ich nun untersuchen will, ist, no~hwendige unel 
hinreichende Merkmale. der .vollst~ndigen Systeme- zu finden and so- 
dann fOx die cubische tern~re Form f ~ a~ 3 ein endliches System auf- 
zustr ~welches diese -Mexkmale besi~zt. 

Z u d e m  Endr  b i l d e  ich  1) die  zu den # g e h S r i g e n  Formen ;  
2) 4~e zu den  1) roduc ten  der.@,, u n t e r  w e l c h e  i t k  au~r d ie  
F o t ' e n z e n  und  ihr, e, P r o d u c t e  r e c h n %  g e h S r l g e n  F o r m e a ;  
s ind  alle. d i e s e l b e ~  g a n z e  F u n c t i o n e n  de r  @ mi~ num.er-i- 
s.chen Coe~f ic iente .n ,  ~o behau:p$q ic-h, dass die F o r m e n  @ 
ein ~ r o l l e s - F o r m e n s y s b e m b i l d e n .  : . - ,  

Beweis, Die~ einzige -F_on:c, 0t~L.Ordnung. ist~ u~, f_hr diese gilt dex 
S'a~z. 

Ich mach~ daaher ,die A~analnne, d ass-der~ S_atz ~iir die Formen : 

Ordnung erwiesen sei, und will ihn fiir die F~rmea m t~ :Ord~iung 
beweisen, 

Da ~nach itt~uahme al~e,'Forme~ (m-= t~) t~ . O r d ~ g ~  ganze Fdnc- 
taonen, tier" @, ainet,!so lazse, a ~ sic sich liaear~..durah ~i~je~fige0a FormetL 
a: ned, diejemig~n Prodae~. darst~lte~ ,. wet6he. vo~,ddr (~-~-. ~)~< Or4,- 
n_ung ~iixd, : :DJ~sr ~ le.~eren bilden:.~0J~hi~: ein..votlea ,~3ys~em ~on~Fo~- 
nC6n;~--~.-L~ ~Or~nneg ~ ~lie:~a :iime~ geh~rigen,. Formea eha-:~ltes; 
Syst~em~ ~on--F~o~me.a: m ~  Or~dam~gj 

tionen der Formen @, mithin sind es alleh-,~l!e-For~,~r]:.~>O~lrmng~, 
7* 
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da sie sich aus ihnen linear zusammense~zen lassen. Ist # ein Faz~or 
des Productes P~ so nenne ich die zu iP geh5rigen Formen~ zu @ 
u n e i g e n ~ l i c h  g e b S r i g e  Formen~ w~hrend ich die zu # geh~rigen 
F o r m e n - e i g e n t l i c h  z u g e h S r i g e  Formen nennen w~jl. Die zu 7> 
gehSrigen Formen gehSren mi~hin uneigenflich zu den verschiedenen 
Fac~ren yon P. 

Um naehzuweisen, dass das System der & ein vollstEndiges System 
ist~ muss man ffir jedes einzetne @ mithin zeigen, dass die zu ibm 
eigenflich und uneigen~lich gehSrigen F6rmen dutch die # ausdriick- 
bar sind. 

Um dies zu sehen, bilde ich mir die Tafel alter Modularsysteme 
und wende ffir jedes derselben eine Combination auf die Form @ und 
das Product H ~ - ~ / ~  an, in dem P irgend ein Product der ~ bedeuten 
mSge. Ieh werdd diese Form _P symbolisch durch u~ p~ bezeichnen 
und bemerke hier~ei, dass die Exponen~en ~ und ~ beliebige Werthe 
(auch den Wer~h 0) besi~zen kSnnen. 

Bei der Anwendung der Combina~ionen auf H muss man die 
Factoren yon & zuerst ver'~ndern und erst~ wenn diese nich~ mehr 
ausreichen~ daft man die fibrigen Factoren ~ und ~a verwandeln. 
Wiirde man mit diesen beg~unen, so w~ren die Cqmbinationen nich~ 
auf Formen anwendbar~ ffir die ~ und ~ kleine Werthe haben~ die 
Resul~ate also nicht allgemein giiltig. 

Denjenigen Modularsystemen, denen Combinationen entsprechen~ 
welche auf die Form # anwendbar sind, werden solche Combina~io- 
hen entsprechen, die auf die Producte 7t  angewand~ nut die Factoren 
yon # Endern. Die durch dieselben aus H en~s~ehenden Formen ent- 
halten den Factor _P~ sind also durch Formen niederer Ordnung, mit- 
bin auch dutch die ~ ausdrfiekbar, wir brauchen" sie nieht weiter zu 
un~ersuchen. Yon den iibrigen will ich diejenigen Modalarsysteme 
zu # g e h 5 r i g  nennen, deren en~spreeheade Combinafionen auf H 
angewandt zu H gehSr~ge Formen erzeugen. 

Die dem Modularsystem M en~sprechenden Combina~ionen brauche 
ich daher nfi_r auf Produc~e solcher Formen @ anzuwenden, zu denen 
das System M gehSr~. 

Abet aueh yon diesen P r o d u c ~  hat man nut eine geringe An- 
zahl zu nntersuchen nS~hig.. Zun:~chs~ kSnnen diejenigen Produe~e 
d e r #  un-ber~cksicht~g~ bleiben~ welche einen so niedrigen Grad oder 
ein~ so niedrige Classe besitzen~ dass die M en~prechenden Oombi- 
na~onen sich nieh~ darauf aawenden lassen. ~ Bei Weite m wichidger 
is~ in~ess ~eme~-,andere Ar~ yon Produe~en der @~ denen man unmi~ 
t~elbar ansieh~ class sie sich auf !~omen yon niedrigerer Ordnung~ 

auch auf Formen ~ zuriicki~ihren lassem Es en~s~hen dieselben 
~us allen denjenigen Producten: 
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H ~- ~1 a2 O3 . . .~  
welche als Factor /~ eirl Product der @ yon niedrigerer 0rdnung be- 
sitzen, so dass man also eiae Identi~Ki der Form hat: 

H ----~- BS,  
and wo die dem Systeme M eaf~prechende Combination, welche 
auf H anzuweaden is$, so gew~hl~ werden kann~ dass nnr die Facto- 
ten yon /~ sieh ~ndern; die resultirende Form besitz~ dana immer den 
Factor S, ist also anf Formen niedrigerer 0rdnung reducirbar. 

Wean man diese beiden Arten yon Produeten ausl~sst, so bleib~ 
nur noch eine endliche Anzahl vo~ Producten :P iibrig~ yon denen 
nachgewiese~ werden muss~ dass sic dutch Anwendtmg yon p~ssendea 
Combiaar hervorbringen~ welehe slch dureh die Formen 

darstellen lassen. Diese iibrigbleibenden Produc~ nenae ich zu dem 
M o d u l a r s y s ~ e m  21 /gehSr ige  1)rodae~e. 

Der Beweis~ dass ein gegebenes Formensys~em der @ ein votl- 
st~ndiges System ist~ kann hiernach in folgende 4 Abschniff6e einge- 
Sheitt werden: 

1) Naehweis~ class die den @ e i g e n t l i c h  z u g e h S r i g e n  For- 
men ganze Fanc~ionen derselben sin& 

2) Aufsuchung der zu jedem @ gehSrigen Modularsysteme. 
3) Anfsuchuag der jedem Modularsys~em 23/entsprechenden Pro- 

duc~e /). 
4) l~achweis~ dass es fiir alle Modularsysteme M eaisprechende 

Combina~ionen giebt, die, auf die zu ibm gehSrigen Produc~e 
:P angewandL zu Formen fiihren, welche sieh dutch die 
darstellen lassen. 

~. 4. 

Beweis tier Endliehkei t  des vollst~ndigen Systems f'fir t e rna re  
oubische Formen. 

1Nachdem ich nun allgemein gezeigt habe, an welchen Merkmalen 
man eia volls~ndiges Formensys~em erkennen kann~ will ieh f'fir die 
~ubische Form f ~ - a ~  den Nachweis liefern, dass die ~blgenden 34 
~ormen a eta solches vollst~ndiges Sysfem bilden. 

)t~ Ord. 
[to ~y 

~ ,, 

f ~ a~ 
as b~ (a~)~ 
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5 t~ Ord.l oo 
7 ~e ~ 

9t~ " i 
l O "  " 

llt~ ,, t 
12re I 

u,a,b~a~5,c~(bo~); uYa,4 (abu) ~ (beu); . u}a~a~.; .aP~-~T~; 

atbtu, a~b,4 (bcu); .q$-~ atbtcta~b~c~; a,u~c~ (abu)"- (bcu); 

ai~lu~ a~b'~ (stx); u~u~a~b~ (stx) (a~u)~; 
a2 ,~5 , , , , ,  (a~.u) ; 

Um die zu diesen 34 Formen dgenflich zugehSrigen Formem auf- 
~us~ellen a n d  dieselbea dnrch diese Formen selbst ausz~driiekemz, bride 
~ch ~air z uerat .die Tafel aller bier mSglichen Modul~-systeme: 

No. &Mod. S..[ u in,a. I'x in au.  
i I ~ 0real 0 l Omal~ 

i ~i .~1. - ! - o -  
3 i i ~ - 

5 2 
6 -0  
7 1 ' 
8 2 -  
9 3 

1 -  
0 -  

2 -  
1 - 
O -  

und wende diesen. Sys~emen entsprechende Combina~ionen auf jede der 
~ o m e n  ~ an. 

Das 0 t~ Modularsystem brauche ich hierbei hie zu berficksichtigen~ 
da durch die einzige demselben entsprechende Combination jede Form 
H in das Product fH  iibergeht~ also unmRtelbar (lurch Folmaen nie- 

Es ist also nur n5flaig ~0mbin~oneJ% welche den iibrigen Modu- 
larsys~men en~sprechen, a u f  d~e Formen & anzuwenden. Um dieses 
~rerf~. reh: ~6rsic]~ticher ~ ~zff machelt," ~eite %h ~ 33 Tafeln uuf, denen 
idh :~e T61gend~e. ~ ~geben Wilt: 

"A~a ~" ~ter ~ SpiNe "tier- Tafet- steht dfe~Form ~ dere~r e'rger/~l~ch 
z u g e h 5 r i g e Formeff" ~cl~ t~erech~eff ~ ;  "aiff dem: tinken-R~ndg dann 
die 0rdnungszahlen aller derjenigen Modularsysteme, die dea.at~ die 
Form & angewand~en Combinationen~ en~prechen; alsdann tblgen d~  
neben _.die durch diese passend gew~ht~n,~Combinafionen ent~teheil- 
den'Formea. Dies~auJs dew Formefi':~@ e n ~ e h e ~ , : F ~ r m e n  Q si~d 
keineswegs s~.mmflich i h~'e-zageh~rigen :Fbrnle~ v~ele derselben wer- 
den aus anderen F o m ~ ,  ~ j~:~-~rch ~ied~re: Combinafio~en~en~eh6a, 
als aas derje~dgen Form @~ (i~elere~/TmCeLs~ir befinden. Tri~ 



Uebex ~erni~re ~'ormea drittea Grades. 103 

dieser Fail ein~ so will ich es dadurch aadeuten, ~ass ich rechts ~anten 
an die Form Q das Zeichen'+ touche Q+, alsdann das Zeichen : 
folgen lasse und dahinter die Form /~ setze~ aus welcher Q dutch 
eine nie'dere Combination als aus & ents~ht Q+ : 2~. 

Die so bezeichnetea Formen Q brauchen nichi berficksich~ig~ zu 
werdon. Von den andern muss nachgewiesen werden~ dass sie sich 
auf frfihere Formen zurtickffihren lassen; dieser Nachweis wird mit 
symbolischer l~echnung geffihr~ werden, mad .zwar werde ieh mich 
meisten~heils der folgenden beiden Idens bedienen: 

I. e~ (at)d) - -  & (abe) = b~ (aca) - -  a~ (~@. 
II. c. d.  (abe) (abd) = �89 {c~ (abel) = "Jr- d~ (abe) ~ - -  b~. (acd) ~" - -  a~ (bcdf  

welche ich schlechthin als Identits I. und IAen~it~t II. citiren will. 
Da ferner die symbolischen Buchs~aben a b c dieselbe Bedeutung 

haben, so wird eine Form -~ ihren Wer~h nich~ iindern~ wet/n man 
sie dutch die Form F '  ersetz~, in wetehe sie dutch Vertauschung der 
Buchstaben unter einaader tibergeh~; in diosem Falle werde ich/~ dutch 

/~ +--~-~ ersetzen. 2 
Endlleh wird _~ versehwi_uden~ wenn es dureh u der 

symbotischen Buehstaben unter ei~ander sein Zeichen ~ndert. Ich kann 
in diesem Falle ohne Weiteres F ~ - 0  se~zen. 

1. a~ b~, (abu) ~-  O. 
2. a .  b~ (abe@ 
a. (a~)~  = o. 

Tafel L 

f =  al. 

Tafd II. 
a .  b~ (ab.)~. 

!, : ~ ~ ~ (~e~) (abe) 2. 
2. a~ b~ (abu) (abe) c~ = �89 a~, b;, c, {c,,(abu) - l - a ,  (bcu) -~= b~ (aeu) } 

= { (acu) (.bfu) (~abu).lf- ~(abu) ~ a.  ibfu) - -  bx (acu) } 
~ �89 (~e) (a~.~).Cb~u) (abu). Id, L 

4. c= a:  ( b ~ )  (abe)  (ebC) = O, 
5, a@ b~ c:~ (abc)L 
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Tafe t  HI .  

L a= c~, (a~)~ (bc~O a~ (eZu) 
= + ~ ~= d~ (~b,O ~ ( ~ , )  {a= ( ~ )  - -  ~= (~au)} 
= �89 a~ cr d~ (abu) ~ (cdu) {ux (bed) - -  bz (cdu)} 

2. a~, c~ d~,(abu)~ (bed) = o. 
3. c= dr (aa~O (co, u) (abu)~ ( ~ )  = o. 
4. c~ a~ (aau) (abu) ~ (bed)+: d.  (adu) (abu) ~ (bdu). 
5. c~ a= & (abd) ~- (beu)+ : a= & (a~d) ~ b:. 
6. (adu) (cdu) ~ (abu) :~ (beu). 
7. c~, (adu) (eag) (abu) ~ (bed)+ : (adu) &, (abu) ~ (bdu). 
8 . . e l  ( ~ )  (~bd)'~ (b~)+  : (a~u) (~bd) ~- b=. 
9. a~ e~ (abd) ~ (bcd)+ : a~ (abd) ~ (bdu). 

~~ 

2 .  

. 

Tafel  IV.  

u2 = Co, c) (a~)  (~c~) @~). 
a 2 

u, a~, a:~ = dr (abe) (abu) (acd) (bed) 
=- �89 ( ~ )  ( , ,d)  @d)  {d= ( a ~ )  + a~ (~a~) - -  ~ ( ~ ) }  
-~- �89 u~ (abe) (acd) (aed) (bcd) ~-- �89 S uz. 

~a~. 
Die Identi~t u~ a~ a~ -~-�89 S u~ lehrt uns, dass alle Formen, die 

den symbolischeI~ Factor a~ 2 enihal~ea, die Invariante S a]s 
wirklichea Factor besitzem 

Tafet  V. 

a~ ~ (abc) ~ a~ bz cz. 

1. a~ ,~ (a,~u). 
3. a:~ a~ (aa@ ~ -~  a~ d~ (abe) 2 (bdie) cdu) 

= a~ (abe) (bdu) (cd~) {a:~ (bcd) - -  br (acd) ~ cz (abd)}. Id. ]. 
Der erste Theft dieser Summe ist u~ a~ a,~ die beiden anderen ein- 

ander gleich, es ist daher: 
a,~ a~ (aau)  2 ~ u~ a, a~ = - -  2 a z  b,~ (abe) (bdu) (cdu) (acd). 

Dutch Verta~schang der Buchs~aben a und b and sodann yon b 
and d, erh~P~ man die Gleiehv~gen: 

a,~ a~ (aau)  ~ - -u~ ,  a,a~'~--- ~ a~b~ (abe) (cdu) { (bdu) (aed) - -  (adu) (bed) } 

= - -  a~ b,, (abe) (edu)~ (abd). 
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. 

trod d~ch  Addition: 
2 a~ et, (aau) ~ - -  2u~ a, a~ = - -  u=. a= (abe) (acd) (bed) (bdu) 

---~ - -  u~ a~ a~ m -~ ~ �89 S u~. (s. Tar. IV.) 

(aau) 3 -~- (abe) 2 (adu) (bdu) (cdu) 
~--- (abe) (adu) (bdu) {(bed') (acu) - -  (b'cu) (ace/)} 

2 (abc) (adu) (bdu). (bed) (acu) ~--- O. 

Tafel  VI .  
a~ a~ (aau). 

1. a ~ a:  b~ (abu) (aau) ~ ~z a2: a: b: (abu) {b:  (aau)  - -  a: (bau)}  

.-~ �89 a~ a~ b:: (abu) { et~ (abu) ~ u~ (abe:)} 
2. al b~ a~ (aab) -~- O. 
3. a= b:: ,e: (~bu) ( b ~ )  (~,~) = o. 
4. b~ a~ a~ (bau) (aab)+ : a~ (bau) 2 b~. 
6. a:: (abu) (bag) 2 (aau)+ : b, a ,  (bau) ~. 
7. a~ (bau) 2 (aab)+ : (bau) 3. 

1. u~ a, a= b~ (abu). 
2. u~ a~. b~ a~: b 2 ~ ,  

3. u~ a~ b= (abu) ~. 
4. ma~b~a=b~(abu) - - - -O .  
5. b~ a~ a~ b=+ : b~ u~ b:~. 
7. b, +~ (abu)~ a~. 
8. b2 a= a~ (abu)+ : b~ u~ b=. 

Tafel VII. 
~ a~: a~. 

. 

Tafe l  VI I I .  

u~ = (abe)'- (cdu)' (adu) (b~). 

~ ~ a: ~ ---- (a~)~ (~a~) (oZ~) @~) ( ~ i  ~: 

{bx (aeu) --a,x (beu) -~- ~t:~ (abe)} 
= '2 (dbu) (edu) (adu) (bcu) (erie) b: e: (aeu) 

Id. I. 

+ u~. e= (abe) (c,~) (adu) (bcu) @e) (abe). 
Das zwei~e Glied hat den' Factor u~, ~ sich also auf niedere 

Formen reduciren, das erste hat den Werth:  
( a ~ )  ( ~ )  ( ~ ) .  (abe) (U~) b= {e= ( ~ , )  - - d =  ( ~ ) }  
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Das erste Glied kann man wieder v e y x ~ s i g e n  und 4as zweite 
4ure~ d,ie S umme ersetzen: 

- (cdc,)(ebu_) --;- (c~,) (#,~)}  = + r u~. t~ c~ (teu) ~- 
5. (aba) z (cae) "~ (adu) (bcu) e. = (ahu) z (aau) (buzz) a~: 

Das erste uad z~reige Glied en~s~ehen darch l~iede~re Combina~io- 
hen aus der Form a~ ~ (aau) z, das dritte ha~ den Factor u~. 

9. (abu)e'(cde) ~ (ade) (bo~) ~ 0 ;  

Tafel IX. 
u~ a, a~ b~ (a/~). 

2. ~ a~ a~ b~ c~ (abe) ~ O. 
3. ~ a~ (abu) (acu) (bc~) b~ c~ = o. 
4. u~ a~. (acu) b~ c~ (abe)+: u? a~ (acu) ~ cz. 
5. e~ a, a~ b~ c~ (abu)+ : c~ as a~ cx. 

{ < @ u )  - b, (~ , .6 - f -  d ( ~ ; , ) }  = �89 ~,~. ~ , .  

8. c~ as (acu) b~z (ab@+ : d as (acu) a , .  
9. c~ a, a~ bl (abe)+: c~ a, a~ (acu). 

Tafel X. 

L u'~a~b~a~b~c~(bc~). 
2. a, b~ c~ a~ b~ c~. 

Diese Form kann, da n a r  ~2 c~ c~ ~ c~ a~ (c~u)2.-[ - s u~ g- 
ist auf die fo!g~d~:~rm~ ~riickg~u]l~:,werden: 

a~ b~ cx exz. (caa) (cab) ~ �89 az b~ c~ az ~t~.(bca) ~ -I- b~ (aca) 2 

~  1~ 2 2 

~ ~,.~ahe) { e,i.:(abo~) - -  b,, ( ace )  "-k ~a~ 

- . ' i  , % .~ ~ �9 2 . . 2  
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Taro t  X.I. 
u~ a~ b. (abu) ~-. 

1. u? a~ (bcu) (abu) ~- c~. 
2. u: a~ b, c~ (abu) (abc) --~ �89 u~ a~ b~ c~: (abc) {c~ (hi)it) - -  b~ (acu)} 

1 ") ~- r a~b~c~ (abc) Iu~(abc) -  az(ba~) } Id. I. 
o'~-a -~ ~ u~, a~ bzc:~ (abe) { as (bcu) - -  bs (acu) 2[_ c,,(abu) } 

. . . .  2a " ~ (abe)L Id. I. �89 - . . . ,  .~, .--  ~- u2. a. b. c. 
4. u~s as (bcu) (abu) (abe) c~ ~-  ~ u~ (a,.cz - -  c, ax.) (be@ (abu) (abe) 

- - l U 2  - -  "-x ~' [ac (sx)] (bcu) (abu) (abe) 
---- ~u~' ~ u~ (sisx) = o. 

5. e~ a, ~. c. (abu)~. : e: a, c. a~. 

8. c~ a~ (bcu) (abu)~_ : c~.a~ c, al. 
9. c2 a, b~ (abu) (abe)+ :- c~ a~ az (acu). 

T~fel  X I L  
u2 ~ a~ b~ u~ (abu)~. 

2. ~ a~ a, = ~ [a, b, c~ (abu) ~ + 2 a~ b, ~ (aS~) (,abe)] c~ 
= ~ 4 a,b~ (abe) { -  a~ (c~3 + b~ (ac~) + u; (abe) 

+ 2 ~ (~b~)}. 
8 Nun is~ nach Tafel IV: b~ b~ u~ ~ ~ uz; mi~hin 

c~ a~ b~ (abu) (ac~) -~- c~ a~ b~ (abu) (cbu,) 
"d 

9 
u~ a, a~ u~ ~ a~ b~ (abU) (abe) = -  a,  b~ c~ (abe) u~ 

{u:i (abe) ' a~ ~ (beu) + ' b j  (acu)}- Id. I. 

= u , .  a~ b~ c~: u, (abe) 2 + a~ b-~ e. d:(abc) { bs(dczt) --'cs(abu)} 
--~ ~:~. a, b~ c:~ u~ (abe)"- + a~ b~ c~ u, (abe) { a~ (bc~)-- U:~ (abe) } 

also: 
u? a ~ 2 S 

Eine ~fer~ere:Formel~fi~-U~ a~a~ ergSebi sich in folgender Weise: 

a,  ~-  u~. g~. ~ a:~-t- 2 ~  b, b, e, (abe) (acu) u, 
- - ~  ki:m b, [~abu) (abe) 
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Um endlieh eine dritte Formel fjir u~ at a~ zu erlangeh, gehe ich 
yon der Gleichung aus: 

ax a~ (aau) ~ ~ a~ u2 a~ ~ ~ ~. T~fel V. 
Nueh ihr wird: 

u~ at al = u, cl a, b, (abu) (abc) = (aau) c~ (aab) (abc) (abu) 

und 

u~ a~ a~ -~ u . u~ a~ a~ ..~ 2 a, b, u~ b~ c~ (abe) (acu) 
= u~. m a ~ a~ + 2 (aab) (aau) b:~ c~ (abc) (ecu) 

s (bcu)". 

8 2 u~at a~ = u,~.u, a~ a~ -4- - (  b~ e~ (bc~) ~ .q- (aau) e~ (abe) (bau) 

{c.  (aba) - -  b:: (aca) --[-- a:~ (boa)} 
S u . . u ,  a~ o:~ -[- ~ b:~ c:~ (bcu) ~ --~ c~ a.  ~aau) (abe) ~ (bau) 

S 
----- u . . m  a~ ,~ 4- ~ b. c. (bcu)~ 4- ,~ ~ (a~u) ~. 

5. ut a~t a~ ~ �89 a, b, (abc) {2 c, (abu) + u~ (abe)} c. 

- -  b, (acu)} Id. I. 

-~- a, bs c, (aSc) e~ (abu) + 2~ (bbc) cz (bcu) (Tafel IV.) 

45 a, b~ c, (abe) [c~ (abet) --[- az (bcu) - -  b~ (acu)] 
----- ~ru~. a,  b, c, (abe) ~ = �89 T. Id. L 

-F~r u~ a~ a~ kaam man noeh eine aadere Formel enhvickeln~ es is~: 

u, a~ a~ = ~ a, b, (abe) { 2 . ,  (abe) + 2 b, (acu) - -  2 a, (bcu) -[- . ,  (abc) } c~ 

--~ a~ b, u, c:~ (abe) ~ -Jr- �89 a~ b~ (t~bc) (acu), 
trod da alas zweite Glied verschwindet: 

9. a~. 

Tafel XIH.  
. . .  a. b. a~ b. 4 (bcu). 

1. u~ a, b~ a~ b~ e~ (bcu) (cdu) d2~ --~ �89 u, a, b, a~ b~ c, d~ (cdu) 

-~- �89 u, a, b, a l  b~ c, d~ (Mu) 

2. m c b. a~ b~ cl d2~ (bear) ~-- O. 
3. u, a ,b.a~ (ba~) ~, a, ( ~ a ~ ) ( ~ )  -= o. 
4; d,a,b,~a~-(bdu)e~d~4be~)+ : d , a , b  ~ 

Id. I. 
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6. u~ a, b~ (adu) ~ (bdu) c~ (bcu)+ : u~ a~ b~ (adu) ~ (bdu) b~. 
7. a, a, b, (adu) 2 b~ c~ (bcu)+ d ,  d, b, (adu) ~" b~. 
8. d, a, b, a~ (bdu) el (bed)+ : d, a, b, a~ (bdu) ~-. 

T a f e l  X I V .  
u~ a~ "c~ (abu) 2 (bcu). 

1. u~ a~ c~ (abu) 2 (bcu) (cdu) d~ ~ �89 u~ a~ c~ d~ (ab~)'- (cdu) 

---- �89 u~ a~ e~ d~ (abu) 2 (edu) 
{ ~  ( b ~  - ~ (~d , )$ .  Id. I. 

2. u: a~ c~ d~ (abu) 2 (bc~l) ~-- O. 
3. u~ a~ d~ (cdu) 2 (abu) ~ (bcu) ~ 1 .~ u~ (a, d~ - -  d~ a'~) (cdu) "2 (abu) 2 (bcu). 

Diese Form kann leicht auf die Form u2 u~ (sTx) zuriickgefiihrt 
werden. Es ist ni~mlieh: 

~t~ u~o (!osx) = u~ (abu) 2 (bcu) (cdu) 
{�89 (cdu) [ad (sx)] -~- ~ (adu) [ca (sx)]} 

= u~ (abu) 2 (bcu) (cdu). {�89 (cdu) [ad (sx)] 
-[- { [(cdu) [ad (sx)] -4- [du (sx)] (eda)} Id. I. 

~--- u~ (abu) ~ (bcu) (cdu) { (cdu) (a~ d~ - -  d, a~) 

-[- { (cda) (d, u~ - -  u, d,,)}. 
4. d, ~*, as c~ (cdu) d~ (abu) 2 (beu)+ : u, d, a, d~ (abu) 2 b:~. 
5. d, d~ a, c~ (abu) ~ (beu)+ : d, d~ a, (abu)"- b,. 
7. d, ~t~ a~ (cdu) z (abu) ~ (bcu)+ : d, u, a~ d~ (abu) ~ b~. 
8. d~ a~ e~ (cdu) (abu) ~ (bcu)+ : d~ a~ dz (abu): b,. 
9. d~ a, c~ (abu) (abd) (bcu)+ : d~ a~ (abu) (abd) b~. 

Tafel XV. 

u~ at ai. 

. 

2. 
3. 
4. 
5. 
7. 

u~ at (abu) a~ b~. 
ut at b~ a~ b~. 
u~ at b~ (abu)~. 
u, at bt a~ b~ (abu) =- O. 
b 2 at a~ b~+ : b~ u~ b~. 
U, at bt (abu) ~. 
Mit Hfiffe der Formel: 

u~ bt bl = ~ u: _{_ 2 S c, d~ (cdst) ~ - -  a, al  u~. Tafel. XII.  

gelange ich far die Form ut at bt (a.bu) 2 leichr zu dem Ausdruck: 
S 

u, at b, (abe)'- = ~ (ac �9  (ca~) (a~u) (adu) - -  us a. ~. (acu)  2, 

welcher~ da: 
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. 

a~ az (aau) ~ = a~ u~, a~ -{- ~- u~ 

ist~ in folgenden fibergeht: 
S S ut a, b, (abu) ~ : -~ �9 u~ - -  u, a~ &-~, % -Jr- - (  u~ , 

der naeh *fafel V. den Factor S b~sitzL 
b~ a~ a.~ (abu)+ : b~ u~ b~. 

Tafel V. 

Tafel XVL 

u~ u~ (spx). 

1. u~ ,@ a~ [s r (au)] = u~ @ a~ {a~ .m - -  u~ a~} 

Dieso Form l~iss$ sich leicht~ mi~ Hfilfe der Formel: 

t u~u~ (s~x) = 2u~ (abu)~(edu)~ (bcu) as d~ 
A . . . .  ~ u2.  (abu) ~- ( ~ )  (ed~) d~ 

- -  u~ . d, .~ (abu)~ (bcu) Cc4~). T ~ d  ~ V .  

'auf die  Form zuriiekfiihren.~ 

= r ~ ( a ~ )  ~ ( ~ )  (~a~) cz~ e. {u~ ( ,d , )  - -  c~ ( ~ e ~ ) } .  

Der erste Theft hat den Factor u~, der le~z~ere den Wer~h: 
- -  ~ ~ ,  ~ (q/~)~ c~ a~ e~ (care) 
{(be,) (~,~) -- (~a~) (~o~) + (~eu) (ca,)} = o. ta. I. 

Da diese Form yon der "8 L~ Or/hating is~, so daft ich bier die 
Annahme machen, dass alle Foemen, n~iederer Ordnung dutch die For- 
men # dars~llbar seien. 

Es muss sieh also auch die Form @ ap a~ dutch frfihere Formen, 
ausdrficken lassen, also ein Aggregat der Form sein: ~ 

u~ a~ a l  = C~ u~ . a~ b~ (a~u) "~ -J- C~ u~ ~ -~- C~u~ U~. a.flg~ (a~)~,. 

worin die C numerische Cons~anten bedeutem 

Hieraus fol~ teicht die Gleichung: 

5. a~ u,~ a,, (spx) hai ~len ~act6r"S. ~ (TafeFIV.) 

9. a2 a~ u:~, (spx) ha~ den Factor S. 
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Tafel XVII. 
uy a, a~ b~ (abu). 

1. ,~ a,axb~: (abu) (bcu) e: = �89 u~ a~ a~ b:, e~ ( icu) { c~: (abu) - -  b~ (aea) } 

2. u2 a, a .  b~ cl (abc) = O. 

3. ,t~ at (acu) (bcu) b~ e, (abu) = O. 

4. ut c~ a~ (acu) bl (abu) e~ + : ut ct at (acu) a~ c~:. 
5. c~ at a~ b ~ (abu)+ d" a 2 x e x  : t a t  x # x .  

6. u~ at (acu) (bcu) ~ (abu) --~ ~ u:t (aeu) (bcu) (abu) 
{a~ (bcu) - -  bt (acu) -{- ct (ab@} 

- -  ~ u ~ u~ Id .  I .  
- - 2 " , ~  t �9 t "  

7. u~ at ct (acu) b~ (bcu) (abu) = O. 

8. c ~'~ a, (aeu) b~ (abu)+ : c~ a, (aeu) a~. 

9. c~ at a~ b~ (abe)+ : c? a~ a~ (acu). 

. 

2. 

3. 

4. 

6. 

7. 

TaM XVIII. 
~ b  9 ~t at bt a~ ~. 

at b, c~ a~ bg eL 
ur a~ bt a~ c~ (bcu)Z+ : u~ bt (bcu) 2 cx. 

m a, b, a~ (acu) (beu)~+ : u~ b~ e~ (beu) 2. 

a~ b~ c~ a~ (bcu)~-+ : b c~ u, (bcu)~. 

Tafet XIX. 

1. at u2t el (bcu) (abu) ~-. 

= ~ ( a b ~ ) { e ~ ( ~ ) - - b ~ i a ~ ) }  2: at b~: e~ u2 (abu) (abe) �89 at t b~r 

]).as ers~e Glie4 hat den Factor u~, das zwoit~ dexr Werth: 

- -  -~ ~ a~ b~ e~ (abe) {at (beu) - -  bt (acu) + e, (abu)} 
1 ~t3 a~ I d .  I .  - - ~ "  t * x* 

2 2 

s. ~, e, ~ ( b ~ )  (a~)%~:  ~ . ,  ~ ,  o .  ~ .  

9. a~ b. c~ ( a ~ )  (abe)+ : at a .  e,' ( a ~ ) .  
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Tafel XX. 
a, b~ u, al b~ c~: (bcu). 

1. at bt u, a~ bz ca (cdu) d~ (1)eu) 

2. at b, d, a~ b= c~ (beu) d~+ : at b, d, a~ b~ d~. 
3. o~ bt u, a~ (bdu) c: d= (cdu) (bcu) --~ O. 
4. at b, at a~ Codu) d= c~ (bc~t)+ : a, b, d, a~ (bdu) d~ b= . 
5." at bt dt a~ b: c~ (bed) d:+ : a~ b, d~ a~: b: d: (bd~). 
6. + b, ,~ a~ (bdu) (e~u) ~ @u)+ : ~ b~ (b~u) (~A~)2 (bcu) . 
7. a~ b~ dt a~ b~ (cdu) ~ (bcu)+ : ~ b~ dt b~ (edu) ~ (bcu) . 
8. a, bt at a~ b= c~ (cdu) (bed)+ : u~ bt d, bz c= (cdu) (bed). 

. 

3. 
6. 

Tafel  XXI.  
�9 q~ -~- a~ b~ c~ at bt ct. 

a~ q~ (aqu). 
a~ b~ d~ (cdu) ~ a~ bt c~+ : a~ dz (cd/a) ~ at ct u~. 
a~ b~ (bdu) (edu) ~ a~ b~ ct+ : b~ (bdu) (cdu) +" u, bt ct . 

Tafel XXII. 
at u~ ~ c2x (abu) ~ (bcu) . 

1. at ~ ca (abu) ~ (bcr (cdu) d~ 
= a, u~ e~ a~ (eau) (a~u) ~ { d~ (bcu) - -  + (bd~,)} 
= a, ~,~ c~ a~ (ca,) (ab,) '  {~,~ (bed) - -  b~ (ca,) }. Id. I. 

2. a, ~ e~ (abu) 2 (bed) d~ = o .  
3. a, u2 (cdu)' &: (abu)' (bcu). 

Diese Form l~ss/5 sieh (vrgl. Tafel XIV.) leicht auf die Form 
u~ u~ (t~x) zu.riiclffiihren. Es ist n~mlich: 

~,i (~x) = ~,,~ (a~)  ~ (b~) (ca~,) {~ [~a(tx)] (adu) + ~ (~d~,) [aa( tx)]}  
= ~ (abu) ~ @u)  (cdu) {(cd~) lad (tx)] + ~ @,a) [d~(tx) ] } 

+ ~ ~,~ (a~)~ ( ~ )  ( ~ )  {a, ~,~ - -  ~,, d~}.  

Der zwei~e Theft is~ e~ne ganze Function der ~ der erste ha~ den 
Worth: 

2 at r (edu) 2 d~ (abu) ~ (bcu). 

4. a~u,d~ex4(abu)~ (bcu)(edu)+ : atu,  dt d~x(ab~)~bx. 
5. ~ ~ d & (a~)" (b~)+ : ~ ,  a~ (a~)  ~ b~;. 
7. a~ a, m (d~)  ~ ( a ~ )  ~ @u)+ : ~ a, ~, ~ ( a ~ ) '  b~. 
8. ~ a7 ~ (,a~),(abu)' (b,~)§ : ~  d, ~ a~ ( a ~ ) '  b, .  
9. ~ d (a~,)~(abd) (~')4- : a,,Z, (a~u) (aba3 b~. 
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2. 
4.  

u~ u ~- 
t ~s s (l'x 

Tafe l  X X I I I .  
u~ u~ ( s t x ) .  

~ u~ a~ a, (stx) . 
u~ U~ at a~ (a~ ut - -  u~ at) .  
Der zweite Theil is~ unmittelbar das Prodnkt yon Formen nle- 

derer Ordnung; um den ersten Theil zu reduciren~ benutze ich 
die Formel: 

2" ~ 1 S 

aus welcher die Gleichung folg2: 

~ u: a.~ b~ (aim) ~- (Tafel XII.) 
6 

T ~ S 
T u ~ .  u~ ~ ~ ~t~ a~ b~ (able)  ~ 

1 

5. a: ~ (stx) a~ ha~ den Factor S .  (Tafel IV.) 
8. a~ u~ (a~ u~ ~ ~ a~) ha~ den Factor S .  (Tafel IV.) 
9. a2 u~ cz~ (stx) ha~ den ]?acto~ S .  (Tafel IV.) 

Tafel  X X I V .  
a~ q~ (a~,u). 

2. a~ b~ (aqb) q~ -~ O. 
3. a~ q~ b~ (bqu) 2 (aqu)+ : q~ b~ (bqu) 2 . 

4. b~ a~ q~ (bflu) (aqb)+ : q~ 79~ (bqu) ~" . 
6. a~ (bqu) ~ q~ (aqu)+ : q~ (bqu) ~ . 
7. a~ (bqu) 2 q~ (aqb)+ : q~ (bqu) 3 . 

Tafe l  X X V .  

1. u, ~ ~g (a, ~ - -  ~, a~) a~.  
2. ut at u~ a 2 

Zur Untersuchung dieser Form bediene ich reich der Formet 
(Tale1 XXIL): 
u~t u~ (tpx) ~ 2 a~ u~ d~ (cd~)~ (a/he) ~ (beu) 

Ut 

welche zeig~, dass die Form ut at u~ a l  (tl~x) sich aaf die Form 
reducirea l~ss~: 

Mathema~ische Annalen I, $ 
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e~ ~ ( a~ )  ~- (ed~) (ede) ~ d~ (/~e~) 
= ~ a~ ~ (~bu) ~ (be~) (~d~) ~ e~ {e~ (ca~,) - -  d~ (eel,)} 
= ~ ~, ~ (abe) ~ (t~,)  (~e)  d~ e~ { ~  (ed~) ~ ~ (&~,)}. 

Das erste Glied dieser Summe hat den Factor u~, das zweite den 
Wert~h : 

- ~ e~ d~ ~ ( ~ ) .  ~c,~, (abu) ~- { (7~,.) (d~,) - (bdu) (e~,) - -  @ u )  (c~cu) } 

~---0. Id. I. 
4. u , a , a ~ @  { a ~ u t - - % a t } .  

Das zweite Glied ist durch Formen niederen~Grades ausdrtickbar; 
um das erste zu reduciren, gehe ich yon der Form (Tafel XVI.) 
a ] l S  : 

@ a~ a~ --~ C 1 u2 �9 a~ b~ (abu) ~ --1- C~ u.~ u~ -[- C.~ ux .  u: a, bx (abu) ~- 
and fo]gere daraus die Gleichnng: 

@ a~ ax at u~ = C 1 u2 . ~ at b~ (abu) 2 ~ C.) u2 uz u2 

5. '@ & a~ (2tx) h ~  den Factor T.  (Tafel XII.) 
8. @ a7 (a~ u~o - -  u~ a:,) hat den Factor T.  (Tafel XII.) 
9. ~ a~ a~ (ptx)  hat den F$ct~r T.  (Tafel XII.) 

Tafe l  X X V I .  

1. u.~ u~ at a~ 5~ {b~ ~ - -  u~ b~}. 
2. u~ a, b, a~ b~ isis) .  
3. u~ ut a'~ b. (abu) ~ (stx) . 
4. u~ ~ b, a~ b~ (abu) (stx) - ~  O . 

"5. b~ u, a~ a~ b~ (six)+ : b: u] b~ (stx) . 

Zur Reduc~ioa dieser Form bedarf ich einer Hfilfsformel, welche 
ieh mir durch folgende, schon oben gem~chte Betrachtung ableiten 
will. Da ich reich bier n~mlich mi~ der Untersuchung der Formen 
10 ter Ordnung besch~ftige, so kann ich die Annahme machen~ dass 
alle Formen niederer Ordnung ganze Fune~ionen der @ seien. Diese 
Ammhme, "auf die Formen u,~ u~ ( s t x f  and @tx) ~ angewand~, zeigt, 
dass zwei Formehr folgender Form exis~irea miissen: 

(~x)~ ~-  o .  
ttieraus sieh~ man, dass jede Norm, welche zwei Faetoren der Form 
(stx) ha~, in die ~orm $9~ ~ T~p gebrach~, also an_f niedere Systeme 
redueir~ werden kann. 

Die Form: 
u , u , ( a b u )  ~ {b. ,u , - -u ,b ,}  { a , u ~ - - u ,  at} 

= ~, u, (abu) ~- {a,  b~ u~ "1- a, b, u: - -  2 a, b, ~.~ ut} 
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lgsst sich also auf niedere Formen zuriickft'thren und somit 
uuch die bier behandelte Form: u~ u~ (abu,) 2 a~ bt .  

Das zweife Glied is~ ein Product yon Formen niederer Ordnung, 
das erstere enLs~ettt aas: u~ bt u~ b~ b, dutch eine niedere Com- 
bination. 

8. b: u, ~, ax (abu) (st~c)+ : b: u~ b~ (s ix) .  
9. b ~- bt at a 2 , ~ (SIX)+ : b: bt ut ( s t x ) .  

Tafel  X X V I I .  
a~ b'; u~ at bt (six). 

2. a~ b~ us e, a~ b~ (SIx) e~. 
Aus der Gteichung ~2 c, c~ ~ (eau) ~" c~ a~ (Tafel IV.) folgt, duss 

Ferner kSnnert wir aus der Annahm% dass alIe Formen 8 t~ Ord- 
hung ganze Functionen der ~ sind, die IdeniiL~it folgern: 

"~,~ ~, ,~ = G S ~ u~ + r T a~ b~ (abu)~ + 6~ S as u~ a~, 
welche zeigt~ dass jede Form~ die den Factor at besi~z~, mi~- 
hin auch unser ers~es G]ied~ in die Form S9  -t- :To gebraeht, 
also auf niedere Formen reducirt werden kann. D~s zweite 
Glied unseres Ausdrueks hat den Werth: 

a~ Clg (qc~u)~ ist also eine Form O. 

3. a?~ e ,  (be@ ~" u~ a~ b~ ( s t x ) + :  e ,  (be~) ~- u~ u~ b~ (s tx)  . 
4. a~ b~ (beu) e:~ u, e, at b, ( s t x ) + :  b~ (beu) c~ u, e, u t bt (stx)  . 
5. a~ b~ e~ e~ a, bt (stx)+ : bl c~ d m b, (stx). 
6. a~ (acu) (bc~) ~ ~ a, bt ( s t x )+:  e~ (bcu) ~" u?-ut t), (stx) . 
7. a~ (bcu)~ ~, es a, b~ (six)+ : (bcu) ~- u, c~ u, b, (s~x) . 
8. a~ bx (bcu) c~ a~'bt ( s ix )+ : b~ (bcu) c2 ~*t bt (six)  . 

Tafel  X_XVIIL 
u~ u~ a, b~ (six) (abe.) ~ . 

~,? ~, ~, (stx) b~ 4 (av,,) (a~c) 
" --~Z-- ' u~ u, at bz  e ,  (abe) (s tx)  {c~ (atru) - -  bz (ac~e) } 

= { u~ ut at b ,  cx (abe) (s tx)  { ux  (abe) - -  ax  ( b e u ) } .  

Das erste Glied hat den Factor u~  das zweite den Wer~h: 

. 

2. 

Id. I. 

-~ u~ u~ ( s i x ) .  a~ b ,  c ,  (abe) ~ . Id. I. 

3. ~,y ~,, a, e~ (b . , )  (abu) ~- {us c, - -  cs u,)}  
~_ ~a . u,  a~ c~ e~ (beu) (abu) ~ - -  u 2 u2 a,~ e~ (bau) (atea) {~u, (abe) 

8* 
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. 

. 

7. 

. 

9. 

Die ersten beiden Glieder haben den Factor u~ ; ebenso l~sst sich 
das dritte Glied Ieicht in die Form bringen: 

- -  + u~ u~ (stx) . (bcu) (abu) (az~.) (bac) . 
Etwas schwieriger ist die geAuc~ion der Form 

um sie zu bewerkstelligen~ gehe ich yon der Identitiit aus 
(Tafel XII.) : 

2 Ut 2 a t  a ~ ~ ~ S ~ ~ u~ + u~ us (S~ S., x) ~" ~ ~ a~ b~ (abu)~ 

mittelst deren diese Form auf die folgende reducir~ wird: 

~ - 0 .  Id. I. 

~ ~, at ~;= (a~) ~- ~= {~ ~ - -  ~ ~}.  
Dau erste Glied hat  den Factor & das zweite en~steht aus der 

Form: u~ c~ at a~ ex cs ~tt dutch eine niedere Combination. 

c~ ut at b~ c~ (stx) (abu)~-+ : c~ ut at e= (sta~ a~. 
u: u, at (bcu) (abu) ~ {c, u ~ -  u~, et} . 
Das zweite Glied hat. den Factor u,a~ das erste entsteht aus der 

Form: u~ c~ at cz a~ c~ ut dutch eine niedere Combination. 

c~ u, a, (bcu) (stx) ( a ~ ) %  : e~ ~, a, e= (stx) a~. 
c~ c~ a, b= (stx) (abu)% : c~ c~ a, (~x) a~. 

Tafel XXL~. 

1. q~ a~ a~ (qau) (qau) 
--= �89 ff~ a= a~ {-u~ (gaa)2 --~- 2 u= qz (qaa) (aau) - -  q~: (aau) ~-} 

27" al (qau) 2 -]- al (qau)% Id. II. 
2. ql a l  a i  ~(qaa). 
3. a~ bl c= ( ~ u )  ~- d~ (cau) a, b, c,+ : bl c~ (d~u)~ & ( e ~ )  b~ c~ u,.  
4. a~ bl e, d:: a,  (cetd) at b~ ct (dau)+ : bl e= d, (cad) a= bt et u~ (dau) . 
6. a~b~ (~lu) (dau) 2 (eau) at b; ct+ : b~ (edu) (cau) (dau) "~ ut bt c,. 
7. a~ b~ c= (dau) ~ (c~d) at b~ ct+ : b~ c: (dau) ~ (cad) u, b, ct. 

Tafd  XXX. 

1 .  a a  2 5 b ~  a t ~ ~ . = ~ ~ (~ q) ( ~ )  = ~ ~ b ~ ( a ~ )  a~q= {b~ ( ~ ) - -  ~ @ q )  } 

---- �89 a~: b, (abu) r q~ { tc,(abq)--q,(aba) }. Id. I. 

2 3 �9 + a 2  6. a l  aM (qbu) q ;  (aa~)+ .,- ~ : g  (g~u) (qbu) a . 
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Tafc l  X X X L  

Mittels~ der [dentit~ (Tafel XVI.) 

u~ a~o a~ -~ C 1 u2 . ax b~ (abu) ~ -{- C~ u~ u~ + C 3 u~ u] a, b~ (abu) ~- 

erhalten wir die Gleichung: 

- - 3 Q .  ~ 1 7 6  ~ �9 u~ u~ a~b~ (abu) [ab(sr - -  u,zmu,,. (sstt ) a~b~(abu)~ + 2 Q u~ : 
-~- C 2 { ,  u, . u~,u;u~(stx) + 3u.~u~ u~u~ (stt~) +C~{u~a,b,(abu): ~u:(s tx)  } 

5. a~ a~ ~t~ u~ (s2t) ha~ dell Factor S. (Tafel IV.) 
9. a,? a~ u~ ~ (s23t) hat den Factor S. (T~fel IV.) 

Es ist somi~ der Nachweis gefiihrt, duss alle Formen, welche zu 
den Formen @ eigentlich gehSren, ganze Funcfionen derselben sind; 
hierbei hat es sich herausgestellt, dass es ftir jede Form # Modular- 
systeme giebt, derea entsprechende Combinafionen auf ~ nich~ an- 
wendbar sin& 

Corabinationen~ we]che diesea Modularsystemen entsprechen~ wende 
ich auf die Produkte H ~ ~ u~ O~ an und lasse yon den so entstehen- 
den Formen alle auf friihere Formen reducirbare weg; die Modular- 
system% derea entsprechende Combina~ionen die dann tibrig bleibenden 
Formen erzeugen~ sind die zu @ g e h S r i g e n  Sys t eme .  Um dieselben 
zu erhalten~ werde ich, analog den friiheren Tafeln~ S u p p l e m e n t a r -  
t a f e l n  bilden und in jeder derselben die Modularsysteme verwenden, 
die sich bei der Tafel ftir die @ selbs~ nicl~t vorfmden. Selbs~verst~nd- 
lich lasse ich hierbei diejenigen 4 Formen weg~ auf die sich ffir alle 
Modularsysteme Combinationen ahwenden liessen~ so dass es nut 27 
Supplementartafeln giebt. 

S u p p l e m e g t a r t a f e l  I. 

2. a ~ ~--i �9 % ~ b .  b ~ . 

4. a ~ (abu) u'~ -1  q2 b. b,  + : b ~. b. Ur Jv-i~..O~ . I1" 

7. a (abu) ~ u~ -I q~ ha+ : b~ b a u~ -1 Q~. 

Zu f gehSrt mithin kein Modutarsystem. 
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Supplementar ta fe l  II .  
a b (a~)~ u~ 

6. (~,~,) (be,.) (ab~)~ .:, e~-~ (eel) 
= �89 u~- l (abu) (bcu ) (acu )  { (abu)(ecu) -- (cbu)(qau) --(aeu)(o bu) } 
~ - 0 .  Id. I. 

9. a b  (abc) ~u~-I.. G % +  : b  ( b c u y %  G % "  

Zu a b~ (abu) ~ gehbrt keia Modu]arsystem. 

Supplementgr ta te l  I I I .  

1. u~ a S ~ ~-~(9uu)  
�9 x n o  X -, 

7. u~ a u', O~ -~ (eauy  . 

Mi~tels~ der Formel (Tat'et V.): 

" ~'-" (apu) (aOu) t~ss~ sich diese Form auf die Form (aau) ~ u[~ p~ - 
zuriickfiihren, welche aus der Form ~- u~ O~ -1 (Qau) durch eiae 
niedere Combination entstehK 

8. u ~ u~ q~-1 (qau) ha~ deri Factor S. (Tafel IV.) 

Zu der Form ~e 3. gehbrt das vierte Modularsyatem. 

Supplementa r ta fe l  IV.  

a3~ �9 Gt* %; ~ - a  b~ G (abe) "z O~ u~. 

2. ":~ G G -~ % a~ �9 

x "  r ~ (1% 5, a~ G ~o ao . �9 
7. -% (b&) (c&) (abc)~ . ~ u~-' ~ +  :'(bU~) (m~) (b~-,,O ~ . G ~-~ ~- 

9 .  ~8 ~--8 3 x . ~ l x ~ ;  a a �9 

Zu der Form a~ gehSr~ das vierfe Modul~rsystem, 

Supplementa r ta fe l  V. 
-i -~ ( ~ ) .  r -..  

8. a~ a z (betu) (aab) . ~ ~ - ~  b a + :  % (bau) e ~ ub-~ b , .  

9, a ~ a ~ (acb) ~ u ~-~ b~+ : a ~ (bau) ~ u~ -~ b~. 

Zu der Forrg a~ a~ (agu) gehbr~ kein System. 



~ 

9. 

. 

4. 

A. 

7. 
8. 

~ 

8. 

9. 

U e b e r  t e r n g r e  F o r m e n  d r i t t e n  G r a d e s .  

Supplcmentar ta fe l  VI. 

u ~ a ~ . q r  

., ~" u " - ~ t ,  + : b~%o~u'-~b, 
Zu der Form ~t~ a a~ gehS~t das sechste System. 
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Supplementar ta fe l  VII .  

*~ �9 eg u~. 

,~. (e~*~) ~I ~-* ,~. 

Aus der Formel (Tafel XVI.): 

% .% , .  
fol~ die Gleiehung: 

~ 5  v 
0 s " U 6  

+ '~ c~ % .  u~ a s (~,q,,) ( , ~ ) ~  o~ -~ u~ . . . .  

u~a,,z,.~O~-2u',~(@ au ) _ _ ~  = Oe--%~ Cluao~ _ , .  (a,ou) (~,ou)(abu,) ~ .  . . . .  .... (Gleichung A.) 

Zur Untersuehung dieser Form, deren Ordnu-ng gr'Ssser als 5 ist, 
maehen wir die ngmliche Annahm% wie frfiher, dass ngmlich 
alle Formen bis zur 5 t~" Ordnung ganze Functionen der@ seien~ 
nach derselben muss ~ a~ a, in der Form en~halten sein: 

~ 4  t~2 a = v, % ~ + c~ ~ <. b~ (~b~) -~ 

und somit die Relation sta{~finden: 

~ ~ (~a~,) ~-~ ~; ~ c,, u~ ao (@~) ( a ~ )  ~ ~-~ ~" .p ,v - o " "  " 

welche letztere Form aus ~a@~a~u~ dutch eine niedere Com- 
bination engs/aehr 

S u p p l e m e n t a r t a f d  VII I .  

% b. qc~b~  g q ~ 4 u ' ~ - 1  + : u b, c , ~ G ~ u ' , - '  %.  

a s b, c a~, b• (bcu) ~ uF~ c, + : u, b e % b (bcu) q.~ u'~ -1 co. 
c, a b a~ b'a, . ~zz u~ -2 g +  :. % b s c s b~ o~ u;-e 4"  

Zu tier Form % a, b e a,  ~ b~, gehSr{ kein Modulaxsys~em. 
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Supplementartafel IX. 

u ~. a b~: (abu) 2 . Q~'xuo.. ~ 

6. ~ ~ (bcu) (ab~)~ (~c~)~ O~ -~ u;. 
7. % ~ a (bcu) (abu) (abc) (qcu) q~-i  r 

= �89 u~ (bcu) (abu) (abe) ~ - ~  u~ { e~ (acu) - -  % (ace)} Id. I. 
_ _  1.~ U 2  ~ l t - - 1  q~*' ,0 ~,~3 - -  "[ U 3 U 2 . "*" . u - - 1  v ~ 0 . 

Zu der Form u~ a b (ab@ ~- geh5ren das dritte and das sechste System. 

Supplementax~fel  X. 

u~ e~ u" 
~Y a 2 ]" ~t" 

3, U~'. (eau) ~ O~ -~ u~ a . 

�9 ex  " uo ax  

6. u~ . (eau)  3 q~-s u~,. 

7. a t u~ . (eau)  ~ O~ -~ u~. 
8. a t2 u~ (qau) 0~-1 %, ha~ den Factor T. (Tale1 XII, Form 8.) 

Zu der Form u~ gehSrea das vierte trod das siebente Modularsysiem. 

Supplementaxtafel XI. 
u, a. b, a~ b:~ c ~ (bcu) . o~ u" 

9. d s az b a~ b c ~ (bed) e." u;  -x dt : d u b b c ~ (bcd) o.~ o- d~ fg , x ~G:.-~ fr " 

Zu der Form u~ a b. a~ b c~ (bcu) ge~hSr~ kein System. 

Supplementartafel XII.  

9. u~ a~ (ed~)~ (abuy (bcu) e; .(qdu) u; 

gu der Form u~ a .c~ (abu) ~ (bcu) gehSr~ kein System. 

Supplementar t~fel XIII ,  

Zn der Form. u{ a, a~ gehSr~-das s e ~  System. 
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Supplementartafel  XIV.  

~ ~,~ (~x). ~ ~ .  

Der zweite Theil hat den Factor u~, der erste Theil nimmt mit- 
telst der Formel (Tafel XVI.) 

die Form an: 

Zu der Form u~ u~ (spx) gehSrt kein System. 

. 

8 .  

9. 

Supplementartafel  XV. 

at bt ct a'~ b~ q~ u~-aa % c + : u t b t c~ b e:~ Px~ u.'-i c o c .  
a, ~, c, a~ b (bcu) o~ u.  + . . 

. .2 : Ut btctb2 ~t~a-2 2 % b~ c~ a~'~ b2:~ O~ u~ -~ % + ~ e~ %. 

Zu der Form a t bt ut a~ b~ gehSrt kein System. 

~ 

6 .  

7. 

. 

Zu der Form 
System. 

Supplementartafel  XVI.  

~, ~ (abu;- (bc~) ~-~ (ocu) ~ ~ .  

---- .~_utl 2 (bcu) (abu) (abc) ~-1~ u~ { a t (qc~) ~ c t (qau) } 

at u~ b (abu) * gehSren das dritte mad das s~chste 

Supplemenmrtafel  XVIL 

a t b, u, a~ b c~ (be~t). ~ u~. 

Zu der Form a~ b~ u, a~. b x e~ (bcu) gehSn kein Systenu 
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Supplementartafel  XVII I .  

re x x 

W v - - 1  4. a~ b~ c (cdu) atb t ci @~z u~ - I  da de+ : b~ c (cdu) u~b tc  tQu% , c ~ d .  
5. q6~ . ~ uU~ a~,~ % .  

7. a e,~ b è~ c (edu) a t b t c t ~ .u,,-'2 (.l~ + : b ~ c (cdu) ut b t c, OF'~ u~ ~ d~. 

X " Y--1 

9.  q6 . O~ u , - Z  a ~ . 

Zu der Form q~ gehSrt kein Modularsystem. 

Supplement~rtufcl X iX.  ~ 

Zu der Form a, u~ c~ (abu) ~ (bc,~) gehSr~ kein System. 

Supplementartafel  XX. 

u ~ u ~ (six) 0~'~ G "  
3 .  ~ 2  2 v 

Der erste Theil hat den Factor u~, der zweite geht durch die For- 
reel (Tafet XIL): 

Ctt Ztt~ ~t ~ T S = ~ G + ~ u %~ (s~ s, xy  - -  ~ % ~ (a~uy 

in den Ausdruck fiber: 

Der zwei~ Theil hat den Factor S~ der erste und zwei~ ver- 
schwinde~. 

Zu der Form u '~ u "~ (stx) geh5r~ kein System. 
s t 

Supplementartafel  XXI .  

~ ~ ( ~ )  o~ u~. 
V--I 7'--1 b o .  a ~ ( a q b )  b ~ u ~  b o+ : ~ ( b q u )  b ~ u ~  

Y--1 b( 1 a ~ ~ (qbu) (aqS) q~ % 

~ x  ~ q  a + 

Za tier .F6rm a; ~ (afftt)-gehS~i kei~ System. 

. 

9, 
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Supplementar tafc l  XXI I .  

~,~ ~ (~t~) ~ u;. 

6. u~,~ {% " , - -  5) ",} e"9 (eauy ~'~" 

Der erste Theil hat den Factor u~ der zweite geh~ dureh die For- 
reel (Tafel XVI.): 

in fo]genden Ausdruek fiber: 

Zu der Form u~, u~ @tx) gehSrt kein System. 

Supp]ementar tafe l  XXII I .  

a ~ b ~" u] a t b~ (stx) e" u" 

9. a S b ~ c ~- % b~ (six) e'~ u~-~ b ~ c ~ u~-~ 

Zu der Form a~ b~ u~ a t b t (stx) gehSr~ kein System. 

Suppleme~tar tafe l  XXIV.  

6. ~,~- ~, ~t (bc~,) (~,b~)~ {~ ~', - ~  c,} (o~)  o~ -~ ~ .  
Da wit hier die eine Form ]aSherer Ordnung untersuehen~ so is/~ 

die Annahme gestatt~et;, dass die Form 5 t~ Ordnung 

u~ u~ at C b~'~) (abu) "~ {c~ ut - -  u~ ct} c~ 
eine ganze Function der ~ sei. Demgemiiss muss sie sieh in 
folgende Ges~lt bringea lassen: 

~- uta , (bout) (abu)e{c u , - -  u s c,} c, = Q Su~u~ (s2x) -~- Co u~.. u~uy (stx) 

und wir erTaalten die Formel: 

Zu der Form u] % a~ b (stx) (abu) "~ gehSrt kei~ System. 

Supplementar ta fe l  XXV.  

8. a,b, sa~b~(cdu)(cad)~u~-'d,~a~+ : u, btc , (cdu) b~ (c~d)alq~u~-'d a. 
9. a,b.e.a~"b~c a~(cacl)~u~-ed ~ -  : utb, c t ~bec  a ~ ( ~ a d ) ~ u ' - e ~  

Zu.der Form ~ ~ (et~u) gehS~&eia System. 
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Supplementartafet XXVI .  
a~ a~ 5 q:~ (aaq) . u~ ~ ' .  

u  2. a~, ae qS (aa!l) u6 Ot~x ba b,z 

4. ~ ~ ~ (~q~) ( ~ )  ~ ~. ~o ~ + 
5. a e~ a ~,~ ~ (aaq) . b b ec~ u; -e  0~" 
7. a e a ~ qa (aaq) 

.'~ 2$ :g 

s. ~:: ~,~ ~ (~q)  
9. a ~" a ~ q~ (aa(t) 

Zu der Form 

(bqu) ~ b, ~ - ~  e~ + : a~, q~ (gau) (bqu) e b a u~-' O~ . 

(bqu) bg ~V  e ~ + : ,~ q~ (q~)  (bq~,) ~ , ,U  ~ o~; . 

4 a~ ~ (aaq) gehSr~ kein System. 

Supplementartafel XXVII .  
~'~ u~ ~ (s~) ~ u~. 

s 2o 

I. N .~ .~ (stp). (o~u) o~. -~ ~: a~. 
3. ~ ~ u5 (stp) (oa@ o~ -e ~" a 

$ .t~ ~ ,3: ~ g "  

4. u~ ~'~ ~ % (sty) (qau) ~ -~  u~ a~. 

Diese Form geht dutch die Formel (Tafel XVI.): 

in die folgende fiber: 
_ _  U 2 e 

"I 
-[- 2 u .  u] u~t u (sis,) (oau) bs (abu) ~- Of- '  u~ 

t '1 

Dutch die eben benufzfe gormel (A) geht diese Form in die fol- 
gende fiber: 

c; u~ u ~ u ~, (a~u) (bqu) ~(abu) (a~ b, - -  b a,) ~-~- u~ 
5 "~ " $ 

8. a~ u~ u~ (sty). (oau) ~ - ~  u'~ ha~ den Facet  S.  (Tafel IV.) 
Ztt der Form e -~ u~ u~ st~(st2) gehS~ kein System. 

Die in den Supplement~_rtafeta gefundenen Result~te lassen sich 
ia folgende ~ znsa~menfassen: 
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1. Das dritte Modalarsystem gehSrt zu den Foi'men: 
u~ a~ b~ (abu) 2 und- at u~ (abu) ~ b~ , 

2. das vierte zt~ den Formen: 
u~ , u2 , ~ , 

3. das sechste zu den Formen: 
u~ a~ bx (abu) ~ , u~ a~ a~ , u~ u~ a~ , a~ u~ b~ (abu) ~- , 

4. clas siebente zu der Form: 

Man muss nun aus denjenigen Formen ~,  zu denen ein Modular- 
system geh5rt, solche Produkte a bilden~ dass es 

1) Combinationen giebt~ wetche auf a anwendbar sind und dem 
System entsprechen; 

2) keine dem System entsprechende Combinationen giebt, welche 
auf einen Factor (resp. das Produk~ mehrerer Factoren) yon 

angewandt werden kSnnen. 
Diese Produkte slnd die zu dem Modulaxsystem gehSrenden Pro- 

dukte der Formen & 
Dem dritten Modularsystem entspreehen die Produ]~4e: 

1. u2 < b~ (ab~) ~- . ~ a~ b~'(abu) ~-, 
2. # a, b~ (abu) 2 . u~ a, b:~ (abu)~, 
3. u~ a~ b~ (abu) ~- . ug a~ b~ (abu) "~ ; 

dem vierten die Produkte: 

1, ~u,~. a l ,  
2. u2 �9 a~ ; 

dem sechsten die Produkte: 
1. ~e2 a~ b:~ (abu) ~- . u~ a~ b~ (abu) e . u2 a~ b~ (abu) e , 
2. u ~ a . b ~  
3. u;~a~,b, 
4. "a~ a~ b,  
5. ~t2 a, a~ 
6. u2 a, a~ 
7. ~,2 a~ a~ 
8. u~ at a i  
9. ~2 at a~ 

IO. u: a~ a~ 
11. u~ at a~ 

(abu) ~- 

(abu) ~ 
(~)~ 

u2 a~ 

. u:  ao b, (abu) 2 . u: at b,  (abu) ~ , 

. ~t2 at b~ (abu) 2 . u2 at b~ (abu) ~ , 
. ut ~ a, b~ (abu) ~- . u~ at b~ (abu) ' ,  
b~ (abu) ~ , 

u~ at b~ ( a ~ )  ~, 
~: a~ a~, 

u:. as bx (a~u)'-, 
u~ adb~ (abu) ~, 

u 2 a t a i ,  
u2a~a~.  

Der les Theil der Untersuchtmg besteh~ darin, dass ich zeigen 
will, dass man f'tir jedes Modularsystem eadsprechende Combinationen 
auf die zu ibm gehSrigen Produkte der Ar~ tmwepden kann~ dass die 
so entstmhenden Formen gauze Funetionen der ff sin& 

Bezeichne ida die Formen a, b. u2 i(abu) 2 und a~ b. u~ (abu) ~ kurz 
dutch lz ~md m ~ s o  mass also noah nachgewiesen werden~ dass sich 
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die folgenden Formen durch die @ ausdriicken oder sich auf friihere 
Formen zurficld~fihren lassen. 

t .  a~ (a~a)~, 
2." a~ (alu) (amu),  
3. a~ (amu) ~ , 
4. 6~ a~ u ~- ~ (a~u) 

6. (6~up, 
7. (cdu) ~ (ainu), 

11. q~:,? as (abu) ~ (ainu),  
12. u2 a~ (acu) ~- u;: b~. (bcu) b~, 
13. u: a~ (abu) ~ (a/u), 
14. u~ ut (abu) ~ (ainu), 
15. u~ a, (6cu) ~ u~ bt (bcu) b~, 

s. (6z~) (6m~) ~-, 16 . ,  ~,~ at (~)~ ~ ~ (b~) b~. 
Ich beginne mi~ der Reduction der Form a. a~ a, u.~ (aau), welche 

aus dem Produkt a~ u~ durch eine dem vlerten Modularsystem ent- 
sprechende Combination en~steh~; am sie zu bewerkstelllgen, benutze ich 
die Identit~ (Tafel V.): 

S 

aus der maza die Formel ableiten tzann: 

a~ u; a~ - -  r,- u, ~ (sx x ) ,  

Die beiden ])'ormen der rechten Sei~e g ehen darch niedere Combina- 
tionen aus den Formen a2 a~ u2 und u~ u -~" (ss I x) hervor. 

In gleicher Weise kann man die Identit~t bflden: 
ax a~ at (aau) u,~ = a,~ etx a, (aau) ~2 + ut u~ a~ a~ ( tsx)  , 

welche lehrt, dass sich die Form a~ ~ at (aau)u~ auf zwei Formen 
reduciren liisst~ die mittelst niederer Combinationen aus den Formen 
a~ at u~ und u~ u~ (stx) entstehen. 

Die Formen: 
12. u: a~ (acu) ~- u~ 5~ (bcu)-b~, 
JS. u~ a, (aeuy u~ 6 @ u )  b~, 
16. ~d at (acu) u~ b~ (bcu) b~ 

welche hier aus den Produkten der Formen u; ~ a~ und u~ ~ at " a ~ a~ durch 
Comhinationen en~s~anden sincl~ die dem sechsten Modularsystem en~- 
sprechen, enkstehen zugleich aus den Formen: 

u2 a~ (ac~) ~ c~ . u2 , 
u~ a~ (acuy e~. u~ , 

dutch niedere Combinationen. 
Die iibrigen 11 Formen, welche noch dutch die Formen O ~us- 

gedrack~ werden sollen, lassen sich aus den be.idea Ansdrfickea: 
a u (alu) (aq~a) trod au (ainu) (aOu) 

dadurch ablei~en, class man i~ denselben die Symbole y and @ passend 
ersetz~ m~d dann mi~ passenden Symbolen multiplicit4. Ansia~ sie 
einze'm amzuformen~ will ieh daher diese b~ideu Ausd~eke r 
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miren, da dadareh alle 11 Formen zu gleieher Zeit auf einfaehere For- 
men zuriiekgefiihrt werden. 

Die Form ay (alu) (aqu) geht, wenn man ffir I seinen Werth se~zt, 
in die folgende fiber: 

c~ a~ (be~) u: (abu) ~- (co~) 
= cy (beu) u~ (abu) ~ {c~ (aqu) - -  O, (acu) 'Jr- u~(aeo)} ]d. I. 
-~- c~j c, (bcu) u,2 (abu) 2 (aou) - -  u2 O~ . c~ (bcu) (abi~) ~ (acu) 

-'}- u2 . c u (bcu) (aim) 2 (at,o). 
Da nua: 
~ .  (a~)  -~ (ac~) ibm) = ~ (a~)  (~c~) @~) {c&b~) - ) ) ~ ( , ~ )  + a~Cb~) } 

~ % ~ Id. I. 
is% so gilt die Identitiit: 
1. a~ (flu) (dqu) = c~ c, u: (bcu) (a,b~*) ~ (aO~) 

- -  u: {~ ~ . ~:, O~ + ~ (~b~;- (be~) (ace)}. 
In ~hnlieher Weise gelangen wir ftlr die Form a~ (ainu), (aou) zu der 
Formel: 

- -  ~ u~ u:q. u'~ q~ - -  ~,~ C t, ( a b u )  (bcu)  ( a c p ) .  

Da bier in diesen Ausdrficken das zwe~te und das drit~e Glied der 
reehten Seite die Faetoren u] oder u~ besi~zen~ so lassen sich die For- 
men .a u (aIu) (aou) und a u (ainu.)(aou) auf alas je erste Glied ihrer 
Ausdrttcke zurfickffihren. 

Hierdurdh kann man die t l  Formen: 

a~ ( aZ.~, ) @toO, 
(a~u) 3 , 
(a~u) ~ (a~u),  

~ d~ (dcu) ~" (du), 

u: 4 (dcu) 2 (du), 

(ainu) 3, 
u: 4 (deu): (emu) , 

auf die folgenden 11 Formen zurfiekfiihren: 

1. ~x e~ ~: (be.) (db~)~ (~z~), 

3. (d~) e~ u: (be,) (at~)~ (~t,~), 
4. (r ~ u: @u) (abu)~ (~zu), 

6. ~ 4 (cd~,) c~ ~: @~,) (~b~) ~- (~d~) , 
7. ~: d, (~d~) e~ u:. @,,) (abu;- (adu), 
8. e~ c~ ~2 @u) (a~)  ~ (a~u) , 
9. (c,~u) c, u2 (bc~) (a~)~ (a~nu) , 

10. u: 4 (cdu) 5 u~ (bcu) (abu)~ (adu) , 
11. ~] d~ (cdu) c, u: (bcu) (abu) ~ (adu) , 

welche nacheinander (lurch die # ddrgestellt, werden sollen, 



128 Ueber tern-~re Formen drithm Grades. 

Die Form c~ c, u2 (bcu) (abu) ~- (alu) geht~ wenn man ffir das Sym- 
bol 1 seinen Wer~h eintr~gf, in die folgende fiber: 

c. e. ,4 (b~.) (a;b@ (aa~) ~ e., (aeu)~ 

p 

- -  �89 u2 . c, e,. *,2 (abu)" (deu) ~- (ad,) (bee). 
In derselben Weise wird: 

III. e~ c, u~ (bcu) (a~u) "~ (ainu) ~- 

�89 cz es ct ~t"* 
�89 u2 . e~ e, u2 (abu) ~- (d~)~ (adu) (bee). 

Durch diese Formeln werden die Formen 1., 2. mid 8. dutch nie- 
dere Formen ausgedriickt. Ersetzt man in ihnen den Factor e~ durch 
(elu) oder (cmu), so erh~lt man Ausdrficke far die Formen 3., 4., 
5. und 9. 

Die Formen 6. und 11. iindern ihr Zeichen, wenn man gleichzeitig 
a mit b nnd c m i t  d vertauscht, haben also den Werth 0 .  

Es bleibt mi~hin nut noch die Untersuchung der Formen 7. und 
10. iibrig, welebe dutch diese]be Buchstaben~nderang in einaader iiber- 
gehen~ so dass wit nur eine unter ihnen, etwa: 

u: u~ C~ dt (cdu) (bcu) (abu) ~ (adu) 
zu untersuehen brauchen. Diese Form ha~ den Werth: 

u] u~ (cdu) (bc~,) (abu) ~ (cd (st)) (adu), 
sie l~sst sich leich~ aaf die Form u2 uP @ (stp) zuriickfiihren. 

Diese letz~ere Form geaiig~ n~mlich der Ghichung: 

.~u ~~ ~ (p~) = u,~ u2 (a~)-~ (ed~) (b~) { ~ (ca (st)) (.du) + ~ (ca~) (~a (st)) } 

es is~ daher: 

~ (abu) ~- (~) @~) (~a~) (~d(~ ) )  

- -  �89 u2 . u~ ( ~ ) ~  (cau) (~e,) (eaa) 4 .  
Demgemilss is~ sowohl yon den eigenflieh Ms augh voa den un- 

eigeaflieh zugeh5rigen Formea der Formen O gezeig~ worden~ wie sie 
sieh dureh die Formen ~ darsiellen lassen; die Formea -I~ bilden daher 
ei~t vo][lea Formensystem ffir die eabische Form f .  

Giessen~ hn O ~ b e r  1868. 


