
Not~iz fiber eine regu]are  R i e m ~ n n '  sche Flache  yore Gesch]echte  

drei und  die zugeh0rige ,, N o r m u l c u r v e "  vier~er Ordnung.  

Von 

WAnT~ER DYc~: in Leipzig. 

Die folgenden Zeilen haben den Zweck, das Princip, dessen sich 
Herr K l e i n  bei Aufstellung der Irrationalitgt seiner 168bl~ttrigen 
regul~ren R i e m a n n ' s c h e n  Fl~iche bedient*), fiir einen weiteren Fall 
anzuwenden~ der in der voranslehenden Arbeit ,Ueber  regul~re l~ie- 
m ann'sche Fl~ehen" schon yon anderen Gesichtspunkten aus und 
mit anderen Hiilfsmitteh~ betrachtei worden isL**) 

_Es liegt uns in geo~wtrischer Definition eine reguliire It i e m a n n' sche 
_Fl~iche vor, die sich 96bl~ittrig fiber der complexen Ebene ausbreitet 
and deren einzelne Bliitter dabei die folgende Verzweigung besitzen: 
An einer Stelle a der eomplexen Ebene h~ngen die Blgtter (12 real) 
zu je acht, an einer zweite~l Stelle b (32 real) zu je dreien, an einer 
dritten c endlieh (48 real) zu je zweien zusammen. In unserem spe- 
eiellen Falle ist durch diese Angaben (wie schon auf pag. 488 erwghnt) 
die regulate R ie m ann'sche F15che eindeutig bestimmt. Ihr Geschlech~ 
ergiebt sich als 19 ~ 3. 

Wit  verlangen, diejenige Gleichungs[brm fiir unsere l~liiche auf- 
~ustellen, welehe der yon Herrn K l e i n  ['~r sein _Problem 168ten Grades 
gegebenen analog ist. 

Die Frage nach derjenigen Normalcurve niedrigster Ordnung, auf 
welche sich unsere Gleichung 96ten Grades eindeutig beziehen lgsst, 
ergiebt vor Allem [vergl. die analogen Schliisse Ann. XIV,  p. 437]: 

Unsere Normalcurve kann nicht hy~verdli/gtisch sein. 

*) Man sehe die Abhandlung Herrn Ktein's ,Ueber die Transformahon 
siebenter Ordnung der elliptischen Functionen", Math. Ann. Bd. XIV, und bier 
speciell die w167 2.--6. der Arbeit, die wit im Folgenden nut durch Annalenband 
und Seitenzahl citiren. 

**) Angaben in blossen Seltenzahlen betreffen dlese Abhandlung. 
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Denn es mfissW dann eine Grappe yon 96 bez. 48 linearen Trans- 
formationen elner Yeriinderlicben geben, welehe mit unserer Gruppe 
bez. einer Hglfte derselben isomorph ist, mid das iat 7~ieht der Fall, 
wie ein Yergleich unserer anf pag. 489t1'. nSher elmrakbrisirten Gruppe 
mit jenen Gruppen*) zeigt. Also: 

U~sere Normalcurvc ist yon der viertc~z Ordn~o~g. 
Wit fragen nach ihrer speeiellen Gleichungsform. Dann ergeben 

analoge Schltisse, wie die Annalen XiV, pag. 438 gczogenen, fiir 
unseren Fall die Sr, tze: 

U~sere Curve vicrtcr Or&a~ng geht ~lurch 9{i Collmcatio~ dcr 
.Ebene, welche unsere Grz,~)pe rein'iiscntirmh in sich iibcr. 

Dabei werden die l 'unkte unserer Curve vierbr Ordnung zu je 
96 zusammengeordnet; nur einmal siml es blos 12 (die Punkte a), 
einmul nut  32 (die Punkte b) and einmal nut  48 (die Punkte c) ztt- 
sammengehSrige Punkte, entsprechend den Verzweigungspunkten unserer 
Fliiche. 

In Gruppen zusammcngch6rigcr Ahtnktc miis~en sich nun alle 
,,slgeciellen" PmJktgruppen auf unserer Curve vierier Ordmmg einordnen, 
d. h. nile Oruppen soleher Punkte,  deren individuelle Eigenschaften 
bei unseren Collineationen erhalten bleiben. Solehe Punktgruppen 
ziehea wir heran, um specielle Eigensehaften m,serer Curve vierter 
Ordnung kennen zu lernen, und bentitzen d~bei die auch yon Hterrn 
K l e i n  verwandten Punktgruppen der 24 Wendepunkte, der 56 Be- 
riihrungspunkte der Doppeltangenten and endlich der 84 sext~cLischen 
Punkte, ftir deren Anordnung wit folgende 85tze erhaltett: 

Die 24 Wendepunkte vertheilen sich ~mlhwendig zu 2.1.9 auf 
die Punkte a. Es sind digs also Punkte, in denen due Tangente 
byperoseulirt, wesshalb sie auch bei den tblgenden t'unktgruppmi 
mehrfaeh zghlend auftreten. Die Bertthrungspunkte der Doppel- 
tangenten vertheilen sich za 2 .  12 + 32 auf die Punkte a und b; 
endlich die 84 sextaetisehen Punkte zu 3 . 12 + 48 auf (lie Punkte a 

undc**). 
Beachten wir jetz~ (lie auf pag. 489 gegebene Aufzi~hlung der 

Transformat.ionen unserer R i em ann '  sehen Flitehe in ~ich, so sehen 
wir, dass unsere 12 Punkte a sieh in drei Quadrupel Sl)alten. Es 
giebt niimlieh drei Collineationen yon der Peri()de 2 (Zitt'er a, 7 jener 

*) Vergl. eflwa Ann. XIV, p. 149, 150. 
**) Man kOnnfie zunichsL noeh ~m &e MOglichkcit denken, d,~bs unsere Punkte 

a ~ls sex~ae~is0he Bunkb siebenfach zihlen uud so vollst~ndig die 84 sextactl~chen 
Punkte ~bsorbiren. Yon geometrischen Ueberlegungen ~bgesehen, zeigt jedoeh 
die spiflere algebraische Formuliruug die Unzulissigkeifi dieser Ann~hme und 
ergiebt ~ielmehr, dass Punkte, in denen eine T~mgente hyperoscuhr~, drel~ch 
ab sextacdsche Punkte zihlen. 
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Aufzi~hlung), wobei (1.) die vier Punk,s je eines dieser Quadrupel 
individuell lest bleiben, wiihrend (2.) die acht tibrigen Punkte a je 
innerhalb ihrer Quadrupel sich vertauschen. Beach~en wit noch~ dass 
jede Collineation yon der Periode 2 eine t)crspective isg, so ergiebt; 
uusere Gruppirung sofort die folgeladen Sehl~tsse: Unsere 12 Punkte 
a vertheilen sieh (wegen (1.)) zu je vieren auf drei Perspectiviti~tsaxen. 
Die (vierpunktig beriihrenden) Tangenten dieser Punkte gehen je durch 
das entsprechende Perspectivitgtseentrum. l)iese Centra fallen (wegen {2.)) 
mit den Schnittpunkfen der Perspectivitgtsaxen zusammen. 

Legen wir dan Dreieck dinner Perspectivlti~tsaxen als Coordinaten- 
dreieek zu Grunde, so fblgt mit 3[othwendigkcit, wen~ man in ~, t~, v 
geeignets constants Factorcn mit a~[himmt: 
(1) / ' =  ,~ + # ~ +  v 4 ~ 0 

als die Gleichungs/brm u~sercr Curve vierler Ordnun9; und in der 
That geh~ diese Curve durch 96 Collineatlonen der Ebene in sich 
iiber~ denn wir kSnnen die ~ V, v untereinander vertauschen und noch 
2 derselben mi~ beliebigen vierten Einheitswurze]n multiplieiren. 

Um jetzg auf die Gleichung 9(;. Grades zu kommen, welche unsere 
regul~ire R i e m  ann'sche Fl'~che algebraisch darstell~ bedtirfen wit 
(Ann. XIV, p. 446): 

l. als abhiingi 9 Variable y dieser Gleiehung - -  irgend either auf un- 
serer Curve eindeutigen ]?unction der Coordinaten, welche in den 96 
zusammengehSrigen Punkten der Curve allgemein verschiedcne Werthe 
besitzt. Dazu wiihlen wit die Coordinaten unserer Curveniounkte selbst, 
und fiihren also gleichzeitig ,I~ ~e~ v sin, zwischen denen dann noch 
unsere Relation (1) hesteht. "t) 

2. als unabhiingige Variable J -  einer Function der Coordinaten~ 
welche dadurch definir~ is~ dass sis i'iir alle zusammengehSrigen Punkte 
der Curve und nut fiir zusammengehSrige Punkte denselben Werbh 
aufweist. 

Es bleibt also J ungeilndert ftir die 96 Collineationen, die unsere 
Curve in sich iiberf[ihren~ and liisst sich dabei darstellen als Para- 
meter eines ]3iischels yon Curven, welche auf unserer Curve vierter 
Ordnung 96 bewegliche Punkte ausschneiden. Zu diesem Zwecke ]~sst~ 
sich in unserem Falls, win der Erfolg zeigt, ein Bfischel yon Cu~'ven 
benutzen, das mit der Curve 4ter Ordnung keine festen Grundpunkte 
gemein t~at, also ein Biischel yon Curven 24ter Ordnung. 

*) Wir mi~ssen in unserem J~'~lle die Verhiil~nisse ~-- and ~ gleichzeztig be- 

trachten, oder irgend eine rationale ~'unc~ion derselben als Unbekannte einfiihren; 
it 

- -  allein etwa wfirde nur 24 verschiedene Werthe bei unseren Transform~tionen 
annehmen. 
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Wir  beniitzen fiir die Aufstel[m,g eines solchen Biisehels die 
speciellen Punktgruppen unserer Curve. Im Allgemeinen werden solche 
besondere Punktgruppen vol~ Berfihrungscurven des Bfischels auf der 
Grundcurve ausgesehnitten werden. Hier aber gelingt, es uns (analog 
wie in dem yon Herrn K l e i n  behandelten Faile), Curven yon nicd,rigcrer 
als der Bi]schelordnung zu finden, welehe unsere besonderen Punkte 
einfach ausschneiden und welehe dann mehrfach z~hlend in unser 
B[isehel eingehen. 

In compticirteren F~illen wh'd man zweckm:,~ssiger Weise zur lter- 
s~ellung dieser Curve'n die Bildungsprocesse der lnvariantentheorie 
bentitzen*). Hier finder man ohne besondere Recbnmtg ganze Fune- 
tionen 3 t en ,  8 t en  und 12ten Grades, q~ts), Z(s~ and ~ ) ,  welche 
gleich Null gesetzt  unsere C 4 in den gemeinten Punkfgruppen yon 12, 
32 mid 48 Punkten treffen mtissen. 

Bilden wit n~mlich: 

/Ti,(,~)~--- ~ts~t ' - -  g4'v s + vs~ ~ --/~4~ ts -t- ~ svl - -  v4~s, 

so sehen wir nach dem Fr[iheren zun~ichst unmit te lbar ,  dass q~(.;) ~ 0 
die Wendepunkte  unserer Curve aussehneidet. 

Die Curve Z ( s ) =  0 schneider eine Gruppe yon 32 Punkten aus 
unserer C4 aus, die in ihrer Gesammtheit  bei unsercn Traush)rmationen 
unge~inderf~ bleiben und dabei nicht mit den Wendepunkten zusammen- 
fallen. Es sind dies also nothwcndig die 32 Berfihrungspunk~e der 

Doppel tangenten.  
Ebenso ist ~.(r~)eine Function, die his ,~uf das Vorzeichen bei 

unseren Transformationen unge~ndert bleibt; ~( ,~)~  0 schneider eine 
Punktgruppe yon 48 getrennten,  yon den Wendepunkfen versehiedenen 
Punkten aus,  die wieder in ihrer Totalit:~t unge~indert bleiben and 

*) BiIdet 1nan in unserem Falle jcne Covarianten, die aueh Herr Klein 
Ann. XIV, 13. 446 fL verwendet, so korcmt, mit Beibeh~ltung tier dortigen Be- 
zeichnung, yon Zahlenfactoren abgesehen: 

Die Curven ~7 = 0, C = 0, K =  0 schneiden dt~bei h,er bez. die '~4 Wende- 
punkte, die 56 13erfihrungspunkte der Doppeltangenten und die 84 sextaetischen 
Punkte aus. Dan letztere [~gl. die Anmerkung auf pug. 511.] folgt, ~veil K =  0 
mit der Curve fibereinstimm$, die Cayley allgemein zur'Bestimmung der sex- 
tae~ischen Punkte einer Curve ~ufgestel~t ha.~. Vgl. S~lmon, Higher plane curves, 
long. 359 tier 2 Aufl. Wit sehen somit die oben ge~roffene Vertheihmg dieser 
Punktgruppen auf die Punk~e a~ b, c algebraisch best~t~gt. 
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also nothwendig mit den oben aufgestellten Punkten c zusammenfallen 
miissen. 

Bilden wir jetzt z. B. 

(3a) 

oder 

(3b) 

8 

(~) 

so sind dies zwei Biischel yon 6'24 , welche uj)sere Punktgruppen i n  
der verlangten Weise ausschneiden. 

Ftir das Curvenbiisehel (3a) kommt dabei die Punktgruppe de r  
48 Punkte c dutch eine allgemeine Beriihrungscurve zu Stande, denn  
die Curve ~(1~) = 0 ist in diesem Btischel nicht enthalten. Das Analoge 

gilt fiir das Biischel (3b) beziiglich der Curve :~(~) -~- 0. 

Da aber das Schnitt2unktsystem auf unserer C 4 [ ' ~  0 fiir beide 
Curvenbfischel das n~imlid~e is~, so muss (man vergl, die analogen 
Betrachfungen Ann. XIV, p. 448), unter Zuziehung der Gleichurtg 
f~--O, zwischen q~(~), Z(s) und ~Pl~ eine Relation statthaben yon d e r  
Form : 

Bestimmt man dutch Einsetzung specieller Werthe die Constanten k u~ad 
l, so kommt 

~ 4 und 1 . . . .  1 
27  27 

Mit Zuziehung dieser Relation lassen sieh je~zt unsere, in den Glei- 
r (3) gegebenen Curvenbiischel erse~zen durch die Verh~iltniss- 
gleichung: 

(4) J : J - -  1: I . . . .  4Z(~) :~(~) :27~(~). 

Und diese Gleichung, in Verbindung mit Gleichung (1), f~-O, 
stellt jetzt unsere 96bl~ittrige _FUiche dar. 

In dieser Gleichungsform sehen wit unmittelbar, dass bei J ~ O 
die BlOtter der Fliiche zu je drei, bei J ~  1 zu je zwei und b e i  
J ~  (x~ zu je aeht zusammenh~ngen; wie es sein soll. Dass aber d i e  
hiermit dargestellte Fl~ehe nicht noch andere u aufweis~, 
folgt (unCer anderem) unmittelbar, wenn wir die Funetionaldeterminante 
T aus f u n d  zweien der obigen Functionen bilden. Diese wird z. B .  
f~ir f ,  Z ~, ~s, y o n  eonstanten Faeloren abgesehen~ 

T ~  ~p7 . %2 . ~, 

und also sind die singuliiren Punktgruppen auf f-~ 0 durch die o b i g e n  
drei Curven ersehSpfend ausgesehnitten. 
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Die Gruppe anserer Fl~che enth~ilt, wie .pag. 489, 1. gezeigt ist, eine 
ausgezeichnete Untergruppe, welche dutch eine 48-bl'~Lttrig fiber der 
complexen Ebene ausgebreitete, regul~ire l~i e m a nn'sche Fl~che deft- 
nirt ist, deren BlStter an einer Stelle a zu je vier, an zwei weiteren 
S~ellen fl und 7 zu je dreien verzweigt sin& Wollen wir diese Fliiche 
mit den analogen Hfilfsmi~teln darstellen, wie die eben behandelte, so 
beachten wit ledigtieh, dass in Bezug auf diese Untergruppe dis 32 
Berfihrungspunkte yon Doppeltangenten (die obigen Punkte b)unserer 
Curve 4"" Ordnung f ~  0 sieh in zwei (~ruppen thmlen, deren eine, 
wie man findet, aus f-----0 ausgeschnitten wird dutch die.Curve: 

+X4 + e2#,1 + v4 _____ 0, 
w o  

~trt 

die andere Gruppo dutch: 
, ~ 4  + +~t+ + v 4 ~ 0. 

Berficksiehtigen wir noeh die 14elation: 

welehe wieder allgemein unter der Bedingung f ~ 0 statthat, so formu- 
lirt sich die Gleichung unserer Fli~ehe, wenH wit zu f ~ - 0  die Be- 
ziehung: 

i'figen, yon der irgend zwei Glieder~ z als den Parameter betrachtet, ein 
Bfischel yon Curven 12 t~'~ Ordnm~g darstellen, welches unsere C 4 in je  
48 zusammengehSrigen Punkten schneider, yon denen zweimal je drei, 
einmu[ je vier zusammenfallem 

Wit gehen noch kurz zur Darstellung einer weiteren Untergruppe, 
welche in den Gruppen der beiden eben behandelten FlSchen ausge- 
zeichnet enthalten ist. Sie ist (vergl. pag. 489, 20 gegeben dutch eine 
]6-bl~ttrig fiber der complexen Ebene ausgebreitete regulate R i e -  
man n'sche Fl'Xche, deren B1Ktter an drei Stellen zu je vieren verzweigt 
sind. Hier ergiebt sich einfach ein Bfisehel yon Geraden, welches auF 
unserer C. 1 jedesmal 16 zusammengehSrige Punkte aussehneidet, indem 
jedem Werthe des Parameters t unseres l}tischels vier Gerade ent- 
spreehen. Das Bfischel is~ einfach dargestetlt dutch irgend zwei Glieder 
tier Verh~ltnissgleich ung : 

t : t - -  l : l - ~ ] , ~ : ' - - g ~  : - -  v ~. 

Die I~ela~ion zwischen den drei hier gegebenen speciellen Ourven ~ter 
Biischel ist dabei unmittelbar 

,~ + ~,~ + v ~ = 0 
sdbs~,. 



516 W. D~cg. Ueber eine Curve vierter Ordnung. 

Eine weitere analoge Discussion aller in tier urspriinglichen Gruppe 
enthaltenen Untergruppen ergiebt dann vollst~adig die gegenseitige 
Anordnung der Punktgruppen auf unserer C4, welche uns andererseiLs 
in den jedesmal entsprechenden Riemann ' schen  Flgehen vorliegt. 

Zum Schlusse sei noch in K~irze der Zusammenhang des hier be- 
handelten Problems mit fblgender bekannten Aufgabe aus der Theorie 
der elliptischcn Functionen erw~hnL: Man soll elus tler ~lbsoluten In- 

variante des cllipgschcn Integrals*) die Gr6ssen ~/~, ~/~' (in der 
b e g e n d r e'schen Bezeichnung) berechnen. 

Beachte~ man n~imlich die Identit~t: 

(: + + = o, 

wo ~) eine primitive 8 r Einheitswarzel bedeatet, und setz~ bier 

] /~=Z,  1/u'---~, O = v  
so wird 'die Gleichung (la) unmiL~elbar mit Gleichung (l) identisch 
und die obige Gleichung (4) (pag. 514) geht fiber in: 

(4a) J : J - - l : l  ~ 4 ( 1 - - ~ + u 4 ) 3 :  

: (1  + ~ ) ~  �9 ( 2 - - -  ~)~ �9 (1  - 2 ~)~ 
: 27x 4 �9 (1 ~x2) 2. 

Das ist aber genau die Relation, die zwischen der absoluten ]nvariante 
J und dem Legendre ' schen Modul u2 ~ a besteht, wie sie z. B. 
K l e i n  im XIV. Annalenband pag. 114 Anm. giebt. 

Die einfachste Methode zur Berechnung von ~/u, 1 /~  aus J bietet 
sich unmittelbar: Zun~chs~ bestimme man u2 und also ~,2, aus Glei- 

chung (4a); dann ha~ man, um a u f / / ~ ,  y ~  zu kommen, aoch zwei 
4 t~ Wurze)n zu ziehen. Dem geht aber die Zerlegung der Gruppe 
unserer 96-bl~t~rigen Fl~iche, wie wit sie auf pag. 489 n. 490, 2. u. 3. 
gegeben haben, unmi~telbar parallel: Wir adjtmgiren die Gruppe eines 
Doppelpyramidentypus (3, 2, 2): N ~ 6 Evgl. pag. 115 der erw~hnten 
Klei_n'schen Abhandlung, sowie die vorstehende Formel (4a)], dann 
zerF~llt unsere Gruppe in zwei cyklische Gruppen yon tier Periode 4. 

L e i p z i g ,  Mitre November 1880. 

�9 ) Hier is~ mit Klein ~Is absblute Invariante die Gr6sse g3 bezeichne?~, --K 
wobei g2 in der Weierstrass'sehen Schreibweise die rationale Invarmnte, 
A die Discriminante der bin~irea biquadratisehen Form ist, die unter dem 
Quadratwurzelzeiehen im Nenner des ellip~ischen Differentials steht. M,m vergl. 
Aunalen XIV, pag. 112. 


