Notiz tiber eine regulére Riemann’sche Fliche vom Geschlechte
drei und die zugehorige ,, Normalcurve ¢ vierter Ordnung.

Von

WartHER Dycx in Leipzig.

Die folgenden Zeilen haben den Zweck, das Princip, dessen sich
Herr Klein bei Aufstellung der Irrationalitit seiner 168blittrigen
reguliren Riemann’schen Fliche bedient*®), fiir einen weiteren Fall
anzuwenden, der in der voranstehenden Arbeit ,,Ueber regulire Rie-
mann’sche Flichen“ schon von anderen Gesichtspunkten aus und
mit anderen Hiilfsmitteln betrachtet worden ist,**)

Es liegt uns in geometrischer Definition eine regulire Riemann’sche
Fliche vor, die sich 96blittrig iiber der complexen Ebene aushreitet
und deren einzelne Blitter dabei die folgende Verzweigung besitzen:
An einer Stelle @ der complexen Ebene hédngen die Blatter (12 mal)
zu je acht, an einer zweiten Stelle & (32 mal) zu je dreien, an einer
dritten ¢ endlich (48 mal) zu je zweien zusammen. In unserem spe-
ciellen Falle ist durch diese Angaben (wie schon auf pag. 488 erwilint)
die regulére Riemann’sche Fliche eindeutig bestimmt. Thr Geschlecht
ergiebt sich als p == 3.

Wir verlangen, dicjenige Gleichungsform fiir unsere Fliche auf-
zustellen, welche der von Herrn Klein fir sein Problem 168ten Grades
gegebenen analog ist.

Die Frage nach derjenigen Normalcurve niedrigster Ordnung, anf
welche sich unsere Gleichung 96ten Grades eindeutig beziehen lisst,
ergiebt vor Allem [vergl. die analogen Schliisse Ann. XIV, p. 437]:

Unsere Normaleurve kann wicht hyperelliptisch sein.

*) Man sehe die Abhandlung Herrn Klein’s ,,Ueber die Transformation
siebenter Ordnung der elliptischen Functionen*, Math. Ann. Bd. XIV, und hier
speciell die §§ 2.—#6. der Arbeit, die wir im Folgenden nur durch Annalenband
und Seitenzahl citiren,

**) Angaben in blossen Seitenzahlen betreffen diese Abhandlung.
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Denn es miisste dann eine Gruppe von 96 bez. 48 linearen Trans-
formationen einer Verfinderlichen geben, welche mit unserer Gruppe
bez. emer Hilfte derselben isomorph ist, und das ist nicht der Fall,
wie ein Vergleich unserer auf pag. 48911, niher charakterisirten Gruppe
mit jenen Gruppen®) zeigt. Also:

Unsere Normalcurve ist von der vierten Ordnung.

Wir fragen nach ihrer speciellen Gleichungsform. Dann ergeben
analoge Schliisse, wie die Annalen X1V, pag. 438 gezogenen, fir
unseren Fall die Sitze:

Unsere Ourve wvierter Ordnung geht durch 96 Collincationen  der
Ebene, welche unsere Gruppe veprdsentiven, in sich iber.

Dabei werden die ’unkte unserer Curve vierter Ordnung zu je
96 zusammengeordnet; vur einmal sind es blos 12 (die Punkte «),
einmal nur 32 (die Punkte J) und einmal nur 48 (die Punkte ¢) zu-
sammengehorige Punkte, entsprechend den Verzweigungspunkten unserer
Fliche.

In Gruppen zusammengehiviger LPumkte wmiissen sich nun  alle
,specicllent Punktgruppen auf unserer Curve vierter Ordnung einordnen,
d. b. alle Gruppen solcher Punkte, deren individuelle Eigenschaften
bei unseren Collineationen erhalten bleiben. Solche Punktgruppen
ziehen wir heran, um specielle Eigeuschaflen uuserer Curve vierter
Ordnung kennen zu lernen, und beniitzen dabei die auch von Herrn
Klein verwandten Punktgruppen der 24 Wendepunkte, der 56 Be-
rithrangspunkte der Doppeltangenten und endlich der 84 sextactisehen
Punkte, fiir deren Anordnung wir folgende Sitze crhalten:

Die 24 Wendepunkte vertheilen sich nothwendig zn 2.12 auf
die Punkte a. Es sind dies also Punkte, in denen eine Tangente
hyperosculirt, wesshalo sie auch bei den folgenden Punktgrappen
mehrfach ziblend auftreten. Die Beriihrungspunkte der Doppel-
tangenten vertheilen sich wu 2 .12 4 32 auf die Punkte ¢ und &;
endlich dic 84 sextactischen Punkte zu 3 .12 4 48 auf die Punkte «
und ¢¥¥).

Beachten wir jetzt die auf pag. 489 gegebene Aufzihlung der
Transformationen unserer Riemann’schen Fliche in sich, so sehen
wir, dass unsere 12 Punkte o sich in drei Quadrupel spalten. Es
giebt niimlich drei Collineationen von der Periode 2 (Ziffer «, p jener

*) Vergl. etwa Anun. X1V, p. 149, 150.

#+) Man kinnte zunchsh noch an die Moglichkeit denken, dass ungere Punkte
 als sextactische Punkte siebenfach zithlen und so0 vollstindig die 84 sextactischen
Punkte absorbiren. Von geometrischen Ueberlegungen abgesehen, zeigt jedoch
die spitere algebraische Formulirung die Unzulissigkeit dieser Annahme und
ergiebt vielmehr, dass Punkte, 1n denen eine Tangente hyperosculirt, drerfuch
als sestactische Punkte zdhlen,
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Avfzihlung), wobel (1.) die vier Punkte je eines dieser Quadrupel
individuell fest bleiben, wihrend (2.) die acht iibrigen Punkte a je
innerhalb ihver Quadrupel sich vertauschen. Beachten wir noch, dass
jede Collineation von der Periode 2 eine Perspective ist, so ergiebt
unsere Gruppirung sofort die folgenden Schlisse: Unsere 12 Punkte
o vertheilen sich (wegen ({1.)) zu je vieren auf drei Perspectivitiitsaxen,
Die (vierpunktig beriihrenden) Tangenten dieser Punkte gehen je durch
das entsprechende Perspectivitiitscentrum, Diese Centra fallen (wegen (2.))
mit den Schnittpunkten der Perspectivitiitsaxen zusammen.

Legen wir das Dreieck dieser Perspectinitiitsaxen als Coordinaten-
dreieck zu Grunde, so folgt mit Nothwendigkeit, wenn man in 2, g4, v
geeignete constante Factoren mit aufnimmi:

(1) f=At+ pt 4 v =0

als dic Gleichungsform unserer Curve wierter Ordnung; und in der
That geht diese Curve durch 96 Collineationen der Ebene in sich
itber, denn wir kinnen die 4, u, v untereinander vertauschen und noch
2 derselben mit beliebigen vierten Einheitswurzeln multipliciren.

Um jetzt auf die Gleichung 96. Grades zu kommen, welche unsere
regulire Riemann’sche Fliche algebraisch darstellt, bediiefen wir
(Ann. X1V, p. 446):

1. als abhingiy Variable v dieser Gleichung — irgend einer auf un-
serer Curve eindeutigen Function der Coordinaten, welche in den 96
zusammengehtrigen Punkten der Curve allgemeiu verschiedene Werthe
besitzt. Dazu wihlen wir die Coordinaten unserer Curvenpunkte selbst,
und fithren also gleichzeitig A, u, v ein, szwischen denen dann noch
unsere Relation (1) besteht,?)

2. als unabhingige Variable J — einer Function der Coordinaten,
welche dadurch definirt ist, dass sie fiir alle zusammengehdrigen Punkte
der Curve und nur fiir susammengehorige Punkte denselben Werth
aufweist.

Es bleibt also J ungetindert fiir die 96 Collineationen, die unsere
Curve in sich iiberfithren, und lhsst sich dabei darstellen als Para-
meter eines Biischels von Curven, welche auf unserer Curve vierter
Ordnung 96 bewegliche Punkte ausschneiden. Zu diesem Zwecke lisst
sich in unserem Falle, wie der Erfolg zeigt, ein Biischel von Curven
benutzen, das mit der Curve 4ter Ordnung keine festen Grundpunkte
gemein hat, also ein Biischel von Curven 24ter Ordnung.

*) Wir mussen in unserem Falle die Verhiltnisse —:—:— und % gleichzertig be-
trachten, oder irgend eine rationale Function derselben als Unbekannte einfiihren;

3 . “ . .
w allein etwa wiirde nur 24 verschiedene Werthe bei unseren Transformationen
annehmen,
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.Wir beniitzen fiir die Aufstellung cines solchen Biischels die
speciellen Punktgruppen unserer Curve. Im Allgemeinen werden solehe
bﬁesondere Punktgruppe'zn von Beriihrungscurven des Biischels auf der
(er.ldcurve ausgeschnitten werden. Hier aber gelingt es uns (analog
wie in dem von Herrn Klein behandelten Falle), Cuarven von niedrigerer
als der Biischelordnung zu finden, welche unsere hesonderen Punkte
einfach ausschneiden vnd welche dann mehrfach zihlend in unser
Biischel eingelien.

In complicirteren Fiallen wird man zweckmissiger Weise zur Her-
stellung dieser Curven die Bildungsprocesse der luvariantentheorie
beniitzen*). Hier findet man ohne besondere Rechnung ganze Func-
tionen 3ten, 8ten und 12ten Grades, @@, s und Pay, welche
gleich Null gesetat unsere €y in den gemeinten Punktgruppen von 12,
32 und 48 Punkten treffen miissen.

Bilden wir nidmlich:

Pu) = Auv,
@) re = @'v' 4 vt 4 e
¢(12)= }_S{Ll —_— yfiv‘i + 7}8,11 — 3‘4#\ _+_ ‘usvl — 1}418,
so sehen wir wach dem Fritheren zuniichst unmittelbar, dass g =0

die Wendepunkte unserer Curve ausschneidet.

. Die Curve 3 =0 schneidet eine Gruppe von 32 Punkten aus
unserer C, aus, die in ihrer Gesammtheit bei unsercn Transformationen
ungeiindert bleiben und dabei nicht mit den Wendepunkten zusammen-
fallen. Bs sind dies also nothwendig die 32 Berithrungspunkte der
Doppeltangenten.

Ebenso ist s eine Function, die bis auf das Vorzeichen bei
unseren Transformationen ungeéindert bleibt; s = 0 schneidet eine
Punktgruppe von 48 getrennten, von den Wendepunkten verschiedenen
Punkten aus, die wieder in ihver Totalitit ungeindert bleiben und

# Bildet man in unserem Palle jene Covarianten, die auch Herr Klein
Ann, X1V, p. 446 ff. verwendet, so kommt, mit Beibehaltung der dortigen Be-
zeichnung, von Zahlenfactoren abgesehen:

v = Autt
Cspy'zv2{p1v!+y4u+ l‘p/‘}.
K= 13u3pd{28ut — piod - »22¢ — Bt opset — w8}

Die Curven V=0, C=10, K =10 schneiden dabei hier bez. die 24 Wende-
punkte, die 56 Beriihrungspunkte der Doppeltangenten und die 8¢ sextactischen
Punkte aus. Das letatere [vgl. die Anmerkung auf pag. 511.] folgt, weil K =0
mit der Curve iibereinstimmt, die Cayley allgemein zur Bestimmung dev sex-

tactischen Punkte einer Curve aufgestellt hat. Vgl Salmon, Higher plane curves,
pag. 359 der 2 Aufl. Wir sehen somit die oben getroffene Vertheilung dieser

Punktgroppen auf die Punkte 4,8, ¢ algebraisch bestitigt.
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also nothwendig mit den oben aufgestellten Punkten ¢ zusammenfallen
miissen.
Bilden wir jetzt z. B.

8
E @
(3a) J = L.
Zs)
oder
8
" @
(3b) J ==,
Pz

so sind dies zwel Biischel von C,,, welche upsere Punktgruppen in
der verlangten Weise ausschneiden.

Fiir das Curvenbiischel (3a) kommt dabei die Punktgruppe der
48 Punkte ¢ durch eine allgemeine Berithrungscurve zu Stande, denn
die Curve ¢} = O ist in diesem Biischel nicht enthalten. Das Analoge
gilt fiir das Biischel (3b) beziiglich der Curve yJ = 0.

Da aber das Schnitfpunikisystem auf unserer C, f==0 fiir beide
Curvenbiischel das ndmliche ist, so muss (man vergl. die analogen
Betrachtungen Ann. XIV, p. 448), wunter Zuzichung der Gleichung
[ =0, zwischen g3, e und ¥ eine Relation statthaben von der
Form: '

Py =kt + 1 Uy
Bestimmt man durch Einsetzung specieller Werthe die Constanten & und
!, so kommt

4 1
k--»—«ﬁ- und b= — g -

Mit Zuziehung dieser Relation lassen sich jetzt unsere, in den Glei-
chungen (3) gegebenen Curvenbiischel ersetzen durch die Verhdltniss—
gleichung: '

(4) Jid - lil=—dgd :¢f :2Tpf.

Und diese Gleichung, in Verbindung mit Gleichung (1), f= O,
stellt jetzt unsere 96blittrige Fliche dar.

In dieser Gleichungsform sehen wir unmittelbar, dass bel J = O
die Blitter der Fliche zu je drei, bei J =1 zu je zwei und bei
J = oo zu je acht zusammenhingen; wie es sein soll. Dass aber die
hiermit dargestelite Fliche nicht noch andere Verzweigungen aufweist,
folgt (unter anderem) unmittelbar, wenn wir die Functionaldeterminante
T aus f und zweien der obigen Functionen bilden. Diese wird z. B.
fiir £, 4%, @5 von constanten Factoren abgesehen,

T=g -2 ¥,
und also sind die singulédren Punktgruppen auf f== 0 durch die obigen
drei Curven erschopfend ausgeschnitten.
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Die Gruppe onserer Fliche enthilt, wie pag. 489, 1. gezeigt ist, eine
ausgezeichnete Untergruppe, welche durch eine 48-blittrig idber der
complexen Ebene ausgebreitete, regulire Riemann’sche Fliche defi-
nirt ist, deren Bliitter an einer Stelle @ zu je vier, an zwei weiteren
Stellen 8 und y zu je dreien verzweigt sind. Wollen wir diese Fliche
mit den analogen Hillfsmitteln darstellen, wie die eben behandelte, so
beachten wir lediglich, dass in Bezng auf diesc Untergruppe die 32
Beriithrungspunkte von Doppeltangenten (die obigen Punkte ) unserer
Curve 4t Ordnung f =0 sich in zwei Gruppen theilen, deren eine,
wie man findet, aus f = 0 ausgeschnitten wird durch die-Curve:

et gt v =0,

2in

8
E==¢ "

WO

die andere Gruppe durch:
A - eut + vt == 0.

Beriicksichtigen wir noch die Relation:

NT(Auv)t = (610 4 st 4 v1) 4 (121 + ept + w),
welche wieder allgemein unter der Bedingung f == 0 statthat, so formu-
lirt sich die Gleichung unserer Fliche, wenu wir zu f= 0 die Be-
ziehung:
giz—1:1= (A4 eut 4 )3 : 27004 — (848 4 ept - 2')°
fiigen, von der irgend zwei Glieder, z als den Parameter betrachtet, ein
Biischel von Curven 12t Ordnung darstellen, welches unsere C; in je
48 zusammengehdrigen Punkten schneidet, von denen zweimal je drei,
einmal je vier zusammenfallen.

Wir gehen noch kurz zur Darstellung einer weiteren Untergruppe,
weleche in den Gruppen der beiden eben behandelten Flichen ausge-
zeichnet enthalten ist. Sie ist (vergl. pag. 489, 2.) gegeben durch eine
16-blattrig tiber der complexen Ebene ausgebreitete regulire Rie-
mann'sche Fliche, deren Blitter an drei Stellen zu je vieren verzweigt
sind, Hier ergiebt sich einfach ein Biischel von Geraden, welches auf’
unserer O, jedesmal 16 zusammengehorige Punkte ausschneidet, indem
jedem Werthe des Parameters ¢ unseres Bischels vier Gerade ent-
sprechen. Das Biischel ist einfach dargestellt dureh irgend zwei Glieder
der Verhiltnissgleichung:

bt —1:1 =1y —pt:— 21,
Die Relation zwischen den drei hier gegebenen speciellen Curven der
Biischel ist dabel unmittelbar
M4 pttrt=0
selbst.
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Eine weitere analoge Discussion aller in der urspriinglichen Gruppe
enthaltenen Untergruppen ergiebt dann vollstiindig die gegenseitige
Anordnung der Punktgruppen auf unserer €, welche uns andererseits
in den jedesmal entsprechenden Riemann’schen Fiichen vorliegt.

Zum Schlusse sei noch in Kiirze der Zusammenhang des hier be-
handelten Problems mit folgender bekannten Aufgabe aus der Theorie
der elliptischen Functionen erwidhnt: Man soll aus der absoluten In-
variante des clliptischen Integrals™) die Grissen Y x, Y% (in der
Legendre’schen Bezeichnung) berechnen.

Beachtet man niimlich die Identitét:

(1a) ¥+ (V%) (o)t =0,

wo @ eine primitive 8 Einheitswurzel bedeutet, und setzt hier

Va1, Vi=p, o=v

so wird die Gleichung (1a) unmittelbar mit Gleichung (1) identisch
und die obige Gleichung (4) (pag. 514) geht tiber in:
(4a) Jid —1:1=4(1—x2-Lut):

P (L (2 - (12022

$ 2Tt - (1 —x2)2,
Das ist aber genau die Relation, die zwischen der absoluten Invariante
J und dem Legendre’schen Modul %2 = ¢ besteht, wie sie z, B.
Klein im XIV. Annalenband pag. 114 Anm. giebt.

Die einfachste Methode zur Berechnung von /%, % aus J bietet
sich unmittelbar: Zunichst bestimme man x?, und also «'2, aus Glei-
chung (4a); dann hat man, wm auf J'%, J'% zu kommen, noch zwei
4> Waurzeln zu ziehen. Dem geht aber die Zerlegung der Gruppe
unserer 96-blittrigen Fliche, wie wir sie auf pag. 489 u. 490, 2. u. 3.
gegeben haben, unmittelbar parallel: Wir adjungiren die Gruppe eines
Doppelpyramidentypus (3, 2, 2), N = 6 [vgl. pag. 115 der erwihnten
Klein’schen Abhandlung, sowie die vorstehende Formel (4a)], dann
zerfallt unsere Gruppe in zwel cyklische Gruppen von der Periode 4.

Leipzig, Mitte November 1880.

3
¥) Hier ist mit Klein als absdlute Invariante die Grosse %— bezeichnet,

wobei g, in der Weierstrass’'schen Schreibweise die rationale Invariante,
A die Discriminante der hindren biquadratischen Form ist, die unter dem
Quadratwurzelzeichen im Nenner des elliptischen Differentials steht. Man vergl.
Annalen XIV, pag. 112,




