
Beitr~ge z u r  Begrf indung der t ransf ini ten Mengenlehre.  

Vo~ 

G~.o~G C~ar~oR in Halle a/S. 
(Zweiter Arfikel.) 

w 12. 

Die wohlgeordneten Mengen. 

Unter den einfach geordneten Mengen gebiihrt den w o ~ _ e ~ / d ~  
M er~e~ eine ausgezeichnete Stelle; ihre Ordnungstypen, die wir 
,Ordnuny~szal~' nennen, bilden das natiirliche Maberial ffir eine ge- 
naue Definition der hSheren transfmiten Cardinalzahlen oder Mr~chtig- 
keiten, einer Definition, die durchaus conform ist derjenigen~ welche 
uns f '~ die kleinste transfinite Cardinalzaht A~ef-~ull dutch das System 
aller endlichen Zahlen v geliefert worden ist (w 6). 

, Wotdgeordne~' nennen wit eine einfach geordnete Menge F (w 7), 
wenn ihre Elemente f yon einem niedersten ft an /n  5estimmter 8uccesskm 
aufsteigen, so dass folgende zwei Bedingungen efffillt sind: 

I. , E s  giebt in F ein dem l~ange nach ~ieders~s Element/1". 
]I. , Is t  F" irger~d eine Theilmenge yon F u n d  besitzt 2" ein oder 

mehrere E ~  h~heren Ranges als alle Elvmente yon 2''~ so ex~irt  
ein .gl~ent  f" yon 2', welches auf die Gesammthe~ 2" zuntichst folgt, 
so dass kei~e JElemente in F vor~mmen~ die ihrem Range naeh swischen 
F u n d  f fa2len."*) 

Im Besondern folg~ auf jedes einzelne Element f yon F, fags es 
nicht das h~chste ist, ein bestimmtes anderes Element f" dem Range 
naeh als n~ichsthSheres; dies ergiebt sich aus der Bedingung II,  wenn 
man ffir .F' das einzelne Element f setzt. Ist ferner beispielsweise 
in 2" eine unendliehe Reihe auf einahder folgender Elemente 

e' -<: e" -~  d" - �9 �9 d') -,< d ,+o .  �9 �9 

enthalten, doch so, dass es in F auch solche Elemen~e giebt, die 

*) Es stimmt diese Definition der ,wohlgeordneten Menge', abge~ehen yore 
Wo~laut, durchaus mit derjenigen ~berein, welche in Bd.XXI der Mafll. Ann.' 
pag~ 548 (Gmudlagen e. allg. Mauuigfal "t~gkeitslehre pag. 4) eingefiiln't wurde. 
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hSheren Rang haben aZs aI~e F'I, so muss nach der Bedingung If, 
wenn m~, darin fSr E" die Gesammtheit {e~')} setzt, ein Element/' 
existiren, so dass nicht nut 

~ r  alle Werthe yon v, sondern dass es auch "~n ~ m e n t  g in F 
giebt, welches den beiden Bedingungen gen~igt 

g-<f ,  

fiir alle Werthe yon v. 
So sind z. B. die drei Mengen 

(aj, a ~ , . . ,  a , , . . . ) ,  
( a , ,  a 2 ,  � 9  a , ,  . . . b l ,  b ~ ,  . . . b ~ ,  . . . ) ,  

(a,, a ~ ,  . . . a , ,  . . . b l ,  b ~ ,  . . .  b ~ ,  . . .  e , ,  e ~ ,  e 3 )  
wo 

a,-<f, a,+t-~ b~,-< bt,+l-< e I -< e~ -< c~ 

wohlgeord~. Die beiden ersten haben kein h6ehstes Element, die 
drit~e hat das hSchste Element c3; in der zweiten und dri~ten folgt 
auf s~mmtliche Elemente a~ zun~hs~ b~ ~ in der dritten auf s~mmtliche 
Elemente a, und b~ zun:,iehst c~. 

Im Folgenden wollen wit die in w 7 e r k l ~ e n  Zeichen-<: und :>-, 
welche dort zum Ausdruek der Rangbeziehung je zweier Elemente ge- 
braueht wurden, auf Gruppen yon Elementen ausdehnen, so dass die 
Formeln 

Jg-< N, 
M:>- iV 

der Ausdruck dafiir seien~ dass in einer vorliegenden Rangordnung 
alle Elemente clef Menge 714" niederen rasp. hSheren Rang haben, als 
alle Elemente der Menge 2t r. 

A. ,,Je~ T h ~ n g e  F 1 einer ~nohlgeordneten Menge F hat d~ 
rJe.derstes ~7,e~t ."  

Beweis .  (~ehSrt das niederste Element/'1 yon F zu F j ,  so ist 
es zugleich das niederste Element yon F,. 

And~rnfaLls sei ~' die Gesammtheit aller Elemente yon E, welche 
niederen Rang haben als aIie Elemente yon FI, so ist eben deshalb 
kein Element yon F zwischen ~' und F i gelegen. 

Folgt also if' (naeh rl) zun~chst auf ~ so gehSrt es no~twendig 
zu ~'i and nimmt hier den niedersten Rang ein. 

B. ,,Ist ei~e ei~fach ~ord~,~ M~ge F so beschaffen, class ~wohl 
~ :  a ~  j ede. ~rer Thvi~mengen dn niederstes .Element l~aben, so 

ist F ei~ u~ldgeardne~ Me~e." 
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Beweis .  Da F e i n  niederstes Elemen~ hat~ so ist die Bedingung I 
erfSllt. 

Sei ~" eine Theflmenge yon ~ derar~, dass es in E e[u oder 
mehrere Elemente ~ - F '  giebt; F l sei die Gesammthei~ aller dieser 
Elemente and f" das niederste Element yon PI~ so ist offenbar f das 
auf F" zun~chst folgende Element yon F. Somit ist aueh die Be- 
dingu~g II erffill~ und es ist daher F eine wohlgeordnete Menge. 

C. ,,Jede The~menge 17' einer woldgeordnetea Menge 2" ist gleieh- 
faZls eine wohlgeordnete Menge." 

Beweis .  Naeh Satz A hat •" sowohl, wie jede Theilmenge _~'" 
yon ~ '  (da sie zugleich Theilmenge yon ~ ist) ein niederstes Element i 
daher ist nach Satz B ~'" eine wohlgeordnete Menge. 

D. ,,Jede einer wotdgeordne~ Menge t~ iihnliche Menge G i s t  
gleichfalls eine woMgeord~ete Menge." 

B e w ei s. Ist ~]/eine Menge, welche ein nlederstes Element be- 
sitzt, so hat~ wie aus dem Begriffe der Aehnliehkeit (w 7) unmittelbar 
folgt, aueh jede ihr ~tmliche Menge N ein niederstes Element. 

Da nun G c~ ~ sein soU und ~ als wohlgeordnete Menge ein 
niederstes Element hat, so gilt dasselbe yon G. 

Ebenso hat jede Theilmenge ~" yon G ein niederstes Element; 
dean bei einer Abbildung yon G aaf t7' entsprieht der Menge G" als 
Bitd eine Theilmenge /~' yon F ,  so dass 

G" cx) ~ ' .  
/v' hat aber nach Satz A ein niederstes Element, daher auch G'. Es 
haben also sowohl G, wie auch jede Theilmenge G' yon d~ ein niederstes 
Element; nach Satz B ist daher G eine wohlgeordnete Menge. 

E. ,,Werde~ i~ einer wohlgeorgmete Menge G an Stelle ~hrer ~le- 
mente g woh~eordnete JJlengen substituirt i~ dem 1~inne, dass wenn 
l~g umd 17~ die an Ste2le der beiden ~'Temente g und g" tretenden wo]d- 
geordmeten Mengen sind und g -~, g', alsda~m auch 17g -< ~ ,  so ist die 
auf diese Weise du/reh Zusammensetzung aus den ~Tementen s~mmaicher 
Mengen ~ hervorgehende Menge 1t eine wohlgeordnete." 

Beweis .  Sowohl -t/, wie aueh jede Theilmenge H 1 yon 1 /haben 
ein niederstes Element~ was nach Satz B 1 /a l s  wohlgeordnete Menge 
kennzeichnet. Ist nrm~lich gl das niederste Element yon d~, so ist alas 
niederste Element yon .F~ zugleich niederstes Element yon t / .  Hat 
man ferner eine Theilmenge B l yon H,  so gehSren ihre Elemente zu 
bes~immten Mengen ~ (tie znsammengenommen eine Theilmenge der 
aus den Elementen ~ bestehenden, der Menge G Rhnlichen wohl- 
geordne~en Me nge { ~ |  bilden; is~ e~wa ~'go das n/eders~e Etemen~ 
dieser Theflraenge~ so ist das niedem~e Elemen~ tier in ~'~o e n ~ h a ~ e ~  
Theilmenge yon ~ zugleich nieders~s Element yon HI.  
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i3. 
Die Abschnitte wohlgeordneter Mengen. 

Ist f irgend ein yore A n f a n g s e l e m e n t  f l  verschiedenes Element der 
wohlgeordneten Menge F ,  so wollen wit die Menge A aller Elemente 
yon F, welche -~ f ,  einen , A b s ~ n i t t  yon  F '  und zwar den du tch  das  

E l e m e n t  f b e ~ i m m t e n  Absctmitt yon F nennen. Dagegen heisse die 
Menge :Ra l le r  fibrigen Elemente yon F m i t  E4"~schluss yon  f eia 
,P,e~ yon F '  und zwar der du tch  das E l e m e n t  f bes t immte  Rest yon/;'. 
Die Mengen A und t /  stud nach Sa~ C, w 12 wo]~lgeord~t ,  und wir 
kSnnen n a c h w  8 und w 12 schreiben: 
(1) F---- (~l, ~ ) ,  

(2) R == (f ,  K ) ,  
(3) A -.< 
/~' ist der auf das knfaagselement f folgende Theil yon/~ und redueirt 
sieh auf 0,  falls ~ ausser f ketu anderes Element hat. 

Nehmen wit aIs Beispiel die wohlgeordnete Menge 

F =  (a~, as, . . .  a~, . . .  hi, b 2 , . . ,  bp, . . . eL, e2, e~), 
so stud bier dureh das Element a S der Abschnitt 

(al,  
und der zugehSrige Rest 

( a 3 ,  a 4 ,  �9 �9 �9 a , ~ . 2 ,  . . . bl ,  b2, . . . .  b , ,  . . . e l ,  a t ,  c s ) ,  

darch das Element b I der Absehnitt 

(al, ~ , . . .  a , , . . . )  
und der zugehSrige Rest 

( h i ,  b 2 ,  . �9 �9 . . .  e 2 ,  

dureh das Element c 2 der Abschnitt 

( a l ,  a~, . . . a , ,  . . . h i ,  b2, . . . bu,  . . . c~) 

und der zugehbrige Rest 
(c2, ~) 

bestimm~ 
Stud ,4 und A" zwei Abschnitte yon _~, f u n d / '  die ale bestim- 

menden Elemente und ist 

(4) f - ~  f 

so ist :A' auch Absehnitt yon A. 
Wir nennen A" den /de/~ren, ,4 den gr~sseren Abschnitt yon F :  

(5) ~ ' <  A. 
I)ementsl)rec]aend kSnnen wir auch yon jedem A yon ~' sagen, dass 
er kleiner ist als ~ selbst: 

(6) A < ~ ' .  
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A. ,,Sind zwei iihnliche woldgeor~ae Me~en  F u n d  G auf  dnan- 
der abgebildet, so entswieht jedem Abschn~ A yon 2" an  ~'hnYr.~, 
Absehnitt B yon G, und jedem Abs~nitt B yon G ein ~iJ~nliel'~r Ab- 
sdmia A yon le, u~d die 121emente f u n d  g yon 2" u~d G, dutch 
welche die einancler ~ugeordrw.te~ Abselmitte A und B bestimmt sind, 
ents2yrecl~m einarMer ebenfalls bei tier Abbildur~l." 

Beweis .  Hat man zwei ~hn]iche einfach geordnete Mengen M 
and 2q auf einander abgebildet, sind m u n d  ~ zwei zugeordnete Ele- 
mente und is~ M" die Memge aller Elemente yon M~ welche -< m, 
iV' die Menge aller Elemente yon ~ ,  welche -< ~r so entspreehen bei 
der Abbildung M" und 2V' einander. Denn jedem Element~ m' yon M, 
das -< m, muss (w 7) ein Element n" yon 2~ entsprochen, da~ ~< 
und mngekehrL 

Wonder man diesen allgemeinen SaLz auf die wohlgeordneton 
Mengen ~'  und G an,  so erh~t man das zu Beweisende. 

B. , ,~ne wohlgeordne~e Menge 2" ist keinem ~rer Absdmitte A 
tihnlich." 

Beweis .  Nehmen wit an, es sei 2" _c~ A,  so denken wir uns eine 
Abbildung yon :F auf A hergestellt. Nach Satz A en~spricht alsdann 
dem Abschni~ A yon 2" als Bild ein Abschni~t A" yon A,  so dass 
A ' ~ A .  Es w~re also auch A ' ~ u n d  e s i s ~ A ' < A .  Aus A" 
wfirde sich in derselben Weise ein kleinerer Abschnit~ A" yon 2'  
ergeben, so (lass A" r F und .4" ~ ~" u. s. w. 

Wir erhiel~en so eine nothwendig u n e n d l ~  Reihe 

A > A' > A " . . .  A~') > .4("+~), . . .  

yon stets kleiner werdenden hbschnit~en yon 2", die alle der Menge /~ 
~hnlich w~rem 

Bezeichnen wir mi~ f~ f ,  f " , . . ,  f(')~ . . .  die diese Abschni~e be- 
stimmenden Elemente yon ~ so w~re 

f ;>- f ~ f ' .  . . f(,~ > .  t~,+~) , . . . .  

Wit wiirdea also eine unend//che Theilmenge 

(f, f', f ' ,  . . .  f~'), . . :) 
yon 2" haben, in welcher/~/n ~-7,~ent den niederste~r einnimmt. 

Solche Theilmengen yon 2" sind abet nach Satz A, w 12 nieh~ 
m~g//eh. Die Annahme einer Abbildung yon :F auf einen ihrer Ab- 
schnit~e fiihl~ also zu einem Widerspruch, und es is~ daher die Meuge 
2" kei~em ihrer Abschni~e ~hnlich. 

Is~ auch nach 8atz B eine woh]geordne~e Menge F keinem ~ 
Absd~t~ ~ ! i c h ~  so #ebt  e~ doch immeZs wean F ~ ~ 
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a~ere ~ e ~  yon F~ welchen F ~hnli~ is~. So ist z. B. die 
Menge 

~ v ~  (a,, a : , . . ,  a , , . . . )  
jedem ihrer Reste 

(az+l, ax+s, �9 �9 �9 a~+~,, . . .) 

~hnlich. Es is~ daher yon Bedeu~ung, dass wir dem Satz B aueh 
noch fotgenden an die Seite stellen kSnnen: 

C. ,rEi~ze wohlgeordrzete Merge F ist keiner Theilmenge irge~zd tines 
ihrer Absehni2te A ~ihrdich." 

Beweis .  Nehmen wit an, es sei ~" Theilmenge eines Abschnittes 
A vo~ ~" und .F'cx) ~'. Wir denken uns eine Abbfldung yon z ~ auf 
~" zu Grunde geleg~; dabei wird naeh. Satz A dem Abschnitte A yon 

ein Abschnitt/~" der wohlgeordneten Menge ~" aIs Bild en~prechen ; 
dieser Abschnitt werde durch das Element f '  yon /7" bes~immt. Es is~ 
f" auch Element yon A und bestimmt einen Abschni~ A" yon A ,  yon 
welehem ~ "  eine Theilmenge ist. 

Die Annahme einer Theilmenge 2" eines A b s e h n i ~  A yon 2', 
so dass F ' c x ) F ,  f'tihr~ uns daher zu einer Theilmenge F "  eines Ab- 
schnittes A" yon A, so dass F"~___ A.  

Dieselbe Schlussweise ergiebt eine Theilmenge E "  eines Absehnifs 
A" yon A'~ so dass F"'___~ A'. Und wir erhal~en so fortgehend, wie 
im Beweise des Satzes B, eine nothwendig unen~iche Relhe im~mer 
kleiner werdender Abschnitte yon $'  

A > A" > A " . . .  A(') > A('+ ~) . . .  

and dami~ die unend//che Reihe der diese AbsclmitCe bestimmenden 
Eleme~te 

f >- f" >. f" . . . f(') >.  f ( ~  . . . 

in welcher kein niederstes Element vorhanden w~re, was n_~h dem 
Satze A, w 12 unmSglich ist. Es giebt daher keine Theilmenge F" eines 
Abschnittes A yon /~, so dass z~' ~ F. 

D. ,,Zwei v e r s e h ~  Absehnitte A und A" einer wohlgeordneten 
Menge ~' sind nieht einander iihnlieh.'" " 

Beweis .  Ist A' < A ,  so is~ A' auch hbschnitt der wohlgeord- 
neten Menge A ,  kann daher nach SatzB nicht A ~hnlich sein. 

E. ~Zweq bihn~iche woldgeordnete Mengen ~' uud G lassen sivh 
nut  auf  eine e inr  Weise a~f einander abbiMen." 

Bewefis. Setzen wir zwei versehiedene hbbitdm~gen yon 1 v a u f  
G voraus und seif ein Elemen~ yon ~', dcm bei den beiden Abbildungen 
versdMedene Bilder g und g" in ~ entsprRchen. A sei der Abschnitt 
van ~, tier dureh ,f bestimmt ist~ ~ und ,~B" seien~ die Abschnitte yon 
G~ die darekg und g; best~mmt~ sind, Nach Satz A, ist~sowohl A ~_ ~, 
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wie auch A ~ H,  und es w~re daher auch B ~ B', was gegen den 
Satz D streitet. 

F. ,,Sind F u n d  ~ zwei wo~dgeordnete Mengen, so kan~ ein 
Abschnitt A yon F hSehstens einen ibm iihnlichea Abschnitt B in 
G haben." 

B e w e i s .  Wiirde der Abschnitt A yon 17 zwei ibm ~hnliche Ab- 
schnittr B und B' in G haben, so w~ren such B and aW ~hn]ich~ was 
nach Satz D tmmSglich fist. - -  

G. ,,Bind A und ~ ~hnlSche Abschnitte zweier wohlgeordneter 
Mengen 2" und G, so giebt es auch ~u jedem Meinere~ Abschnitt 
.4_: < A vo~ F eine~ iihnliche~ Abschnitt B" < ~ yon G und ~u jegzm 
kleinerem Abschniit ~" < 1~ vo~ G eine~ tihntiehen Absehnitt A" < A 
vo~ ti'j, 

B e w e i s  folgt aus Satz h~ wenn dersetbe auf die iihnliehen Mengea 
A und :B angewandt wird. 

H. ,,Sind A und A" zwei Absehnitte einer woMgeordnete~ Menge F, 
und 1~" ihnen tihnliche Abschnitte einer wohlgeardne~ Menge G, u~l 

ist A" < A,  so ist.B" < . B .  
B e w e i s  folgt aus den S~tzen F und O. 

I. ,,Ist ein Abschn~ ~ einer wotdgeord~'~ten Menge G keinem 
Abschnitt einer wotdgeordneten Menge F tihnlich, so ist sawohl jeder 
Abschnitt B' > :B yon G als auch G sdbst weder einem Abseb/mtt 
yon F noch F se2bst tihnlich." 

B e w e i s folg~ aus Satz G. 

K. ,,Giebt es au jedem Abschnitt A einer wohlgeordnetan Menge F 
einea ibm iihnlichen Absehnitt B einer andem wohlgeordneten Menge 
G, abet aueh umgekehrt zu jedem Absehnitt 1~ yon G einen ibm ghn- 
lichen Abschnitt A yon E, so ist _F ~ G.'" 

Bewei s .  Wir kSnnen F u n d  G nach fotgendem Gesetz auf 
einauder abbilden: 
das niederste Element fl yon F entspreche dem niedersten Element gt 
yon G~ Ist f > ' f l  irgend ein anderes Element yon F,  so bestimmt 
es einen Absehnitt A yon /v; zu diesem gehSr~ der Voraussetzung 
nach ein bestimmter r~hnlicher Abschnitt .B yon G;  das den Absr 
:B bestimmende Element g yon ~ sei das Bitd yon f. Und ist g irgend 
ein Element yon G, das >'gl~ so bestimmt es einen Absehnitt B 
yon G, zu dem voraussetznngsgem~us ein Khnlicher Abschnitt A yon 
F gehSrt; das Element f, welches diesen Absclmitt A be~timmt~ sei 
das Biid yon g. 

Dass die auf diese Weise definh~e gegenseitig eindeatige Znord- 
Jaung yon Fund G ~me A b b / J ~ g  im Sinne yon w 7 ist~ folgt leL~rt. 

Sind n~mlich f u n d  f zwe i beliebige Elemente yon ~', 9 and g' 
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~B und ~B" die dutch g und g" bestimmten Abschnitte, mad ist etwa 

f - < f ,  

X < A ;  
nach Satz H ist daher auch 

.B' < .B 
und folgtich 

g'-.<g. 
L. ,,Gie~t es ~u j ~ m  Abschn~t A einer wohZgeordne~ Me~e t~ 

ei~,n ibm Y~h~iche~ Abschnitt ~ ei~,er and~n wohhjeordne~ .Menge G, 
~st hingeg~ mi~estc~as ei~ A b s c h ~  vo~ G varhanden, z,u dem es 
5h~ichen Ahschmt~ yon F giebt, so a~stirt ein 5estimmter Abschnitt 
~ vo~ G, so dass t~ 1 ~ F." 

Beweis .  Wir fassen die Gesammtheit aller Abschnitte yon G 
ins Auge, zu denen es keine ~hniichen Ahschnitte in F giebt; unter 
ihnen muss es einen ~ e / ~  Absctmitt geben, den wit ~B, nennen. 
Dies folgt daraus, dass nach Sa~z A, w 12 die Menge der alle diese 
Absclmitte bestimmenden Elemente ein niederstes Element besitzt; der 
dutch letzteres bestimmte Abschnitt Bt yon G ist der kleinste aus 
jener Gesamm~eif. Nach Satz I ist jeder Abschnitt yon G, tier > ~B l 
ist, derartig, dass zu i~m kein r~ulicher Abschnitt in ~;' vorhaaden 
ist, es mfmsen dahex die Abschnitte ~B yon G, welchen rdlnliche Ab- 
schnitte yon ~ gegenfibexstehen, alle < ~B I sein, und zwa~ gehSrt zu 
jedem Abschnitt ~B < ~ t  ein Rhnlicher A~chnitt  A yon 1 v, weft eben 
~B i der kleinste Absclmitt yon G ist; unter denen, wetchen keine ~hn- 
lichen Abschnitte in F entsprechen. ~ 

Somit giebt es za jedem Abschnitt ,4 yon F einen r~hnlichen 
Abschnitt .B yon ~Bi und zujedem Abschuitt ~ y o n / ~  einen ~hnlichen 
Abschnitt A yon t'~ nach Satz K ist daher 

. F _ _ ~  .B  t .  - -  

M. ,,Hat die wohOeordmete Me~e G ~imT~st~as ei/ae~ Absch.n~, 
r~ ~ ~ ~ h ~ i d ~  Ah~lmia i,a Y, er w ~ ~ t e ~  Mange F ~ -  
h a ~ m  ~ ,  so ~ass jede~ Absclra~ A va~ F ~ ibm & h ~ i c ~  

~ i~ G habe~." 
Beweis .  Sei .B, der kleinsf, e A ~ h n i ~  in G yon allen, zu denen 

keine ~!~.llcb, en in F v~h~mden sin& (M~ s. dem Beweis yon L). 
Wiirde es A b s c h n ~  in F gehen, de te r  keine ~d~nlic~en Abschnitte 
in G gegenfibe~%eh~a,~so wo.~le aue]~ unter diesen einer d~c kleinste 
sein, wit nennen itm As- Zu jedem Absehnitt yon A~ wlirde a!sda-~ 
~-~.~~.A~tt vo~ ~, u~d za jedem ~bs~nitt yon ~ ein 
~ ~ : ~ A b ~ , h ~  v'~n, ~ existire~, Na~ 8aAzK wRre daher 
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Dies wider~rid~t abet dem, class zu B~ kein ~ t i ~ e r  Absclmi~ in 
E vorhanden ist. Es ~_~n~ daher in ~. keinen Absehnit~ geben, dem 
nieht ein ~hnlicher in G gegen~xber~ht, 

N. ,,Bird F u n d  G zwei bdiebige wok)geordnde Medea ,  so s/nd 
e~weder 1) .F ~t~ G einam~ ~hrlich, oder es glebt 2) e/~m ~ i m m ~ n  
Abscknitt .B t yon 6~, we~/w,r F/tTm~/c~/st, oder es ~b~  3) e/hen be- 
s t imm~ Abschni~ A~ vo~ F, wekher G 5h~ich ist; wad jede~ dieser 
drei ~'5~ se~ie~ die M6g~ichlwi~ de~ bei&m anderen aus." 

Beweis .  Das Verhalten yon ~ zu G kann ein dreifacb~s sein. 
1) Es gehSrt zu jedem Abschnitte A yon ]P ein ~hnlieher Ab- 

sc~aitt ~B yon ~ und umgekehr~ zu jedem Absehni/~e ~ yon G ein 
~hnJicher Absehni~ A yon ~.  

2) es gehSr~ ~ jedem Abschnitt A yon/~ ein ~ulicher Absehnit~ 
B yon G, dagegen gieb~ es mindestens einen Absehni4~ yon ~ dem 
keln ~hnlicher Absehnitt in F entspricht. 

3) Es gehSrt zu jedem Abschnitt ~ yon G ein ~hnlioher Abschnit~ 
A yon /~, dagegen giebt es mindestens einen Absehnitt yon F,  dem 
kein ~hnlieher Abschnitt in G entspricht. 

Der Fall, dass es sowohl einen Abschnitt yon F,  dem kein ~hn- 
licher in ~ en~sprieht, wie auch einen Abschnitt yon G giebt, dam 
kein ~hnlicher in ~' entsprieht, ist nicht m~'tiah; er wird dutch den 
Satz M ausgesehlossen. 

Naeh Satz K ist im erstan Falle 

Nach Satz L giebt es im zweiten Falte einen bestimmten Abschnitt 
/~, yon /~ ,  so dass 

und im d ~  Falle einen besi~mmten Abschnit~ A t yon .F, so dass 
A~ oo G. 

Es kann aber nicht gleichzeitig ~' c~ ~ und F ~_ ~ t  sein, da 
alsdann auch G.~_~ ~B, wKre, gegen den Satz B, und aus demsetben 
Grunde kann rdeht gleiehzeitig ~'___~ ~ und (~- ~ A~ sein. 

Abet aueh das Zusammenbesh~hen yon/~' ~ ~ und ~ ~ A~ ist 
unmSglieh; dean naeh Satz/t w~de aus F ~ ~9~ die E~i~tenz eines 
Absehnitts ~B~' yon B, folgea, so dass A~ c~ ~ ' .  Es w~-~ daher ~neh 
G oo Bt" gegen den Sa~ B. -- 

O. ,,Ist e i~  ~e~moude.F' einer wohOeard~ea Mcage .~ .~einem 
Ab~Im~ ~wa ~ itTt~ich, so ist sic ~ sdbst iib~s 

Beweis. ~" ist eine woMgeordnete Menge naeh Satz C, w 12. 
WKre ~ ~u~ler efiaem Absehnit~ yon F noeh 1 ~ se!bst ittndieh, so 
# t ~ ' e r  n a ~  8a~ N eiaea ~bsehait~ ~t" Voa-~', ~ ~ n l k ~  w ~ .  
~," ;~ist aber eine Theilmenge desjenigen &bsehnit~s A yon ~ :  ~der 

15" 



dureh dasselbe Element bestimmt ist, wie dex Absehnitt 1~' I' yon F'. 
Es mfisste also die Menge .F einer Theilmenge eines ihrer Abschnitte 
~hnlich sein, was dem Satz C widerspricht. 

14. 
Die 0rdnu~szahlen woEgeord~eter Mengen. 

Nach w 7 hat jede einfach geordnete Menge . ~  einen bestimmt~n 
Ord~u~g~t/CpuS .M; es is~ dies der Allgemeinbegriff, welcher sich aus 
M ergiebt~ wenn unter Fest]aa]tu~g der Ra~gordnung ihrer Elemente 
yon der Beschaffenheit der letzteren abstrahirt wird, so dass aus ihnen 
lauter Einse~a werden, die in einem bestimmten Rangverh~ltniss zu 
ei~ander stehen. A~e~ einander dhnliehen Mengen, ~nd ~ur s o ~ n ~  
k ~ m t  em ~nd dersdbe Ordnungsty2~us zu. 

Den Ordnungstypus einer wohlgeordneten Menge _~ nennen wir 
die ihr zukommende ,Ordn~ngs~ahl'. 

~Sind a und ~ zwei beliebige Ordnungszahlen~ so kSnnen sie eia 
d rd f av ~  Verhalten zu emander haben. Sind n~nficb ~ und ~ zwei 
wohlgeordnete Mengen derart, dass 

so shad naeh dem Satze N, w 13 drei sich gegenseitig ausschliessende 
F~lle mSglich: 

1) /~__ G, 
2) Es giebt einen bestimmten Abschnitt ~ j  yon G~ so d~s 

�9 '___~ 231 . 
3) Es giebt einen bestimmtea kbsehnitt A~ yon ~', so daas 

Wie man leieht sieht, bteibt jeder dieser drei F~lle bes~hen, wenn 
und G dutch itmen ~hnliehe Me~agen ~ '  und G" ersetz~ werden; 

demnaeh haben wit es aueh mit drei sieh gegenseitig aussetdiessenden 
Bez~ehnngen der Typen ~ und fl zu einander zu flaun. 

Im er s t en  ~alle is~ a ~-. fl; ira zweite~ sage~ wit,  dass a < fl, 
d r i t t e n ,  dass a > #.  
Wit haben also den Sa~z: 
A. :~r u ~ # zwei belieY~e Ordnungscahs so i~  entweder 

Aus de~ ~ g  des Kleiner- und GrSsserseins folgt leieht: 
B. ,~tat man dra O r ~ n g ~ a h ~  ~,#,7 ~n~ ist ~ <  #, # < 7 ,  

sa: ~ ~ ~: < 7." 
Die Ordaungsz~lea bilden also in ihrer Grb~mord~un 9 due ein- 

;f~la~ ~ Menge; Sl~tex w~rd sich ~eigen~ da~s es eine wo/~ 
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Die in w 8 definirten Operationen tier A ~ / c m  and ~ ' ~ p l ~ n  
yon Ordnungstypen beliebiger einfach geordneter Mengen sind natftr- 
Hoh auch auf die 0rdnungszahlen anwendbar. 

Ist a ~ ~'~ ~ ~ ~, wo F und ~ zwei wohlgeordnete Mengen 
sind, so ist 

(i) ~ + ~ ~ F(F, e). 

Die Vereinigungsmenge (F~ G) ist offenbar auch eine wohlgeordnete 
Menge; wit haben also den Satz: 

C. ,,Die ~amme zweier Ordnu~gs~aIde~ ist ehenfa~s eine Ord- 
nungszahZ." 

In der Summe a-~-fl heiss~ a der ,A~Tend~, /~ tier , A ~ u ~ ' .  
Da F ein A b s c h ~  yon (F, G), so hat man stets: 

(~) ~ < ~ 4- t~. 
Hi~gegen ist G nicht ein Abschnitt, sondern ein l~es~ yon (F, G), kann 
daher, wie wit in w 13 sahen, der Menge (F, G) ~hnlich sein; trifft 
dies nicht ein~ so ist G nach Satz 0, w 13 einem Abschnitt yon 
(F, G) ~ c h .  F~ ~t also 
(~) ~ ~ ~ + ~. 

Sonach haben wir: 
D. ,,Die Suanme zweier Ordnu/ngszah~ ist stds gr~isser als der 

Augendus, dagege~ grSsser odor glc~ch gem Addendus. Ha~ man 
a + ~ ~ a -{- r ,  so f o ~  hieraus immer, dass fl ~- 7."  

Im A1Jgemeinen sind a -{ -~  und f l -{-a nicht gl~ich. Dagegen 
hat man, wenn ~ eine dritte Ordnungszahl is~ 

(4) (~ + ~) + ~' = ~ + 0~ + r)- 
D . h .  

E. ,,Bei der Addi~io~ yon Ord~ungs~ahl~ ist alas associative (~e- 
set# g/at/g." 

Substituirt man in der Menge G vom Typus ~ fiir-jedas Element g 
je eine Menge ~'~ vom Typus a, so erh~lt man nach Satz E, w ]2 eine 
wohlgeo~d~te Menge H,  deren Typus durch die Typen u und ~ vSUig 
bestimmt und das. _Product a .  fl genannt wird: 

(~) a .~  -=2~.  
F. ,,Das _~roduct zweier Ord~wags#ah~ ist eheafa~ ei~e Ord- 

nu~lszaId." 
In dem Product a. ~i heisst a der rMultipHca~us', fl der,Multiplicator'. 

�9 I m  ~ g ~  s ~  a .  ~ urn/ft, a n/cht g/~/ch. Man hat aber (w 8) 

(~)- (~- ~)- r ~ ~ .  Ca. ~). 
D . h .  
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G. , ,Bd  &r M ~ i ~  yon O r d n u ~ a s z a ~  ~ das a s s o ~ t i ~  
Gesd~." 

Das d i ~ v e  Gesetz hat im Allgemeinen (w 8) nut in folgender 
Form bier Gtiltigkeit 

(8) ~. (~ + ~) = ~. ~ + ~. r. 

In Bezug auf die GrSsse des Products gilt~ wie man leieht sieht, 
der Satz: 

H. ,1st  der Multip~it~tor 9r~sser als 1, so ist das Product zweier 
Ordnu~3szalder~ stds gr6sser als der .Mul~i,~lir.andus, dayegen ffr~sser odor 
9leith dan Multi~lie.ator. l ta t  man ,~t3 ~ ~7,  so folat hieraus itaraer, 
dass ~ = ~,." 

Andrerseits ist offenbar: 

( 9 )  a . 1 = 1 . a = u .  

Es kommt bier noeh die Operation der ~ubtraditm h{nzu. Siad ~ und/~ 
*.wei Ordnungszahlen nnd a < / ~  so existirt immer eine bestfimmte 
Ordnung'szahl, die wit t~ - -  a nennen, welche der Gleichung gen~gt 

0o) ~ + 0~-- ~) = ~- 

Denn ist ~ ~ ~, so hat G einen Abschnit~ ~B, so dass B ~ ~; den 
zugehbrigen Rest nennen wit S mad haben 

a = (B ,  S), 
~ = = + $ ,  

also 

( 1 1 )  ~ - -  ~ ~-/~. 

Die Bestimmtheit yon/1 - -  ~ erhellt daraus, dass der Absehnitt 
yon G ein vSllig bestimmter (Satz D, w 13), daher auch S eindeutig 
gegeben ist. - -  Wir heben folgende, aus (4), (8) und (10) fliessende 
Formeln hervor: 

0 2) (7 + ~) - -  (V + ~) = ~ - -  ~, 

Von Bedeutung ist es, dass die Ordnungszahlen stets auch in 
unendlicher Anzahl sich summiren lassen, so dass ihre Summe eine 
bestimmte, yon tier Reihenfolge ihrer Summauden abh~ingige Ord- 
nanga~hl isk 

Ist etwa 
~,, & , . . .  ~,, �9 . .  

e ' m o ~ b i g e  einfaeh unendliche Reihe yon 0rdnungsmMen und 

( ~ )  ~, = ~ , ,  
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so iSt (Satz E,  w 12) auch 
(15) a = (G,, G . . . .  G , , . . . )  
eine wohlgeordne~ ]Kenge, deren Ordnungszahl A6 die Summe der i~, 
dars~ellt. Wit  haben also 

und man bat, wie aus der Definition des Productes leich~ hervor- 
geh{, stets 
(17) : '- ( ~  + ~ + . - . + ~ , + - . . ) - - r . ~ , + r . l ~ + . . . + r . ~ , +  . . . .  
Setzen wir 
(18) ~ =/31 -{- i~ 2 -[-.  - - Jr- ,8,, 
so ist 
(19) a, = (G,, G ~ , . . .  G,). 
Es ist 
(20) ~+, > ~ , ,  

mad wir kSnnen nach (10) die Zahlen fl, dutch die Zahlen r wie folg% 
ausdrficken: 
(21) #1 ~ ~1; f l~*  = a ,+l  - -  ee,. 

Die Reihe 

stellt daher eine b d ~ e  unendliche Reihe yon Ordnungszatflen dar, 
welche d~ ~edingung (20) erffillen; wir nennen sie eine ,/~'undam~ta/- 
re/h~ yon Ordnungszahlen (w 10); zwischen ihr und ~ besteht eine Be- 
ziehung, die sich folgendermassen aussprechen l~sst: 

1) fl ist > ~, fiir jedes ~, weil die Menge (~1, G2,- , -G-) ,  deren 
Ordnungszahl ~ ist, ein Absch~i~ der Menge G i s t ,  welche die Ord- 
nungszahl ~ hat. 

2) I ~  ~' irgend ~ Ordnungszahl < #, so ist yon einem gewissea 
2, an stets 

~, > tr.  

Denn da ~" < t6, so giebt es einen Abschnitt J~" der Menge G yore 
Typus t~'. Das diesen Abschnit% bestimmende Element yon G muss 
einer yon den Theilmengen G~, wit woUen sie ~ o  nennen, angehSren. 
Dann ist abet ~" auch Abschnitt yon (G1, G ~ , . . .  ~,o) uud folglich 
F < ~o, daher 

f~r ~, ~ ~,~. 

~ g s ~ a l d ;  wit wollen sie daher die ,G~'~e' der ~ fiir wachsende 
nennen mid mit Lira r ~ c h n e n ,  so dass nach (16) mad (21): 

Ca~) ~sm ,~, = ,,, + ( ~ - , , 0  + ' "  + (,~+,--~) + . . . .  
-g 



Wit kSnnen das Vorangehende in folgendem Satze aussprechen: 
I. ,,Zu jedzr F u n d a ~ e i h e  { ~,} vo~ Ordaungszatde~ 9e~rt 

eine Ordnungs~aJd Ldm e,, wdc~ auf Mle ~. der avSsse nach zunezhst 

fdgt; sie u~rd dargeae~t in der ~'ormel (22)." 
Wird under 7 irgend eine constAnCe Ordnungszahl verstanden~ 

so beweist man leicht mi~ Hiilfe der Formeln (12), (13), (17) die in 
fotgenden Forme!n enthaltenen Sgtze: 

(23) Lira ( 7 +  r = 7 -[- Lira .,,, 

(24) Lim 7" a, = 7 " Lira ~z,~. 
v *t 

Wir haben in w 7 berei~s erw~hnt, dass aUe einfach geordneten 
Mengen yon gegebener endl/elwr Cardinalzahl v einen und denselben 
Ordnungstypus haben. Dies l~sst sich hier wie folgt beweisen. Jede 
einfach geordnete Menge yon e~dlic]~r Cardinalzahl ist eine wo]d- 
9 e ~ r d ~  Menge; denn sie muss, ebenso wie jede ihrer Theilmengen 
ein niederstes Element habe~, was sie nach Satz B, w 12 als eine 
wohlgeordnete Menge kennzeichnet~ 

Die Typen endlicher einfach geordneter Mengen sind daher nichts 
Anderes als emfZiche OrdnungszaMen. Zwei verschiedelten Ordnungs- 
zahlen a und ~ kann aber nieht eine und dieselbe endliche Cardinal- 
zahl'v zukommen. Ist n~mlich etwa u </~  und G ~--{i, so existirt, 
wie wir wissen~ ein Absehnitt B yon G, so dass B~ ~ 

Ks wfirde also der Menge {~ und ihrer Theilmenge B dieselbe 
endliche Cardinalzahl v eignen. Dies ist nach Satz C, w 6 unmSglich. 

Die ~ i c h e ~  Ordnu~s~ah~ stimmen daher in ihren Eigenschaften 
mit den endliehe~ CardinalzaMen fiberein. 

Ganz readers verh~lt es sich mit den transfirdten Ordnu~szatde~; 
zn einer und derselben transfmiten Cardinalzahl a giebt es eine un- 
end~che Anzahl yon OrdnungszaMen, die ein einheifliches~zusammen- 
h~ngendes System bilden, welches wit die ,Zahlenclasse Z(a)' nennen. 
Sie ist ein Theil der T~enda~s~ [a] (w 7). 

Den n~mhston Gegens~and anseror Betr~htung bitdet die Zahten- 
d,~ Z ( ~ ) ,  welche wit die z~ Zahle~a~e nennen wollen. 

]n diesem Znsammenhauge verste]~en wit nKmlich un~r de~ ers~e~ 
die Gesammtheit {v} aUer end//dms Ordnnngszahhn. 
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w 15. 

Die Zaklen der zweiten 7~lflencla~e Z(~o). 
.Die zweite Zahle~dasse Z(~o) ist die Gesammtheit {a} a//er Ord- 

nu~stypen a wold@eurdneter Mengen yon dvr CardinalzaM ~o (w 6). 
A. ,Die zweite Zak~cZasse hat eine 7de~nste Za7~ to .== Z4m v." 

Beweis .  Unter o verstehen wir den Typus der wohIgeol~dne~en 
Menge 

O) Fo = (A, h , . . .  f , , . . . )  
wo v alle endlichen Ordnungsz~hlen durchl-~uf~ und 

(2) f ,  -< f,+~. 
Es ist also (w 7) 

(3) ~ = .~o 
und (w 6) 

(4) ~ = ~o. 
eo ist daher eine Zahl der zweiten Zshlenclasse trod zwar die Me/~e. 
Denn ist r irgend eine Ordnungszahl <: e ,  so muss sie (w 14) Typus 
eiaes Abscknitts yon ~ sein. .Fo hat aber nur Abschnitte 

A = (fi,  f , , . . ,  fO 
mi~ end//~her 0rdnungszahl v. F~s ist daher 7 ~= v. 

Es giebt also keine l~'ansfinit~ Ordnungszahlen, welche kleiner 
wNren als e, die daher die kleinste yon ihnen isL Nach der in w 14 
gegebenen Erkl~rung yon Lira u, ist offenbar e ~ Lira v. 

B. ,,Is~ a irgend eine ~ h [  der zweiten Zalde~lasse, so folgt auf 
zie als nff, cks~6ssere Zahl derselben Zaklenclasse die Zatd = +- 1." 

Bewe i s .  Sei F eine wohlgeordne~ Menge yore Typus u und 
yon der Cardinalzahl ~o: 

(5) . P = = = ,  

(6) ~ = ~o. 
Wir haben, wenn unter g ein neu hinzutretendes Element verstan- 
den wird~ 

(7) ~ § 1 ~ (:F, 9). 
Da F ein Abschnitt yon (F, 9) ist, so Imben wir 

(s) , ~ +  1 > = .  
Ks ist 

r162 -[- 1 ~_ ~ -I- I = =% -{- 1 = ~ o (w 
Die Z ~ I  a .-J- ! gehSrt also zur zweiten Zahlenclasse. Zwisehon 

u ! ~ d  = + 1 gieM es a~x  keine Ordnungszahlen; denn jede Z~hl 7, 



die <~ ~ + 1, entspricht als Typus einom Absehnitte yon (~', g); ein 
solchor tran~ nut entwedor F odex ein Abschnitt yon F sein. ~, ist 
also entwedor ~-  odor ~ ~. 

C. ,~Is~ ~1, a2, . . .  ~ ,  . . . irger~ ~ F u ~ ~ e i ~  ~ Zaljen 
der e r s ~  oder z / w ~  Z a ~ e ,  so gehSrt auch die auf  sie der 
Or~sse nacl~ zuz~h.~ /oOende Zald Lira a, (w 14) der zweiten Zah~en- 

B e w eis.  Nach w 14 ergiebt sich sus der Ftmdamentalreihe { a, } 
.die Zahl Lira a, ,  indem man eine andero Reihe ~l, ~2, . - .  fl~, - . .  

herstell~, so dass 

~I ~ ~I, ~ ~ ~ -- al,... ~,+i ~ a~-1 -- ~,,.. �9 

Sind dann ~, G~ .... G,,,.. wohlgeordnete Mengen derart~ dass 

so ist aueh 
= (a,, a~,..,  a , , . .  ) 

else woldgeordnete Mengo und 

Es handelt sich ~aher nut um don Nschwois, dass 

G~ ~ ~o. 
Da abor die Zahlen ~, F~,-.. ~,,.-- der ersten odor zwoiton 

Zshlenelasse angehSren, so ist 

dsher 

G ~  " s o = s o  
G ist abet jedenfalls eine transfinite Menge, also is~ flex Fall ~ <~ ~o 
ansgeschlossen~ 

Zwei F ~ r , / ~ d / w ~  { ~ } und { ~" } yon Zahlen der ersten 
odor zweiten Zahlenclasse nennen wit (w 10) ,#u,s~mmer~je~rig~ in 
Zeie~en 

(9) {~,~ l~{~,'}, 
wean zu jedem ~ ondliche Zahlen ~o, ~o vorb~den sind, so d~s 

(to) ~," > ,~,, z ~ ~.o, 
u~l  
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D. ,,.Die ~ ~ e i  ~'unclamen~teihen { ~ } , { a / }  ge~iriee~ a r ~ z -  
~ahI, en IAm ~. und Lira a /  s i ~  dann uow~ nut  & . .  a~c~,  werm 

Bew~eis. Der Ktirze halber se~zen wit Lira a~ ~ / ~ ,  Lira a,'--~-~ y. 

Nehmen wir zuersg an, es sei {~} It {a,'} so behaup~n wir, dass 
~---7. Ware n~amlich/~ nieh~ gleieh 7, so mtissCe eine yon diesen 

beiden Zahlen die kleinere sein, etwa ~ ,~ ~,. Von einem gewissen ~, 
an w~re a~' > fl (w 14), daher auch wegen (11) yon einem gewissen 
/t an ~ > / ~ .  Dies is~ aber unmSglieh, weil fl-~-Lira ~ ,  also ftir 
alle ~ u~, ,~/~. 

Wird umgekehr~ vorausgesetz~, dass/~--~,, so muss~ w.eil a, < ~, 
yon einem gewissen it an az" ~> a, ,  und well a , ' < / ~ ,  yon einem ge- 
wissen /~ an a~ > u,' sein; d. h. es is~ {a,} 11 { e,'}. 

E.  ,,Is~ u i rgend eine Zah~ der awe~ten g a b l e ,  v~ eine be- 
liebige endliche Ordnungs~ahZ, so ist ~'o-1" a~- - -a  u n d  daher  auel~ 

Beweis .  Wit tiberzeugen uns zuers~ yon der Riehtigkei~ des 
Sa~zes wenn a ~ ~a. E s  is~ 

~ ( f t ,  f~ . "  f , , ' .  - ) ,  

~0 ---- (g~, g~,"- ,  g,.), 
daher 

~o+~=(q,,o~,...a.o.f,,f,, , f . , . . ) = = .  
Ist abet a > r so haben wit 

~ + ( ~ - ~ ) ,  

F. , , I s t  % ixg~nd eine e n d l i ~  Ordnungs~ahl ,  so ist  Vo.O~ ~ - - ~ . "  
Beweis .  Um eine Menge yore Typus v~.m zu erhalten, hat man 

flit die einzeIne~/Ele~nenh~ f~ der Menge (f~, f~, . . .  f, . . . .  ) blengen 
(g,a~ g,,~ - -- g~,,.) yore Typus v o zu subs~iCuiren. Man erh~ll die Menge 

(g~,t, ga,~, . " ga.,., g*.t, . . .  g~,,o, . . . g ,a ,  g~,=, " - g,.,,, - " .), 
we/ehe der Menge { f,I  offenbar ~hnlieh i~; daher is~ 

~)0 ~ ~ CO. 

Kfirzex ergiebt sieh dasselbe wie folgr nach (24) w 14 ist, da o ~  Lira ~, 

'k 

An~e~seils is~ 

r a i s i n  
[tim ye~) ~ t ~ n  $, =~ ~ ,  

also 
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G. ,,Man hat immer 

unter a dv.e Zah~ der zweite~, unter v o eine so~che der ersten Zahlen- 
c~asse v e r s i n g . "  

Bew e i s .  Wir haben 
Lira v ~ co. 

Nach (24) w 14 ist daher 

(~+~o)m ~=  I ~  (a+vo)~. 
Es ia~ abet 

I 2 v 

(~+~o) + (a+~o) E"" E (a+~O 
1 2 v - - 1  

-~ a + ( n  +1~) + ( vo+  ~).  . -  (~o + ~) + ~o 
1 2 v 

._~ + . ~ +  
~' + ~  + "'" ~o 

Man hat nun~ wie leieht zu sehen, 

and folg]ieh 

Lira ( a + v o ) v  ~ Lira (uv+vo)  --~ Lira av -~ aeo. 

H. ,,Ist a ixgead eine Zahl der ~weiten Zahlendasse, so bildet die 
Gesammtheit { d } a ~ r  Za]den u' der ersten und ~weite~ Zahlendasse, 
wdche kleiner sind als a, in ihrer GrSssenordnung eine woMgeordnete 
Menge yore T ~ u s  a." 

Beweis .  8ei F eine wohlgeordnete Menge derart,  dass ~---~ a; 
f~ sei das niedersb Element yon ~ .  Ist a" eine beliebige Ordnungs- 
zahl < a,  so giebt es (w 14) einen bestimmten Abschnitt A' yon ~', 
so class 

and umgekehr~ bestimmt jeder Abschni~ A" durch seinen Typus 
A" ~ d eine Zahl d < a der ersten oder zweiten Zahlenclasse; denn, 

da ~ ~-~r so kann .~" nur eine endliche Cardinalzahl oder tr o sein. 
Der Absclmi~t A" wird dutch ein Element f" >-  [t yon/~' bestimmt 

und umgekehrt bestimmt jedes ]~lement f '  >- fl yon F einen Abschnitt 
A" yon /7'. Sind f '  und f "  zwei Elemente > - f t  yon  /v, A" mid A" 
die dureh sie bestimmten Abschnitte yon F,  s und s  deren 0rdnungs- 
typen,  and ist etwa f" - ~  f'~ so is~ (w 13) ,4" < A" und daher d < d' .  
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Setzen wir daher/v ~ (ft ~ F ' ) ,  so wird, wenn man dem Element f 
yon F '  das Element a' yon {a'} zuordnet, eine Abbildung dieser 
beiden Mengen gewonnem Es ist somit 

Nan is~ abet iF' ~ a - -  1 and naeh Satz E a --  1 ~ a, daher 

Da ~ 0 ,  so ist auch { a ' } ~ % ;  es gilt daher: 
I. ,,1)iv Menge { a' } aller Zahlen s tier ersten and ~weiten Zahlen- 

classe, welche ]deiner sind als eine Zahl a tier z~veiten Z a ~ e ,  hat 
die Cardinalzahl ~o Y 

K. ,,Jede Zahl a der zweiten Zahlendasse ist entweder derart, dass 
sie aus einer n~ichst kleineren a_~ dutch ttinzuf'd!lung der 1 hervorgeht: 

oder es liisst sich eine ~undamentalxeihe { a, } yon Zahlen der ersien 
oder ~weiten Z a h l + m ~ e  angeben, so dass 

a ~ Lira a~." 

Beweis .  S e i a ~ .  Hat F ein dem P~nge nach hSchstes 
Element g, so is~ F ~--(A, g), we A der durch g bestimmte Absehnitt 
yon /7' isk Wir haben dann den ersten Fall, nr~nlieh 

a=2+ I=_~,+I. 
Es existir% also eine ntichst kleinere Zahl, die eben a, genanat wird. 

Besitzt abet iF kein hSehstes Element, so fassen wit don Inbegriff 
{ a'} aller Zahlen der ersten and zweiten Zahlenclasse ins Auge, welehe 
kleiner als u sind. Naeh Satz t t  is~ die Menge {a'} in ihrer Gr5~sen- 
ordnmag ihnlich tier Menge iF; mater den Zahlen a" ist daher keine 
die grSsste. Nach Satz I l~sst sieh die Menge { a'} in die Form { a,'} 
einer einfaeh maendlichen Reihe bringen. Gehen wit yon a t" aus, so 
werden im Allgemeinen in dieser yon der GrSssenordumag abweichen- 

e �9 �9 den Rangordnmag die n~chsffolgenden a2, an . . .  kleiner sein als a+ ; 
jedenfaUs abet kommen im weiteren u Glieder vet, die > a t , 
d e n n a  t" kann nieht grSsser sein als alle anderen Glieder, well unter 
den Zahlen { a,'} keine grbsste vorhunden+ist. Die mit dem kleinsten 
Index versehene Zahl a: ,  welche griisser ist als al; sei a~. Ebenso 
sei ~ die mit dem kleinsten Index versehene Zahl der Reihe { a," }, 
welche grSsser ist als d~. Indem wit so forffahren~ erhalten wir 
eine unendliche Reihe wachsender Zahlen~ eine Fundamen~lreihe: 

"1, a:~, e e , , . . .  ~e,, . . . .  



Esis~ 

I ~. r I 

I r ste~s wean /~ ~ ~,, 

mad da offenbar ~ ~ q~ so haben wit immer 

Man sieht hieraus, dass jede Zahl ~,', daher auch jede Zahl ~' < 
yon ZaMen ~ ,  for hinreiehend grosse Werthe yon v tibertxoffen wird. 

is~ aber die auf alte Zahlen a" der GrSsse naeh zuniiehst folgende 
Zalal, mithin aueh die nKehs~ gr5ssere Zahl in Bezug auf aUe u~,. 
Se~zen wir daher a~ ~ ~ ,  %,+I ~ ~,~-~, so ist 

Aus den S~t~en B, C , . . .  K erhellt, dass die Zahlen der zweiten 
Zahlenclasse sich auf zwei Weisen aus kleineren Zahlen ergeben. Die 
einen, wir nennen sie Zahle~ erster dirt, erh~l~ man aus einer n~chs~- 
kleineren _a l dutch Hinzuftigung der 1, naeh der Formel 

a -~-s  q- 1; 
die anderen~ wit nennen sie Za]~len ~we/ter Ar~, sind so besehaffen, 
dass es flit sie e/he ngehst '~ere-~t  gar ~ie]~[~ 9i, eb~; diese gehen abet 
aus FunclamerdaZrei]~en {=~} als deren G~re~zahlen hervor, naeh der 
Formel 

a ist bier die auf s~nmtliehe Zahlen ~, der GrSsse naeh n~hst-  
[o/#en~ Zald. 

Diese beiden Weisen des Hervorgehens grSsserer Zahlen aus 
kleiaeren nenne~ wit das crate und alas ~we/te .F_erze~ugungslrr'inei p tier 
Zalden tier zweiten Zahlenelasse. 

w  

Ili6 ] ~ h t i g l ~ i t  der zweiten Zaldoadasse ist gteich der zweitgr~sston 
trausllait~n Cardiaalzakl Alef-eins. 

Bevor wit uns ha den folgenden Paragraphen einer eingehenderen 
Betraeh~tmg der Zahlen der zweiten Zahlenclasse und der sie be- 
herrschenden Gese~m~ssigkeit zuwenden~ wo!len wit die Frage nach 
der Oardinalzahl beantwor~en~ welehe der Mange Z~r  { a } aller 
dieser Zahlea zakommt. 
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A. ,,Die Gesammth~ {a} a ~ r  Zah /~  ~ &~r z w ~  Z ~  
bild~ i~ ihrer Crr~sse~wrdnu~l e i~  woh~geordnete M ~ e . "  

Beweis .  Verstehen wir unter A~ die Gesammtheit slier Zahlea 
tier z w d ~  Zahlenclasse, die kleiner sind ats eine geffebene Zahl ~, 
in ihrer Gr5sseaordnung, so ist A~ eine wohlgeordnete Menge veto 
Typus g - -  co. Dies geht aus Satz H, w 14 hervor. Die deft mit {s 
bezeichnete Menge aller Zahlen s der ers~n und cwei~n Zahlenclasse 
isf. aus {v} and A~ zusammengesetzt, so dass 

Daher ist 
+ Z  

und ds 

so is~ 

Sei J irgend eine Theilmenge yon { a} derart~ dass es Zahlen 
in { a } giebt, die grSsser sind sis alle Zahlen yon J .  Sei e~wa u o eine 
dieser Zahlen. Dann ist auch J eine Theilmenge yon A~o+~ nnd zwar 
eine solche, dass mindestens die Zahl ao yon A~+~ grSsser ist, als 
alle Zahlen yon J.  Da A~+, eine wohlgeordnete Menge ist, so muss 
(w 12) eine Zahl a" yon A~o+~, die daher such eine Zahl yon {a} ist, 
auf aUe Zahlen yon J zun~chst folgen. Es ist somit die Bedingung ]I, 
w 12 an {a} erffillt; die Bedingung I, w 12 ist such erFtillt, well {a} 
die kleinste Zahl o hak - -  

Wendet man nun auf die wohlgeordnete Menge {a} die S~tze A 
and C, w 12 an,  so erh~l~ man die folgenden S~tze: 

B. ,,Jeder I~b~riff van versehiedenen Z a h ~  der erste~ und ~wr 
Zahlenchsse hat eine ~leins~ Zahl, eir~ Minimum." 

C. ,,Jeder Inbegriff vo~ versehiedenen, i~ ihrev Gr'dssenordnung 
aufgefassten Zahle~ der ersten und ~weite~ Zahlenclasse bildet eine wohl. 
geordnete Menge." 

Es sell nun zun~chst gezeigt werden, dass die M~ehfigkeit der 
zweiten Zahlenclasse yon derjenigen der ersten, welche ~o /st, ver- 
sehieden ist. 

D. ,,Die M~tigkeit  der Gesammtheit { ,~} a~r  Zahlen a der 
zweiten ZaMendasse ist nieht gleieh ~o.'" 

Beweis .  W~re ~ ~ o ,  so kSra~te man die Gesummtheit {6} 
in die Form einer einfaeh unendlichea Reihe 

71, ~'~, �9 - . ,  7~, -,. �9 
bringen, so dass {y,} die Gesammtheit a/&~r Zahlea tier zweiten 



228 0. C,s~oB. 

gahlenclasse in einer yon der GrSssenordnung abweiehenden Rang- 
ordnung darstellen wfirde, and es enthielte {r,} ebensowenig wie {~} 
eine grSsste Zahl. 

Yen 71 ausgehend sei 7e, das mit dem kleinsten Index versehene 
Glied jener Reihe > 7,, Yo das mit dem kleinsten Index versehene 
Glied > ~,~ u. s .w. Wir erhal~en eine unendliche Reihe wachsender 
Zahlen 

so dass 
71, re,, . . .  r e , , . .  , 

rl  < yr <: r~. - - - 7e~ < r ~ ,  

r ,  ~ 7e,- 

Nach Sa~ C, w 14 wiirde es eine bes~immte Zahl 8 der zweiten Zahlen- 
classe geben, ngmlich 

5 ~-- Lim rr 

welche grSsser wgr% als aUe re,; folglich w~re aueh 

~ > r ~  
ffir jedes v. 

Nun enthglt abet {7~} alle Zahlen der zweiten Zahlendasse, 
folglich auch die Zahl ~; es wgre also ftir ein besfimmt~s v o 

welehe Gleichung mi~ der Relation # > 7,~ unvertxgglich ist. Die 

Annahme { a } ~  ~o fiihrt also zu einem Widerspruch. 

E. ,,Ein bdiebiger !nbegriff {fl} yon verschiedenen ZahZen ~ der 
Zahlendasse hat, wenn er unendlich ist, entweder die Cardinal- 

~ald ~o oder die Cardinalaa]d { a } der ~weitea Zah~dasse .  
Beweis .  Die Menge {~} in ihrer GrSssenordnung ist als Theil- 

menge der wohlgeordneten Menge {a} nach Satz 0 ,  w 13 entweder 
einem Absctmitte A~ der letzteren (d. h. dem Inbegriffe aUer Zahlen 
der zweiten Zahlenelasse, welehe < %, in ihrer GrSssenordnung) oder 
der Gesammtheit {a} selbst ~hnlieh. Wie im Beweise yon Satz A 
gezeigr wurde ~ ist A~ ~ % - -  e .  

Wir haben also entweder {fl--} ==a o - -  ~ oder {~--] ~ {-~}, daher 

aueh {fl---} entweder ~--a o ~ eo oder ~ {~-]. Es ist aber % -  eo ent- 
weder eine endliche Cardinalzahl oder ~ ~o (Satz I, w 15). Der erste 
Fall ist bier ausgeschtossen, well {/~ } als unendliehe Menge vorausge- 

setzt ist, Somit ist die Caxdlnalzah] ~ entweder ffi ~o oder = {a}. 

F. ,fl)ie M#r~tigk~it der zwdten Zahlznehsse { a} ~ die zweit- 
g,'Ssste tra~sfmi~ Car~na!~ald A l e f ~ . "  
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Bewei s .  Es giebt keine Cardinalzahl ~ welche ~ ~o und 

{ ~1 w~ire. Denn sonst mlisst~ nachw 2 eiae unendliche Theilmenge 

{~} yon {~1 existiren, so dass {~-} ~ -~ .  
Dem soeben bewiesenen Satze E zufolge hat abet die Theilmenge 

{~ } en~weder die Cardinalzahl ~o oder die Cardinalzahl {~}. Es ist 
_ . _ _ _  

daher die Cardinalzahl { a } nothwendig die auf ~o der GrSsse nach 
n~ichstfolgende Cardinalzahl, welche wit ~1 nennen. 

In der zweiteu Zahlenclasse Z(~o) besitzen wit daher den nat~r- 
lichen J~l~r~enta~t~ fiir die zweitgrSsste transfinite Cardinalzahl 

w 17. 

i}io Zahlen yon dot Form ~ v  o -{- co~-*v, + - . .  -}- v~. 

Es ist zweckm~sig, sich zun~chst mit denjenigen Zahlen you 
Z(~0) vertraut zu machenj welche ganze algebraische Functionen end- 
lichen Grades yon co sind. Jede derartige Zahl l~sst sich, und dies 
nut auf eine Weise, in die Form bringen 

(I) q~ ~ co~'0 "[- ~-~'~ + "  �9 �9 + v~, 
wo ~, vo endlich und yon Null verschieden sind, vj, v~, . . .  v~ aber 
auch Null sein kSnnen. Dies beruht darauf, dass 

(2) ~'~:' + ~"v ~ ~o~'~,, 

fails ~ ~ und v > O, v" ~ 0. 
Denn nach (8)) w 14 ist 

co~'~"'-l- ~'v ~ ~' (~,'+o~-~'~,), 
und nach Satz E~ w 15 

v'-}- ~ - g ' v  ----- ~ - ~ ' v .  
Es kSnnen daher in einem Aggregate yon der Form 

� 9 

alle Glieder fortgetassen werden~ denen nach rechts bin Glieder hSheren 
Grades in co folgen. Dies Veffahren kann so lange fortgesetzt werden~ 
his die in (1) gegebene Form erreicht is~. Wir heben noch hervor, dass 
(~) ~, + ~,'~ ~:(~,+ ~). 

Vergteichen wit nun die Zahl ~ mi~ einer Zahl ~ derselben Art 

(4) ~ ~- co'Oo "~- a~a-*@~ + ' ' "  -/- O~. 
Sind ~ nnd ~ verschiede~ und e~wa ~ ~ ~ so haben wit nach (~) 

d~her 
~ .  
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Sind ~--~t, v o und ~o verschieden, und etwa v o < Qo, so ist nach (2) 

daher auch 

Ist endlich 

t ~ t ,  ~o---~00, ~ , ~ l , - . . ~ o - - l ~ Q ~ - l ~  ~ ,  
dagegen ~a yon Qa verschieden und etwa v~ <: Qo, so ist nach (2) 

daher wieder 
~ < ~ .  

Wir sehen also~ dass nut bei vSlliger Identit~ der Ausdr~icke 
und ~ die durch sie dargestellten Zahlen .gleich sein kSnnen. 

Die Addition yon ~ und ~ fiihrt zu folgendem Resultat: 
1) ist g < ~, so istt wie schon oben bemerkt wurde, 

2) Ist/~ ~ ~, so hat man 

-}- V = ~o~(%-F e~) -}- ~ - ~ ,  -{- - . -  Jr ~ .  
3) Ist ~ > ~t, so hat man 

-F ~ -~  ~, J r - - "  -}- ~-  

Um die Multiplication yon ~ und ~b auszuf~hren, bemerken wir, dass, 
wenn ~ eine endliche yon Null verschiedene Zahl ist, die Formel besteht: 

(5)  ~ = ~"~o~ -F ~ - ~ ,  + "" " ~- ~ .  
Sie ergiebt sich leich~ durch Ausffihrung der aus Q Gliedern bestehen- 
den Summe W -~ ~ - } -  - �9 �9 ~- ~.  

Dutch wiederholte Anwendung des Sa~zes G, w 15 erhKlt man 
ferner, unter Berflcksichtigung yon F,  w 15 
(6) ~ ~--- e/~b~, 
daher ~uch 
(7) ~ ~ = ~+~. 

Naeh dem distributiven Gesetze [(8), w 14] ist 

D i e  Formeln (4), (5) und (7) Iiefern daher folgendes Resultat: 
I) Ist ~ ~-O, so hat man 

�9 ~ = ~'~eo + ~'+~-~ ~ +'" "-{- e~-z = ~. 
2) Ist ~ nicht = 0~ so ist 

§ ~ - - ~  + . . .  + ~.- 
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Zu einer bemerkenswerthen Zerlegung der Zahlen 90 kommen wit 
auf folgende Weise: Es sei 

(8) ~ ~= d'~o + ~ " ~  + . . .  + ~*x~,  
w e  

mad ~o, ~ 1 , - ' - x ~  yon Null verschiedene endli6he Zahlen sind. Wir 
haben dann 

Dureh wiederholte Anwendung dieser Formel erhoaten wir 

9 ~-- roY" x, (r v*-:-~" ~,-1 + 1) (o v*-' - v,-:  ~_2 + 1 ) . . .  (e  v- ' '  ~o + 1). 

Nun ist abet 
~l~  + 1 ~ ( ~ + 1 ) ~ ,  

falls ~ eine yon Null verschiedene endliche ZahI is~, daher: 

(9) ~ - -  ~"* ~ ( ~ " , - ~ - " ,  + 1 )~ _~ (~ " , -~ -" , -~  + 1 ) ~ - ~ .  �9 �9 
. . .  ( r  1)x o. 

Die ]tier vorkommenden Fae~oren r ~ + 1 sind sgmmt~ich u~w, er~d~ar ~ 
uud es liiast sich eine Zahl ~ in dieser Productform nut au[ ei~e 
e/*cz/ge We/se darstelIen. Is~ W ~ - 0 ,  so ist 90 yon der erMer~ Art, 
in alien anderen F'gllen yon der ~we/te~ Ark 

Die ~ scheinbare Abweichung der Formeln dieses Paragraphen yon 
denjenigan, welche bereits in Bd. XXI, pag. 585 (Grundl. pag. 41) ge- 
geben wurden, h'~ngt nur mit der ver'~uderten Sehreibweise des Pro- 
duetes zweier Zahlen zusammen, da wir nun den Multipiicandus links, 
den Multiplica~or reehts setzen, damals jedoch die entgegengesetzte 
Regel befolgten. 

w 18. 

Die Potenz ~' im 6ebieto dot zweitmn Zakloaola.sso. 

Es sei ~ eine Ver//~der~/c~e, deren Gebiet aus den Zahlen tier 
ersten und zweiten Zahlenclasse mit Einschluss der 0 bes~eht. ~, und d 
seien zwei demselben Gebiete angehSrige Com~e~r  und zwar 

8 > 0 ,  7 > 1 .  
Wit kSnnen dann folgenden Sa~z begriinden: 

f(~) de, YerYaderliche~ ~, w~he fdgende ]3edi~gungen erfie2Z: 
~) f(O) ~ ~. 
2) ~ind y und ~" ~wei bdid69e Werthe ~on ~, und ist 

~" < y', 
s o ~  

f(~') < f(~"). 
16" 



3) Fii~, ,ie&'~ W ~ h  ~m ~ ~st 

f(~ + 1) = f(~)7. 
4) /st {~} e~ bdiebige ~undame~alre~'he, so ist auch {f(~,)} 

eine solche und hat man 
~ Lira ~,, 

Y 

so ist 
f ( ~ )  = L ~ m  f ( f , ) . "  

Beweis .  ~aeh 1) und 3) haben wit 

fO) - ~  ~ 7 ,  f ( 2 )  ~ ~ 7 7  , f ( 3 )  ~ ~ 7 ~ ' 7 ,  . . . 

und man hat, wegen 8 ~ 0, 7 ~ 1 

f 0 )  < f(2) < f(3) < - - .  < f(v) < f ( ~ + l ) ,  . . . .  

Somit iat die Function f(~) ftir das Gebiet ~ ~ co vSllig besiimmk 
l~ehmen wit nun an, es stehe der Satz fes~ ffir alle Werthe yon ~, 

die <~ a sind~ w o a  irgend eine Zahl der zweiten Zahlenclasse ist, 
so ist er auch giiltig ffir ~ ~ a.  Denn ist a yon der ersten Art,  so 
folgt aus 3): 

f(a) ~-- f~ l )Y  :> f(-~t); 
es sind also auch die Bedingungen 2), 3)~ 4) frlr ~ ,~ a erffillk Ist 
aber a yon der zweiten ArL und {a~ } eine Fundamentalreihe derart, 
dass Lira r ~-- r~, so folgt aus 2), dass auch { f(a,)} eine Fundamental- 

reihe ist~ uad aus 4), class f(~) ~ Lira f(a~). Nimmt man eine andere 

Fandamentalreihe {a;} derart, dass Lira a / ~ - - a ,  so sind wegen 2) 

die beiden Fundamentalreihen { f(r } und { f(e~/) } zusammengeh5rig; 
es ist daher auch [ ( a ) ~  Lira f(~/) .  Der Werth f(a)  ist also auch 

in diesem Falle eindeutig bestimmk 
Ist s irgend eine Zahl ~ ~, so fiberzeugt -man sich leicht, dass 

f(a')  < f (a) .  Es sind also die Bedingangen 2), 3), 4) auch ftir 
~ a erffllk Daraus folgt die Giiltigkeit des Satzes fiir a ~  Werthe 

YOn ~. 
Denn g~be es husaahmewer~he yon ~, ffir welche er nicht be- 

st~nde~ so m~isste nach Satz B, w 16 einer derselben~ wir nennen 
ihn a~ der ]-J~/~ste sein. Es wiire dann der Satz giiltig ffir ~ ~ a, 
nicht abet fftr ~ ~ a~ was mit dem soeben Bewiesenen in Widerspruch 
stehen wiirde. 

Es giebt daher ftir das gauze Gebiet yon ~ ~ und nut eine 
~aaction/(~)~ welche die Bedingungen 1) bis 4) erfifllt. 
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Leg~ man der eonstanten 8 den Wer~h 1 bei, und wird alsdann 
die Function f(~) mi~ 7' 
bezeichne~, so k5nnen wit folgenden Sa~z formuliren: 

B. , I s t  7 elne bdiebige der ersten oder zweiten Zahlenclasse angeh6rige 
Constante ~ 1, so giebt es eine ganz bestimmte Function 7 ~ yon ~, so dass 

I) 70= I. 
2) W~,,~ Y < ~", so ist 7 ~ < ~". 
3) ~iir jeden Werth yon ~ ist 7~+~-- - ~ 7 .  
4) Ist { ~ } e/he Fundamentatreihe, so ist auch { ~,~" } eine solche, 

und man hat, falls ~ ~ Lira ~ ,  auch 

7 ~ 

Wit k5nnen abet auch den 
C. ,,Ist f(~) ~ie in ~atz A 

/z/ra 7~. ~ 

Satz aussprechen: 
chara~terisirte Function yon ~, so ist 

r(~) ~ ~ y  
Beweis .  Im Hinblick auf (24), w 14 fiberzeugr man sich leieh~, 

dass die Function 8 ~  nicht nur den Bedingungen 1), 2), 3) des Satzes A, 
sondern auch der Bedingung 4) desselben geniigt. Wegen der Einzig- 
kei~ der Function f(~) muss sie daher mit 87~ identisch sein. 

D. ,,~i~d a und fl ~wei bdiebige Zahlen der ersten oder ~weiten 
Zahlenclasse mit Einschluss der O, so ist 

B eweis.  Wir betrachten die Function ep(~)~--~"~+$. 
Im Hinblick darauf, dass nach Formel (23), w 14 

y y 

erkennen wit, dass ~(~) folgende vier Bedingungen erfiilli: 
l )  ~(o) = y~. 
2) Wean ~' < ~", so ist ~ (~') < ~p (~"). 
3) Ffir jeden Werth yon ~ is~ ~ ( ~ - 1 )  ~= ep(~)7. 
4) Is~ {~,} eine Fundamentalreihe derar~, dass Lira ~ ~-- ~ so ist 

~(~) = Lira ~(~). 

Nach Sa~z O ist daher, ~ ~ 7 ~ gese~z~ 

~(~) = ~-r~ .  
Setzen wir hierin ~ = t6, so folgr 

E. ,,Sind a und fl zwei bdiebige Zah~en der ersten oder ~weiten 
Zahlendasse mit ~insch~uss der O~ so ist 
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Beweis .  Betrachten wir die Function r  ~ und bemerken, 
dass nach (24)~ w 14 stets Lira a ~ , ~ - a  Lira ~ ,  so kSnnen wir auf 

Grand des Satzes D Folgendes behaupten: 
l )  ~(0) ~ 1. 
2) Wenn ~ ' <  ~", so is~ r < r 
3) Ffir jeden Wer~h yon ~ is~ ~(~+1)-----r  
4) Ist { ~ } eine Fundamentalreihe, so ist aueh { r (~,) } eine solche 

trod man hat, falls ~ = Lira ~ ,  aueh ~(~) ~--- Lira ~(~,). 

Man hat daher nach Satz C, wenn darin ~ ~ - 1  und ~ ffir r 
gesetzt wird: 

Ueber die Gr6sse yon ~g im Vergleich mit ~ l~isst sich der folgende 
Satz aussprechen : 

F. ,,Ist r > 1, so hat man fiir jeden Werth yon 
> 

B e w e i s .  In den F~llen ~ ~ 0 und ~ ~--1 leuchte~ der Satz un- 
mittelbar ein. Wit  zeigen nun, dass, wenn er filr alle Werthe yon 
gilt, die kleiner sind als eine gegebene Zahl ~ > 1, er auch f'dr 

=- a richtig ist. 
Ist a yon der ersten Art, so ist vorausgese~ztermassen 

=_< 
daher auch 

mithin 
+ 

Da sowohl gt wie y - -  1 mindestens ~-- 1 sind und tz~ "4- 1 ~ a ist, 
so folgt 

Is~ dagegen a yon der zweiten Art und zwar 

a ~-- L i m a , ,  

so ist, .wegen a~ < a~ der Voraussotzung gemiiss 

daher auch 
Lira e~, ~ Lira ~ ,  

d . h .  

Wiirde es nun Werthe yon ~ geben, ffir welche 

so miissh~ unber ilmen nach Satz B~ w 16 einer der/de~ste seinl wird 
dieser mit ~ bezeichnet, so h~tte man fiir ~ < a 
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f<r , 
dagegen 

was dem vorhin Bewiesenon widersprichL 
Werthe yon 

235 

Somit haben wit fiir alle 

w 19. 

Die Normalform dor Zaklen der zwoiten Zahhnolasse. 

Es sei 5 irgend eine Zahl der zweiten Zahlendasse. Die Pofenz 
e~ wird ftir hinreichend grosse Werthe yon g grSsser als a. Dies ist 
nach Satz F~ w 18 stets der Fall ftir ~ > 5, im Allgemeinen wird es 
aber auch schon fiir kleinere Werthe yon ~ eintreten. 

Nach Satz B, w 16 muss unter den Werthen yon ~, fiir welche 

einer der kleinste sein; wir nennen ihn /g trod fiberzeugen uns leicht, 
dass er nicht eine Zahl der zweiten Art sein kann. Wgre ngmlich 

/1 ~-- Lira ~, 
~g 

so hgtte man, da /g, < ~ 

daher auch 
fD ~ ~ ~ 

Es w~re also 
5# 

wghrend doch 

Also ist /~ yon der erste~ Art. Wit bezeichnen fll mi~ ao, so 

dass ~ ~ 5 o -~-1, und k5nnen daher behaupten~ dasses  e~ne vb~l/g 
bestimmte Zahl 5 o der ersten oder ~weiten Zahlendasse giebt, welche die 
beiden Bedingungen erfiil~: 
(1) a ,  co".  > 5 .  

Aus der zweiten Bedingung schliessen wir, dass nicht fiir alle 
endtiche~ Zahlwerthe yon v 

fOa~ ~ ~ 

da sonst aueh Lira ~o ~ ~ eao e < a w~e. 

Die klei~te endliv~he ZaId v fdr welche 

bezeiehnen wit mit s o -~ 1. Wegen (1) isl ~o > 0. 
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| 

(3) 
und 

(4) 

~gs ~ b t  also auvh eine v~ll~ be s t im~  Zah~ x o d~" ersten Zahten- 
dasse, so dass 

Se~zen wir u -  ~o~o~ o --~ d ,  so haben wir 

0 ~ d <  ~"o, 0 < % < ~ .  
Es l~ss~ sich aber a nut auf e/ae e~z~e Weise under den Bedingungen 
(4) in der Form (3) darstellen. Denn aus (3)und (4)folgen ri~ckw~rt~ 
zun~chst~ die Bedingungen (2) und daraus die Bedingungen (1). 

Den Bedingungen (1) gen~ig~ abet nur die Zahl ~d ~ fl-l, und 
durch die Bedingungen (2) is~ die endliche Zaht % eindeutig besfimmt. 
Aus (1) und (4) folgt noch mi~ RUcksicht auf Satz F, w 18, dass 
(5) d < ~, ~o ~ ~ .  

Wir kSnnen daher die Richfigkei~ des folgenden Satzes behaupten: 
A. ,,Jede Zahl a der zweiten ZaIdendasse Z~st sich, ~zd zwar 

,nut auf  dne em~ige Weise auf die Form bringen: 

sodass 
O <~ d < m~o , 0 < % < to; 

a" i~ immer k l e ~  als u, &zgegen~% kleiner oder glvich u." 
Is~ d eine Zahl der zweiten Zahlenclasse, so l~st sich aueh auf 

sie der Satz A anwenden und wit haben 

(5) ~' ----- ~o-. ~,i + - " ,  

O ~  d '  < a~,, O < x t < o  , 
und es ist 

~" a" 
g~ < uo, < - 

Im Allgemeinen erhalten wit eine weibere Folge analoger Glei- 
chungen: 

(6) ~" ~ ,  ~ + ' "  

(7) d"-~- ~ ~3 + etrv. 

.Diese Folge ~an~ abor nieht unendlicl~ sei~, s@ muss nothwendig 
abbmehen. 

Denn die Zahlen a, a', d ' , . . ,  nehmen ihrer GrSsse nach ab, es is~ 
u > d > u" > d " . . . .  

W~re eine Reihe yon abnehmenden ~ransfini~n Zahlen unendlieh, 
so wiirde kein Glied derselben das kJeins~e sein; dies ]st naeh Satz B~ 
w 16 unmSgtich. Es mu~s daher f/ir einen gewissen ena~/vhen Zahlwert 

a (~+~) ~ 0 
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sein. Verbinden wir nun die Gleiehungen (3), (5), (6), (7) mit einan- 
der, so erhat~en wir den Sa~z: 

B. ,,Jede Zahl a der z w e i ~  Zahlendasse ~ sich, ~ad M a r  
nur auf  eine einzige Weise in der Form darstel]en 

a = to~ so + to~l ~1 + �9 "" + to+~ ~,,  

we co, a t , . . ,  er Zahk~r~ der ersten oder ~weiten Zahlendasse sind, 
welche den ~edingungen geniigen: 

% > a i > t~ 2 > . . . > ~ r  

wiihrend ~o, x , , .  �9 �9 x~, t -f- 1 vo~ Null verschiedene Zahlen der ersten 
Zahtendasse sind." 

Die hier nachgewiesene Form der Zahlen der zweit~n Zahlenclasse 
wollen wit ihre Normalform nennen; a o heisse der ,Grad" a, der 
,Exvonent' yon a; ftir v--~ 0 sind Grad und Exponent einander gleieh. 

Je na~hdem der Exponent a, gleich oder g~'dsser als O, ist a eine 
Zahl der ersten oder der z w e i ~  Art. 

Nehmen wit eine aadere Zahl fl in der Normalform: 

Sowohl zum Vergleich yon a mit fl, wie auch zur Ausfiihrung ihrer 
Summe und Differenz, dienen die Formeln: 

(9) to~ ~' + to~' ~ = to~' (~'+~), 
(10) to~' ~" nt- to"x" == to x ,  < 

�9 z" haben hier die Bedeuttmg endlicher Zahlen. 
Es sind dies Veratlgemeinerangen der Formeln (2) und (3), g 17. 
Far die Bildung des Products tz/] kommen die folgenden Formeln 

in Be~raeh~: 

(11) a it ---- ~~ to %it -1-- to"x~ + �9 �9 - + t o ~ ,  0 < it < to, 

(12) ate = to'o+',  

(13) ~to~' ~--- to".+~', /~' > 0 .  

Die Potenzinmg r ist leSch~ aasffihrbar auf Grund der folgenden 
Formeln : 

(14) a z =  to~'~o -{-" " ", 0 < it < to. 
Die auf der Reehben hinzukommenden Glieder hubert aiederen Grad 
als das ersto. Hieraus folgt leieht, dass die Fundamenhrlreihen {a ~} 
und { to",x} zusammengehSrig sind, so dass 

(15)  a" = to~.~, ~o > O. 
Daher ist auch in Folge des Satzes E, w 18: 

(16) a * ~ ' = e ~  ~ ,  % > 0 ,  ~ ' > 0 .  

Mit Hfilfe dieser Formeln lassen sich folgende ~ t z e  beweisea: 
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C. ,fl/nd d/e erstaa G~e3er oJ~. ~o, r176 ~o d~r iVorma~forme~ do" 
beid~ Zalden a und ~ ~icht g~eich, so ist a tzL-q/aer oder griia.qer 
ala ~ je navhdem ea"*u o ]dei~cer oder gr6sser als ea~o X o ist. Hat  man 
aSer 

u~d ist r ldeiner oder gr~isser als eo?~'~Xe+l, so ist auch a ent. 
sprechend ]deicer oder gr6sser a~s 16." 

D. ,,Ist der Grad % vo~ a Meiner als der Grad [3 o yon ~, so ist 
~ + ~ .  

1st % ~-rio, so ist 

I s t  abet 
~o > &', ~ > & , . . .  ~ >~ &, ~-~ < &, 

s o i s t  

a + ~ = to~o~ o + . . .  + a,"~ e + ~/~ + ~,~'~ +" " + ~~ 
E. ,,Ist [~ vo~ der zweite~ Ar t  (fl~ > 0), so ist 

ist abet fl yon der.ersten Ar t  ( , ~ , 0 ) ,  .~o ist 

+ ,,%:~ + . . .  + ~ 'x , . "  

F. ,,Ist ~ yon der ~weiten Ar t  (~o > 0),  so 

ed ~ ~a~ofl ; 

ist abet fl vo~ der ers~en Ar t  ( ~ 0 )  und zwar fl ~ g + ~.,  wo fl" 
yon der aweitea Ar t  ist~ so hat man:  

G. ,,,~ede Z a ~  a de; $wei~en Zahlendasse ~ sieh und ~war nu t  
au f  eine einzige Weise i~ der _Produaform d a r ~ :  

und es/s~ 

~a'hre~ ~o, x~, . . . ~ dizse~e .Bed~ta,n9 zeie in de~ .3To'rma~{orm l, ab~ .  
Die  Fax~oren ~ + 1 sind aY~e amedegbar." 

H. ,,Jede der $~ i t en  ZaMendasse angetdrrige Zahl a ~weiter Ar t  
s~h  und ~,war n ~  au f  eine W d s e  in & r  leorm 

d a r s t e ~ ,  wo ~'o > 0 und d ei~e &~r ersten ode~r $weiten Zahlendasse 
a ~  Za~l v m e r  Ar t  ist." 
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I. ,,Damit ~wei Zahlen ~ und 15 der ~ i t e n  ZaMendasse die 
i~elation 

a + # = # + ~  

erfiitlen, ist es nothwendig und hinreichend, dass sic die Form t~aben 

wo ix und v Zahlen tier exsten Zatdenclasse sin&" 
K. ,,29amit zwei Zahlen a und ~ der zweiten Zahlenclasse, we2c]~, 

beide yon de'," ersten Art s~nd, die l ~ e ~ i ~  

erfii~len, istes nothwendig und hinrelchend, dass sic die ~'orm haben 

wo l~ und v Zahlen der ersten Zahlendasse sind." 
Um die Tragwei~ der nachgewiesenen 2r und der mi~ 

ihr unmi~telbar zusammenh~ingenden _Productform der Zahlen der zwei~ea 
Zahlenclasse zu exemplifieiren~ mbgen die sich darauf griindenden 
Beweise der beiden letzten S~ze I u n d  K bier folgen. 

Aus der Annahme 
~ + ~ - ~ + ~  

sehliessen wir zunliehs[, dass der Grad e o yon a dem Grade /~o yon 
gleich sein muss. Denn w~re etwa a o < /~o, so h i i ~  man~ naeh 
Ss~z D ,  

daher such 

was nieh[ m'6glieh is~, da [(2) w 14] 

Wir kSnnen daher setzen 

wo die Grade der ZahIen s und 3' kleiner sind sis ~o, t~ und v end- 
liche yon 0 verschiedene Zahlen sind. 

Naeh Satz D ist nun 

~ +  8 - ~  ~ o ( ~ + v ) +  # ' , ~ + ~ ~ ~ ( ~ - [ -  v) -[- ~', 
also 

~'*(~ + ~ )  + ~ ' ~  ~ ( ~ +  ~) + ~'. 

Wegen Sat~ D,  w 14 ist daher 

Somi~ haben wit 
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und wenn 

gese~zt wird~ nach (11): 
a ~ ~,tt, ~ r v .  

Setzen wir andrerseits zwei der zwei~en Zahlenclasse zugehi~rige Zahlen 
der ~ r s ~  A ~  ~ und ~ voraus, welche die Bedingung 

erfii]len und nehmen an, dass 
~ > ~ .  

Wir denken uns nach Satz G beide Zahlen in ihrer Productform 
undes  sei 

wo a' und ~' ohne gemeinsamen linksseitiffen Endfactor (ausser 1) seien. 
Man hat alsdann ~'>~ '  

und ~'~'-~'~d. 
Alle bier und im Weif~ren vorkommenden Zahlen sind yon der e r s ~  
Ar~, well dies yon ~ und ~ vorausgesetzt wurde. 

Die letzte Gleichung ]~ss~ zuniichst (ira Hinblick auf Satz G) 
erkennen, dass d und ~" ~/eh~ b ~  transfinit sein kSnnen, weil 
itmen in cliesem Falle ein gemeinsamer linksseitiger Endfaetor anhaften 
wfirde. Auch kSnnen sie ~/eh~ beide endlich sein; denn es w~ire als- 
dann ~ transfinit und, wenn x der endliche linksseitige Endfactor yon 

is~, so miisste 

daher such 

sein. Es bleibt also nur die MSglicbkeit, dass 

Die endliehe Zahl ~' muss abet 1 sein: 

~ ' = 1 ,  

weft sie sonst in dem endlichen linksseitigen Endfactor yon d a l s  
Theil enthalten w'~re. 

Wir kommen zu dem Resultat, dass ~-----$, folglich 
a_--_ ~', 

wo g" eine der zweiten ~thlenc|asse angehSrige Zahl der ersten Art 
ist, die kleiner als t~ sein muss: 

a / < ~ .  

Zwischen d und ~ besteht die Relation 



Zur Begr~ndung der transi]niten Mengenlehre IL 24t 

Ist daher aueh a' :> fl, so sehliesst man in derselben Weise auf 
die Existenz einer transfini~en Zahl ers~er Art s  <: s so dass 

r t  a ' = p -  , pa". 

Falls aueh s  noch ~ fl, exis~Sxt eine ebensolehe Zahl ~ ' ~  a", 
so dass 

t t r  

~~ S~ 'W~ 

Die Reihe abnehmender Zahlen a, s ~', s  muss nach 
Satz B, w 16 abbrechen. Es wird daher ffir einen bestimm~en endlichen 
Index ~o 

sein. ]st 

so hat man 

der Satz K w~re dann bewiesen, und man h~tte 

~ ,  ~ - - - 0 o + 1 ,  ~ 1 .  
Ist aber 

a(~ol < p,  
so setzen wit 

und haben 

Daher giebt es auch eine endliehe Zahl 01, so dass 

Im Allgemeinen hat man analog: 

t l .  S, W.  

Auch die Reihe abnehmender Zah|en /~1~ ~.~, ~3, "-" muss naeh 
Satz B, w 16 abbrechen. 

Es existirt daher eine endIiehe Zahl z ,  so dass 

P, - ,  = P l - .  
Setzen wit 

so ist 
a ~- ~ ,  p ~ ~,', 

wo ~ und ~ Z~hler und Nenner des Kettenbruchs 

p 1 
; ~ qo + e, + �9 1 

~x 

~ind. 
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w 

Die ~.Zaklen tier zwe i t en  Zahlenclasso. 

Der Grad % einer Zahl e ist, wie aus der Normalform 

(1) e = ~ ~  a 0 > ~ 1 > ' ' ' ,  0 < ~ , <  

ira Hinblick auf Satz F,  w 18 soforr einleuch~et, niemals grSsser 
als a~ es fragt sich aber~ ob es nicht Zahlen a giebt, ffir welche 
% ~ a Jut 

Jedenfalls mflsste sich in einem solchen Falle die Norraalform 
yon a auf das erste Glied redueiren und dieses ~ ~ sein, d. h. es 
miiss~e ~ Wurzel der Gleichung 

sein. Andrerseits wtirde jede W~rzel a dieser Gleichung zur Normal- 
form r haben~ ihr Grad w'~re ihr selbst gleieh. 

Die Zahlen der zwei~en Zahlenclasse, die ihrem Grade gleich sind, 
st~mmen also durchaus iiberein mit den Wurzeln der Gleichung (2). 
Es ist unsere Aufgabe~ diese Wurzeln in ihrer Gesamm~heit zu be- 
stimmen. Um sic yon allen iibrigen Zahlen zu un~erscheiden, nennen 
wit sie die ,~-Zahlen der zweiten Zahlenctasse'. 

Dass es aber solche ~-Zahlen giebt~ geht aus folgendem Satze 
hexTor: 

A. ,,Ist 7 irgend eine~ der G~chung (2) n/cht geniigende Zahl der 
ersten oder zweiten Zahlenclasse, so bestimmt sic ei~e Fundamentalreihr 
{ 7 } dutch die Ggeichungen 

.Die Grenze Lira 7 , ~  .E(7) dieser ~undamentalreihe i~t stets eine ~.Zahl." 

Beweis .  Da 7 keine ~-Zahl ist, so ist e~r > 7, d. h. 7 t -> 7- 
Nach Satz B, w 18 is~ daher auch ~r, > eor, d. h. 7~ > 7~ und in der-- 
selben Weise folgt, dass 7a > 7~ u. s. w. Die Reihe {7,} ist somit 
eine Fundamentalreihe. Ihre Grenze, die eine Function yon 7 ist~ 
nennen wit ~(7)  und haben: 

~o s~) ~ Lira ~o ~" ~- Lira 7 ~ t  ~--- ~(7)- 

~(7) ist daher eine ~-Zahl~ - -  

B. ,,/he gah  2 (1) = Lira o , ,  wo 

die ~ v ~  a ~  ~-Zah~n." 
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Be weis. Sei a' irgend eine a-Zahl, so dass 

~)e' ~___ @'. 

IM a';> ~ so ist e V ~  - co ~', d. h. a'~ e t .  Hie~us folg[ ebenso 
e" > e~,, d. h. a' > e~, u. s. w. 

Wit haben allgemein 

daher 
a" ~ Lira o~., 

d.h. 

Es ist also ao ~--2(I) die kleinste yon allen a-Zahlen. 

C. ,,Ist ~ irgend eine ~-Zal~, a" die n~chstgriissere a-Zah~ un~ ? 
irgend eine ~wische~ ~eid~a ~iegende Zald 

s o  . " "  

Beweis. Aus 

folgt 

d.h. 
a" ~.  ~,i <~ g ". 

]JJeraus sch]Jessen wi t  ebenso 

u. s. w. Wi t  haben allgemein 

~' ~ ~, ~ a", 
daher 

�9 ' < ~(r) ~ ~"- 

~ ( ? )  ist nach Satz A eine a-Zahl. Da ~" die auf e' der GrSsse nach 
n~hstfolgende a-Zahl ist~ so kann nicht :E(~) ~ ~" sein, und es muss 
daher 

~ ( r )  ---- ~" 
Semo 

Da a '~ -1  schon aus dem Grunde keine a-Zahl ist, well aUe 
a-Zahlen, wie aus der Definitionsg]eichung ~ ~ eoe fo]gt, yon der 
zwe~e~ Art sind, so ist a' ~- 1 sichertich kleiner als a" mad wit haben 
daher folgenden Sa~z: 

D. . I ~  a" ~rge~ e~e ~ - ~  so ~ ~(a'-~- 1) die ~ j r a ~ s e r e  
~-Zald." 

Auf die kleinste ~-Zahl ~o folgt also die n~hs~rSssere, die wit 
a~ nennen ~ 
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auf diese die n~ehstgrSssere 

�9 E( I + 1) 
U.  S~ Wo 

Allgemein haben wir ffir die der Gr'6sse nach ( v +  1) t~ s-Zahl die 
Recursionsformel 

(3) = + 1). 

Dass aber die nnendliche Reihe 

'VO~ ~ l~  " "  * ~ ' ~  " ' "  

keineswegs dis Gesammtheit aller ~-Zahlen umfasst, geht aus folgen- 
dem Sa~ze hervor: 

t t  E. , I s t  e, g, ~,  . . .  irgend eine unendliche tleihe yon e-Zahlen 
derart, dass 

< ~' < s " . . .  g,) < s (~ -~ ) , . . .  

so ist auch Lira e(~) eine e-Zaht und cwar die auf  alle ~(~ der GrSsse 

nach niichsgo~gende ~-ZahL" 
Beweis .  

L i m a  0') 

co " ~ Lira co'(') =~ Lira ec-). 
7 

Daas abet Lira e(,) die auf alle ~(') dex Gr'Ssse nach ntichstfoZgende ~-Zah~ 

i ~ ,  geht daraus hervor, dass Lira d') die auf alle ~(~) der GrSsse nach 
?J 

niichstfolgende Zahl der zweiten Zahlenclasse ist. 

F. ,Die  Gesammtheit aZler ~-ZaMza der z w ~  Z a h l e n c ~ e  bzTdet 
in ihrer Gr6ssenordnung eine wohlgeordnete Menge veto Typus ~2 der 
in ihrer Gr'Sssenordr~ung aufgefas~ten ~weiten Zahl~ndasse und hat daher 
die ~lSzhtigkeit Alef  eins." 

B eweis. Die Gesamm~eit aller ~-ZahIen der zwei~en Zahlenclasse 
hilde~ nach $atz C~ w 16 in ihrer GrSssenordnung elne wohlgeordnete 
Menge: 

(4) ~o, ~ ,  �9 �9 �9 ~,," �9 �9 ~ ,  ~*~t'~, . . . .  ~'~', �9 �9 " 

deren Bildungsgese~z in den S~itzen D und E ausgesproehen liege. 
Wiirde nun der Index a' nicht atle Zahlen der zweiten Zahlen- 

classe durchlaufen, so miisste es eine kleinste Zahl a geben~ die er 
nieht erreicht. Dies widerspr~ehe abet dem Satze D~ wenn a yon der 
ersten Art und dem Satze E, wenn a van der zwei~en Art wi~re. Es 
nimmt daher s alle Zahlwerthe der zweiten Zahlenclasse an. 

Bezeietmen wir den Typus der zweiten Zahlenclasse mi~ ~ so is~ 
&r yon (4) 



Zur Begrfinduug der tr~nsfiniten Mengenlehre H. 245 

daabe r  co ~ - e ~  e~ 2, so folgt hieraus 

Daher ist auch 

G. ,,Zst z irgend ei~e ~-Zahl und ~ eine bdivbige Zatd der ersten 
oder zweiten Zaldenclasse, die kleiner ist als e: 

so geniigt e den drei Gleichungen: 

B e w e i s .  Ist % der Grad yon e,  so ist % ~ ~, dsher ist wegen 
a <  v auch a 0 < ~ .  Der Grad yon ~ e ~  ~ ist abet E; es hat also 
a einen kleineren Grad als e~ mithin ist nach Satz D, w 19 

daher auch 
~0 + ~ - ~ .  

Andrerseits haben wir nach Formel (13)~ w 19 

und daher auch 

Endlich ist im Hinblick auf Formel (16), w 19 

~o ~ ~ ~ g~ooJ  t === COa~ ffi== ~ o  ==~ ~ .  

H. ,,Ist a irgend eine Zahl der swdten Zahlendasse, so hat d~ 
Gleiehung 

keine anderen Wurzeln als die z-Zah~en, welche gr6sser sind a~s ~." 

Beweis .  Sei t~ eine Wurzel der Gleichung 

~ - ~ ,  
a l S O  

so folgt zun~chst aus dieser Formel, dass 

~ > ~ .  

Andrersei~s muss ~ yon der zweiten Art sein, da sonst 

w~ire. Wir haben daher nach Satz F ,  ~ 19 

mithin 
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Es ist nach Satz F, w 19 

daher 

Es kann aber nicht ~ ~ ~o~ sein; daher ist 

~o~ •ffi ~, 
und mithin 

ist also eine ~-Zahl, die gr~sser is~ als ~. 

Ha l le ,  M~rz 1897. 


