Beitrige zur Begrindung der transfiniten Mengenlehre.
Von-

Geora Cantor in Halle a/S.
(Zweiter Artikel.)

§ 12.
Die wohlgeordneten Mengen.

Unter den einfach geordneten Mengen gebithrt den wohlgeordneten
Mengen eine ausgezeichnete Stelle; ihre Ordnungstypen, die wir
,Ordnungszahlen’ nennen, bilden das natiirliche Material fiir eine ge-
nave Definition der hoheren transfiniten Cardinalzahlen oder Machtig-
keiten, einer Definition, die durchaus conform ist derjenigen, welche
uns fiir die kleinste transfinite Cardinalzahl Alef-null durch das System
aller endlichen Zahlen v geliefert worden ist (§ 6).

, Wohlgeordnet nennen wir eine einfach geordnete Menge F (§ 7),
wenn ihre Elemente f von einem niedersten f, an in bestimmter Succession
aufsteigen, so dass folgende zwel Bedingungen erfillt sind:

1. ,Es giebt in F ein dem Range nach wiederstes Element f,*“.

1L ,Ist F' irgend eine Theilmenge von F und besitst F ein oder
mehrere Elemente hoheren Ranges als alle Elemente von F', so existirt
ein Element [ von F, welches auf die Gesammtheit F' zundiichst folgt,
so dass keine Elemente in F vorkommen, die threm Range nach zwischen
F und ' fallen.*¥)

Im Besondern folgt aunf jedes einzelne Element f von F, falls es
nichi das hibchste ist, ein bestimmtes anderes Element f' dem Range
nach als néchsthoheres; dies ergiebt sich aus der Bedingung II, wenn
man fir F’ das einzelne Element f setzt. Ist ferner beispielsweise
in F eine unendliche Reihe auf einander folgender Elemente

el -< er, _< elll .« e e(y) .< e(,+l) .
enthalten, doch so, dass es in F auch solche Elemente giebt, die

*) Es stimmt diese Definition der ,wohlgeordneten Menge, abgeschen vom
Wortlagt, durchans mit derjenigen fiberein, welche in Bd.XXI der Math. Ann.
pag. 548 (Grundlagen e. allg. Mannigfaltigkeitslehre pag. 4) eingefihrt wurde.
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hoheren Rang haben als aile ¢, so muss nach der Bedingung 11,
wenn man darin fir P’ die Gesammtheit {¢™} setzt, ein Element [’
existiren, so dass nicht nur

>
fir alle Werthe von v, sondern dass es auch kein Element g in F
giebt, welches den beiden Bedingungen geniigt

9<f,

g> e»
fiir alle Werthe von »,
So sind z. B. die drei Mengen

(@yy Boyoov tyye.),
(al) az:v'"aw,---bl,bz,.-.by,...),
(@ @y o o Gyy oo by by ot By ey, 6, 0)

O < Oyt <bp < bpr <€) <0< 04
wohlgeordnef. Die beiden ersten haben kein hochstes Element, die
dritte hat das hochste Element ¢;; in der zweiten und dritten folgt
auf simmiliche Elemente a, zunichst b,, in der dritten auf simmtliche
Elemente a, und b, zundchst ¢,.

Im Folgenden wollen wir die in § 7 erklirten Zeichen ~< und >,
welche dort zum Ausdruck der Rangbeziehung je zweier Elemente ge-
braucht wurden, auf Gruppen von Elementen ausdehnen, so dass die
Formeln

wo

M<N,
M>N
der Ausdruck dafiir seien, dass In einer vorliegenden Rangordnung

alle Elemente der Menge M niederen resp. hoheren Rang haben, als
alle Elemente der Menge N.

A. ,Jede Theilmenge Fy einer wohlgeordneten Menge F hat ein
niederstes Element.*

Beweis. Gehort das niederste Element /; von F zu F|, so ist
es zugleich das niederste Element vor F).

Andernfalls sei F’ die Gesammtheit aller Elemente von F, welche
niederen Rang haben als alle Elemente von Fy, so ist eben deshalb
kein Element von F zwischen ¥’ und F, gelegen.

. Folgt also f” (nach IT) zunichst auf #* so gehbrt es nothwendig
zu F, und nimmt hier den niedersten Rang ein.

B. ,Ist cine einfach geordnete Ménge F so beschaffen, dass sowohl
F, wie auch jede ihrer Theilmengen ein wiederstes Element haben, so
ist F eine wohlgeordnete Menge.*
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Beweis. Da F ein niederstes Element hat, so ist die Bedingung I
erfiillt.

Sei F" eine Theilmenge von F derart, dass es in F ein oder
mehrere Elemente > F' giebt; F| sei die Gesammtheit aller dieser
Elemente und f* das niederste Element von F, so ist offenbar [ das
auf F" zondchst folgende Element von F. Somit ist auch die Be-
dingung II erfiillt und es ist daher F eine wohlgeordnete Menge.

C. ,,Jede Theilmenge F' einer wohlgeordneten Menge F ist gleich-
falls eine wohlgeordnete Menge.*

Beweis, Nach Satz A hat F' sowohl, wie jede Theilmenge F
von F’ (da sie zugleich Theilmenge von F ist) ein niederstes Element;
daher ist nach Satz B F eine wohlgeordnete Menge,

D. ,Jede ciner wohlgeordneten Menge F dhnliche Menge G- ist
gleichfalls eine wohlgeordnete Menge.*

Beweis. Ist M eine Menge, welche ein niederstes Element be-
sitzt, so hat, wie aus dem Begriffe der Aehnlichkeit (§ 7) unmittelbar
folgt, auch jede ihr dhnliche Menge N ein miederstes Element.

Da nun G o0 F sein soll und ¥ als wohlgeordnete Menge ein
niederstes Element hat, so gilt dasselbe von G.

Ebenso hat jede Theilmenge G’ von G ein niederstes Element;
denn bei einer Abbildung von G auf F entspricht der Menge G als
Bild eine Theilmenge ¥” von F, so dass

G o F.
F’ hat sber nach Satz A ein niederstes Element, daher auch G'. Es
haben also sowohl &, wie auch jede Theilmenge G von G ein niederstes
Element; nach Satz B ist daher G eine wohlgeordnete Menge.

E. ,Werden in einer wohlgeordnete Menge G an Stelle ihrer Ele-
mente g wohlgeordnete Mengen substituirt in dem Sinme, dass wenn
F, und Fy dic an Stelle der beiden Elemente g und g° trefenden wohi-
geordneten Mengen sind und g << ¢', alsdann auch F, << Fy, so ist die
auf diese Weise durch Zusammensetzung aus den Elementen simmilicher
Mengen F, hervorgehende Menge H eine wohlgeordnete.*

Beweis. Sowohl H, wie auch jede Theilmenge H, von H haben
ein niederstes Element, was nach Satz B H als wohlgeordnete Menge
kennzeichnet. Ist nimlich g, das niederste Element von @, so ist das
niederste Element von ¥, zugleich niederstes Element von H. Hat
man ferner eine Theilmenge H, von H, so gehoren ihre Elemente za
bestimmten Mengen F,, die znsammengenommen eine Theilmenge der
aus den Elementen F, bestehenden, der Menge G ihnlichen wohl-
geordneten Menge {¥,} bilden; ist etwa F, das niedersic Element
dieser Theilmenge, so ist das niederste Element der in Fy enthaltenen
Theilmenge von H, zugleich niederstes Element von H,,
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8 13.
Die Abschnitte wohlgeordneter Mengen.

Ist f irgend ein vom Anfangselement f, verschiedenes Element der
wohlgeordneten Menge F', so wollen wir die Menge A aller Elemente
von F, welche <[, einen ,Abschnitt von F¢ und zwar den durch das
Element [ bestimmien Abschnitt von F nemnen. Dagegen heisse die
Menge R aller iibrigen Elemente von F' mit Einschluss von f ein
,Rest von F* und zwar der durch das Element [ bestimmie Rest von F.
Die Mengen 4 und R sind nach Satz C, § 12 swohlgeordnet, und wir
konnen nach § 8 und § 12 schreiben:

(1) F—(4, R),
(2) R = (f, R),
(3) A<R.

R’ ist der auf das Anfangselement f folgende Theil von R und reducirt
sich anf O, falls B ausser f kein anderes Element hat.
Nehmen wir als Beispiel die wohlgeordnete Menge

F=(a,,az,...ay,...b“b2,. .-b[;,, ...0“02,03),
s0 sind hier durch das Element @, der Abschnitt

. (a1, ay)
und der zugehorige Rest

(Bgs Gyy oo e Qugay oo by byy oo bpy o8y, €, 0),
durch das Element b, der Abschnitt
} (@, 895« Gy, .- 2)
und der zugehdrige Resi :
(Bis by buyoony, 0y 8),
durch das Element ¢, der Abschnitt
(@) 8oy e oo @yy oo by, by, b, gy)
und der zugehdrige Rest

. (€2, €5)
bestimmt.

Sind 4 und A’ zwei Abschnitte von F, [ und /' die sie bestim-
menden Elemente und ist
@ F<f
so ist A" auch Abschnitt von A.

Wir nennen 4" den kleineren, A den griosseren Abschnitt von F:
%) A < A4,
Dementsprechend konnen wir auch von jedem 4 von F sagen, dass
er kleiner ist als F selbst:
(6 A< F.
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A. ,,Sind zwei dhnliche wohlgeordnete Mengen F und G auf einan-
der abgebildet, so enispricht jedem Abschwitt A von F ein dhnlicher
Abschnitt B von G, und jedem Abschniti B von G ein dhnlicher Ab-
schuitt A von F, und die Elemente f und g von F und G, durch
welche die emmander zugeordnefen Abschmitte A und B bestimmi sind,
entsprechen einander ebenfalls bei der Abbildung.«

Beweis. Hat man zwei dhnliche einfach geordnete Mengen M
und N auf einander abgebildet, sind % und » zwei zugeordnete Ele-
mente und ist M’ die Menge aller Elemente von M, welche <m,
N’ die Menge aller Elemente von N, welche <%, so entsprechen bei
der Abbildung M’ und N’ einander. Denn jedem Element  von M,
das <<m, muss (§ 7) ein Element #' von N entsprechen, das <<u
und umgekehrt.

Wendet man diesen allgemeinen Satz auf die wohlgeordneten
Mengen F und G an, so erhilt man das zu Beweisende.

B. ,,Eine wohlgeordnete Menge F ist keinem ihrer Abschumitte A
dhnlich.

Beweis. Nehmen wir an, es sei F o0 4, so denken wir uns eine
Abbildung von F auf A4 hergestellt. Nach Satz A entspricht alsdann
dem Abschnitt 4 von ¥ als Bild ein Abschnitt 4’ von 4, so dass
A oo A. Es wire also auch 4'c0 Fund esist 4'<< 4. Aus 4’
wiirde sich in derselben Weise ein kleinerer Abschnitt 4” von F
ergeben, so dass 4" o0 F und 4”7 < 4" u. 5. w.

Wir erhielten so eine nofhwendig unendliche Beihe

A> A4 > A4"7... A > 4+,

von stets kleiner werdenden Abschuitten von ¥, die alle der Menge F
Shnlich wiren. )

Bezeichnen wir mit £, f, /", . . . [®, ... die diese Abschniite be-
stimmenden Elemente von F, so wire

(o[ O o0, .
Wir wiirden also eine wunendliche Theilmenge

G- 9,00
von F haben, in welcher kein Element den niedersien Rang einnimmt,
Solche Theilmengen von F' sind aber nach Satz A, § 12 nich!
misglich, Die Annahme einer Abbildung von F auf einen ihrer Ab-
schnitte fiihrt also zu einem Widerspruch, und es ist daher die Menge
F keinem ihrer Abschnitte Ahnlich.

Ist auch nach Satz B eine woblgeordnete Menge F keinem ihrer
Abschnitte phulich, so giebt es doch immer, wenn F unendlich ist,
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andere Theilmengen von F, welchen F #hnlich ist. So ist z. B. die
Menge

Fom (@), 0 ...0,...)
jedem ihrer Reste

(a‘x-[-l, Axt2y o » « Autyy - » .)
dhnlichk. Es ist daher von Bedeutung, dass wir dem Satz B anch
noch fo!genden an die Seite stellen kbnnen:

wliime wohlgeordnete Menge F' st keiner Theslmenge irgend eines

threr, .Abschmtte A dhnlich.

Beweis. Nehmen wir an, es sei F" Theﬂmenge eines Abschnittes
A von F und F' oo F. Wir depken uns eine Abbildung von F auf
P’ zu Grunde gelegt; dabei wird nach- Satz A dem Abschnitte 4 von
F ein Abschnitt F” der wohlgeordneten Menge F als Bild entsprechen;
dieser Abschpitt werde durch das Element f' von F' bestimmt. Es ist
[ auch Element von 4 und bestimmt einen Abschnitt 4" von A4, von
welchem F” eine Theilmenge ist.

Die Anpabme einer Theilmenge 7 eines Abschnittes 4 von F,
so dass F' o0 F, fiihrt uns daher zu einer Theilmenge F” eines Ab-
schnittes 4’ von A4, so dass F" o0 4.

Dieselbe Schlussweise ergiebt eine Theilmenge F eines Abschuittes
A" von A, so dass F” cv 4. Und wir erhalten so fortgehend, wie
im Beweise des Satzes B, eine nothwendig unendliche Reibe immer
kleiner werdender Abschnitte von F

A> A >A"... 40 > 4+
und damit die unendliche Reihe der diese Abschnitte bestimmenden

Elemente
F>F>f...fO>fe.,

in welcher kein niederstes Element vorhanden wire, was nach dem
Satze A, § 12 unmbglich ist. Es giebt daher keine Theilmenge F” eines
Abschnittes 4 von F, so dass ' oo F. —

D. ,,Zwei verschiedene Abschnitte A und A’ einer wohlgeordneten
Menge F sind nicht einander dhnlich. -

Beweis. Ist 4 < 4, so ist 4" auch Abschnitt der wohlgeord-
neten Menge A, kann daher pach Satz-B nicht 4 ahnlich sein.

E. ,,Zwei idhnliche wohlgeordnete Mengen F uud G lassen sich
nur auf eine einzige Weise auf einander abbilden.“

Beweis. Setzen wir zwei verschiedene Abbildongen von F aunf
G voraus und sei f ein Element von F, dem bei den beiden Abbildungen
verschiedene Bilder g und ¢’ in G entsprichen. 4 sei der Abschnitt
von F, der durch f bestimmt ist, B und B seien.die Abschnitte von
G, die duxeh g und g bestimmt sind, Nach Satz A ist.sowobl 4 00 B,
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wie anch 4 00 B, und es wire daher auch B oo B, was gegen den
Satz D shreitet, —

F. ,Sind F und G zwei wohlgeordmte Mengen, so kann en
Abschnitt A von F héchstens einen ihm dhnlichen Abschniti B in
G haben.“

Beweis. Wirde der Abschnitt 4 von ¥ zwei ihm #hnliche Ab-
schnitte B und B in G haben, so wiren auch B und B’ #hnlich, was
nach Satz D unmbglich ist. —

G. ,Sind 4 und B dhnliche Abschnille zweier wohlgeordneter
Mengen F und G, so giebt es auch 2w jedem FKleineren Abschnitt
A < A vom F eciven Ghnlichen Abschnitt B < B von G und zu jedem
Kleineren Abschwitt B < B von G einen dhnlichen Abschnitt A’ < A
von F.*

Beweis folgt aus Satz A, wenn derselbe anf die Zhnlichen Mengen
A4 und B angewandt wird.

H. ,Sind A und A" zwei Abschnitte einer wohlgeordneten Menge F,
B und B ikmen idhnliche Abschwitte einer wohlgeordneten Menge G, und
ist A4 < 4, s0 st B< B.

Beweis folgt aus den Sitzen F und G.

I ,,Ist ein Abschnitt B einer wohlgeordneten Menge G keinem
Abschnitt emer wohlgeordneten Menge F dhnlich, so ist sowohl jeder
Abschwitt B > B von G als auch G selbst weder einem Abschnitt
von F noch F selbst dhnlich.

Beweis folgt aus Satz G.

K. ,,Giebt es zu jedem Abschwiti A einer wohlgeordneten Menge F
ewmen thm dhnlichen Abschnitt B einer andern wohlgeordneten Menge
G, aber auch wmgekehrt zu jedem Abschnitt B von G eimen ihm Ghn-
lichen Abschnilt A von F, so ist F oo G.“

Beweis. Wir konnen ¥ und G nach folgendem Gesetz auf
einander abbilden:
das niederste Element f; von F entspreche dem niedersten Element g,
von @. Ist f>f, irgend ein anderes Element von F, so bestimmt
es einen Abschnitt A von F; zu diesem gehdrt der Voraussetzung
nach ein bestimmter Zhnlicher AbschmttB von G; das den Abschnitt
B bestimmende Element g von G- sei das Bild von f. Und ist g irgend
ein Blement von @, das > g,, so bestimmt es einen Absehnitt B
ven G, zu dem voraussetzungsgemiiss ein Zhnlicher Abschnitt 4 von
F dehort* das Element f, welches diesen Abschnitt 4 bestimmt, set
das Bild von g.

Dass die anf diese Weise definirte gegenseitig eindentige Zaord-
nung von F und G eine Abbzldung im Sinne von § 7 ist, folgh leicht.

Sind npSmlich f und f* zwei beliebige Elemente von F, g und g

* Mstheraatische Annalen, IL. 15
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die ihnen entsprechenden Elemente vor G, 4 und 4’ die durch f und /7,
B upd B die durch g und ¢ bestimmten Abschnitte, und ist etwa

. r=<r
so ist
: 4 < 4
nach Satz H ist daher auch
B < B
und folglich
9 <g-

L. ,,Giebt es 2u jedem Abschwitt A einer wohlgeordneten Menge F
einen ihm dhnlichen Abschnitt B einer andern woklgeordneten Menge @G,
ist hingegen mindestens ein Abschwitt von G vorhanden, zu dem es keinen
ahnlichens Abschnitt von F giebt, so existirt ein bestimmiber Abschnitt
B, von G, so dass B, 0 F“

Beweis. Wir fassen die Gesammtheit aller Abschnitte von &G
ins Auge, zu denen es keine dhnlichen Ahschnitte in ¥ giebt; unter
jhnen muss es einen kleinsten Abschnitt geben, den wir B; nennen.
Dies folgt daraus, dass nach Satz A, § 12 die Menge der alle diese
Abschnitte bestimmenden Elemente ein niederstes Element besitzt; der
durch letzteres bestimmte Abschnitt B, von @ ist der kleinste aus
jener Gesammtheit. Nach Satz I ist jeder Abschnitt von @, der > B,
isk, derartig, dass zn ihm kein Zhnlicher Abschnitt in ¥ vorhanden
ist, es miissen daher die Abschuitte B von &, welchen dhnliche Ab-
schnitte von F' gegeniiberstehen, alle < B, sein, und zwar gehdrt zu
jedem Abschnitt B < B, ein dhnlicher Abschnitt 4 von F, weil eben
B, der Kleinste Absehnitt von G ist unter denen, welchen keine &hn-
lichen Abschnitte in F entsprechen.

Somit giebt es zu jedem Abschnitt 4 von F einen #hnlichen
Abschnitt B von B; und zu jedem Abschnitt B von B, einen &hnlichen
Abschnitt 4 von F; nach Satz K ist daher

' Feo B, —

M. ,,Hat die wohlgeordnete Menge G mindestens einen Abschnitt,
ou dem kein dhmlicher Abschwité in der woklgeordneten Menge F vor-
handen ist, so muss jeder Abschwitt A von F einen ihm dhmlichen
Abschwitt B in G haben*

Beweis. Sei B; der kleinste Abschnitt in G von allen, zu denen
keine dbmnlichen in F vorhanden sind, (M. s. den Beweis von L).
Wiirde es Abschnitte in F geben, denen keine Ahnlichen Abschnitte
in G gegentiberstehen, so wirde anch unter diesen einer der kleinste
sein, wir nennen ihn 4,. Zn jedem Abschnitt von A4, wiirde alsdann
¢in: ihnlicher Abschnith von By und zu jedems Absehnitt von B, ein
sbnlicher Absehnith von 4, existiren., Nach Saiz K wire daher

By o0 4.
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Dies widerspricht aber dem, dass zu B, kein dbnlicher Abschuitt in
F vorhanden ist. Es kann daher in F keinen Abschnitt geben, dem
nicht ein dhnlicher in G gegeniibersteht. —

N. ,,Sind F und G zwei beliebige wohlgeordnete Mengen, so sind
entweder 1y F und G einonder dhnlich , oder es giebt 2) einen bestimmiben
Abschwitt B, von G, welcher F éihnlich ist, oder es giebt 3) einen be-
stimmiten Abschnitt A, von F, welcher G Ghmlich ist; und jeder dieser
drei Fille schliesst die Moglichkeit der beiden anderen aus.*

Beweis. Das Verhalten von F zu G kann ein dreifaches sein.

1) Es gehort zu jedem Abschnitte 4 von ¥ ein dhnlicher Ab-
schnitt B von G und umgekehrt zu jedem Abschnitte B von G ein
dhnlicher Abschnitt 4 von F.

2) es gehort"zn jedem Abschnitt A von F ein dhnlicher Abschnitt
B von @, dagegen giebt es mindestens einen Abschnitt von G, dem
kein ahnlicher Abschnitt in F entspricht.

3) Es gehort zu jedem Abschuitt B von G ein hnlicher Abschnitt
A von F, dagegen giebi es mindestens einen Abschnitt von F, dem
kein Zhnlicher Abschnitt in G entspricht,

Der Fall, dass es sowohl einen Abschnitt von F, dem kein zhn-
licher in G enispricht, wie auch einen Abschnitt von G giebt, dem
kein dhnlicher in F entspricht, ist nicht méglich; er wird durch den
Satz M ausgeschlossen.

Nach Satz K ist im ersten Falle

FeoG.
Nach Satz L giebt es im zweiten Falle einen bestimmien Abschnitt
B, von B, so dass
B, cv F,
und im dritten Falle einen bestimmten Abschnitt 4, von I so dass
A, 00 G

Es kann aber nicht gleichzeitig F oo G und F o B, sein, da
alsdann anch G-ou B, ware, gegen den Satz B, und aus demselben
Grunde kann mnicht gleichzeitig F o0 G und G- 00 4, sein.

Aber auch das Zusammenbestehen von # ~v B, und G o0 4, ist
unmdglich; denn nach Satz A wiirde aus F o B, die Existenz eines
Abschnitts B, von B, folgen, so dass 4, o0 B,. Es wire daher anch
G o0 B, gegen den Satz B. —

0. ,,Ist eine Theilmenge F' ciner wohlgeordneten Menge F Leinem
Abschnitt von F dhulich, so ist sie F selbst dhndich.s .

Beweis. F‘ ist eine wohlgeordnete Menge nach Satz C, 8§12
Wire F° weder cinem Absehnitt von F noch F selbsi ahnma $0
gibe es nach Satz N einen Abschnitt F,’ von F*, der F-ahnlich wire.
Fy{ ‘ist aber eine Theilmenge desjenigen Abschnitts 4 von F. -.der

15%
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durch dasselbe Element bestimmt ist, wie der Abschnitt F,” von F".
BEs miisste also die Menge F einer Theilmenge eines ihrer Abschnitte
dhnlich sein, was dem Satz C widerspricht.

§ 14.
Die Ordnungszahlen wohlgeordneter Mengen.

Nach § 7 hat jede einfach geordnete Menge M einen bestimmten
Ordnungstypus M; es ist dies der Allgemeinbegriff, welcher sich aus
M ergiebt, wenn unter Festhaltung der Rangordnung ihrer Elemente
vor der Beschaffenbeit der letzteren abstrahirt wird, so dass ags ihnen
lauter Einsen werden, die in einem bhestimmten Rangverhiltniss zu
einander stehen, Allen einander dhnlichen Mengen, und nur solchen,
Lommt ¢in und derselbe Ordnungstypus 2u. *

Den Ordnungstypus einer wohlgeordneten Menge F nennen wir
die ihr zokommende ,Ordnungszahl:.

Sind ¢ und B zwei beliebige Ordnungszahlen, so kbnnen sie ein
dreifaches Verhalten zu einander haben. Sind nimlich F und G zwei
wohlgeordnete Mengen derart, dass

F = &, a’: = ﬁ >
so sind nach dem Satze N, § 13 drei sich gegenseitig ausschliessende
‘Falle moglich:
1) FooG.
2) Es giebt einen bestimmten Abschnitt B; von @, so dass
Feo B,
3) Es giebt einen bestimmten Abschnitt 4, vorn F, so dass
G o 4.

Wie man leicht sieht, bleibt jeder dieser drei Fille bestehen, wenn
F und @ durch ihnen Zhnliche Mengen F' und G’ ersetzt werden;
demnach haben wir es anch mit drei sich gegenseitig ausschliessenden
Beziehungen der Typen « und f# zu einander zu thun,

Im ersten Falle ist @ = B; im 2weiten sagen wir, dass « < B,
e dritten, dass ¢ > 8.

Wir haben also den Satz:

A. ,Sind o und  2wei belichige Ordnungszahlen, so ist entweder
o=, oder « < B, oder a > p.Y

Aups der Erklirung des Kleiner- und Grisserseins folgt leichi:

B, ,, Hat man drei Ordnungszahlen o, B,y und ist e« <8, B < 7,
s0.4st quch o < y.*

_ Die Ordnungszablen bilden also in ihrer Grissenordnung eine ein-
fach . geordnete Menge; spiter wird sich zeigen, dass es eine wohl-
geordnete. Menge .ist. —
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Die in § 8 definirten Operationen der Addition und Mulliplication
von Ordnungstypen beliebiger einfach geordneter Mengen sind natiir-
lich auch aunf die Ordnungszahlen anwendbar.

Ist c=F, =G, wo F und G zwei wohlgeordnete Mengen
sind, so ist
(1) «+p=(F,G).

Die Vereinigungsmenge (¥, ) ist offenbar auch eine wohlgeordnete
Menge; wir haben also den Satz:

C. ,,Die Summe zweier Ordnungszahlen ist ebenfalls eine Ord-
nungszahl.®

In der Summe « -} 8 heisst o der ,Augendus’, § der ,Addendus’,

Da F ein Abschnitt von (F, @), so hat man stets:

@ e atf.

Hingegen ist G nicht ein Abschnift, sondern ein Rest von (F, G), kann
daher, wie wir in § 13 sahen, der Menge (F, G) dhnlich sein; trifft
dies nicht ein, so ist G nach Satz O, § 13 einem Abschnitt von
(F, G) ahnlich. Es ist also

) B< et p.

Sonach haben wir:

D. ,,Die Summe zweier Ordnungszahlen ist stets grosser als der
Augendus, dagegen grosser oder gleich dem Addendus. Hat man
¢4 B=ua- p, so folgt hieraus immer, dass f§ = y.«

Im Allgemeinen sind o+ B und B -+ « nicht gleich. Dagegen
hat man, wenn y eine dritte Qrdnungszahl ist

4) (et p)+y=0c+ B+
D. h.

E. ,,Bei der Addition von Ordpungszahlen ist das associative Ge-
setz giiltig.« '

Substituirt man in der Menge G vom Typus § fiir jedes Element g
Jje eine Menge F, vom Typus e, so erhilt man nach Saiz E, § 12 eine
wohlgeordnete Menge H, deren Typus durch die Typen « und g vollig
bestimmt und das, Product o . § genannt wird:

(5) Fg‘:d,
(6) «a.p=H.

F. ,,Das Product zweier Ordmungszahlen ist ebenfalls eine Ord-
NUNGS2
In dem Producte . 8 heisst « der ,Multiplicandus‘, § der , Multiplicator.
, Im Allgemeinen sind o . 8 und f . & nicht gieich. Man hat aber (§ 8)
{D- (@.B).p=ea.(B.9).
D. h.
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G. ,,Bei der Multiplication von Ordnungszahlen qilf das associative
Geselz.

Das distributive Gesetz hat im Allgemeinen (§ 8) nur in folgender
Form hier Giiltigkeit

® e.(fty)=ec.pta.y.

In Bezug auf die Grosse des Products gilt, wie man leicht sieht,
der Satz:

H. ,Ist der Multiplicator grosser als 1, so ist das Product zweier
Ordnungszahlen stets grosser als der Multiplicandus, dagegen grosser oder
gleich dem Multiplicator. Hal man e¢f = ay, so folgt hieraus immer,
dass ﬁ p— y.Gl

Andrerseits ist offenbar:

) ¢.l=1. a=a.

Es kommt hier noch die Operation der Sublraction hinzu. Sind « und g
zwei Ordnungszahlen und « < 8, so existirt immer eine bestimmte
Ordnungszahl, die wir B — ¢ nennen, welche der Gleichung geniigt

(10) @+ (f—a) = f.
Denn ist G = 8, so hat G einen Abschnitt B, so dass B = «; den
zugehdrigen Rest nennen wir S und haben

G = (B, 8),
ﬁ=a+‘§)
also
(11) B—a=2=_.

Die Bestimmtheit von § — « erhellt daraus, dass der Abschnitt B
von G ein vollig bestimmter (Satz D, § 13), daher auch S eindeutig
gegeben ist. — Wir heben folgende, aus (4), (8) und (10) fliessende
Formeln hervor:

(12) ' G+ —(+a)y=p—aq,
(3) 7(f—a)=yB—ye.

Von Bedeutung ist es, dass die Ordnungszahlen stets auch in
unendlicher Anzahl sich summiren lassen, so dass ihre Summe eine
bestimmte, von der Reihenfolge ihrer Summanden abhingige Ord-
nungszahl ist.

Ist etwa

| Bis Br-eBore o
einé:ﬁ@iebige einfach unendliche Reihe von Ordnungszahlen und
bat ma
(14) B =G,
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so ist (Satz B, § 12) auch

(15) G=(G, Gy, ...Gy,...)

eine wohlgeordnete Menge, deren Ordnungszahl 8 die Summe der {J‘,
darstellt. Wir haben also

(16) BBt bt =G=p

und man bat, wie aus der Definition des Productes leicht hervor-
geht, stets

D v- B+t A+ bt )=y tv- ﬁz+ ty-Byt--

Setzen wir

(18) “’=ﬁi+ﬁ2+"‘+ﬁw
so ist

19) o= (G, G, ...G).
Es ist

(20 Gypr > G,

und wir kdnnen nach (10) die Zahlen §, durch die Zahlen «, wie folgt
ausdriicken:
(21 Bi=10; frp =y — a.
Die Reihe
Opy &y e o lyyene

stellt daher eine beliebige unendhche Reihe von Ordnungszahlen dar,
welche die Bedingung (20) erfiillen; wir nennen sie eine ,Fundamenial-
reihet von Ordnungszahlen (§ 10); zwischen ihr und 8 bestebt eine Be-
zichung, die sich folgendermassen aussprechen lisst:

1) B ist > e, fiir Jedes v, weil die Menge (@, G,,.,.G,), deren
Ordnungszahl e, ist, ein Abschnift der Menge G ist, welche die Ord-
nungszahl § hat.

2) Ist g srgend eine Ordnungszahl <C 8, so ist von einem gewissen
» an stets

o> f.

Denn da 8 < B, so giebt es einen Abschnitt B’ der Menge G vom
Typns f. Das diesen Abschnitt bestimmende Blement von & muss
einer von den Theilmengen G,, wir wollen sie &,, nennen, angehdren.
Dann ist aber B auch Abschnitt von (G, G,, ... G,,) und folglich
f < e, daher

o >f
fiir » > = 7.
Somztzstﬂ die auf alle o, der Grosse nach ndchstfolgende Ord-
nungszahl; wir wollen sie daher die ,Gremse' der «, fiir wachsende v
nennen und mit Lim o, bezeichuen, so dass nach (16) und (21):

#2)  Lime—a +(@—a)+ -+ En—w) +-
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Wir kénnen das Vorangehende in folgendem Satze aussprechen:
L ,,Zu jeder Fundamenialreihe {e,} von Ordnungszahlen gehort
eine Ordnungsgahl Lim oy, welche auf alle e, der Grisse nach zundchst

folgt; sie wird dargestellt in der Formel (22).%

Wird unter y irgend eine constante Ordnungszahl verstanden,
so beweist man leicht mit Hiilfe der Formeln (12), (13), (17) die in
folgenden Formeln enthaltenen Sitze:

(23) Lim (y+ @)=y -+ Lim &,

(24) Limy-.a, =y -Ling,.
L 4 v

Wir haben in § 7 bereits erwihnt, dass alle einfach geordneten
Mengen von gegebener endlicher Cardinalzahl v einen und denselben
Ordnungstypus haben. Dies lisst sich hier wie folgt beweisen. Jede
einfach geordnete Menge von endlicher Cardinalzahl ist eine wohl-
geordnete Menge; denn sie muss, ebenso wie jede ihrer Theilmengen
ein niederstes Element haben, was sie nach Satz B, § 12 als eine
wohlgeordnete Menge kenunzeichnet.

. Die Typen endlicher einfach geordneter Mengen sind daher nichts
Anderes als endliche Orduungszahlen. Zwei verschiedenen Ordnungs-
zahlen « und 8 kann aber nicht eine und dieselbe endliche Cardinal-
zahl v zukommen. Ist nimlich efwa & < 8 und G = B, so existirt,
wie wir wissen, ein Abschnitt B von @, so dass B = a.

Es wiirde also der Menge G und ihrer Theilmenge B dieselbe
endliche Cardinalzahl » eignen. Dies ist nach Satz C, § 6 unmdglich.

Die endlichen Ordnungszahlen stimmen daher in ihren Eigenschaften
wit den endlichen Cardinalzahlen tberein.

Ganz anders verhilt es sich mit den lramsfiniten Ordnungszahlen;
zu einer und derselben transfiniten Cardinalzahl a giebt es eine wun-
endliche Anzahl von Ordnungszahlen, die ein einheitliches zusammen-
hingendes System bilden, welches wir die ,Zahlenclasse Z(a)* nennen.
Sie ist ein Theil der Typenclasse [a] (§ 7).

Den nichsten Gegenstand unserer Betrachtung bildet die Zablen-
classe Z(x,), welche wir die zweile Zahlenclasse nennen wollen.

In diesem Znsammenhange verstehen wir nimlich unter der ersten
Zahlenclgsse die Gesammtheit {v} aller endlichen Ordnungszahlen. —
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§ 15.
Die Zahlen der zweiten Zahlenclasse Z(x,).

Die zweite Zahlenclasse Z(w,) ist die Gesammiheit {a} aller Ord-
nungstypen o wohlgeordneter Mengen von der Cardinalzahl w, (§ 6).

A. , Die sweite Zahlenclasse hat eine Keinste Zahl o <= Lim v.%

Beweis, Unter @ verstehen wir den Typus der wohlgeordneten
Menge

(1) Fo=(fuf2"--fv,~-)
wo v alle endlichen Ordoungszablen durchliuft und
(2) fv < fv-i-l .

Es ist also (§ 7)
(3) o= F,
und (§ 6)
(4) B = &.

o ist daher eine Zahl der zweiten Zahlenclasse und zwar die kleinste.
Denn ist y irgend eine Ordnungszabl < ®, so muss sie (§ 14) Typus
eines Abschuitis von F, sein. F, hat aber nur Abschnitte
A= (f1s0y...1)

mit endlicker Ordnungszahl ». Es ist daher p = ».

Es giebt also keine transfinifen Ordnungszahlen, welche kleiner
wiren als @, die daher die kleinste von ihuen ist. Nach der in § 14
gegebenen Erkldrung von Lun @, ist offenbar @ = le ».

B. ,,Ist o irgend eine Zahl der zweiten Zaklemlasse, 5o folgt auf
ste als ndchstgrossere Zahl derselben Zahlenclasse die Zohl & + 1.4
Beweis, Sei F eine wohlgeordnete Menge vom Typus « und
von der Cardinalzahl x,:
(5) Feeu,
(6) & = §,.
Wir haben, wenn unter g ein neu hinzutretendes Element verstan-
den wird,

(7) 2+ 1=(F9).

Da F ein Abschnitt von (F, g) ist, so haben wir
(8) atl>e.

Es ist

etl=zadle=n+1=8 (§6).
Die Zabl « -} | gehort also zur zweiten Zahlenclasse. Zwischen
anpd & 4 1 giebt es aber keine Ordnungszahlen; denn jede Zakly,
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die < -} 1, enispricht als Typus einem Abschnitte vou (F, g); ein
solcher kann nur entweder F oder ein Abschnitt von F sein. y ist
also entweder = oder < @, —

C. Iste, €, ...a,...irgend eine Fundamenialreshe von Zahlen
der ersten oder zweiten Zahlenclasse, so gehort awch die auf sie der
Grosse nach zuniichst folgende Zahl Lim a, (§ 14) der sweiten Zahlen-

¥

classe an.%
Beweis. Nach § 14 ergiebt sich aus der Fundamentalreihe {e,}
die Zahl Lim «,, indem man eine andere Reihe 8, 8,, ... 8, .

herstellt, so dass

Bi=ay, fy=t,—ay, ... Q1= — Oy, ...
Sind damn @, G,, ... Gy, ... wohlgeordnete Mengen derart, dass

G—’aﬁh
Ga(Gj, Gz,..,G’y,...)

eine wohlgeordnete Menge und
Lim Oy == C}'— -

so ist anch

Es handelt sich daher nur um den Nachweis, dass

E kot Ro .

Da aber die Zahlen 8,, 8,,...8s, ... der ersten oder zweiten

Zahlenclasse angehtren, so ist

éﬂ _S__ Ro 2
daher B

<N =18,

@ ist aber jedenfalls eine transfinite Menge, also ist der Fall & < &,
ausgeschlossen. —

Zwei Fundamentalreihen {e} und {&,’} von Zahlen der ersten
oder zweilen Zahlenclasse nennen wir (§ 10) ,susammengehdrig’, in
Zeichen

&) tmtli{e},

wenn za jedem v endliche Zahlen 4,, u, vorhanden sind, so dass
(10) o > ey A2 A,

md

(an o >, B2 -
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D. ,Die zu zwei Fundamentalreihen {e,}, {a'} gehirigen Grenz-
zaklen Lam o, und Iﬂm e sind dann und nur dawn gleich, wenn

fe} e ).

Beweis. Der Kiirze halber setzen wir Lim o, = g8, Lim &," = y.
¥ v

Nehmen wir zuerst an, es sei {&,}|| {2/} so behaupten wir, dass
B =y. Wire nimlich g nicht gleich p, so miisste eine von diesen
beiden Zahlen die kleinere sein, etwa 8 < 7. Von einem gewissen »
an wire @, > B (§ 14), daher anch wegen (11) von einem gewissen
p an «, > fB. Dies ist aber unmbglich, weil g = le e, also fiir
alle g o, < 8.

Wird umgekehrt vorausgesetzt, dass f =1y, so muss, weil a, < 7,
von einem gewissen 4 an @; > «,, und weil &, < f§, von einem ge-
wissen p an @, > @ sein; d. h. es ist {&}][{a}.

E. ,Ist « irgend eine Zahl der zweiten Zahlenclasse, v, eine be-
liebige endliche Ordmumgszohl, so st vy <& ¢ = und daher auch
& — vy = &M ©

B‘:aweis. Wir tiberzeugen uns zuerst von der Richtigkeit des
Satzes wenn o = . REs ist

o= (fi,frs:-Frs-. )
Vo= (17925 - 9n)s

vt o=(9,9 P fiyfo... /.. )=0.
Ist aber & > @, so haben wir
«=u -+ (¢—a),
vy &= (1 0) + (21— ©) = @ + (2 —0) = .
F. ,,Ist v, irgend eine endliche Ordnungszahl, so st vy @ = ©.%
Beweis. Um eine Menge vom Typus v,- @ zu erhalten, hat man
fir die einzelnen Elemente f, der Menge (f,, fay - - - fo- - - -) Mengen
(Ov.15 Gr2y - « - Gv,v,) vom Typus v, zu substituiren. Man erhdlt die Menge

(9'1,1, J12> o Jwgy Golg o -+ Javors o Gv1y Gr3s o - - Juwy = » -);
welche der Menge {f,} offenbar dhnlich ist; daher ist

1}0 0 == .
Kiirzer ergiebt sich dasselbe wie folgt: nach (24) § 14 ist, da @==Lim »,

V0 = Ln’n Vo¥.

daher

Andrerseits ist
fwviii{r},

Limypp =lmr =0,
¥ kd

mithin

alsq

1}0 @ = .
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G. ,,Man hat immer
(¢ +v)o0=an,
unier o eine Zahl der zweiten, unter v, eine solche der ersten Zahlen-

classe verstanden.*
Beweais, Wir haben

Lim ¥ = a.
Nach (24) § 14 ist daher
(u+vo)m=-Li’1?1 (e+v,)».
Es ist aber
1 2 v
) — N’ N
(avy)v = (a5} + (e2p) + - - - F (@ 4-vp)
1 2 v—1
N N’ h
=a -+ (vy-He) + (vy4-a@) - - - (vy+2) + 7,
1 2 v
= et ot v,

= av + v,.
Man bat nun, wie leicht zu sehen,
ev+ v} {ev},
und folglich { sHite]
Lim (¢4 vy)v = Lim (e 4-v)) = Lim av = e @.

H. ,Ist « irgend eine Zohl der zweiten Zahlenclasse, so bildet die
Gesammitheit (&'} aller Zahlen o der ersien wund zweiten Zaklenclasse,
welche Kleiner sind als «, i ihrer Grissenordnung eine wohlgeordnete
Menge vom Typus o

Beweis. Sei F eine wohlgeordnete Menge derart, dass F= o
fy sei das niederste Element von F. Ist ¢ eine beliebige Ordnungs-
zahl < @, so giebt es (§ 14) einen bestimmten Abschniit 4" von F,
so dass

A =0,
und umgekehrt bestimmt jeder Abschnitt 4" durch seinen Typus
A = ¢ eine Zahl & < o der ersten oder zweiten Zahlenclasse; denn,

da F—n,, s0 kann 4" our eine endliche Cardinalzahl oder n, sein.

Der Abschnitt 4" wird durch ein Element f* > f, von F bestimmt
und umgekehrt bestimmt jedes Element f' > f, von F einen Abschnitt
A von F. Sind f und f” zwei Elemente >f; von F, 4 und 4
die durch sie bestimmten Abschnitte von F, o und «” deren Ordnungs-
typen, und ist etwa ' <", s0 ist (§ 13) 4 < 4" und daher & << ",
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Setzen wir daher F' = (f,, F), so wird, wenn man dem Element '
von F’ das Element « von {o«'} zuordnet, eine Abbildung dieser
beiden Mengen gewonnen, Es ist somit

(¢} =F.
Nun ist aber " — ¢ — 1 und nach Satz E ¢ — 1 = «, daher

@T=a.
Da @ = n,, 8o ist anch {_7—}—== ®,; es gilt daber:

L ,,Die Menge {e'} aller Zahlen o der ersten umd sweiten Zahlen-
classe, welche kleiner sind als eine Zakhl ¢ der zweiten Zahlenclasse, hat
die Cardinalzahl w,.%

K. ,,Jede Zahl o der zweiten Zahlenclasse ist entweder derart, dass
sie qus eimer ndchst Fleineren o, durch Hinzufiigung der 1 hervorgeht:

a=g +1,

oder es lisst sich eine Fundameniolreihe {e.} von Zahlen der ersben
oder zweiten Zahlenclasse angeben, so dass

o = Lim @, .
¥

Beweis. Sei ¢ = F. Hat F ein dem Range nach hdchstes
Element g, so ist ¥ = (4, g), wo A der durch g bestimmte Abschnitt
von F ist. Wir haben dann den ersten Fall, nimlich

o=Ad41=e 1.

Es existirt also eine ndchst kleinere Zahl, die eben ¢, genannt wird.
Besitzt aber F kein hochstes Element, so fassen wir den Inbegriff
{«'} aller Zahlen der ersten und zweiten Zahlenclasse ins Auge, welche
kleiner als & sind. Nach Satz H ist die Menge {a’} in ihrer Grossen-
ordnung Zhnlich der Menge F'; unter den Zahlen « ist daher keine
die grosste. Nach Satz I lisst sich die Menge {«'} in die Form {e,'}
einer einfach unendlichen Reihe bringen. Gehen wir von e, aus, so
werden im Allgemeinen in dieser von der Grossenordnung abweichen-
den Rangordnung die nichstfolgenden &), e;... kleiner sein als #’;
Jedenfalls aber kommen im weiteren Verlaufe Glieder vor, die > a,’;
denn «,” kann nicht grosser sein als alle anderen Glieder, weil unter
den Zahlen {e«,'} keine grosste vorhanden ist. Die mit dem kleinsten
Index versehene Zahl @,, welche grisser ist als &/, sei of,. Ebenso
sei g, die mit dem kleinsten Index versehene Zahl der Reihe {«,'},
welche grbsser ist als ¢p. Indem wir so fortfahren, erhalfen wir
eine mnendliche Reihe wachsender Zahlen, eine Fundamentalreihe:

4 ’ 4 r
O3y By Qgyy o= Cppyon oo
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Bs st
1<92 <93 <"'<@7 <91’+1)".)
“1’<“£’z<a;;<"'<a(;v<aév+17..’7
¥, < @, stets wenn g < g,

und da offenbar » Z g,, so haben wir immer
@ < a,.
Man sieht hieraus, dass jede Zahl «,’, daher auch jede Zahl &’ < &
von Zahlen ap, fiir hinreichend grosse Werthe von v iibertroffen wird.
« ist aber die auf alle Zahlen o« der Grosse naeh zuniichst folgende
Zahl, mithin auch die nichst gréssere Zahl in Bezug auf alle e, .
Setzen wir daher o) = ay, Ugppr = Eai1, SO ist

« = Lim &,.
L4

Aus den Sitzen B, C, ... K erhellt, dass die Zahlen der gweiten
Zahlenclasse sich auf zwei Weisen ans kleineren Zahlen ergeben. Die
einen, wir nennen sie Zahlen erster Arf, erhilt man aus einer nichst-
kleineren @, durch Hinzuftigung der 1, nach der Formel

o=z 41;
die anderen, wir nennen sie Zahlen zweiter Art, sind so beschaffen,
dass es fiir sie eine ndchstkleinere e, gar nicht giebt; diese gehen aber
aus Fundamentalreihen {w,} als deren Gremzsahlen hervor, nach der

Formel
o = Lim «,.

e ist hier die auf simmtliche Zahlen e, der Grosse nach ndchst-
folgende Zakhl.

Diese beiden Weisen des Hervorgehens grosserer Zahlen aus
kleineren nenmen wir das erste und das zweite Erzeugungsprincip der
Zahlen der zweiten Zahlenclasse.

§ 16.

Die Miehtigkeit der zweifen Zahlenclasse ist gleich der zweitgrissten
transfiniten Cardinalzahl Alef-eins.

Bevor wir uns in den folgenden Paragraphen einer eingehenderen
Betrachtung der Zahlen der zweiten Zahlenclasse und der sie be-
herrschenden Gesetzmissigkeit zuwenden, wollen wir die Frage nach
der Cardinalzahl beantworten, welche der Menge Z(x,) = {a} aller
dieser Zahlen zokommi,
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A. ,,Die Gesammiheit {«} aller Zahlen o der zweiten Zahlenclasse
bildet in shrer Grossenordnung eine wohlgeordnete Menge.*

Beweis. Versichen wir unter A, die Gesammtheit aller Zahlen
der zweiten Zahlenclasse, die kleiner sind als eine gegebene Zahl g,
in ihrer Grdssenordnung, so ist 4, eine wohlgeordnete Menge vom
Typus ¢ — . Dies geht aus Satz H, § 14 kervor. Die dort mit {¢'}
bezeichnete Menge aller Zahlen o' der ersten und eweifen Zahlenclasse
ist aus {#} und A, zusammengesetzt, so dass

{e} = ({7}, 4a).

Daher ist L .
&} = {v} 4 4Ax
und da L
) {d}=e, {r}=o0,
50 18t

Sei J irgend eine Theilmenge von {a} derart, dass es Zahlen
in {e} giebt, die grosser sind als alle Zahlen von J. Sei etwa @, eine
dieser Zahlen. Dann ist auch J eine Theilmenge von 4,42 wnd zwar
eine solche, dass mindestens die Zahl @, von 4, grosser ist, als
alle Zahlen vor J. Da A, eine wohlgeordnete Menge ist, so muss
{(§ 12) eine Zahl ¢’ von 4,4, die daher auch eine Zahl von {a] ist,
auf alle Zahlen von J zunichst folgen. Es ist somit die Bedingung II,
§ 12 an {«) erfiillt; die Bedingung I, § 12 ist auch erfillt, weil {«}
die kleinste Zahl @ hat. —

Wendet man nun auf die wohlgeordnete Menge {&} die Sitze A
und C, § 12 an, so erhilt man die folgenden Sitze:

B. ,,Jeder Inbegriff von verschiedenen Zahlen der ersten und zweilen
Zahlenclasse hat eine kleinste Zahl, et Minimum.“

C. ,,Jeder Inbegriff won verschiedemen, in threr Grissenordnung
aufyefassten Zahlen der ersten und sweiten Zahlenclasse bildet eine wohl-
geordnete Menge.*

Es soll nun zuniichst gezeigt werden, dass die Michiigkeit der
zweiten Zahlenclasse von derjenigen der ersten, welche n, ist, ver-
schieden ist. ‘

D. ,,Die Michtigheit der Gesammiheit {a} aller Zahlen o der
wweiten Zahlenclasse ist nicht gleich xy."
Beweis. Wire {a} = n,, 50 kinnte man die Gesammtheit {«}
in die Form einer einfach unendlichen Reihe
Y1s¥Var o« s¥syene
bringen, so dass {y,} dic Gesemmtheit aller Zahlen der zweiten
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Zablenclasse in einer von der Grdssenordnung abweichenden Rang-
ordnung darstellen wiirde, und es enthielte {7,} ebensowenig wie {«}
eine grosste Zahl,

Von 7, ansgehend sei y,, das mit dem kleinsten Index versehene
Glied jener Reihe > y,, 7, das mit dem kleinsten Index versehene
Glied > y,, u.s. w. Wir erhalien eine unendliche Reihe wachsender
Zahlen

Y1 70:3 . ‘797’ LI Y
80 dass

1<e, <o - 00 <1+ 1
71 < Yo < %o Yoy < Popprr
Vv g Yo+
Nack Satz C, § 14 wiirde es eine bestimmte Zahl & der zweiten Zahlen-
classe geben, ndmlich
0 = Lim Yoy

welche grosser wiire, als alle y,, ; folglich wire auch
d>7,
fiir jedes .
Nun enthdlt aber {y,} alle Zahlen der zweiten Zahlenclasse,
folglich auch die Zahl 8 es wire also fiir ein bestimmtes v,

3 —_ ?"o’
welche Gleichung mit der Relation & > y,, unnvertriglich ist. Die

Annahme f’i} == N, filhrt also zn einem Widerspruch.

E. Ein belichiger Inbegriff {#} von verschiedenen Zahlen B der
zweiten Zahlenclasse hat, wenn er unendlich ist, entweder die Cardinal-

zahl x, oder die Cardinaleall {a} der zweiten Zahlenclasse.

Beweis. Die Menge {#} in ihrer Grissenordnung ist als Theil-
menge der wohlgeordneten Menge {«} nach Satz O, § 13 entweder
einem Abschnitte 4, der letzteren (d. h. dem Inbegriffe aller Zahlen
der zweiten Zahlenclasse, welche <C @, in ihrer Grossenordnung) oder
der Gesammtheit {«} selbst fihnlich. Wie im Beweise von Satz A

gezeigt wurde, ist 4, = o, — ©.
Wir haben also entweder {§} =t — & oder {f] = {a}], daher

auch { p} entweder = o, — @ oder — {a:} Es ist aber ¢, — @ ent-
weder eine endliche Cardinalzahl oder = &, (Satz I, § 15). Der erste
Fall ist hier ausgeschlossen, weil {8} als unendliche Menge vorausge-

setzt ist. Somit ist die Cardinalzahl {#} entweder = x, oder = {&].
F. ,,Die Michtigkeit der zweiten Zahlenclasse {o} ist die zweit-
gmsste lransfinste Cardinalzahl Alef-eins.*
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Beweis. Es giebt keine Cardinalzahl g, welche > #, und

< {a} wire. Denn sonst miisste nach § 2 eine unendliche Theilmenge

{B} von {a} existiren, so dass E—F‘} = q.
Dem soeben bewiesenen Satze E zufolge hat aber die Theilmenge
{B} entweder die Cardinalzahl x, oder die Cardinalzahl {«}. Es ist

daher die Cardinalzahl {«} nothwendig die auf n, der Grosse nach
nichstfolgende Cardinalzahl, welche wir x; nennen.

"In der zweiten Zahlenclasse Z(x,) besitzen wir daher den natiir-
lichen Reprasentanten fiir die zweitgrosste transfinite Cardinalzahl
Alef-eins.

§ 17.
Die Zahlen von der Form o#v, 4 a*—ly, +-- - 4 v,.

Es ist zweckmissig, sich zunichst mit denjenigen Zahlen von
Z(n,) vertraut zu machen, welche ganze algebraische Functionen end-
lichen Grades von o sind. Jede derartige Zahl lisst sich, und dies
nur auf eine Weise, in die Form bringen

1)) @ =o'y, + oty A+ -y,
wo u, v, endlich und von Null verschieden sind, »,,v,, ..., aber
auch Null sein kbonen. Dies beruht darauf, dass
(2) 0K Y + @ty =y,
falls W< g und » > 0, v > 0.
Denn nach (8), § 14 ist
o'y 4 @4y = ot (V- ar—E ),
und nach Satz E, § 15 ’
v - oty = ot y,
Es konnen daher in einem Aggregate von der Form
...+M’y’+mﬂy+...
alle Glieder fortgelassen werden, denen nach rechts hin Glieder htheren

Grades in @ folgen. Dies Verfahren kann so lange fortgesetzt werden,
bis die in (1) gegebene Form erreicht ist. Wir heben noch hervor, dass

3) oty + oty = ot (v4-7).
Vergleichen wir nun die Zahl ¢ mit einer Zahl ¥ derselben Art
) b= a'e+ @' le -+ @
Sind g und 24 verschieden und etwa w < 4, so haben wir nach (2)
=19
daher »F ’
e <.

Mathematische Annalen, IL. 16
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Sind g=4, v, und g, verschieden, und etwa v, < ¢, so ist nach (2)
o+ (ml(g‘,-—»v(,) +ot e+ -4 Qﬂ) =,
daher auch
Ist endlich

p=2, Vy==0y V¥ =20;...%1=Qs-1, O Y,
dagegen v, von @, verschieden und etwa v, < 0,, so ist nach (2)

@ + (0% (@a—vs) + @ g1+ - - - F 0u) =¥,
daher wieder

o < P

p < 7.
Wir sehen also, dass nur bei volliger Identitit der Ausdriicke ¢
und ¥ die durch sie dargestellten Zahlen gleich sein kdnnen.
Die Addition von ¢ und 9 fiihrt zu folgendem Resultat:
1) ist g < 4, so ist, wie schon oben bemerkt wurde,
o+ ¢=19.
2) Ist ¢ = 4, so hat man
9 + ¥ = ' (Ut + oo+ - - + 02
3) Ist w > 4, so hat man
@+ =k, oty o @ty - @ (V2 9p)
+ ot to 4o+ @
Um die Multiplication von @ und ¥ auszufithren, bemerken wir, dass,
wenn g eine endliche von Null verschiedene Zahl ist, die Formel besteht:
(5) Qo =0tv 0+ o1y 4 - - v,
Sie ergiebt sich leicht durch Ausfihrung der aus ¢ Gliedern bestehen-

den Summe ¢ + @+ - -- 4 @.
Durch wiederholte Anwendung des Satzes G, § 15 erbilt man

ferner, unter Beriicksichtigung von F, § 15

(6) po = art,
daher aueh
%) @ ot = @#tt,

Nach dem distributiven Gesetze [(8), § 14] ist
oy =gate,+ 9o le + -+ @01+ peu.
Die Formeln (4), (5) und (7) liefern daber folgendes Resultat:
1) Ist 9)_=0, =11 hat man
PP = artig, | orti-lg A ... L ortle, , = arip.
2) Ist g; nicht — 0, so ist
oY ==aitig,t oitile I - -+ et o+ @ty
+my-1wl+. IR ok
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Zu einer bemerkenswerthen Zerlegung der Zahlen @ kommen wir
auf folgende Weise: Es sei
(8) @ = oy + x4 o @ Cx,,
wo
B> > > > e 20
und %, %, ...%, von Null verschiedene endliche Zahlen sind. Wir
haben dann

@ = (0", 4 0y + - -+ + 0" 5,) (@ %y 4 1).
Durch wiederholte Anwendung dieser Formel erhalten wir
P == 0" %, (m#fz——l“ﬂ'z A1 1) (@2~ #e— o—g )-.. (a¥ %, 1).
Nun ist aber
o*x 4 1= (04 1)x,
falls % eine von Null verschiedene endliche Zahl ist, daher:

(9) 9= e %‘(mug—r-ﬂc 4+ 1) Ko (co”"'z —fy -+ 1) o o

oo (@4 - g
Die hier vorkommenden Factoren w* 4 1 sind simmtlich unzerlegbar,
und es lisst sich eine Zahl ¢ in dieser Productform nur auf eine
eimzige Weise darstellen. Ist p, =0, so ist @ von der ersten Art,
in allen anderen Fillen von der szweifen Art.

Die scheinbare Abweichung der Formeln dieses Paragraphen von
denjenigan, welche bereits in Bd. XXI, pag. 585 (Grundl. pag. 41) ge-
geben wurden, hingt nur mit der verinderten Schreibweise des Pro-
ductes zweier Zahlen zusammen, da wir nun den Multiplicanduos links,
den Multiplicator rechts setzen, damals jedoch die entgegengesetzte
Regel befolgten.

§ 18.
Die Potenz 4* im Gebiete der zweiten Zahlenclasse,

Es sei £ eine Verinderliche, deren Gebiet aus den Zahlen der
ersten und zweiten Zahlenclasse mit Einschluss der O besteht. y und 0
seien zwel demselben Gebiete angehbrige Constanten und zwar

a>0, y>1.

Wir konnen dann folgenden Satz begriinden:

A, ,,Es giebt eine einzige, villig bestimmle eindeutige Fumction
f(&) der Verimderlichen &, welche folgende Bedingungen erfiillt:

1) f(0)=a4.

2; {S.(mzi & und & zwei beliehige Werthe von &, und st

S

&) <fE).

so st

15*
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.

3) Fiir jeden Werth von § ist
fE+D) =rE7r.
4) Ist {£,} eine belichige Fundamentalreihe, so ist auch {7 (%)}
eine solche und hat man
£==Lim§&,,
so 4t ’
(6 = Lim f(5)

Beweis. Nach 1) und 3) haben wir
fQ1) =3y, f(2) =dyy, f(3) = d7yy, .
und man hat, wegen d > 0, y > 1
FH<fA<IB) < <fl) <flo+1),-- -

Somit ist die Function f(§) fiir das Gebiet § < o vollig bestimmt.

Nehmen wir nun an, es stehe der Satz fest fiir alle Werthe von ,
die < « sind, wo @ irgend eine Zahl der zweiten Zahlenclasse ist,
so ist er auch giiltig fir £ < ¢. Denn ist & von der ersten Art, so

folgt aus 3):

fle) =fle)y > fle);
es sind also auch die Bedingungen 2), 3), 4) fir § < « erfiilllt. Ist
aber « von der zweiten Art und {e,} eine Fundamentalreihe derart,
dass Lim &, = «, so folgt aus 2), dass auch { f(e,)} eine Fundamental-

reihe ist, und aus 4), dass f(«) = Lim f(«,). Nimmt man eine andere
Fundamentalreihe {,'} derart, dass Lim @,” = e, so sind wegen 2)
¥

die beiden Fundamentalreihen {f(e,)} und {f(e))} zusammengehdrig;
es ist daher auch f(a) = Lim f(a,). Der Werth f(«) ist also auch

in diesem Falle eindeutig bestimms.

Ist & irgend eine Zahl < «, so iiberzeugt -man sich leicht, dass
f{&) < f(e). Es sind also die Bedingungen 2), 3), 4) auch fir
£ Z « exfiillt. Daraus folgt die Giiltigkeit des Satzes fiir alle Werthe
von E.

Denn gibe es Aunsnahmewerthe von §, fiir welche er nicht be-
stinde, so miisste nach Satz B, § 16 einer dersclben, wir nennen
ibn «, der kleinste sein. Es wire dann der Satz giiltig fir £ < «,
nicht aber fiir £ < «, was mit dem soeben Bewiesenen in Widerspruch
stehen wiirde.

Es giebt daher fiir das ganze Gebiet von £ eime und nur eine
Function f(£), welche die Bedingungen 1) bis 4) erfiillt.
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Legt man der Constanten 0 den Werth 1 bei, und wird alsdann

die Function f(§) mit y

bezeichnet, so konnen wir folgenden Satz formulirven:

B. ,,Ist y eine belicbige der evsten oder zweiten Zahlenclasse angehorige
Constante > 1, so gicbt es eine ganz bestimmite Function v von &, so dass

1) 2 =1.

2) Wenn & < &7, so ist ¥ < ¥

3) Fiir jeden Werth von § ist y5 = yiy,

4) Ist {&,) eine Fundamentalreihe, so ist auch {ys"} eine solche,
und man hat, falls £ = Lim &, auch

¥

75 = Lim yEw‘u
¥

Wir kdnnen aber auch den Satz aussprechen:
C. ,Ist f(§) die in Satz A charakierisirte Function von &, so ist
7{§) =095
Beweis. Im Hinblick auf (24), § 14 iiberzeugt man sich leicht,
dass die Function 8% nicht nur den Bedingungen 1), 2), 3) des Satzes A,
sondern auch der Bedingung 4) desselben geniigt. Wegen der Einzig-
keit der Function f(§) muss sie daher mit 85 identisch sein.
D. ,Sind e und B zwei beliebige Zahlen der ersten oder zweiten
Zahlenclasse mit Finschluss der O, so ist
pott = prph K
Beweis. Wir betrachten die Function @(&) = y=H,
Im Hinblick darauf, dass nach Formel (23), § 14

Lim (a + g,) == O + Lim gv)

erkennen wir, dass @(£) folgende vier Bedingungen erfiillt:
1) g(0) ="
2) Wenn £ < &, so ist (&) < @(§).
3) Fir jeden Werth von & ist @(E+1) = @(£)y.
4) Ist {&,} eine Fundamentalrethe derart, dass Lim §, = &, so ist

9(5) = Lim (5.
Nach Satz C ist daher, § = p* gesetzt,
p(§) = y*9*.
Setzen wir hierin £ = g, so folgt
Yol o8 G

E. ,,8ind « und B 2wei belichige Zahlen der ersten oder sweiten
Zahlenclasse mit Fimschluss der 0, so ist

?aﬁ == (y“)ﬁ R
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Beweis, Betrachten wir die Funetion ¢ () = y%¢ und bemerken,
dass nach (24), § 14 stets Lim af, = « Lim £,, so kbnnen wir auf

Grund des Satzes D Folgendes behaupten:

1) 2(0) = 1.

2) Wenn & < &7, so ist (&) < ¢ (E").

3) Fiir jeden Werth von & ist 9 (§41) = 9 (E)p°.

4) Ist {£,} eine Fundamentalreihe, so ist auch {#(&,)} eine solche
und man hat, falls £ = Lim §,, auch #(§) = Lim 9(,).

Man hat daher nach Satz C, wenn darin 6 =1 und ¢* fir p
gesetzt wird:
v =¥ —

Ueber die Grisse von 9% im Vergleich mit § lasst sich der folgende
Satz aussprechen:
F. ,JIst y > 1, so hat man fir jeden Werth von &
75 g g.u
Beweis. In den Fillen £ = 0 und § = 1 leuchtet der Satz un-
mittelbar ein. Wir zeigen nun, dass, wenn er fiir alle Werthe von §
gilt, die kleiner sind als eine gegebene Zahl ¢ > 1, er auch fiir
£ == ¢ richtig ist.
Ist & von der ersten Art, so ist vorausgesetztermassen
o <8y
daher auch B
Gy yuy=19%

el X T ENCEVE
Da sowohl ¢, wie y — 1 mindestens =1 sind und ¢, 4 1 = & ist,
so folgt

mithin

y»=a.
Ist dagegen « von der zweifen Art und zwar ,
& == Lim a,,

so ist, wegen &, < a, der Voraussetzung gemiiss

o, < 9%
daher auch =7
Lim & < Lim 9%,
d. h. ’
o< 9o,
Wiirde es nun Werthe von £ geben, fiir welche
E> 95,

so miisste unter ihnen nach Saiz B, § 16 einer der Kleinste sein;. wird
dieser mit & bezeichnet, so hitte man fiir £ < «
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E<H,

o > %,
was dem vorhin Bewiesenon widerspricht. Somit haben wir fiir alle
Werthe von £

¥ >k

dagegen

§ 19.
Die Normalform der Zahlen der zweiten Zahlenclasse.

Es sei « irgend eine Zahl der zweiten Zahlenclasse. Die Potenz
@f wird fiir hinreichend grosse Werthe von § grosser als «. Dies ist
nach Satz F, § 18 stets der Fall fiir § > «, im Allgemeinen wird es
aber auch schon fiir kleinere Werthe von £ einireten.

Nach Satz B, § 16 muss unter den Werthen von £, fiir welche

wf>ea

einer der kleinsfe sein; wir nennen ihn § und itiberzeugen uns leicht,
dass er nicht eine Zahl der zweifen Art sein kann. Widre nimlich

B = Lim 8,
so hiitte man, da 8, < 8,
mpv i a’
daher auch
Lim o™ Z a.
Es wire also _
FZa,
wihrend doch
wf > «.

Also ist B von der ersten Art. Wir bezeichnen §; mit &, so
dass B =&, 1, und konnen daher behaupten, dass es eine villig
bestimmie Zahl &, der ersten oder sweiten Zahlenclasse giebt, welche die
beiden Bedingungen erfillé:

6))] o<, %>
Aus der zweiten Bedingung schliessen wir, dass wnick fir alle
endlichen Zahlwerthe von v
avr < e,
da sonst auch Lim %y = a®%n < o wire.
14
Die kleinste endliche Zahl v fir welche
a%y > o,
bezeichnen wir mit %, 4 1. Wegen (1) ist %, > 0.
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Es giebt also auch eine villig bestimmie Zahl x, der ersten Zahlen-
classe, so dass

2) o%x, < o, o%(2,+1) > e
ist. Setzen wir & — w%x, = o', so haben wir
(3} o= @%x, | o

und

4) 0L < am, 0<% < 03,

Es lisst sich aber a nur anf eine einzige Weise unter den Bedingungen
(4) in der Form (3) darstellen. Denn aus (3) und (4) folgen riickwirts
zundchst die Bedingungen (2) und daraus die Bedingungen (1).

Den Bedingungen (1) geniigt aber nur die Zahl e == f_,, und
durch die Bedingungen (2) ist die endliche Zahl %, eindeutig bestimmt.
Aus (1) und (4) folgt noch mit Riicksicht auf Satz F, § 18, dass
(5) o <ea o
Wir kbonnen daher die Richtigkeit des folgenden Satzes behaupten:

A. Jede Zahl o der zweiten Zahlenclasse lisst sich, wnd zwar
qur ouf eine einzige Weise auf die Form bringen:
o == 0% xy | o,
50 dass
I <%, 0<% <o
o ist emmer kleiner als o, dagegense, kleiner oder gleich o.
Ist o eine Zahl der zweifen Zahlenclasse, so ldsst sich auch auf
sie der Satz A anwenden und wir haben
5) o = o%u 4+ o
<" <, 0<% <w,
und es ist
o < a,, o < .
Im Allgemeinen erhalten wir eine weitere Folge analoger Glei-
chungen:
() o = oy o,
" o = 0% 1y -} &,
Diese Folge kann aber wicht unendlich sein, sie muss nothwendig

abbrechen.
Denn die Zablen &, &, &”,. .. nehmen ihrer Grésse nach ab, es ist

I

e>e >a >a”,
Wire eine Reihe von abnehmenden transfiniten Zahlen unendlich,
so wiirde kein Glied derselben das kleinste sein; dies ist nach Satz B,
§ 16 unmoglich. Bs muss daber fiir einen gewissen endlichen Zahlwert 7
et =
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sein. Verbinden wir nun die Gleichungen (3), (5), (6), (7) mit einan-
der, so erhallen wir den Satz:

B. ,Jede Zahl « der zweiten Zahlenclasse lisst sich, und zwar
nur auf eine einzige Weise in der Form darstellen

o= o™y 0%k -t 07,
WO ey, &y, ... & Zahlen der ersten oder zweiten Zohlenclasse sind,
welche den Bedingungen geniigen:
Gy >0y > 0> > 20
wWElwend %y, %y; - « - %2, 7 + 1 von Null verschiedene Zahlen der ersten
Zahlenclasse sind.

Die hier nachgewiesene Form der Zahlen der zweiten Zahlenclasse
wollen wir ihre Normalform nemmen; «, heisse der ,Grad, «. der
7FEaponent’ von a; fiir ¢ = 0 sind Grad und Exponent einander gleich.

Je nachdem der Exponent e, gleich oder grisser als 0, ist « eine
Zahl der ersten oder der sweiten Ari,

Nehmen wir eine andere Zahl 8 in der Normalform:

(8) ﬁ=mﬁ°lo+m&l1+“'+mp"‘-a-

Sowohl zum Vergleich von « mit 8, wie auch zur Ausfithrung ihrer
Summe und Differenz, dienen die Formeln:

(9) a% ¥ + &% = oY (%'} x),

(10) % % 0% = 0¥y, o <&

%, %, %" haben hier die Bedeutung endlicher Zahlen.

Es sind dies Verallgemeinerungen der Formeln (2) und (3), § 17.

Fiir die Bildung des Products ¢ kommen die folgenden Formeln
in Betracht:

(11 el = a%n A+ 0% 4 - F 0%, 0<1i<o,
(12) 0w == @t
(13) ewlf = p%t¥, f >0.

Die Potenzirung af ist leicht ausfithrbar auf Grund der folgenden
Formeln :
(14) =%y .., O0<Ai< 0.
Die auf der Rechten hinznkommenden Glieder haben niederen Grad
als das erste. Hieraus folgt leicht, dass die Fundamentalreihen {al}
und {@*%*} zusammengehorig sind, so dass

(15) o = 0%, o, >0.
Daber ist auch in Folge des Satzes E, § 18:
(16) a = gt | 2> 0, §>0.

Mit Hiilfe dieser Formeln lassen sich folgende Sitze bewsisen:
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C. ,,Sind die ersten Glieder o% x,, wb i, der Normalformen der
beiden Zahlen o und B wicht gleich, so ist « Kleiner oder grisser
als B, je nachdem w* x, kleiner oder grosser als wfo X, ist. Hat man
aber

0%k, =01, 0% x =01, ... 0% =acl,
und ist @®eHxyy; kleiner oder grisser als wfeld,.,, so ist auch o ent-
sprechend Fleiner oder grisser als §.4

D. ,Ist der Grad o, von & kleiner als der Grad B, von B, so ist

, o+ f=8.
Ist ey = B,, so ist

a4 = m&("o‘f“;o) + &"ﬁ}q R o o 0’7 2,.
Ist aber
o > Boy & > By, .4 2 By, tors < By,

so ist
&+ B=0%%+ -+ 0%x+ ol a2, 4 - ofor,
E. ,Ist B von der zweiten Ari (85 > 0), so ist
af = marl-ﬂulo + m%—i-ﬂzli 4.4 ﬁia"+ﬁ"7a,.—.—. w™8;
ist aber B von der .ersiten Art (fq=0), so ist
af = @™l ;- oA o "), + 0% %,
+ o0®uy 4 - - - 0%, K
F. Ist 8 von der zweiten Art (Bs > 0), so ist
of == P,
st aber B von der ersten Art (f,=0) und z2war = f -+ 4,, wo §
von der zweiten Art ist, so hat man:
of = w""'g’a‘z".“
G. Jede Zahl o der zweiten Zahlenclasse lisst sich wnd swar vur
auf eine einzige Weise in der Productform darstellen:
o= a"u (0" 1) 2,y (0* 1) %s - - - (@ 1) 2%,
und es st
Vo == Czy ¥y = Up1 ~ CUgy Yo == Oy~ lziy o o« Pp == 0y — &,
wiikwend %y, %,, - . . %, dieselbe Bedeutung wie in der Normalform haben.
Die Factoren ¥ 4 1 sind alle umzerlegbar®
H. ,Jede der sweiten Zahlenclasse angehirige Zahl o zweiter Art
liisst sich und zwar nwur auf cine Weise in der Form
o = @ o
darstellen, wo y, > O und o eine der ersten oder zweiten Zaklenclasse
angehirige Zahl erster Art ist.*
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I ,Damit zwei Zahlen o und B der 2weiten Zahlenclasse die

Relation
¢etBf=f+¢
erfiillen, st es nothwendig und hinreichend, dass sie die Form haben
a=yu, Pp=jpn,
wo u und v Zghlen der ersten Zahlenclasse sind.*

K. ,,Dawmit zwei Zahlen o und § der 2weiten Zahlenclasse, welche
beide von der ersten Art sind, die Relation

aff = fa
erfiillen, ist es nothwendig und hinreichend, dass sie die Form haben
@ =pt, B =,

wo p und v Zahlen der ersten Zahlenclasse sind.“

Um die Tragweite der nachgewiesenen Normalform und der mit
ibr unmittelbar zusammenhéngenden Productform der Zaklen der zweiten
Zahlenclasse zu exemplificiren, mogen die sich darauf griindenden
Beweise der beiden letzten Sitze I und K hier folgen.

Aus der Annahme

atp=B+e
schliessen wir zuniichst, dass der Grad «, von & dem Grade 8, von f#
gleich sein muss. Denn wire etwa a, < f,, so hitte man, nach

Satz D,
a4 f=
daher anch p=¢
B4a=4§,
was nicht mbglich ist, da [(2) § 14]
B+a> 8.

Wir kdénnen daher setzen

w=onptd, p=onvtf,
wo die Grade der Zahlen o und §' kleiner sind als «,, # und » end-
liche von O verschiedene Zahlen sind.
Nach Satz D ist nun

¢t f=o%@+r)+f, Bfte=o%@+tr)+d,

%o (p +2) + f = o (s +17) + &.
Wegen Satz D, § 14 ist daher

.also

g = e

Somit haben wir

¢=a%y 4o, pf=o%vid
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und wenn
©% - o ==y
gesetzt wird, nach (11):
a=pp, p=yv.
Setzen wir andrerseits zwei der zweiten Zahlenclasse zugehirige Zahlen
der ersten Art o« und f voraus, welche die Bedingung
eff = fu
erfiillen und nehmen an, dass
‘ e >f.

Wir denken uns nach Satz G beide Zahlen in ihrer Productform

und es sel

a=2dd, p=2p,
wo o und ' ohne gemeinsamen linksseitigen Endfactor (ausser 1) seien.
Man hat alsdann
o> p
a8 =pod.

Alle hier und im Weiteren vorkommenden Zahlen sind von der ersten
Art, weil dies von « und § vorausgesetzt wurde.

Die letzte Gleichung Iisst zunichst (im Hinblick auf Satz G)
erkennen, dass o und § mnicht beide transfinit sein kénnen, weil
ihnen in diesem Falle ein gemeinsamer linksseitiger Endfactor anhaften
wiirde. Auch kbnnen sie nicht beide endlich sein; denn es wire als-
dann § transfinit und, wenn % der endliche linksseitige Endfactor von
& ist, so miisste

und

o= fx,

o =f
sein. Ks bleibt also nur die Moglichkeit, dass
>, f<o.
Die endliche Zahl 8 muss aber 1 sein:
=1,
weil sie sonst in dem endlichen linksseitigen Endfactor von o als

Theil enthalien wire.
Wir kommen zu dem Resultat, dass g = &, folglich

a=fd,
wo & eine der zweiten Zahlenclasse angehorige Zahl der ersten Art
ist, die kleiner als « sein muss:
o < e.
Zwischen o und B besteht die Relation
o f=fa.

daher aueh
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Ist daker auch ¢ > B8, so schliesst man in derselben Weise anf
die Existenz einer transfiniten Zahl erster Art a” < &, so dass

¢ =fd, «'B=4fd".
falls auch «” noch > B, existirt eine ebensolche Zahl & < a”,
so dass
o = fo, o' =pa",
u. 8. W.
Die Reihe abnehmender Zablen «, &, o, &, . . . muss nach
Satz B, § 16 abbrechen. Es wird daher fiir einen bestimmten endlichen

Index ¢, w<p
LA L

sein. Ist
aled = § ’

o= feti, =4
der Satz K wire dann bewiesen, und man hitte

y=8, g=9 +1, v=1.
«@) < B,

@ = ﬁl

a=fep, BB =pB, B <8B.
Daher giebt es auch eine endliche Zahl @,, so dass

ﬁ=ﬁ€’ﬁz: B 8. =5zﬁu 6, < ﬁt-

Im Allgemeinen hat man apalog:
Br =888, B.Bs=BsB,, B:<B:
u 8. w.

Auch die Reihe abnehmender Zahlen 8,, 8,, 8, ... muss nach
Satz B, § 16 abbrechen.
Es existirt daher eine endliche Zahl %, so dass

5"__! — ﬁ?x .
B.=y

so hat man

Ist aber
80 setzen wir

und haben

Setzen wir

80 ist
o=y, =1,
wo g uund » Zahler und Nenner des Kettenbruchs
b 1
v o + ot -, 1

Qx
sind.
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§ 20,
Die =Zahlen der zweiten Zahlenclasse.

Der Grad «, einer Zahl « ist, wie aus der Normalform
1) e=o%gtouu -, gg>a> 5 0<n, <0

im Hinblick auf Satz F, § 18 sofort einleuchtet, niemals grosser
als «; es fragt sich aber, ob es nicht Zahlen « giebt, fiir welche
Gy == o ist.

Jedenfalls miisste sich in einem solechen Falle die Normalform
von o« auf das erste Glied reduciren und dieses = ¢ sein, d. b. es
miisste ¢ Wurzel der Gleichung

@) of=§
sein. Andrerseits wiirde jede Wurzel & dieser Gleichung zur Normal-
form * haben; ihr Grad wire ihr selbst gleich.

Die Zahlen der zweiten Zahlenclasse, die ihrem Grade gleich sind,
stimmen also durchaus tiberein mit den Wurzeln der Gleichung (2).
Es ist unsere Aufgabe, diese Wurzeln in ihrer Gesammtheit zu be-
stimmen. Um sie von allen iibrigen Zahlen zu unterscheiden, nennex
wir sie die ,&-Zahlen der zweiten Zahlenclasset.

Dass es aber solche &Zahlen giebt, geht aus folgendem Satze
hervor:

A, | Isty irgend eime, der Gleichung (2) nicht geniigende Zahl der
ersten oder zweiten Zahlenclasse, so bestimmt sie eine Fundamentalreihe
{y } durch die Gleichungen

.

=0, pp=o .p=a"1,...
Die Grenze Lim y, = E(y) dieser Fundamentalreihe ist stets eine s-Zahl.“
k4

Beweis. Da y keine s-Zahl ist, so ist @¥ > p, d. h. ;. > 7.
Nach Satz B, § 18 ist daher auch o > @?, d. h. p, > ¥, und in der-
selben Weise folgt, dass y, >, u. s. w. Die Reihe {y,] ist somit
eine Fundamentalreihe. Ihre Grenze, die eine Function von y ist,
nennen wir E(y) und haben:

oF? = Li,m ol = Liil'n Voir = E(p).

E(y) ist daher eine s-Zahl —
B. ,Die Zahl &, = E(1) = Lim ey, wo

(0,=m, mzamwl’ m3=mmz""wv=ﬁ’%_1’..,

st die kleinste von allen &-Zahlen.”
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Beweis. Sel & irgend eine &-Zakl, so dass
0¥ =&,
Da &> w, so ist @ > av, d. h. & > @,. Hierans folgt ebenso

o > o, d h &> 0, u s W
Wir haben allgemein

daher

&> 0,
& > Lin a,,
d. h
§2 8.
Es ist also &, == E(1) die kleinste von allen &-Zahlen.
C. ,Ist & irgend eine &-Zakl, & die ndchsigrossere e-Zahl und y
wrgend eine zwischen beiden liegende Zahl

8’ < ? < 8”
so tst E(p) == &%
Beweis, Aus
8’ < y < El/
folgt
of <ot < 0¥,
d. h.

<y <&
Hieraus schliessen wir ebenso
<y <&
u. 8. w. Wir haben allgemein
<y < &,
< E@)L7.

E(p) ist nach Satz A eine &-Zahl. Da & die auf & der Grosse nach
nichstfolgende &-Zahl ist, so kann nicht E(p) < & sein, und es muss
daher

daher

, E@p)=+¢
sein, —

Da &4 1 schon aus dem Grunde keine &Zahl ist, weil alle
&Zahlen, wie aus der Definitionsgleichung & — wé folgt, von der
zweiten Art sind, so ist & -} 1 sicherlich kleiner als s” und wir haben
daher folgenden Satz:

D. ,Ist & irgend eime e-Zahl, so ist B(£ 1) die nichstgrissere
&-Zahl“

Auf die Kleinste &Zahl 5, folgt also die nichstgrissere, die wir

& nennen,
8= E(5+1)
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auf diese die nichsigrbssere
& = E(z+1)

u, 5. W.
Allgemein haben wir fiir die der Grésse nach (v--1)© e-Zahl die
Recursionsformel

3) & = BE(&y+ 1).
Dass aber die unendliche Reihe

£gy Epa v s Enyonn
keineswegs die Gesammtheit aller &-Zahlen umfasst, geht aus folgen-
dem Satze hervor:
B JIst & &, &, ... irgend cine unendliche Reihe von &Zahlen
derart, dass
8<8'<8"...5("}<E("’+1),...
so ist auch Lim 0 eine e-Zahl und zwar die auf alle & der Grisse

nach ndchstfolgende &-Zahl.“

Beweis.

Lim &
[ = Lim 0*® = Lim ®.

L4 4

Dass aber Lim & die auf alle ¢ der Grdsse nach ndichstfolgende e-Zahl
ist , geht darans hervor, dass Lim & die auf alle £® der Grosse nach

néichstfolgende Zahl der sweiten Zahlenclasse ist.

F. ,,Die Gesammitheit aller e-Zahlen der zweiten Zahlenclasse bildet
m threr Grissenordnung eime wohlgeordnete Menge vom Typus Q der
n shrer Grossenordnung aufgefassten zweiten Zahlenclasse und hat daher
die Michtigkeit Alef-eins.

Beweis, Die Gesammtheit aller &-Zahlen der zweiten Zahlenclasse
bildet nach Satz C, § 16 in ibrer Grossenordnung eine wohlgeordnete
Menge:

4) €y S3 e s Exynes Sy Eaflote s - Ealyn e
deren Bildungsgesetz in den Sitzen D und E ausgesprochen liegt.

Wiirde nun der Index ¢ nicht alle Zahlen der zweiten Zahlen-
classe durchlanfen, so miisste es eine kleinste Zahl « geben, die er
nicht erreicht. Dies widerspriiche aber dem Satze D, wenn o« von der
ersten Art und dem Satze E, wenn « von der zweiten Art wire. Es
nimmt daher ¢ alle Zahlwerthe der zweiten Zahlenclasse an.

Bezeichnen wir den Typus der zweiten Zahlenclasse mit Q, so ist

der Typus von (4)
o+ Q=0+ 0} (Q—o?);
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da aber @ 4 @? = @?, so folgt hieraus

[ + Q= Q.
Daher ist auch

m+Q=§=Ri.

G. ,Ist ¢ trgend cine s-Zohl und « cine beliebige Zahl der ersten
oder zweiten Zahlenclasse, die kleiner ist als &:

o < &,
so geniigt & den drei Gleichungen:
«tE=¢g, az=g, @t==g

Beweis. Ist o, der Grad von «, so ist ¢, < @, daher ist wegen
a < & auch ¢, << &. Der Grad von &= @* ist aber &; es hat also
« einen kleineren Grad als ¢, mithin ist nach Satz D, § 19

[ + &€= g,
daher auch

oy - e ===.
Andrerseits haben wir nach Formel (13), § 19

ge= 06" == A%t = @* = &,
und daher auch
oy =g,

Endlich ist im Hinblick auf Formel (16), § 19

&t = am! = m%w! === % = O == &.

H. ,,Ist « irgend eine Zahl der sweiten Zahlenclasse, so hat die
Gleichung
of = £

keine anderen Wurzeln als die &-Zahlen, welche grisser sind als a.
Beweis. Sei f eine Wurzel der Gleichung

of =§,
o =g,
so folgt zunichst aus dieser Formel, dass
B> .
Andrerseits muss 8 von der zweiten Art sein, da sonst
af > B
wire. Wir haben daher nach Satz F, § 19

af = o%F,

also

mithin
ﬁ‘]“oﬁ = ﬂ .
Mathematische Annalen, IL. 17
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Es ist nach Satz F, § 19

of > a,
daher < %b;
B = ap.
Es kann aber nicht g8 > «,f8 sein; daher ist
. o f =24,
und mithin
0f = §.

B ist also eine &-Zabl, die grisser ist als a.
Halle, Mirz 1897,




