
Zur Theorie  der R iemgnn ' schen  Fune t ionen  zwei ter  Ordnung  
mig vier Verzwe igungspunk ten .  

Von 

KARL I~lint~ i n  Mf inehen .  

Die G auss ' sche  hypergeometrisehe Reihe ist in mehrfaeher Rich- 
~ut~g verallgcmeiner~ worden. Man bat entweder die Zahl der Para- 
meter ~ermehr~ und ist so auf Funetionen gekommen, welche linearen 
Differentialgleichungen der dritten oder hSheren Ordnung gentigen, 
odor man hat, wie He ine ,  ExponentialgrSssen an Stelle der ursprting- 
lichen E/emente eingef~ihrt, wodurch Funetionen definirt werden, dig 
lineare Difl'erenzengleichungen zweiLer Ordnung befriedigen. Endlich 
hat man mehrere unabhSngige Ver:~nderliche stat~ des vierten Elementes 
eingeftihrt and zugleich die Zahl der Parameter erhSht, wie dies yon 
tIerrn A p pe l l  geschehen ist. Die so entstehenden Functionen gen~igen 
linearen partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung. Ich babe 
im Folgenden Ri e m a n n 'sche Funetionen mit vier Verzweigungspunkten 
eingehender uutersucht, welehe in die G au s s' schen hypergeometrischen 
Fnnctionen degcneriren, wenn zwei Verzweigungspunkte zusammen- 
fallen und zugleich ein gewisser Parameter einen besonderen Werth 
erhSlt. Da die sogenannten Lumd'schen  Functionen and verschiedene 
andere in der mathematischen Physik vorkommende tLeihen specielle 
FSlle der hier behandelten Functionen sind, so habe ieh, in l~[icksicht 
auf solche Anwendungen, eine bestimmte Reihe ~(a ,  q; ix, fl, 7, ~; x), 
welche far a ~ i und ~ ~ 1 in die Gauss ' sche  Reihe _F(c~, fl, 7, x) 
degenerirt, als Grundfbrm angenommen. Durch diese Reihe und ihre 
erste Abteitung lassen sich alle I~ i e m a nn ' s e he n  Funetionen zweiter 
Ordnung mit vier Verzweigungspunkten linear mit rationalen Coef- 
ficienten ausdrticken. Gleichungen, welehe den G au ss 'schen relationes 
inter functiones contiguas entsprechen, existiren fiir die Function 
F(a, q; a, fl, 7, 8; x), so lange die Parameter allgemein bleiben, nicht. 

Die Fortsetzung der vorliegenden Arbeit wird die Beziehungen 
eingehend entwickeln, welche zwisehen der Gruppe und den zugehSrigen 
Differentialgleiehungen bestehen. 

:Mathemati~r Artaalen. XXXIII, 11 
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5.  

E~ru]mmg der Rie~an~'sclmn Fanctionen zweiter Ordnung mit vier 
Ver~weigungspuakten. - -  Normalgleichung. 

Die drei endiichen Verzwei~mngspunkte einer mehrwerthigen Func- 
tion y der maabh~gigen Verfinderlichen x seien ~l ~ ~z, ~3- Es werde 
ferner angenommen der unendlich ferne Panl~ ~ sei gleichfalls eine 
Verzweigtmgsstelle. Zu dem Punkte ~. ( i ~ 1 ,  2, 3, 4) sollen zwei, linear 
unabhkagige Fundamentalzweige y~i, ysl gehSren. Nach einem voll- 
st~ndigen positiven Umlauf der unabh~n~gen Ver~aderlichen um den 

i i 

Punkt ~ gehe yj, in y~, und g~, in y-2, (~ ~ i )  fiber. So]] nun die 
Function y als eine zweifach linear verknflpf~e eharak~erisir~ sein~ 
dann ist 

(1) ~1, = ~i',' ~1, + bi?y~, ~ d  ~ ,  ~-  b~' y~, + b?~y~, 
wo die Coefficienten b gewisse constante Wert~e haben. Da zwischea 
je drei Zweigen eine dreigtiedrige homogene lineaxe Relation mit con- 
stanten Coefficienten bestehen soll, so ist auch 

Sind nun w~ ~), w~(2) (i ~ 1, 2, 3, 4) die Wurzeln der quadratisehen 
Glelchungen 

hi'2 - ~ , ,  b(~, ) ] 
(3) t -~ 0, 

~ti)~,2i ~ b(2)2i ~ W i  t i 
dannis t  

Yzi ~ Wl 0") " Yll t rod Y2i ~ w,  (2) Y2o 
worm 

w~ (t) ~ wi  (2). 

Die Zweige y~ und y~ lassen sich also dars~ellen in der Form 

wo 

~ log w,-o). ~ ~ ~ log wiO), ~ ~ 2 = ~ / ~  

~ ( x - - ~ )  un di~. ) (x~-)  siad Potenzreihen des Elementes x -- ~ ,  die 
ffir x ~ ~ einea yon Null verschiedenen Werth haben. Aus dieter 
Damtellang folgt, dass die Function y der lbaeaxen Differentialglei- 
chung zweiter Orduung 

(5) (~--~,)'-(x- ~)~@- ~)'- �9 ~ ,  [~]. ~ 

-{-(x--~,)(x--~)(x--~)..F, [h.ov2]. ~--}-  2~o [h - ] -4 ] .y=O"  
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gea%-,t, wo zur Abkiirzung h == 2 - - ~  (gu q- ~ )  g a ~ t  ist uud wo 

~0, ~ ,  F :  gaaze rationale Fa~ctioaea voa x bedeuten, de r~  Grade 
in den heigeffig~en Klammern aagegeben gia& F~" dea b~soa- 
deren Fall h .ffi 0 nimmt die G leichuag (5) die b~dmrate F uc h s'scho 

r d*u dst 
. d-~--d r r (x) F,  [2] . da: -.~ F~[4] - y , ~  0, (~) 

wo 

u~d 

ist. 
Da sich nun im Allgemeiaea dne Function y. ffir welche h > 0 

ist~ durch eiae aadere and derea Derivirf~ rational au~dr/tckea l~st~)~ 
ffir welehe h ~ 0 ist, so g~figt  es die dureh die Gleiehung (6) defiair~n 
g~actionen zu betrachten. Lasoweit due solche Fuactioa dutch die 
Gr'Sssea g,~, ~ .  determi~firt ist, bezeiehnea wit diesdb~ dutch da~ 
Symbol 

' Z 

Alsdann ist 

C7) 
0 , 0 , 0 . , ~ . + ~ ) . l .  

a 

J 
Hieraus sehiiesst man, dass eine Function y,  welche der Differeu~- 
ghiehuag (6) gen~gt, stets auf eine andere zur~tckgef~hrt werdea 
kann, wetche durch vier yon einander unab ~l~ngige Vc~zweigang~ 
indices bestimmt i~t~ 

*) ~a~ vergL meiae &bha~dlang ,,Zur Theorie tier mehrcerthigen, meht- 
linear vetkn~pi~ea Fm~ctionen" in d~s Act. ]~them. t. X[, pag. 1 0 6 .  

1I e 



Die .de~rm--inirenden u Gleichungen ffir die Differentialgleichung 
(6) stud ~ k s n n ~ h  
(a) zOt--1)~'(~7- + z~'(~,,) - F,(~,) + F~(~,) -= o 

i--.~ 1~ 2, 3 
und 

(b) a ( ~ . + , ) - -  a - [ - , ~ - - ]  + L = J ~ ,  = 0. 
Arm Gleichm~g (a) fol~ 

F,(~,) = ,'(~.)[1 - - ~ , - - & , ]  ,~,a F,(~ 3 = *'(~,y - ~ , ~ ,  
Ebenso erh~lt man aueh Gleiehung (b) 

Es ist also 
(8) F , ( x ) =  (l--gn--22,)(x--~.)(x--~,)+(l---~t.,_--,1.,22)(x--~;)(x--~,~) 

+ (1-- x,~-;t~D(z-~,) (~-~). 
Die Ftmetion ~o(x) ist durch die vorstehenden Bedingamgen noeh 
nieht votls-ffmdig determinirt. Es sei nun q ein beliebiger Parameter~ 
dana geniigt die Funet'ioa 

+ ~.,~(x- ,5)(=-- L~)F" 
+ x,, (~-~_y ( z -  %~)~- + z,~(~- ~)~-(~- ~)"- 

+ & d z -  ~,)'(~- ~Y- 
O) - [ ,h,(x-- L~)(~--~D + ~,~(~-,~,) (~--~D 

+ z,~(z--~,) (z--~D] "~',(z) 

wie man otme ~eiteres erkennt~ allen gefordert~n Bedingnamgen ~ad 
ist erst dana eindeutig bestlmmt, wenn man der GrSsse ~ einen vor- 
gegebenen Werth beilegt. In Wirkliehkeit kann man liber die GrSsse 
nieht beliebig vefffigen, wenn, wie bier, als primitives Defird~ionsmittel 
der b~unetioa y gewisse erzeagende Substitutionen gegeben sin& Ist 
jedoch y schleehthin ats Luteg~ral der Differentialgteichung (8) definir~ 
dann ist ~ in der That ein willkSirliehes Datum. Legt man, unter diesem 
Gesiehtspunkte der GrSsse ff nach einander verschiedene Werthe bei~ 
w~hrend die iibrigen Bestimmungsetemeate unver~ndert bleiben, dann 
Kndea~ y im Allgemeinen seinen funetdonentheoretischen 0harakter 
(man denke e~wa an die sogenannten Lamg'sehen Funetionen). Aus 
diesem Grande nenne ieh die GrSsse ~ den eharalaeristisct~r~ Para- 
meter Yon y. 
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Die Gleichung (7) vefanlasst uns in den Ausd~cken ftlr/ '~(x) 
and Fo(x ) ~l n •= it n == ~a ~ 0 z u  setzen. Dash aimmt die Glei- 
chang (6) die eiafachere Form an 

any du ,#(*) - ~ - +  z(*)- - ~  + z,, a : . (~ - -q )  �9 y .- o, 0o) 
WO 

(n )  

+ O -  ~-=)(x- ~,)(~-,5) 
zu  ~etzen is t .  

Macht man noch die Annahmen 

u n d  

~ann erh~lt man die Different~lgleichang f ~  die Function y in der  

Normalform 

(1~) z (x -  :)(x--a). ~-~- +[(.+#+l)z=- {~+#+ar+(~-l)~+l }, 

+ar].-~- +,,#(*-q).~,--o. 
F~r a : 1 vmd q : 1 wird diese Gleichung dur~h x - -  1 theilbar und 
degenerirt in die Differentialgleichung der Gauss 'schen hyr, ergeo- 
metrischen Function F(a ,  ~, 7, x). Ffir a =ffi 0, q .-- 0 dagegen wild 
sie duxch x ~eilbar und man erh~t die Gleichang 

x (x - -1 )  - a~y ay + [ ( = + # +  : ) z - - ( , , + # - ~ +  1)] �9 ~ .  + ,,# �9 y --  O, 

welcher dutch die Function 

F(~,, #, , ,§  # - -~§  1, z) 
genitgt w:rd. 

Die Gleichung (12) kann denmach Ms eine Verallgemeinerung 
der Gauss 'schen hypergeomctrischen Differentialgleichung betrachtet 
werdem 

Di~ lineaxen Tza~sfornmtionen, welche drei ~ Verzwelgn_ng~m~kte 
unge~ndert lassen. 

Jede Function y ,  wetche der I)ifl~rentiMgleichang (6) genUgt, also 
die Verzweigangspunkte ~t, ~ ,  ~ ,  w be~it~ kann dutch eine bewtimmte 
Anzahl linearer Transformationen des Argumentes x in eine sotche 
mit den Verzweigungspunkten 0, 1, a, vo fibergefllhrt werden, we die 
GrSsse a je nach der gewSXlten Transformation eine ~ t e  Func- 
tion dex C~5~sen ~ ,  ~ ,  ~s ist. Den Verzweigungspankt a wollea wit 
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den 2llodu/ der transformirte. Function nennen. Von besonderem 
Interease sind diejenigen linearen Transformationen der Function 

J'2t X:++ .+l.+ 3 ~2,+ 

wetche die Verzweigungspunk4e auf alle mSgliehen Arten pemutiren+ 
wobei jedoch der Modul a' yon dem urspriinghchen verschieden sein 
kann. Die 24 linearen Substitutionen, welche diese Aufgabe 15sen~ 
sind in der naehstehenden Tabelle fibersichtlieh zusammengestellt. 

1 x - - 1  1 z 
X ~ 1 - - ~  

gg ~ a .,T, a - - i f : .  .~ a 
- d  ' - - -x ' -  ' a ' t t  " " . ~ - - a  ' a - - x  ' 

~ - - a  a - - 1  $ ~ I  1 - - a  z - - I  x - - a  

a ( x ~  I) ( 1 - - a ) x  x - - a  (a - -  1)~ x - - a  a ( x - - l )  
-~ - : -d - '  x - a ' h"(~----i) ' a ( x -  :) ' O--a)  x '  (a--t) x ' 

Die Substitutionen der ersten Horizontalreihe sind identisch mit 
denjenigen, welehe bei dem entspreehenden Problem in der Theorie 
der hypergeometrischen Funcgonen auftreten. Sie entstehen aus den 
drei erzeugenden Substltutionen: 

1 y, 1 - - x ~ -  

Aus d~esen in Verbindung mit den Sabstitutionen: 
a .~- -a  a ( x - - l )  
u  ~ '  z - - t t  

lassen sieh dutch Combination atle iibrigen erzeugen. 
Setzen wit zur Abkfirzang 

o 1 a oo / 

dann ergiebt die Anwendarig tier Substitationen der obigen Tabelle 
das nachstehende System yon rutuivalenten Panctionen 
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Je v/er in einer Horizontalreihe stehende Functionen habeu also den- 
sdben Modtd. L%~ man ~edoeh dem Modal eiaen der tier spedellea 
Werthe 

- 1, 

bei~ dann giebt es in jedem FaL1e ac~t resp. zu~lf ]ineare Transforma- 
tionen, welche denselben ungegndext lassen. Solche Functionen nehmen 
also dne Sonderstellung in der allgemeinen Theorie ein. 

Die am die Pankte 0, 1 mit dem Radius 1 besehriebenen Kreise~ 

dann die Axe der reellen Zahlen and eine Gerade dutch I ( 1 - 1 - / / ~ )  

and ~ (1--  p/~--g~) theilen die Ebene in zw51f Gehiete*); irgend zwei 

beaaehbarte derselben mhgen zu einem ~ Fundamentalgebietu zusammen- 
gefasst werden. Man iiberzeugt slch dann Ieicht yon der Richtigkelt 
des Satzes :**) 

JDie Variab~Tit~t des 2do&ds ei~er zweifach linear verl~niipfte~ 2~unc. 
t~on rnit vier Ver~weigungspunl2en kann dutch gedgnete lineare Trans- 
]ormation~ des Argumentes auf die ~72iche irge~d dues der Fundamental- 
ge~iete besc]~ri~nkt werden. 

Es bleibt noch die Frage zu beantworten wie sieh der charak~. 
ristische Parameter q bei den vorstehenden linearen Trans~ormationen 
verh'~l$. Dieser Punkt ertedigt sich unmittelbar dutch einen Blick 
auf die Gleichmag (9). Man erkemat niimlich ohne Weiteres aus der 
Form der Function ,Fo(x)~ dass der charakteristische Parameter q 
ebenfalls lineaxe Transformagonen erteidet. 

3. 

Converg~azbodingvmgon dot Roiho F(a, if; a, [~, ~, ~; x). -- D~ste11~g 

des Integrals tier Normalgloiohung dutch diose Roihe. 

Um die Existenz der Integrale der Differentialgleiehung (12) ga 
erweisen~ kbnnte man die Methode des Herra Fuehs  [Journ. f. Ma~em. 
t. 66, pag. 148] oder diejenige desHerrnFrobenius  [Journ. f. Mathem. 
t. 76, pug. 214] auf den gegenwgrt~gen specietlen Fall anwendem Dies 
sell jedoch bier nicht geschehen, da die eigenthfimliche Natur dieser 
Differentialgleiehung ein weir kfirzeres Beweisveffahren erlaubt, welches 
noeh den besondereu Vortheil bietet, dass sieh aueh die Existenz- 
bedingungen it~'~r Integrale auf den Convergenzkreisen unmittelbar 
ergebea.***) 

*) Ma~a vergl, etwa die Fi~maren bei Klein, Math. A.~, Bd. XIV, pug. i15. 
**) Dis Formulirmag des ohigen Saizes verdanke ieh tier Gr~te des Herrn 

H. Burkhardt. 
***) Nachta~gli~ bin ieh auf die Abhandluag des Herrn Them6 ,,Ueber 

Convergenz und Divergenz der Potenzreihen auf dem Convergenzkreisc"~ fin 
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Versucht man der Gleichung (12) dutch eiae Reihe voa der Form 

v ~ O  

zu gen~gen, ~ erl~lt man flit die Coefficieuten g, die dreigliedrige 
recurrente ] ~ t i o u  

(13) fo(~) .  ~ ( v - -  1) - g~-, + f , (~ - - ' -9  - g , - ,  - -  0 .  

Die Factoreu r e , / I ,  f :  bestimmen sich aus den Gleichungen 

, 4 v - - l ) ( z - -1 ) (x - -a )  + zCz) + z ( x - - q ) ~  - .  f(z,  v). 
f(x, ~) = fo(~) + / , ( ~ ) -  x + f . (~ ) . z : .  

Setzt man zur Abk~irzmag 

~ ( v )  ~ -  f~(~ - ~) f , .~ ,  - '2) g .  

dana i~t also 
(14) v. =, ~, (v) + .~.!'~. 

Aus dieser Relation erkennt man ,  dass v, auf die Form 

t , , .= c~ + c, +_c~_ + . . .  
$, 

gebrach~ werden kman. Nma i~t abet auch 

q~t (v )  ~" ho + ~'-, + -~- + ' "  ", 

q~: (~,) = 1~o + ~ -  + ~ -  + . . . ,  i t  ll~ t 

W O  

l,, + .~  - v + ( ,~- 1), ~ - - ( ~ a + U I , - - .  h o,~1 + 1 ,  hl~,~Z 

1 3 } ,  I:,o ,,=, -~ ,  l : ,  = --E l a + ~6 - -  7 . . . . .  

Aus Gleichung (14) folgt 

c'oc~ - J, oCo + i:o = o,  2coc,  - J, oc ,  + 1,, .,= o , . . .  
& h .  

Co~-  l ,  C ~ = = ~ - ~ 2  oder C t ~ ( a + { ~ - Y - ~ - l ) .  
u 

100. Bd. des Journa/s f. Maaum. aafmerksam gewordeu. D~ jedoch die Zurilek- 
ffdn~mg der Convergenzbetra~htu~ge~ der Integ~4ie rt~l~rer li~earer Differeati~. 
gleichungen an_f das yon Herr~ Weiert t ras~ veratlgemeiaerte Gausl'~cho 
Criterium einen wesent~dh eleme~tareren C ~  hat, al~ die you Herro Thom~ 
benutzten HfLffsmittel, so behalze ich die foigende Darstelhmg bei trod bemerke 
noch, d~s dieeelbe yon der besonderen Amm!mae p=*2, i=,,2 unabbffmgig i.'4. 
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F_~ ~ t  aho 
lira (v,) =~ 1 odor lira (~,) ~ •  

Mi~in converg~ die Reihe ~ g , .  x* fox Ix] < 1 oder t xt < ]a I . Da 

der Convergenzbereich keinen Verzweigungspunk~ enthalten daft, so 
finder die Convergenz start fox !x} < 1 wenn [a] > 1 mad fOx Ix I < [a] 
wenn [a] < 1 isk Wit  setzen jetzt go -~- 1 und 

~ g , .  ~ ~/; a, p, 7, a; x), x~ ie(a, 

dann h~ng~ die Convergenz dex Reihe .F(a, q; a,/3, ?, $; x) auf den 
Convergenzkreisen yon den Wer~hen des Coefficienten C 1 ab. Nach 
einem bekannten Satze des Berrn W e i e r s t r a s s ( ,  Abhaudlungen aus 
der Functionenlehre" pag. ~20) isL also ~'(a, q; u~ 15, 7~ ~; x) absolut 
convergent 
fOx [ a t > 1 und (x)-~- 1, wenn relier Bestandtheil  (~ ~ 2) < - -  1 

und 
ffir [ a [ < 1 un d ( x )~-a, wenn r e e ~  .Bestandthe{l ( a 2 r- t6-- 7 --  ~ --  1) < - -  1 

ist. 
Ferner hat ~'(a, fl; a, 1~, 7, ~,  a) einen bes~immten Werth, wenn 

reeUer Bes 'tandtheil yon ( d ' -  2 ) <  0 und ]a t > 1 is~ und ebenso 
~(a ,  g; r 15, ~,, ~; 1), wenn reeller Bestandtheil yon (t~-~15--,/--~--1)< 0, 
vorausgesetzt dass ta] < 1 ist. 

Die Integrale der Differentialgleichung (12) lassen sich in mannig- 
facher Weise dutch die Reihe ~a~ ~; r 15, 7~ ~; x) ausdrficken. Bier 
sollen nur diejenigen angeffihr~ werden, die in den Anwendtmgen yon 
Vortheil sein kSnnen. Der K~irze wegen ist der eharakteristische 
Parameter ausge~assen. [Man vergl, die Bemerkung am Ende yon 
Nr. 2.] 

�9 '[a; ~, 15, 7, ~; ~], 

(z-a)- .v[1-a~ 

=-15+ :: 

0 - ,~) z I 
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x*~F[a; " - - 7 +  L ~--~'+ 1, r, a; x], 
~,--'. (~,- ~)" v [_a-s - - r +  1, . - ~ , - e + ~ ,  :~-~,, . - ~ , + : ~ .  ~---'i], 

~,-~,(.- ~)-~[~_'~; . - ~ , +  ~, ~,'- r + ~, ~ -~,, . - , ~ +  u .-~-.,]. 

a - -  1 ,) o T'~a(x--l)..t~ z'-~(x-- a)".F~ ~ - ;  = - 7 +  ~, a -7 -a ' - - . , . - -n ,~+p-  ~'- a'-L,- f~=i)~t. 

~_~] ,  (~,- ~)-• ~,+e-, r  e, . - ~ + ~ :  ~ - r  
~, 1 x..-I 

a ( z  - i )] (z--a)".F[a; a, 7nt-~--~, r 7; "-kZ)J-'J'  

(x - -  1)~-~ F [ 1  - - a ;  

L a, :' 
t 

= -  r+ ~, ~ -  7+ ~, a, .'2-- ~; ~ - x ] ,  
~$, fl--7-~L 1, ~, f l - -  a -I" 1; z - ] ,  

7-} -8"-a, ~); fl-- a-f-1; x-i~h]' 

LI  - - ~  
a(=-- I)] 

(x-- l)~-4(x--a)"F[a; a - - $ + l ,  7 - - ~ ] +  1, O, 2 - - ~ ;  - ~-:2.a . ], 

(x--1)=F[1--a; =, ~--7-[-1, ~z-{-~-- 7--~+ I, =--~'{-I; ~-=], 

• ~, ~, =+:-~- e+ ~, ~; ~-~], 
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(~- ~ ) , -  ~(~  _ ~)o~ [~-~; ~-~%z, =--~-~§ ~§ ~-#§ ~-~], 

( x - -  a >* .F [-~ i ~, a - - d - l - 1 ,  a -{- ~ - -  ~ - -  r -{- 1, 7 ~ ~ ] , 
a a(x- -a)] .  

(x--a)#E[K-~--i_~; #, #--7--[-1, =-.[-#--~-- ~-]- 1; (a--~)~_l' 

I ~-F [ ,_~  .,,~-~ + ~, ~ -#+  1, ~; ~ ] ,  

~-~'[~; =-~,+~, =-#+~, =+#-~,-~+, ;  ~], 

,,.~,[~_ a;., . -e+~,  =-#+~, =+#-: ,  -~+1;  ~=~_,], 

Z~_~/'[~; ~,/~--y-]- 1, ~l--a- l- 1, ~i 1 ] ,  

~ [ ~ ;  #, #-7+1, # - .+1 ,  . + # - y - o ' + l ~  ~], 

~,F[a4-i~ #, ~+~- . ,  # - .+1 ,  y~--~--], 

~ [ 1 - ~ ;  #, #-~+1, #-~+1, .+#--~,-~+r ~_--~], 

~,F[~--~ #, ~+~-~, #-~+1, ~ }-~-~]. 

Aus den vorstehenden Integralen l~st sich durch passende Combination, 
in manuichfacher Weis% eine allgemeine LSsung der Gleichaug (12) 
herstellen, welche fill" einen gewissen Bereich des Argumentgebietes 
grdtig i~t. 
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4. 

Die Relatioa~ ~a~selmu ,,gloichgruppigen., Ri~rn~'seh~ Funetic~ea 
zweit~r 0 r ~ g  ~ t  vier Verzweigungspunkt~ 

~Vir wenden uns jetzt zu demjenigen Theil dot Theor~e unserer 
Function, welcher den Gauss'schen ~,e]at/o~ i~r f u n ~  ~ / g u a ~  
entspricht. Zwischen deu drei Functiouen 

F(a, q; u, fl, 7, #(x),  .F(a, r  a'~ ~', 7; ~'; x ) ,  

a ~ p , 7 ~  
ffir welehe die Differenzen a - - e t ' ,  . - -  ="~ f~ - -  [ ~  . . ., 5 ~  $"  ganzen 
Zahlen odor theilwcise der Null gleich sind, besteht eiae homoge.e 
lineare Relation mit rationalen Coefficieaten wean die Sabstitutionen 
der zugehSri~n Differenfialgleiehungen ilbereinstimmon. Die folgende 
Methode gestattet es die letztere, nothwendige und hinreiehende Be- 
dingung zmn analyfisehen Ausdruek za bri~gen~ ohne auf die Sub- 
stitutionen selbst Bezug zu nehmen. Start der 2~Functioaen wollen 
wit die atlgemeh~eren Functionen betrachten, welche der Ditfereatiat- 
gleiehung (5) ge=,figen. Die Indie~eharakteristik eines In~grals d i ~ r  
Gleiehtmg sei 

a;,,, z~, z~, ;4, ' 
so dass also 

ist. 
Fine LSsang der Gleiehung (6) babe die Charakteristik 

{ Z,t, Z,,, ~,3, ' u }  

wo die Bedingang 

o = 2 - - ~  (z,, + ~,,) 

erffillt sein muss. 
Man bilde nun d~  Schema der Indi~fferenzen: 

I z;, - -  z . , ,  z ~  - z = ,  z ~ - -  z = ,  ~ - ~ . t '  

Damit die Gleichungen (5)und (6) fibereinstimmeude Substitationen 
besitzen~ miissen diese Indicesdifferenzen ga~r  Zahtcn sein. Bezeicimet 
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man jetzt mit b~ diejenige Differenz in der ~_n Verticalreihe des vor- 
stehenden Schemas, welche yon der anderen am eine positive 2ahl 
(incl. Null) iibertroffen wird, dann fist [cf. Acta Math. t. 11, pag. t05] 

wo y und Yo die LSsungen der Gleichungen (5) und (6) bede~ten and 

D = b~ + ~2 + b3 + b4, ~ = (x--~l ) (x-L~)(x--~3)  

gesetzt ist. Die Grade der ganzen rationalen Functionen -Po and Pt 
sind in den beigeffigten Klammern angedeutet. Wir setzen ferner 

In Folge der Gleiehung (7) genagt die Function z einer Differential- 
gleichung yon der Form 

(5a) ~ C~[h] ~ a~ �9 -d~ x -}- ;b Gj [h-~- 2 ] .  ~ -1- Go [h-4- 4 } .  z ~-- 0 .  

Aus der Gleichung 

dx 

d~Y mittelst der dz a~'z indem man gleichzeitig entwiekele man ~ und -ff~ 

�9 dz d'Zz Gleichung (6) eliminirf. Die so erhaltenen Werthe yon z ,  d x '  ax~ 

fiihre man in die Gleichung (5a) ein. Hierdurch nimmt dieselbe die 
Form an 

zpHl [ 2 h - - D + 2 ]  dyo - f f i  -4- H 2 [ 2  h - -  D--~-4J . Yo --~ O. 

Setzt man aber voraus, die Gleichung (6) sei irreductibel, dann mfissen 
die Gleichungea 

(A) Ho ~ O, .R, = 0 

far jeden Werth yon x befriedigq; sein. Hierdurch sind 2 ( 2 h - - . D )  -{- 8 
Bedingungen gegeben. Shad diese 2 (2h - - / ) ) - { -8  Gleichungen yon 
einander unabhKn~c4g~ dann geniigen sie zur Bestimmung yon eben- 
sovielen unbekannten GrSssen. Dies ist in der That der Fall, wenn 
nidat ganz besondere Bedingungen zwischen den Verzweigungsindiees 
tier Fanetion Yo vorausgesetzt werden. Als Unbekannte wollen wit 
zunRchst ansehen: 

arstens 2(h-- .O) - -  1 Coef~icienten in den Fanctionen P0 und P1, 
#we/te~ 2h "4- 8 Coefllcienten in den Functionen Go und Gl, 
dr/ttens die h Wurzeln der Gleichung G2[h ] ~ 0, welche im 

Folgenden die/ndiv/due~m Parameter der Differentialgleichung 
(5a) genaunt werden mSgen. 
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nun diese Zahl der Un~ksnnten gleich der Zald der in R ~  
stehenden Gleichen~.n sed, muss die Bedingeng ~ d e n  

5 h - -  2D ~ 7 •ffi4h-- 2 D ~ 8  

d. h. es muss h ~ 1 sein. 
Betrachten wir jedoch ats Unbekannte 
~ s ~  2(h--D) - -  I C o e ~ i e n t e n  in den Punct~one. P6 und P~, 
zu~en~ die 8 Coefficienten in den Fenctionen F o und 1P t 
d r i # ~  274 der 2]~ -~- 1 Coefficienten in den Functionem G 0 und Gl~ 

welche dutch die Indices 2~,(~pffi=l~ 2; i,~ffil, 2, 3, 4) ~ be. 
stimmt sind, 

dsnn ist die Zahl dex Unbekannten gleich der Zah! der G|elchungea~ 
welche aus (A) fliessen, welchen Werth auch h bes~zen mag. Diese 
Gleichungen sind im Allgemeinen yon einander unabh~ngig. 

Setzen wir endlich h ffi= 0 t damn wlrd 

Als Unbek~nnte sind anzusehen: 
e r ~  - - 2 1 ) -  ] Coefficicnten in den b~nctionen ~e trod iPl, 
c w ~  8 Coefficiente~a in den Functinnen Go end G I, 
dr /~ns der chara/~er*=~sche Parameter in der Function F 0. 

- -  2 D -~- 8 Unbekannte werden durch ebensoviele Gteichungen be- 
stimmt, welche im Allgemeinen yon einander unaL~h~ugig sL, d. Ein 
Beispiel diene zur Erl~utertmg. In dem speciellen FaUe der Reduction 
yon F(a~ ~(; a, ~, y ~t- 1, c~ ~ 1; z) auf F(a, g; ~, ~, 7, 0; z) end deren 
Dedvirte seize man (da b~ ~ -- I, b~ ~ -- I, b~ ~ b~ -- 0) 

d F { q ; ~ ) . q) ffi= z ~ffi ~. F(~;~)~ ~ - ~ ,  ~ :-{- ~ -'[- P~ z~- 

Die Function z genfigt einer Gleichung yon der Form 

@r ds 
z(z --1)#, -g~  "~ z (z--  1 )0 .  -~- -'[- g"  r - -  O. 

Mittelst der Gleichungen (8) und (9) finder man 

=~(~_ ~)(z_ ~)(~_ ~)+ (~_ ~)~(z_a) (~+~- ~- ~- ~) z(z-~ 

Die Function Ye "=ffi _~(a~ q ;  a ,  ~, 7~ ~; z) genttgt der Gteichung (]2), 
welche wir in die Form brlngen 

d~y~ dy, 

wo also 



Z = a}, -- { a + f l + a } , + ( a - - l ) d - { - t }  x + ( a . . F f l J r l ) x  2 
~md 

isL Die Gleiehungen (A) heissen jetzt  

[~-x(x--D~]- ~+x(z-~) [o~'+~,~'~-x(z--O [(v~r)'+ (o-z)~]--o ,  
( o -  z) ~ + 2,,~'+ ( e -  z)(v'- z)+~ Iv" -  z'--u']+ (x -= )~=o .  

Diese Gleiehungen mfissen nach Potenzen yon x geordnet werden. 
Alsd~n- sind alle Coeflicienten der Null gleiehzusetzen. Auf  diese 
Weise erl~l t  man die folgenden Relationen*) 

1. ~o/% --~-- O, 

: opo + (;,o-go')p, + = o, 
3. ~,~po + (Tq +~;--g,')p, + (;~-2go'-2a)p~ + ~, --~o = o, 
4. ;~po + (7,~+g,"-g2')p, + (:~,+2go'-~g~'+4~,+2)~ 

+ ~ -- J/, = O, 

~. ~vo + L ~  - ~ . '  = o. 

8. g, Po "-I- @o-F 2a).p, qt- goh, -.}- g ,h  o --]- au  o --~- Iz o" - -  at~,' -..~-0, 

-{- a u  I - - ( a - ~ -  1)u o q,- k~"- -ak .z '=O , 

- -  (a--~ l ) u ,  -l- k='-- al~.j= O, 

n .  (g~+a)#~ + g3~ + *, + #~' = o. 

Rierbei ist z ~  Abkfirzung gesetzt 

Z ~ go 4- g~x Jr  9~_:~ ~" , e = go" 4- g / x  4- g~.'x ~, 

O - - z - - - ~ o + ~ + . ~ , x ' - ,  , ' -  z ~  ~,o + ~,x + ~,z ~-, 
u" ~ ~o + / : ~ x ,  a = #,,' + k / x  + Z:~'~:-" + t.:~'x~, 

( ,~) '+  (o--z)~ = L + Z-,x + ~.~ + ~ ,  

*) Die Anzahl dieser Gleichungen ist hier 1I uncl nicht wie im aI]gem~en 
Falle 12, we~ die Gleichung (6) bier dutch ~ theil~ar ist und die Gleichung (5) 
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Mithin ist 

h~=--2(a+Z)--q~, ~ - - 3 - 9 , ,  

~:o'= 9o', ~:," ~ =Pq '  + g / - -  .'2go' - -  .%, ~ '  = - -  =Pe" + 9 ;  - 2 9 :  
- k, + : ~ ( = +  =), 

~.; == - 2 g ;  4 -  ~., - -  2 ,  ~=o == - -  2 ( a  -F  1)  - -  g~ - ~ ,  x~ . - ,  6 - -  ~.g.. - - k , ,  

_-_ o, ~, = [~, - ~ ( . +  ~)]ko + (~o+:~, , )k, ,  
~ =  (~..+3)~o + ~ q , - 3 a - 3 ) ~ , ,  ~ . ~ o ,  

Da ~o yon Null verschieden ist, so folgt aus Gleiehung 1. p , - =  0. 
Gleichung 2. ist identisch Null. Ebenso die Gleichung 6., 7. and 11. 
Aus G1eichung 8. folgt 

~, ~ =/~(q' --q) + g, + 2r + I. 
Die Gleichungen 3. mad 5. tassen sich auf die Form briagen 

[ .  fl ( q ' - - q ) - - g + ' - -  2 a lp  , - -  (go'-l- 2a)p~ -f-ko-qt-ak, . - 0 ,  

- Lq," + 2)p, - -  [=p(q' -  q) +g~'+g=' +2j.~ 2+  2o + a k, - - o .  
Folglich ist  

ko-~-ak~ a - q 

Die GJeichsetzung der beiden erhaltenen Ausdrilcke filr Pt liefert die 
Relation 

(a) a p ( q ' - - q ) ~ + ( g , + 2 7 + l ) ( q ' - - q ) + q - - a . - O .  

Die Gleiehungen 9. und 10. geben aber 

3aT2 -~- ( a - } -2 )a f l ( q  - -q ' )  + 2a9~ - -  ag  t - -  290 - -  2F - -  3a t  

(2a-l- l)~.. = 3ag(q- -q ' )  + 2ag~ -- g, - -  4 r  - -  ( 2 a +  1). 

Durch Elimination yon ~: folgt hieraus unter An~ahme a ~ I 

(b) a f l ( q ' - - q )  - -  a a  - -  ( a - - l ) ?  == 0. 

Damit die Gleiehungea (a) and (b) nebeneinaader bestehen kSaaea, 
muss also sein 

~+~--=--#)  ~ ~)z § .... 
q = a  -p =~ ( 0  

Folglieh wird 

(d) 

und 

q" = a "I- ( y + a - = - . e + l ) ~ - z : . 7 + a a ]  
,,p 

p t  .=  ~,-t-  a - -  a - -  p .  
i [ ~  ~ .  x 'rl tr~k 
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Die Reduefionsgleichung nimmt jetzt die Form an 

[F(a,  ~; ~, ~, 7, ~; x) = F(q; ~) geset~] 

m . F(a, r ~, #, r + 1, ~ + 1; x) ~ ( ~ + # - - r - - ~ )  F(q; z 
-5 (x--a) aF(q; z) 

dx ' 

w o m  eine Constaute bedeute~. Setzt man x = 0, dann geht die vor- 
stebende Gleiehung fiber in 

m = (~ + ~ - - r - -  ~) - -  - 7 -  q" 

Dutch Einffihrung dieses Werthes erh~dt man 

[7(a--~-/~--7--~) --aflq] F(a ,  q'; a, fl, 7~- l,  r  1 ; x) 
dF(q; ~) 

= r ( , , + ~ - - r - - ~ )  F(q; x) + r ( x - a )  a~ 

In dieser Relation sind fflr q und q' ihre Werthe aas den Glei- 
ehungen (e) nnd (d) zu setzen. Ferner ist die Bedingung a ~ 1 als 
eine nothwendige a~zaseben. Nur in dem speeiellen Falle ~ ~--1, 
8" ~ 0 darf a ~ 1 werden, wie man aus Gleiehung (e) erkennt. Als- 
dann geht die vorstehende Relation fiber in die bekannte G~:uss'scbe 
Gleiehung zwischen hypergeometrisehen Reihen: 

( r - - )  (r--~) F(~, ~, r+~, x) 
= r ( r - - ~ - - a )  P(~, ~, n x) - ~ ( z - -  1) ~ ( . +  1, ~ + 1 ,  r + l ,  x) 

Das vorstehende Beispiel mat  genfigen am die Behauptung zu reeht- 
fertigen die aus den Relationen (h) fliessenden Gteiehangen seien im 
Allgemeinen yon eimmder unabh~ngig. Die unter dieser Bedingung 
oben erhaltenen Resultate lassen sich in den fblgenden SKtzen zu- 
sammenfassen. 

Sell sich die Function F ( a ,  ~'; a', fl', 7", eY; x) dutch 
die Funk'on F(a,  q; a, fl, 7, ~'; x) und deren erste Derivirte 
rational ausdriicken lassen, so geniigt es nicht, class die 
Differenzen a" - -  a, ~ - -  fl, 7" ~ 7,  ~Y - -  d 9omze Zahle~ 
sind~ sondern die eharakteristischen t)arameter q und qf miissen 
b e s t i m m t e  Functionen yon a, a, ~, 7, ~ sein. 

1)agegen lZisst sieh die t~iemann'sche F u n c i ~ ,  wekhe 
einer Differeatialgleichung yon de'," Form 

d2y 
( x - - q ) ( x - - 1 ) ( x - - a ) x  ~ - - ~  G1 [3] Z - [ -  G~[5] �9 y = 0 

genii9 t, im A llgemeinen durch die F u S i o n  F(a ,~ ;  a, fl, 7, d; x) 
und deren erste Derivirte r a 2 ~  ausdriick~, wenn der in- 
dividuelle ~ara~uC~er q, der ~ieht mit einem Ferzweigungstma~ 



Zur ~eo~ie de~ R~ema~'~m P u ~ e r , .  

~#J~c~e P a r a d e r  ~ t~nn ~ wiUk~didt as~ommett 
werde~. 

Eine ~i~nn'scJw F ~  #welter Ord#m~ mi~ do" 

i~.~idue12er .Parameter ~ si~ ra t io~  dar~ di~ F ~ , ~ m  
F(a, q; ~, $, y, ~; x~) u~ut dere~ Devieirt~ ~ 
die G, r6sse ~ fest~de~t r 

Will man also ftir die bier eatersachtea Fv~aetionen Gteiehaagea 
aufstellen, welche den Ga uss'schen rela~ones inter gunctiones r 
entsprechen, dann muss man wenigs~x~ns zweiea derselben je e/~ in- 
dividuellen Parameter zuertheilen, dess~ Wert~ n/dlg u~a~/r~ a~* 
g ~ m 6 w  w~rd~n ~t~a.n~. Andernfalls mi~end~eVerzweigun~xponentea 
bestimmten Bedingungen genilgen. Hierdurch nntexacheiden sich diese 
Functionen wese~tlich yon den hypergcometrischen. Dieser Unters~ed 
lgsst sich auch so aundrileken: 

A ~  ~ i e m a ~ m ' ~  F u ~  ~ O~dmm# mit 
dre~ Verzwef@u~pu~ lassen ~4~ durd~ die Gauss'sehe 
t~eihe F(a,  ~, ~, x) darstePam. Die l~u,~aimu~ derselben 
Ordnun~ rail #wei Verzwe~TSI~u "nkgen kzssm ~ duvdt 
die Function F(a, q; a, [~, 7, #; x) und deren ersfe Der;wirte 
au~drii "cken. 

Frankfurt ~/M., I2. Mai 1888. 


