Zur Theorie der Riemann’schen Functionen zweiter Ordnung
mit vier Verzweigungspunkten.

Von

Karn Hrox in Miinchen.

Die Gauss’sche hypergeometrische Reihe ist in mehrfacher Rich-
tung verallgemeinert worden. Man hat entweder die Zahl der Para-
meter vermehrt und ist so auf Functionen gekommen, welche linearen
Differentialgleichungen der dritten oder holieren Ordnung geniigen,
oder man hat, wie Heine, kixponentialgrossen an Stelle der urspriing-
lichen Elemente eingefithrt, wodurch Functionen definirt werden, die
lineare Differenzengleichungen zweiter Ordnung befriedigen. Endlich
hat man mehrere unabhiingige Veriinderliche statt des vierten Elementes
eingefiihrt und zugleich die Zahl der Parameter erhoht, wie dies von
Herrn A ppell geschehen ist. Die so entstehenden Functionen geniigen
linearen partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung. Ich habe
im Folgenden Riemann’sche Funetionen mit vier Verzweigungspunkten
eingehender untersucht, welche in die Gauss’schen hypergeometrischen
Functionen degeneriren, wenn zwei Verzweigungspunkte zusammen-
fallen und zugleich ein gewisser Parameter einen besonderen Werth
erhiilt, Da die sogenannten Lamé’schen Functionen und verschiedene
andere in der mathematischen Physik vorkommende Reihen specielle
Falle der hier behandelten Ifunctionen sind, so habe ich, in Riicksicht
auf solche Anwendungen, eine bestimmte Reihe F'(q, ¢; @, 8, 3, 0; 2),
welche fir @ =1 und ¢ = 1 in die Gauss’sche Reihe F'(q, 8, p, 2)
degenerirt, als Grundform angenommen. Durch diese Reihe und ihre
erste Ableitung lassen sich alle Riemann’schen Functionen zweiter
Ordnung mit vier Verzweigungspunkten linear mit rationalen Coef-
ficienten ausdriicken. Gleichungen, welche den G auss’schen relationes
inter funetiones contignas entsprechen, existiren fiir die Function
F(a, g5 @, 8,7, 9; x), so lange die Parameter allgemein bleiben, nich,

Die Fortsetzung der vorliegenden Arbeit wird die Beziehungen
eingehend entwickeln, welche zwischen der Grappe und den zugehorigen
Differentialgleichungen bestehen.
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1.

Einfihrung der Riemann’schen Functionen zweifer Orduung mit vier
Verzweigungspunkten. — Normalgleichung.

Die drei endlichen Verzweigungspunkte einer mehrwerthigen Fune-
tion y der unabhiingigen Veranderlichen z seien £, £,, &. Es werde
ferner angenommen der unendlich ferne Puonkt £, sei gleichfalls eine
Verzweignngsstelle. Za dem Punkte £; (i=1, 2, 3, 4) sollen zwei, linear
unabbingige Fundamentalzweige y:;, y2; gebhoren. Nach einem voll-
stindigen positiven Umlanf der unabhingigen Verinderlichen um den

Punkt £ gehe y, in 7, und g, in 7. (a 2@) dber. Soll nun die
Function y als eine zweifach linear verkniipfte charakierisirt sein,
dann ist )
. 3

(1) g‘h = bglv) Y. + b‘zl;)ym und :;/-26 = bﬁ) Y. + bg)?/m
wo die Coefficienten b gewisse constante Werthe haben. Da zwischen
je drei Zweigen eine dreighiedrige homogene lineare Relation mit eon-
stanten Coefficienten bestehen soll, so ist auch

@ Y= gl‘)y“ + 85 Y2, und go; = ) Y. + Béz.?yzl.
Sind nun w®, w@®(i=1,2,3,4) die Wurzeln der quadratischen
Gleichungen

b(l) — w;, b(ﬂ)
@ W e =0,
d - 25, D2y — Wi
ann 1s
=z £
Yo = w0y, und Yy = w® Yai,
wenn

2w § wi®.

Die Zweige y:1; und y; lassen sich also darstellen in der Form

u=(@—E) " P e—E wd gu— (@—E)" Polw—L),
wo
Ay ==

1
- — Jog w;3).
2V —1 2V =1 ©

By(z—E) un AP, (z—E&) sind Potenzreihen des Elementes x — £, die
fir £ = &; einen von Null verschiedenen Werth haben. Aus dieser
Darstellung folgt, dass die Function y der linearen Differentialglei-
chung zweiter Ordnung

®)  @—§PE—ERE—§) Rkl 5%
Ha—§)(z—E)(a—&)- F, [k+2j +F [h+4]-y=0

log wiM, iyu=—
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inud
geniigt, wo zur Abkfirzung h == 2-—-«2 {1 + An) gesetzt ist und wo
[ 3
F,, ¥, F, ganze rationale Functionen von z bedeuten, deren Grade
in den beigefigten Klammern angegeben sind. Fiir den besou-
deren Fall h = 0 nimmt die Gleichung (3) die bestimmte Fuc hs’sche
Form an:

® vy fE @R+ Ry =0,
WO
¥(@) = (— &) @—%) 6 —¥)
und
uad
D Gt ) =2
ist. =

Da sich nun im Allgemeiren eine Function y, filr welche b > 0
ist, durch eine andere und deren Derivirte rational ausdricken lisst®),
fiir welche % == 0 ist, s0 genfigt es die durch die Gleichung (6) definirten
Functionen zu betrachten, Insoweit eine solche Function durch die
Grossen 4, %y, determinixt ist, bezeiehnen wir dieselbe durch das

Symbol
o8 B &
(}'H’ AH‘.‘ ;’137 2’” z
Ay Auos Ay Ay
Alsdann ist

Aiss Agny Hgys Agg " . .
13 "‘” 137 l“‘:z ==={xw—\‘;;ﬁx!{x—“s«:,}w(ﬂ“;ﬁ "
dogy Aogy Augy gy

& B & & !

{5,& B B &

M 3
O ¥ Y 2 0 ¥ 3;;"{"2’;& £

e:; P
%
Ay —dygs A2y, Apy=dys, ‘134”{‘2 b,

)

Hieraus schliesst man, dass eine Function y, welche der Differential-
gleichung (6) genfigt, stets auf cine andere zuriickgefihrt werden
kann, welche durch vier von ¢isander unabbingige Verzweiguugs-
indices bestimmt ist.

% Mac vergl. meine Abbandiung ,Zur Theoric der mehirwerthigen, mehr-
fach linear verknipften Functionen in den Act. Mathem. t. XI, pag. 105
1i*
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Die ,,determinirenden® Gleichungen fir die Differentialgleichung
(6) sind bekanntlich

@ MA—1) &Y + 4w () - FiE) + FuE) =0
i=1,2,3

und \

®) aan—a-[BE] [P =o.

Aus Gleichung (a) folgt
F} (E;} == ‘{f}{fﬂ}{l "‘-Z'li”“z'ii} and Fg(g:} = "-‘i"{ge’}? - Ay; A
Ebenso erbilt man auch Gleichung (b)
[%i]x:;: 14 2, + 4, und [F ) =Rk
Es ist also
(8) Fy(w) = (1—ay —24y)(@2—E)(Z—E) + (1 —41a—4y) (z—E)(z—E;)
+ (1 Ay —Ry) (&~ ) (2—E,).
Die Function F,(x) ist durch die vorstehenden Bedingungen noch
nicht vollstindig determinirt. Es sel nun ¢ ein beliebiger Parameter,
dann geniigt die Function
Fy(@) = — [ (g —§) (&—E) + dp(z—E)(z—§&)
+ A (e —E)@—E))°
+ 4 (@B ) (e — ) + Az —E ) (2 —E)?
+ Az —§) (z— &)
®) ~ [y (o= B a—E) + Ay (e—8) (e—Ey)
+ As(z—§) (2—E)) - Fi(2)

3 3
+ [}'u "{*22’1 ijt ]}'24 '{'"2’111] v (=) (z—q)
0] @
wie man ohune Weiteres erkennt, allen geforderten Bedingungen nand
ist erst dann eindeutig bestimmt, wenn man der Grisse ¢ einen vor-
gegebenen Werth beilegt. In Wirklichkeit kann man iiber die Grosse ¢
nicht beliebig verfiigen, weunn, wie hier, als primitives Definitionsmittel
der Function y gewisse erzengende Substitutionen gegeben sind. Ist
jedoch y schlechthin als Integral der Differentialgleichung (6) definirt,
dann ist g in der That ein willkiirliches Datam. Legt man, unter diesem
Gesichtspunkte der Grosse ¢ nach einander verschiedene Werthe bei,
wihrend die librigen Bestimmungselemente unverindert bleiben, dann
indert y im Allgemeinen seinen functionentheoretischen Charakier
(man denke etwa an die sogenannten Lamé’schen Functionen). Aus
diesem Grunde nemne ich die Grosse g den chavakieristischen Para-
meter von .
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Die Gleichung (7) veranlasst uns in den Ausdrlicken fir F\(z)
und Fy(z) A, =4,==24;=0 zu setzen. Dann nimmt die Glei-
chung (6) die einfachere Form an

9 ¢(x) ) ”" + z{(2) - + Ay Aoy (Zq) - y == 0,
wo
(1) z@=Q — Ay ) @#—E & )+ (1 — dp)(z—§)(z—&)
+ (—dx) (e —E) =z &,
zu setzen ist
Macht man noch die Annahmen
A=t dyye=f, Ay sl —p, Ay == 1 — &

und
§3‘=0} §2===1, gsma‘:

dann erhalt man die Differentislgleichung fir die Function y in der
Normalform

(12) z(z—1)(z—a)- ~~*-+{(a+ﬁ+1 — {at-pt-ay4-{a—1)d4-1}x
+a73 L +ap(z—g)-y=0.

Fir ¢ = 1 und ¢ = 1 wird diese Gleichung durch z — 1 theilbar und
degenerirt in die Differentialgleichung der Gauss’schen hypergeo-
metrischen Function F(e, 8,7, 2). Fir @ =0, g == 0 dagegen wird
sie durch x theilbar und man erbilt die Gleichung

2(@—1) - 5L + (et B+ 1o—(a+B—8+1]- H +af -y =0,

welcher durch die Function
. F(e, g, a+p—08-+1, 2)
geniigt wird.

Die Gleichung (12) kann demnach als eine Verallgemeinerung
der Gauss'schen hypergeometrischen Differentialgleichung betrachtet
werden,

2.

Die linearen Transformationen, welche drei feste Verzweigungspunkte
pngeindert lassen.

Jede Function y, welche der Differentialgleichung (6) gentigt, also
die Versweigungspunkte £, , £,, £, oc besitat, kann durch eine bestimmte
Anzahl linearer Transformationen des Argumentes x in eine solche
mit den Verzweigungspunkten 0, 1, 6, oo fibergefithrt werden, wo die
Grosse o je nach der gewihlten Transformation eine bestimmte Fune-
tion der Grossen §,, ,, £, ist. Den Verzweigungspuokt ¢ wollen wir



166 Kazt Hzon

den Modul der transformirten Fumction nennen. Von besonderem
Interesse sind diejenigen linearen Transformationen der Function

L 1 e 2

{lil 1’.’\‘.’. 2’13 ;'14

Ay Ay Ay Ay

welche die Verzweigungspunkte auf alle mbglichen Arten permutiren,
wobei jedoch der Modul &’ von dem urspriinglichen verschieden sein

kann. Die 24 linearen Substitutionen, welche diese Aufgabe ldsen,
sivd in der pachstehenden Tabelle Gbersichtlich zusammengestellt.

E]

L g
1 1 z—1 1 z
z -z, z z 1—% * x—1 ?
a 8 z a—ax = a
x 7 z 7 a ° a ' xz—a ' a—zx ?
&L @1 z -1 1—a z—1 T—

x—1 7 x—1 ? x—w ! z—a ! a—1 7 1—a ?

alx—— 1) (1—alx &~ a la— 1) 2 z—a a(x—1) .
t—a ? z—a ' alz—1' alx—1)? (l—a)z' (a—z

Die Substitutionen der ersten Horizontalreihe sind identiseh mit
denjenigen, welche bet dem entsprechenden Problem in der Theorie
der hypergeometrischen Functionen auftreten. Sie entstehen aus den
drei erzeugenden Substitutionen:

1
¥y, 11—z, ="

Aus diesen in Verbindung mit den Substitutionen:
@ L — & alx—1)
2’ zz—1!' =z—a
lassen sich durch Combination alle iibrigen erzeugen.
Betzen wir zur Abkiirzung

1] 1 @ o«

Ligh Rygr Aygs Ayl
; (=101, a cclz
Zzl’ ;"3‘3’ 2231 12;} {, (et ‘ }}

dann ergiebt die Anwendung der Substitutionen der obigen Tabelle
das pachstehende System von iquivalenten KFunetionen
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der Riemann'sthen Funclionsn.
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Je vier in einer Horizonfalreihe stehende Functionen haben also den-
selben Modul. Legt man jedoch dem Modnl einen der vier speciellen

Werthe . -
- 1) }2"} 2; _;_(1»!_;/:?;)1 'é‘(l"‘)/“‘:s)s

bei, daun giebt es in jedem Falle ackt resp. zwilf lineare Transforma-
tionen, welche denselben ungefindert lassen. Solche Functionen nebhmen
also eine Sondersteliung in der allgemeinen Theorie ein.

Die um die Punkte 0, 1 mit dem Radius 1 beschriebenen Kreise,

dann die Axe der reellen Zahlen und eine Gerade durch %(1-1—- Y=3)
und 3 (1—y/3) theilen die Ebene in zwolf Gebiete®); irgend zwei

benachbarte derselben mégen zn einem , Fundamentalgebiet® zusammen-
gefasst werden, Man iiberzeugt sich dann leicht von der Richtigkeit
des Satzes:¥¥)

Die Variabilitat des Moduls einer mweifach linear verkniipften Fune-
tion mit vier Versweigungspunkien kann durch geeignete lineare Trans-
formationen des Argumentes auf die Fliche irgend eines der Fundamendal-
gebiete beschrinkt werden.

Es bleibt noch die Frage zn beantworten wie sich der charakie-
ristische Parameter ¢ bel den vorstehenden linearen Transformationen
verhilt. Dieser Punkt erledigt sich unmittelbar durch einen Blick
auf die Gleichung (9). Man erkennt nfmlich ohne Weiteres aus der
Form der Function Fy(z), dass der charakteristische Parameter ¢
ebenfalls lineare Transformationen erleidet,

3,

Convergenzbedingungen der Reihe F(a, g; «, 8, 7, 8; 2). — Darstellung
des Integrals der Normalgleichung durch diese Reihe,

Um die Existenz der Integrale der Differentialgleichung (12) zo
erweisen, konnte man die Methode des Herrn Fuchs [Journ. f. Mathem.
t. 66, pag. 148} oder diejenige des Herrn Frobenius [Journ. f. Mathem.
t. 76, pag. 214] auf den gegenwiirtigen speciellen Fall anwenden. Dies
soll jedoch hier nicht geschehen, da die eigenthiimliche Natur dieser
Differentialgleichung ein weit kiirzeres Beweisverfahren erlaubt, welches
noch den besonderen Vortheil bietet, dass sich anch die Existenz-
bedingungen ihrer Integrale auf den Convergenzkreisen unmittelbar
ergeben, ¥%)

*) Man vergl. etwa die Figuren bel Klein, Math. Ann. Bd. XIV, pag. 115
**) Die Formnlirang des obigen Satzes verdanke ich der Giite des Herm

H. Burkhardt,
#4¥) Nachiriglich bin ich auf die Abhandlupg des Herrn Thomé ,, Usber
Convergenz und Divergenz der Potenzreihen auf dem Couvergenzkreise, im
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Versucht man der Gleichung (12) durch eine Reihe von der Form

¥ w0

y“ng'x'

waxd
zu genfigen, dann erhilt man for die Coefficienten g, die dreigliedrige
recurrente Relation
(13) @) -fip—1 - ga+ fi(v—2) - goa = 0.
Die Factoren f;, f,, f. bestimmen sich aus den Gleichungen
v{v—1){z— N {z—a) + 1(=) + z(z—q)af == f(z, v).
f@v) =16+ () -2+ ) 22
Setzt man zur Abklrzang

— DD e Plr— %) 4
d 'tq:z(v == =T =g
aunn 1S S0
(14) 2= g, () -2
r-1

Aus dieser Relation erkennt man, dass ¢, auf die Form
to= Gt G
gebracht werden kann, Nun ist aber auch
@) =hp+ 2+ Tt
G) =k + 2 e

wO
hy=14 2, =g fat+ B —p+@—1)0 — @at D},
by gy by =g {et B —y =3},
Aus Gleichung (14) folgt
C,C,— kyCy+ 1y =0, 2C,C, — hyCy+ly==0,-.-

1
Co= 1 Cg =& — 2 oder C‘l as;ué (a+ﬁ.—-7.—.bml).

a

100. Bd. des Journals f, Mathem. aufmerksam gewordeén. Da jedoch die Zariick-
fihrang der Convergenzbetrachtungen der Integrale regulirer linearer Differential-
gleichungen auf das von Herrn Weierstrass verallgemeinerte Gauss'sche
Criterium einen wesentlich elementareren Charakter bat, als die von Herra Thomé
beputzten Halfsmittel, so behalte ich die folgende Darstellung bei und bemerke
noch, dass dieselbe von der besonderen Annalime p == 2, ¢ == 2 unabhiisgig ist.
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Bs ist also
lim (,) =1 oder hm (v,) = ~—~-
Mithin convergirt die ReiheZ’g, .2 fiir |2 < 1 oder |z| < |a]. Da
=0

der Convergenzbereich keinen Verzweigungspunkt entbalten darf, so
findet die Convergenz statt fiir |z < 1 wenn || > 1 und fir |z] < |a]
wenn |a| < 1 ist. Wir setzen jetzt g, == 1 und

T W

29. -2" = F(a, q; o, B, 7, 0; ),

vzl

dann hingt die Convergenz der Reihe F(q, ¢; «, 8, , 8; «) auf den
Convergenzkreisen von den Werthen des Coefficienten C; ab. Nach
einem bekannten Satze des Herrn Weilerstrass (,, Abhandlungen aus
der Functionenlehre pag. 220) ist also F(g, ¢; @, B, , 8; z) absolut
convergent

fir a]>1 and (z)=1, wenn reller Bestandtheil (0 —2) << —1

und

fir [a|< 1 und (z)==a, wenu reeller Bestandtheil (¢4 f—y—0—1) < —1
ist.

Ferner hat ¥{q, q; «, §, 7, 9, a) einen bestimmten Werth, wenn
reeller Bestandtheil vorn (0 — 2) < 0 und ja| > 1 ist und ebenso
F(a, q; &, B, 7, 8; 1), wenn reeller Bestandtheil von («4g—y—38—1) <0,
vorausgesetzt dass || < 1 ist.

Die Integrale der Differentialgleichung (12) lassen sich in mannig-
facher Weise durch die Reihe Fa, ¢; , §, 7, 03 z) ausdricken. Hier
sollen nur diejenigen angefithrt werden, die in den Anwendungen von
Vortheil sein konnen. Der Ktirze wegen ist der charakteristische
Parameter ausgelassen. [Man vergl. die Bemerkung am Ende von
Nr. 2]

Fla; o, ,7,; 4,
@—1rF[ 25 o a—041, pa—p+1; 2],
@—1°F[3; &, p+0—B,7, a—p+1; 2],
@—10F[ 2 e r+d—4,pa—B+1; 22,
(x——a)“F[l—a; o, y+0—B, 7, 8; L=92],

TG

($-—a)“F["“"', o, “—-6—*—-1 7, “"HS'—?—-G—{—I, e l)x)]’
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2 Fla; a—y+1L,—y+1, 1,8 2],
Br(@~ 11 F[ 2y e—pt 1 a—p—042 2—p a—p+1; 755,
gor@— Ve F[ L ampt1, 0—p+1,2—p, a3 +1; 2],
DD F[ Ly emy 1, 0= g1, 2~y a— B+ 1; 2],
P-r@@—ap Pl —a;a—y+ 1.8+ 1;2—7,8; LIUE],

s-r(z—ap F[4 5 eyl a—p—0--2,2—p et 7= 15500 |

F[l-—-a ¢, 8,9,7; 1—2z],

; «, a—yp-+1,0,e—f+1; “M‘-“E '

.c—-l)"F[*“;‘x:?'f'& B, 0, «—p+1; MMJ
F[.2 5 a8 8 a+p—p—0+1; 774

(z—-a)"F[“' @, y+0—5, 9, 7; f‘f:f;’]’

(@—ar P, 5 & c—p+1, 6, atB—y—0+1; 55 1);

Y fa—nad?

(z—1Y

(e— 17 F{l—a; a—p+1, f—y+1,9, 2—p; 1—2],
(w1 F[AY B B—p+1, 8, p—at+1; 1],
@—1p F[L; By 4+8—a, 8, B-at+15 7],
@—tyrr—abF[ Lyt y+d—ad ,7+5*—a——-—ﬂ+1,;}1§]
(e— 1)~ (@—a) Fla; a—8+1,7—B+1, 0, 2—7; 'i‘ﬁ:f“],

(z—1)
(e—1yr+i=o=t (s—a)e F[ -2s yp-0—B, 8 — B+ 1, 8, y+8—a—f+1: GE553 15

(x~—1)aF[1—a g —y+1, etp—y—041, a—f+1; ,vm}
F ‘f:’"}: a B atf—y—0+17; '""‘{“]’
(e— 19 F[0; & e 8+1, ety —8+1, a—B+1; 7],
P25 o 8 atB—r—0+1,8 Z=5),
@—apF[L; 4 —841, atB—y—0+1 7 |
a(z-»-a}
(@—ar P2 6 a—yt 1l atb—y—8+1,8 750
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& —

(#— a4z —1pF [lwa' «—0+1, a—yp—0-+42,a-f—y—0+41, a—p+1;

a],

@—arF[A ayt1, B—p 1 atB—p—8+12—p; 2],

(r—a)y-r(@—10F[a; a—y+1, a—y— 042, atp—yp—8+1, a—p+1;
(@—ap1F[ 2 se—p+1, f—pt], etBoy—d+1,87=1],
(z—ay F[Xs B, 041, et f—y—8+1, 73 Jomgs b

a{z—a)

(@—ap F[ 20 6 B—r+ 1 at+b—y—0+1 550k

x“F[w, a, c—y-+1,a—p+41,8; % ,
wF[ A g a—d41, a—B+1,7; 125

2 Fla; a—p+1, e— 41, a+f—p—0+1; £,
=P[5« ph8—f a—b+ 1,75 7o),

wF[1—a; 6 e—041, a—ft 1, ety —0+1; {51,

L oyt 8—p, a—B+1, 8 0

@ F[L; g p—y+1,p—at1,8 1,

PF[ s B, p—0+1, f—at 175 23]

o Fla; g, B—p+1, —at1 atp—p—0+1; 2],

w P25 By+o—a f—etl y; 72,

o F[1—a; p, f—0+1, p—at1, atp—y—d+1; 55
#F[22; B, p+0—a, f—at1,8; 1=

Aus den vorstehenden Integralen lisst sich durch passende Combination,
in mannichfacher Weise, eine allgemeine Losung der Gleichung (12)
herstellen, welche fiir einen gewissen Bereich des Argumentgebietes

giiltig ist.

..__,J’
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4.

Die Relationen zwischen ,, gleichgruppigen« Rismann’schen Punctionan
zweiter Ordnung mit vier Verzweigungspunkten.

Wir wenden uvns jetzt zu demjenigen Theil der Theorie unserer
Funetion, welcher den Gauss’schen Relationes infer funcliones contiguas
entspricht, Zwischen den drei Functionen

Fla, ¢; 4 8,7, 9i2), Fla, q;¢,8,7,0 4,
Fla, ¢"; ", 8", v, 875 2),

fir welche die Differenzen o — o', ¢ —&", § —f§, ..., & — 8" ganzen
Zahlen oder theilweise der Null gleich sind, bestebi eine howogene
lineare Relation mit rationalen Coefficienten wenn die Substitutivnen
der zugehorigen Differentialgleichungen tbereinstimmen. Die folgende
Methode gestattet es die letstere, nothwendige und hinreichende Be-
dingung zam analytischen Ausdruek zu bringen, ohne auf die Sub-
stitutionen selbst Bezug zu nehmen. Statt der JF-Functionen wollen
wir die allgemeineren Functionen betrachten, welche der Differential-
gleichung (5) geniigen. Die Indicescharakteristik eines Integrals dieser
Gleichung sel

B R & UL

{2;13 1'12} 1;5’ jfi{ }
;{;is 2;33 3;3’ 2;& ’
so dass also
=%
h=2 = DN (Rt 1)
F3 1
ist.
Eine Losung der Gleichung (6) habe die Charakteristik
S B &H
{llt’ 1?2) '213’ 114}

2’2!’ 1227 13’ 124
wo die Bedingung

g4

0=2— D (h+h)

isel
erfillt sein muss.
Man bilde sun das Schemsa der Indicesdifferenzen:
{Z';l - lli’ 1;2 hunt }*I?-; 3’;3"'113; 1;&” 2’1‘}’
‘Z';l""’z.‘e’l: 1';3 - 1'22; 1%3-"3%, i;&"'" 2’%
Damit die Gleichungen (5) und (6) ibereinstimmende Substitutionen
besitzen, miissen diese Indicesdifferenzen gamge Zaklen sein. Bezeichnet
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man jetzt mit d; diejenige Differenz in der i*» Verticalreihe des vor-
stehenden Schemas, welche von der anderen um eine positive Zah]
(incl. Null) @iberiroffen wird, daun ist [ef. Acie Math. t. 11, pag. 105)

yom (2 — B (o — L@ —EP {Polh—D1- 9o+ %- P, [i—D—2). 5%}

wo y und y, die Lisungen der Gleichungen (5) und (6) bedenten und
D=§1 +b2+ bs + b4} 7/"—""(39“51)(37“52)(3:—53)

gesetzt ist. Die Grade der ganzen rationalen Functionen P, und P,
sind in den beigefiigten Klammern angedentet. Wir setzen ferner

Y= (x"'g:)b‘(x-gz)b’(x—gg)b’ c &,

In Folge der Gleichung (7) genligt die Function z einer Differential-
gleichung von der Form

S d
(Ba) ¥ Gylk) T2 4y [h+2]- 55 + G 44) - 2 =0,
Aus der Gleichung
2y,
3=Po'?/o+¢1)x"d?;
entwickele man 7‘12 und % indem man gleichzeitig —‘%% mittelst der
Gleichung (6) eliminirt. Die so erhaltenen Werthe von z, 22, 42

fiihre man in die Gleichung (5a) ein. Hierdurch nimmt dieselbe die
Form an

$H,[2h—D+2] 2 | H[2h—D44] -y, = 0.

Setzt man aber voraus, die Gleichung (6) sei irreductibel, dann missen
die Gleichungen
(A) Hy =0, H =<0
fir jeden Werth von z befriedigt sein. Hierdurch sind 2(24—D) - 8
Bedingungen gegeben. Sind diese 2(2h—D) 4 8 Gleichungen von
einander unabhiingig, dann geniigen sie zur Bestimmung von eben-
sovielen unbekannten Grossen. Dies ist in der That der Fall, wenn
nicht ganz besondere Bedingungen zwischen den Verzweigungsindices
der Function y, vorausgesetzt werden. Als Unbekannte wollen wir
zundchst ansehen:
erstens 2(h—D) — 1 Coefficienten in den Functionen P, und P,,
sweiten 2k + 8 Coefficienten in den Funetionen Gy und G,,
driftens die b Wurzeln der Gleichung G,[k] = 0, welche im
Folgenden die indzviduellen Parameter der Differentialgleichung
(ba) genannt werden mdgen.
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Damit nun diese Zahl der Unbekannten gleich der Zshl der in Rede
stehenden Gleichungen sei, muss die Bedingung statifinden

55 — 2D 4 Te=4h~ 2D + 8

d. b, es muss b == 1 sein.
Betrachten wir jedoch als Unbekanute
erstens 2(h— D) — 1 Coefficienten in den Functionen P, und F,,
sweitens die 8 Coefficienten in den Functionen F, und ¥
drittens 2h der 2 -+ 1 Coefficienten in den Fanctionen G, und &,
welche durch die Indices i, (p==1, 2; i==1, 2, 3, 4) nich? be-
stimmt sind,
dann ist die Zahl der Unbekannten gleich der Zahl der Gleichungen,
welche aus (A) fliessen, welchen Werth auch 5 besitzen mag. Diese
Gleichungen sind im Allgemeinen von einander unabhingig.
Setzen wir endlich % == 0, dann wird

[ ik

SHai A £ = (it ) = 2.

sam s}
Als Unbekannte sind anzusehen:
ersiens — 2D — 1 Coefficienten in den Functionen P, und P,,
zweitens 8 Coefficienten in den Functionen G, und Gy,
drittens der charakteristische Parameter in der Function F,.
~— 2D -+ 8 Unbekannte werden durch ebensoviele Gleichungen be-
stimmt, welche im Allgemeinen von einander upabhiugig sind. Ein
Beispiel diene zur Erlauterung. In dem speciellen Falle der Beduction
von F(a, g3 & B, 7 + 1, 8 + 1; 2) auf F(a, g5 ¢, B, 7, 9; 2) und deren
Derivirte setze man (da by == = 1, Dy == — 1, by == b, = 0)
s=g- -F(g;5)+ ¥ »ﬁf%‘“}-; @ =Dy + P, Z + po7°
Die Function z genfigt einer Gleichung von der Form
a "
sa—1)p L5 fz@—1)0- Jr+ 0 50
Mittelst der Gleichungen (8) und (9) findet man

0 =(y—1)(@—1)(@— &)+ (@— 1)z (@ —a) (a+p—y— I=Dz(z~1),
6 =29 —(22—1)8+af 2(x—1)(z—¢)-

Die Function y, == F(a, ¢; &, B, 7, 8; «) genfigt der Gleichung (12),
welche wir in die Form bringen

d
v IRt T %=,

wo also
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1=ay — {a+p+ar+(a—1)8+4 1} 2+ (a+ B+ 1)a?

und
& = ef(z—0)
ist. Die Gleichungen (A) heissen jetzt
[o—a(2—1)B]- p+x(z—1)[6¢'+¢¢ ] —z(z—1) [(¥7) + (0 —1)@]=0,
O—n9+299 + O~ @ — D+ ¥ — 1 — ]+ (z —a)o=0.
Diese Gleichungen miissen nach Potenzen von x geordnet werden.

Alsdann sind alle Coefficienten der Null gleichzusetzen. Auf diese
Weise erhilt man die folgenden Relationen®)

. ;apo = 07
%P+ ("o""‘%’)l’: 4k =0,

R

3. wpy + (o +90—9)p + (oy— 29— 2a)p, + £, — &, = 0,
4. %0 + e +9 — 920 + (o 29, —29, +4a+2) p,
+ kb, — k=0,
5. (=, +¢.)p, + (;‘.e +29/—29,—2a—4)p,
+ Z'cs - 7:'2 =0,
6. (s +29,+2)p, “‘}-"'3 =0,
1. guby + gobo — aky =0,
8 gm+ 9o+20)p, + goby + g1k + ax, + k' — ak/ =0,
9. 5—121’» + @1 ~2a—2)p, + (.ao+4a)l)2 + .50}": + gihy +.‘7‘zho .
+ ax,—(a+ )%, + k' —ak)/=0,
10. @2+2)P1 + @1 —4a—4)p, + .?/1}‘2 -+ §2kt -+ %
—(a4+1D)u, + k' — aky =0,
11. G+ Dp. + 9.0, + % + B/ =0.

Hierbei ist zur Abkiirzung gesetzt

=0+ 9zt 9.2, =9,/ +g9/z+ 9./ 2%
O —1=gp0+ gzt g, ¥ —g="h 4 hz-+ ha,
=kt hx, 6=k 4 k's + k2?4 k2,
@B+ O—1)® =k + ki + Fea? + Ba?,
YV —f — o =%, + %%, 6—z(x— l)ﬁ‘a;(,_(.&lx_f_;zxz_}.;sxs‘
*) Die Anzahl dieser Gleichungen ist hier 11 und nicht wie im allgemeinen

Falle 12, weil die Gleichung (6) hier durch ¢ theilbar ist und die Gleichung (3)
durch £ — a,
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Mithin ist
== i=20+3, Gm— 4, hma—g,
hy=—2(a+1)—g,, hym3—g,
k=9, b/ = aBq + g/ — 29, — 2a, ko = — afg' + g, — 29,
—k +2(a+1),
= —2g 4k —2, gy==—2(a+1) — g, — k;, %, mb—2g,—F,,
Fo=0, ks =[g: — 2(a+ D]k, + (g+2a)k,,
b= (g:43)k, + (9, —3a—3)k;, k=0,
Ho==kgy mmhy - Eyy tamm by — Ko+ by, k=R —Eye
Da %, von Null verschieden ist, so folgt aus Gleichung 1. p, == 0.

Gleichung 2. ist identisch Null. Ebenso die Gleichung 6., 7. und 11.
Aus Gleichung 8. folgt

p=af(g—)+yg +2r+1.
Die Gleichungen 3. und 5. lassen sich auf die Form bringen
(«B(d —9)—95 —2alp, — (9. +2a)p, +ky+ak =0,
— (9 +2)p—[aflg —~ D) +9. 49, +2|ps+- Ko+ ak, =0,
Folglich ist
Lotak,  a-g

«fid—0 ~ 4-9¢
Die Gleichsetzung der beiden erbaltenen Ausdriicke fiur p, liefert die
Relation

(a) «fld—a +n+27+ 1)~ +qg—a=0.
Die Gleichungen 9. und 10. geben aber
Sap, = (a-+2)af(g—9q) + 2a9, — a9, — 29, — 2y — 3a,
@a+1)p, =3ep(g—4) + 2ag, — 9, — 47 — 2a+1).
Durch Elimination von p, folgt hieraus unter Annshme a 2 1
(b) «p(d —q)—ad —(a—1)y=0.

Damit die Gleichungen (a) und (b) nebeneinander bestehen kinnen,
muss also sein

Py = Py ==

() g=a 4 Gti—e=b [(;‘-1)7+03) )
[+
Folglich wird
(d) §=a+ y+d—a— 5+1ﬁ)[(a——1)1+a63
&
und

p=y+8—a—g.
Mathematische Annales. XXXITL, 12
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Die Reductionsgleichung nimmt jetzt die Form an
[Fla, q; &, B,7,8; )= F(g; x) gesetat]

m-Flo,q: apy+1,8+1; 2)=(a+f—y—08) Flg;2
+ (r—ay dF(q,x),
wo m eine Constante bedeutet. Sefzt man x = 0, dann geht die vor-
stehende Gleichung #ber in

m=(a+p—y—8)— =L g.
Dureh Einfihrung dieses Werthes erhilt man
(yle-B—y—08)—apql Fla, 45 e, B, v+1, 6+ 1;2)
= y(at-B—y—38) F(g;2) + y(s—a) 2102

In dieser Relation sind fiir ¢ und ¢ ihre Werthe aus den Glei-
chungen (c¢) und (d) zu setzen. Fermer ist die Bedingung a% 1 als
eine nothwendige apzusehen. Nur in dem speciellen Falle ¢ =1,
0 =0 darf g = 1 werden, wie man aus Gleichung (e) erkennt. Als-
dann geht die vorstehende Relation iiber in die bekannte Gauss’sche
Gleichung zwischen hypergeometrischen Reihen:

(7'—“) (y—8) F(“: B, y+1, z)
= 7(?_“’—5) F(“r ﬁr ?s x) - “ﬁ(xﬂl) F(“"*‘l’ ﬁ‘*’l, ?‘!"1: QL‘)

Das vorstehende Beispiel mag geniigen um die Behauptung zu recht-
fertigen die aus den Relationen (A) fliessenden Gleichungen seien im
Allgemeinen von einander unabhingig. Die unter dieser Bedingung
oben erhaltenen Resultate lassen sich in den folgenden Siizen zu-
sammenfassen.

Soll sick die Function Fla, ¢'; o, §, 9, 8'; z) durch
die Function F(a, ¢; «, B, v, 0; ) und deren erste Derivirte
rational ausdriicken lassen, so geniigt es wicht, dass die
Differensen o —«, § — 8, ¥y —y, & — & ganze Zahlen
sind, sondern die charakteristischen Parameter q und o miissen
bestimmte Functionen von a, «, B, y, 8 sein.

Dagegen Uisst sich dic Riemanw'sche Function, welche
einer Differentialgleichung von der Form

(@—e)e—1)z—a)s T4 + G Bl 2L + G,[5] -y =0

geniigt, im Allgemeinen durch die Funclion F(a,q; e, B,7, 65 %)
und deren ersic Derivirte rational ausdriicken, wenn der in-
dividuelle Parameter o, der wicht mit einem Verzweigungspunkt
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zusammenfallen darf, passend bestimmé wird. Der charakie-
ristische Parameler g kann hiovbei willkiirlich angeiommen
werden.

Eine Riemanw'sche Funclion zweiter Ordnung mil vier
Verzweigungspunkten und eines belichigen Anzohl belichiger
individueller Parameter lisst sich rational durch die Function
Fla, q; &, B, 7, §; 2) und deren Devivirle ausdriicken, wobei
die Grisse g festgelegt wird.

Will man also ftir die hier untersuchten Functionen Gleichungen
anfstellen, welche den Gausa’schen relationes inter functiones contiguss
entsprechen, dann muss man wenigstens zweien derselben je einen in-
dividuellen Parameter zuertheilen, dessen Werth nicht willkirlich an-
genommen werden kann. Andernfalls missen die Verzweéigungsexponenten
bestimmten Bedingungen gentigen. Hierdurch unterscheiden sich diese
Functionen wesentlich von den hypergeometrischen, Dieser Unterschied
lasst sich auch so ausdriicken:

Alle Riemanw'schen Funclionen zweiter Ordnung mil
drei Versweigungspunkten lassen sich durch die Gauss'sche
Reihe Fla, B, y, z) darstellen. Die Funclionen derselben
Ordnung mit zwei Versweigungspunkéen lassen sich durch
die Function F(a, q; , 8, v, 6; z) und deven erste Derivirte
ausdriicken.

Frankfurt s./M., 12, Mai 1888.



