
Ueber  die Transcendenz  der  Zah l en  e u n d  7:.*) 

gon 

Dxvm Baxa~.~w in K~mgsberg i. ~ .  

Man nehme an, die Zahl e genfige der Gleichung n t~ Grades 
a + a+e + a ze 2 -~- . -  �9 + ane ~ ~ 0, 

deren Coefficienten a ,  a l , . . . ,  a ,  ganze rationale Zahlen sind. Wird 
die 1lake Seite dieser Gleiehung mit dem Integral 

~ . - - - ~ / ~ ' ~ e [ ( ~ - - l ) ( ~ - - 2 ) . . . ( z - - n ) ] e + ~ e - ~ d z  

multiplicirt, we Q eine gauze positive Zahl bedeutet, so entsteh~ der 
Ausdruck 

o#  r+ +j -+ ,..;+ + a l e  + a2e - - [ - ' ' '  + a . e  
o o 

and dieser Ausdruck zerlegt sich in die Summe der beiden folgenden 
Ausdrficke: 

/~ r j~ .f+ Pl ~--- a + a~ + a2e  �9 . .  + a , ,e  , 
2 

r ~ 7' +/ P= == a , e  + aae -{- �9 �9 �9 "I- a= . 
r 

Die Formel 

/ ~ z e e - , d z  -~- e !  

/+ zeigt, dass das Integral eine ganze rationale dureh e! thdlbare 

Zahl ist und ebenso ]eieht folgt~ wean man bezfigtleh die Substitutionen 
~ z ' + l ,  z ~ z ' + 2 , . . . , z ~ ' + n  anwendet, dass 

r 7 + 4 
ganze rationale dureh (oat-1)! lheilbare Zahlen sind. Daher ist auch 

�9 ) Abdtuck aus Nr. 2 der GSttinger Nachrichten v'. J. 1893. 



Ueber die Transeendenz der Zatflen e and z~. 217 

P1 eine dutch O! ~heilbare ganze Zahl und zwar gilt,  wie man sieh~, 
nach dem Modul 0 - ~ l  die Congruenz 

+(t) + ~ _ _  �9 �9 

Anderersei~s isf~ wenn mi~ K bezfiglich k die absoln~ grSssten 
Wer~he bezeichne~ werden~ welehe die Funetionen 

~(~- 1) ( ~ -  2 ) . . .  ( z -  n) 
beziiglieh (~- 1) ( ~ -  2 ) . . .  (~ - n) e- ,  
in dem Intervalle ~ ~ - 0  bis ~ = n annehmen: 

fll / '  '/"l < k K r  < 2 k K e , .  �9 �9 [ < n k K e  
0 

und hieraus folgt~ wenn zur Abkfirzung 

u --~ { tale  I + 2[a2e=[ + . . .  -{- n [ a , e " [ } k  

gesetzt wird, die Ungleichung 

(2) l P, ] < x K+.  
Nun bestimme man eine ganze positive Zahl @, welche erstens 

dutch die ganze Zahl a .  n! theilbar ist uud fiir welche zweitens 

Kq P~ u-~-., < 1 wird. Es ist dann ~ inPolge der Congraenz (1) eine nieht 

dutch 0-~-1 r und daher nothwendig yon 0 verschiedene ganze 
P, Zahl und da iiberdies ~., infolge der Ungleichung (2) absolut genommen 

kleiner als 1 wird, so ist die Gleichung 

P~ P= ~_. -~+g, o 
umnSglieh. 

Man nehme an,  es sei ~ eine algebraische Zahl und zwar genfige 
die Zahl a I - - i ~  einer Gleichang n tea Grades mit ganzzahligen Coef- 
ficienten. Bezeichnen wit dann mi~ a s , . . . ,  a~ die iibrigen Wurzeln 
dieser Gleichung, so muss, da 1-Jr e +~+ den Werth 0 hat ,  auch der 
Ausdruck 

( t e e  ~ ' ) ( t + g ' ) .  + ( t + e " ) = ~ + d ' + g ' + " . + g ~  
den Werth 0 haben und hierin sind, wie man leicht sieht, die /~rEx- 
ponenten ~1, . - . ,  fl,v die Wurzeln einer Gleichung 2~ "t+" Grades mit 
ganzzahligen Coefficienten. Sind fiberdies etwa die .M Exponenten 
fit, - �9 -, fl~ yon 0 verschieden 7 w~ihrend die tibrigen versehwinden, so 
sind di~se M Exponenten ~l, . - . ,  fl~ die Wur~.eln einer Gleichung 
M t'~ Grades yon der Gestalt 

f ( z )  --~ b z~ - {  - b , z  "~-~ + - . .  q- b ~ =  O, 

deren Coefficienten ebenfalls gauze rationale Zahlen sind und in welcher 
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insbesondere der letzte Coefficient bu von Null verschieden ist. 1 
obige Ausdruck erh~l~ dann die Gestalt 

wo a eine ganze positive Zahl ist. 
Man multiplicire diesen Ausdruck mit dem Integral 

$*=$*zr l~' e-* dz, 
o o 

wo q wiederum eine gauze positive Zahl bedeute~ und wo zur Ab. 
kiirzung g(z )  ~ b ~ f ( z )  gesetzt ist~ dann ergiebt sieh 

aft+ +.f~ 
0 ~ o 

und dieser Ausdruck zerleg~ sich in die Summe der beiden folgenden 
Ausdriicke: 

P~ ~-- -1-- - - "  - l -  ~ , 

:( 
0 o 

wo altgemein das Integral in der complexen ~-Ebene vom Punk~e 

~ fl, liings einer zur Axe der reellen Zahlen parallelen Geraden bis 

zu z - - ~ - t - ~  hin mid das Integral yore P~ml~ z ~ 0 l~ugst der 

geraden Verblndungslinie bis zum Punkte z---~ tl~ bin zu erstreeken ist. 

4 ~ Das Integra is~ wieder gleieh einer ganzen ra~ionalen durch 
0 

(~! theilbaren Zahl and zwar gilt ,  wie man sieht, naeh dem Modul 
Q -~- 1 die Congruenz 

~,./=~_b~+~ b~ -I. (Q+I) 

Mitielsf~ der Subs~ritution ~ ~- r -[- t6i und wegen g(fli)  --~ 0 ergiebt sich 
ferner 

e s (z'--[-i$i)r (~)-{- 1)! G(i~,) ,  

wo G(fli) eiae ganze ganzzahlige Function yon fli bedeutet~ deren Grad 
in is unterhalb der Zahl Q M - [ - M  bleibt und deren Coefilcienten 
srimmflich durch br ~ theilbar sind. Da igl~ . . . ,  i$~ die Wurzeln 
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der ganzzahligen Gleichung f ( z )  ~-  0 sind und mithin durch Multipli- 
cation mit dem ersten Coeffieienten b zu gan~en algebraisehen Zahlen 
werden~ so is~ 

G(fl,) + G(#,) § . . -  + G ( ~ )  
nothwendig elne ganze rationale Zahl. l~ieraus fo]g~, (lass der Aus- 
draek PI gleich einer ganzen rationalen durch el theilbaren Zahl wird 
uad zwar gilt naeh dem Modal e -4- 1 die Congruenz 

Pt ~ a b eM+~ b~ -1 ( e + 1) (3) " 

Andererseits ist~ wenn mit K beziiglich k die grSssten absolu~en 
BeCr~ige bezeichnet werden, welche die Funetionen zg (~ )bez f ig l i ch  
g(z )e  - ~  auf den geradlinigen Integrationsstrecken zwisehen z ~--0 bis 

-~- fli annehmen: 
j 
IJo < I ,lkKr (i=z,e,...,M) 

und hieraus folgr wenn zur hbktirzung 

gesetzt wird, die Un~leichung 

(4) [ P2 ] < x Kr 
Nun besfimme man eine ganze positive Zahl e, wetehe ers~ens 

Ke 
durch a bb~ theilbar ist und fftr welche zweitens x-~., < 1 wird. Es 

P~ ist dann ~ in Folge der Congruenz (3) eine nieht durch e ~- 1 theil- 

bare and daher nothwendig yon 0 verschiedene ganze Zahl und da 
Pt iiberdies ~, in Folge der Ungleichung (4) absolut genommen kleiner 

als 1 wird, so ist die Oleichung 

Pt P: + V., = o  

unmSglieh. 
Es ist leieht zu erkennen, wie auf dem eingesehlagenen Wege 

ebenso einfaeh aueh der allgemeinste L i n d e m a n n ' s c h e  Satz fiber die 
Exponenf3alfunction sich beweisen l~sst. 

K S n i g s b e r g  i. Pr . ,  den 5. Januar 1893. 


